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Kinematicka analiza
Denavit Hartenbergovi parametri

Kinematicka analiza robota

Robot se moZe modelirati kao lanac krutih tijela-segmenata, medusobno povezanih zglobovima, gdje
se na pocetku lanca nalazi nepomicna baza robota, a na kraju lanca je zavrsni uredaj. Da bi se robot
kretao u trodimenzionalnom prostoru, gdje obavlja odredene poslove, potrebno je upravljati
pozicijom i orijentacijom zavrSnog uredaja.

Zbog toga je neophodno odrediti vezu izmedu parametara zglobova robota te pozicije i orijentacije
zavrsnog uredaja.

U svijetu postoje dva osnovna pristupa u opisivanju kinematike robota, a to su:
1. Denavit-Hartenbergov analiticki pristup,
2. Numericki pristup na bazi Rodriguesove formule.

Ova dva pristupa su identi¢na po svojoj kompleksnosti za slucaj kada se glavne ose inercije poklapaju
sa osama zglobova i zajednickom normalom, sto je Cesta pojava kod industrijskih robota.

Denavit-Hartenbergov pristup je pogodniji kada se formiraju kinematicke jednacine
robota, a pristup pomodu Rodriguesove formule je prikladniji za formiranje dinamickih jednacina
robota.
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Denavit-Hartnbergov pristup se zasniva na homogenim transformacijama, koje
definisu polozaj i orijentaciju jednog koordinatnog sistema u odnosu prema drugom.

U vezi sa pozicioniranjem robota pojavljuje se problem na koji nacin se zadaje Zeljena
pozicija robota.

Razlikuju se dva nacina zadavanja koordinata robota:

a) preko tzv. unutrasnjih koordinata robota (odnosno koordinata zglobova) i
b) preko tzv. spoljasnjih koordinata robota.

Unutrasnje koordinate

* Unutrasnje koordinate predstavljaju skalarne velicine koje opisuju relativni
poloZaj jednog segmenta u odnosu na drugi segment kinematic¢kog para.

* Kod rotacionog zgloba unutrasnja koordinata je zapravo ugao zakretanja u zglobu,
dok kod translatornog kinematickog para unutrasnja koordinata predstavlja
linearni pomjeraj duz ose zgloba.

* Nulte vrijednosti unutrasnjih koordinata se mogu birati na razli¢ite nacina, i zavise
od nacina pridruzivanja koordinatnih sistema pojedinim segmentima mehanizma.

* Unutrasnje koordinate se oznacavaju sa q, d,,...,4,,1 Cine vektor unutrasnjih
koordinata q=[q,, 9,,-..,9,,]"

* imin < i < imax Jimin | Jimax Predstavljaju minimalnu i maksimalnu vrijednost i-te
koordinate, odredene mehanickim ogranic¢enjima
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Spoljasnje koordinate

Spoljasnje koordinate

* Spoljasnje koordinate opisuju polozaj i orijentaciju hvataljke manipulatora
(poslednjeg segmenta kinematickog lanca) u odnosu na neki nepokretni
koordinatni sistem.

* Najcesce se kao referentni sistem bira sistem vezan za bazu manipulatoraiu
njemu polozZaj hvataljke opisuju koordinate x,y i z

* Pored kontrolisanja poloZaja hvataljke manipulatora u prostoru, za pravilno
izvrSavanje manipulacionih zadataka potrebno je precizno poznavanje i
upravljanje orijentacijom hvataljke u odnosu na predmete u radnoj sredini
manipulatora
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Spoljasnje koordinate

* Orijentacija se najces¢e opisuje pomocu Euler-ovih uglova zakretanja izmedu osa
koordinatnog sistema vezanog za poslednji segment i nepokretnog sistema.

* Posmatracemo uglove skretanja 6, propinjanja ¢ i valjanja {. Skretanje odgovara
rotaciji za ugao 6 oko z, ose nepokretnog sistema, propinjanje odgovara rotaciji za
ugao ¢ oko novodobijeney, ose, i valjanje rotaciju za ugao | oko nove x; ose

* Vektor r=[xyz 0 ¢ ]" predstavlja vektor spoljasnjih koordinata

Eulerovi uglovi

Eulerova teorema: Bilo koja dva nezavisna ortonormirana koordinatna sistema mogu
se staviti u relaciju nizom rotacija (ne vise od tri) oko koordinatnih osa, pri cemu bilo
koje dvije uzastopne rotacije ne smiju biti oko iste ose.

Orijentaciju se mozZe opisati s tri numericke vrijednosti (3 ugla)

Uzevsi u obzir Eulerovu teoremu slijedi da postoji dvanaest mogucih kombinacija
Eulerovih uglova

XYZ XZY XYX XZX
YXZ YXY Y
ZXY ZXZ

R, — valjanje alata (roll)
R, — poniranje alata (pitch)
R; — skretanje alata (yaw)
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Direktni i inverzni kinematicki problem

Prostor vanjskih
koordinata
Px-Py.p2.0.9.¥

direki kinemaiski propj,

> &

. Prostor
unutrasnjih
koordinata g;

T e
W i 4i p,ob[

r=f(q) direktni kinematicki problem

g=f(r) inverzni kinematicki problem

Direktni i inverzni kinematicki problem

* Inverzni kinematicki problem je znatno sloZeniji od direktnog problema,
jer obuhvata rjeSavanje skupa nelinearnih trigonometrijskih jednacina.

* Ovaj problem je neophodno resavati pri sintezi kretanja manipulatora u
slu¢aju kada je trajektorija hvataljke zadata u prostoru spoljasnjih
koordinata i potrebno je odrediti odgovarajucu promjenu unutrasnjih
koordinata manipulatora
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Redudantnost

* Manipulator se smatra neredudantnim u odnosu na odredenu klasu
radnih zadataka opisanih u prostoru spoljasnjih koordinata ako je
dimenzija vektora spoljasnih koordinata m jednaka broju DoF
manipulatora n.

* Ako je n>m manipulator je redudantan u odnosu na zadatak, odnosno
postoji beskonacno mnogo vektora unutrasnjih koordinata koji
odgovaraju jednom stanju hvataljke.

KOORDINATNI SISTEMI | NJIHOVE TRANSFORMACIJE

Vecé smo ranije pomenuli da se robotski mehanizam mozZe predstaviti sistemom krutih
tijela spojenih zglobovima koji nazivamo kinematskim lancem. Radi matematickog opisa
kretanja segmenata koji simultanim kretanjem odreduju ponasanje hvataljke, za svaki
segment se, prema odredenim pravilima, postavlja koordinatni sistem koji se krece
zajedno sa njim. PoSto svaki od zglobova dopusta samo jedno relativno kretanje
(rotaciono ili translatorno), polozaj hvataljke je rezultat niza sukcesivnih rotacionih ili
translatornih transformacija nad koordinatnim sistemima. U ovom dijelu ¢e biti opisane
elementarne transformacije i uveden pojam homogenih transformacija koje u okviru
iste matrice objedinjuju rotaciju i translaciju.

Na taj nacin je mogudée, poznavajuéi geometrijske karakteristike robota i trenutne
veli¢ine uglova u zglobovima, jednoznacno odrediti polozZaj i orijentaciju poslednjeg
segmenta robota u odnosu na pocetni. Obrnut zadatak, odrediti vrijednosti uglova u
zglobovima tako da hvataljka bude u ta¢no odredenoj poziciji i sa Zeljenom orijentacijom
je mnogo sloZeniji i nije uvijek jednoznacéno resiv.
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Homogene transformacije

* Pozicija i orijentacija jednog koordinatnog sistema u odnosu na drugi definiSu se
homogenim transformacijama. Drugim rije¢ima, matricama homogenih transformacija
se karakteristike zadatog vektora, odnosno tacke, iz jednog koordinatnog sistema
preracunavaju u drugi koordinatni sistem.
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gdje su
1,. J.- k, - jedinicni vektori sistema (A),

T, N

- jedini¢ni vektori sistema (B),

Ax
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Xg.
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, SO
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Ay
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Ay,

By
Yum-

*z,, - koordinate tatke M u sistemu (A),

= 7, - koordinate ishodita sistem (B) u sistemu (A),

®zy -koordinate tatke M u sistemu (B).

MnoZeci skalarno posljednju jednacinu sa jedini¢nim vektorima 1, , j, . k, dobit ¢e se
nove tri jednacine

Ax.\1:AxB+Bx.\! (IA;B }+B~v.\-| (;A‘]B LBZ.\I (.i—A‘EB )‘

Ay.\i :A.\-E+BXM(3A';H}+B.\,M (‘1.\—IH )’PBZM(]A‘EB)‘ (46)

AZ&IZAZB+BXLI (—{A';B )-FB-VM (TA—I'B )-FBZ!\l(TA‘EB l

koje se mogu prikazati u matri¢cnom obliku
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odnosno, u obliku matrice 4x4

(TA*]B (A'Esg AXB BXM]
ias do Ezwkg A ] %
) (6.0 k

0 0 0 1

{{“pm}}[i[R] {“pa}{{BpM }}
1 (0) 1 1]

gdje su pojedini vektori izrazeni u matri¢noj formi:
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T 3 “ &
{ApM } =(*x, *y, *z,) - vektor poloZaja tatke M u odnosu na sistem (A),
u v . . v .
{" Ps } =(*x, *y, *z,) - vektor polozaja ishodista sistema B u odnosu na
sistem (A),
[} B

T . .
Zis ) - vektor polozaja tacke M u odnosu na sistem (B).

Vektor {ApB} wjedno predstavlja vektor translacije koordinatnog sistema (B) u odnosu
na sistem (A) 1 on je dimenzija 3x1.

Matrica
inadg) Hands) (iaoks
Bl)=liaied M) Vecks (4.10)
id) (fds) (ks

predstavlja matricu rotacije koordinatnog sistema (B) u odnosu na sistem (A) 1 ona je
dimenzija je 3x3.
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Homogene matrice transformacije

Matrica formirana na slededi nacin od matrice rotacije i vektora translacije izmedu

dva koordinatna sistema

i 3x1 7]
o

| T ) 3Ix3 -
whats | 1| d 1 matrica | vektor
R d]_||mmans |14, |
— | |
: d, | vektor

0 1] 131732733
perspektive

rotacije | translacije

H= ~lx1
faktor |

| skaliranja |

se naziva matricom homogene transformacije i obiljezi¢emo je sa H. Matrica R definiSe rotaciju izmedu dva
posmatrana koordinatna sistema, a vektor d translaciju izmedu njihovih koordinatnih pocetaka. Vektor iz
poslednje vrste matrice H, vektor [0,0,0] se naziva vektorom perspektive, a ¢lan H (4, 4) faktorom skaliranja. U
svim primjerima koji su od interesa za nas, vektor perspektive i faktor skaliranja ¢e biti konstantni i imace
vrednosti kao u gornjoj relaciji.

Matrica Translacije 1 0 0 D 7
zt 0 1 g
Dtrans; P p}
. g 1 B
P _0 0 0 1 |
0 A "y
Matrica Rotacije oko ose x
\z ] 1 0 0 0
\ ; 0 cos® —sin® 0
S Rot(x,0) = :
g 0 sm6 cosB® O
y 0 0 0 1
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Matrica Rotacije oko ose y

cosO 0 sn6 0
1 0 0
R0 = —~sin® 0 cos® 0
0 0 0 1
cos6 —smB 0 0
mb cos6 0 O
Rot(z,0) =
0 1 0
0 0 0 1

PRIMJER

Za slucaj relativnog polozaja koordinatnih sistema O,-x,,z, i Oj-vpyz; kao na SI. 3.5.
odrediti matricu rotacije kao i projekcije vektora 7. j,. k na ose koordinatnog sistema
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Posebno je vazno da se istakne da je od izuzetne vaznosti redosled rotacija.

[Co 0 So|[c® -s6 0] [Co-CO -Co-56 S¢
R=R,-Ro,=| 0 1 0|56 O 0|=| 356 co 0
|-S¢ 0 Co|[0 0 1] |-Se-CO S¢-56 Co

[co6 -s6 0][Co 0 So
o' Ro=|56 Co 0 0 1
0 0

[Co-CO -S5O C0-S¢
0 [= S8-Co COB 56:-So
| i_fS(p 0 Co |_ -So 0 Co

-

Obzirom da rezultat nije isti, moZzemo zakljuéiti da mnoZenje matrica rotacije nije
komutativno i da se mora voditi raCuna o redosledu rotacija. Dakle,

R+R

llustrova¢emo ovo jos$ ociglednije sledec¢im primjerom. Zarotirajmo paralelepiped oko x, ose
za + 1/2, a zatim oko novog poloZaja y ose ponovo za + 1t/2 . PoloZaj paralelepipeda poslije

svake od rotacija je prikazan na Sl. 3.6.a.
a)

A
A
~ 1 x
—
l =
i

Sl 3.6. Uzastopne rotacije tela

Medutim, promijenimo redosled rotacija, i paralelepiped zarotirajmo prvo oko y0- ose za +
1/2 , a zatim oko x- ose za + 11/2 . PoloZaj paralelepipeda posle svake od transformacija je
prikazan na Sl. 3.6.b. Ocigledno je da je rezultujudi polozaj paralelepipeda drugaciji nego u
prethodnom slucaju.

11
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Da bi se izvrsilo kinemati¢cko modeliranje potrebno je svakom segmentu manipulatora
pridruZiti po jedan lokalni koordinatni sistem vezan za segment.

Transformacya polozaja “lokalnih™ koordinatmh sistema 1 rezultujuci polozaj hvataljke tokom kretanja
robota

Prema tome, pomoéu homogenih transformacija se u okviru iste matrice objedinjavaju
transformacije koordinata nastale usled rotacije i translacije izmedu dva koordinatna
sistema. Ukupna transformacija nastala kao rezultat niza sukcesivnih transformacija se, kao i
u sluéaju rotacija, dobija uzastopnim mnoZenjem matrica odgovaraju¢ih homogenih
transformacija redosledom kojim su se dogadale. Pravila za slaganje rotacija i redosled
transformacija, koje su izvedene ranije za rotacije, u potpunosti vaze i za homogene

transformacije.

Po analogiji sa rotacijama, homogene transformacije koje odgovaraju samo jednom stepenu
slobode kretanja u odnosu na koordinatne ose nazivamo osnovnim homogenim
transformacijama. Prema tome, osnovne homogene transformacije kojima se opisuje samo

translatorno kretanje su:

0
1
0
0

S = O O

[1

o O = O

o = O O

-0 O O

o © = O

0
0
1
0

-0 O O

12
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gdje matrica Hx,a oznacava translaciju duz ose x za duZinu a, matrica Hy,b translaciju duz
ose y za duZinu b, a matrica Hz,c translaciju du? ose z za duZinu c. Cesto se radi
asocijativnijeg obiljezavanja umjesto Hx,a moze sresti oznaka Transx,a , umjesto Hy,b se
moze sresti Transy,b , a Transz,c umjesto Hz,c . Osnovne homogene transformacije za
rotaciono kretanje su:

[1 0 o0 o0 Co 0 S 0 ce -S6 0 0
10 Ca -Sa 0 0 1 0 0 S6 C6 0 0
1‘0::' - 'H\cv: 'H'G:
' (0 Sa Ca O B -S¢ 0 Co O - 0 0O 1 0
o o 0 1 0 0 0 1 0 0 01

gdje matrica Hx,a oznacava rotaciju oko ose x za ugao a, matrica Hy, ¢ rotaciju oko ose
y za ugao ¢, a matrica Hz, 0 rotaciju oko ose z za ugao 0 . | u ovom slucaju se radi
jasnijeg obeleQiavanja umesto Hx,a mozZe sresti oznaka Rotx, a, umesto Hy, ¢ se moze
sresti Roty, ¢ , a Rotz, ® umesto Hz, 8. U svim ovim slucajevima je jasno da se radi o
homogenim transformacijama a ne o matricama rotacije po dimenzijama matrica.

Matematicki aparat koji smo razvili u prethodnim odeljcima za odredivanje transformacija
koordinatnih sistema u prostoru je veoma pogodan za opis kretanja robota. Naime, robot
se moZe predstaviti nizom krutih segmenata spojenih zglobovima koji nazivamo
kinematskim lancem (SI. 2.2). Kretanje u jednom zglobu pokreée odgovarajuci segment, a
time i sve ostale segmente koji se nalaze (dalje), prema vrhu kinematskog lanca ukljucujuci i
poslednji segment - hvataljku 4 &iji polozaj i orijentaciju, ¢esto i tokom kretanja, a sasvim
sigurno u odredenim tackama kada je to od interesa za realizaciju zadatka, moramo
ostvariti. Neka je svakom od segmenata robota ukljucujudi i hvataljku pridruzen koordinatni
sistem koji je u odnosu na (svoj) segment nepokretan. Ovi koordinatni sistemi se nazivaju
lokalnim za razliku od nepokretnog sistema u odnosu na koji se kretanje lokalnih
koordinatnih sistema izracava, a koji se jo$ naziva spoljasnjim (globalnim ili fiksnim, ...).
Poznavanjem taénog poloZaja koordinatnih sistema svakog od segmenata, kao i vrijednosti
unutrasnjih koordinata u zglobovima moguce je jednoznacno odrediti poloZaj i orijentaciju
hvataljke (SI. 3.13). Ovaj zadatak je poznat kao direktni kinematski problem.

13
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5 \ A
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Zo Posledn;ji segment

minimalne konfiguracije

Ai y{)
Sl 2.2. Primer kinematske $eme jedne mehaniéke konfiguracije. Zglobovi 1. 2 1 3 ¢ine minimalnu konfiguraciju. a
zglobovi 4. 516 zglob hvataljke. Sve tri ose zglobova 4. 51 6 se seku u tacks A.

. Xn v Zn

> %

SL 3. 13. Transformacija polozaja “lokalnih” koordinatnih sistema i rezultujuéi polozaj hvataljke tokom kretanja
robota

Obrnuti zadatak, kako odrediti unutrasnje koordinate u svakom od zglobova tako da se
hvataljka nade u zahtijevanoj poziciji sa zahtijevanom orijentacijom, je poznat kao
inverzni kinematski problem i nije jednoznacno resiv. Svaki od ovih zadataka ce biti
posebno obraden.

Koordinatni sistemi se na segmente mogu postavljati na razli¢ite nacine, jedino polozaj
svakog od njih u odnosu na ,,sopstveni” segment uvijek mora biti potpuno poznat i tokom
vremena nepromjenljiv. Medutim, odredena sistematizacija u izboru polozaja
koordinatnih sistema je neophodna, a opSte prihvaéen dogovor o nacinu postavljanja
koordinatnih sistema je poznat kao Denavit-Hartenbergova ili DH notacija (konvencija).
Prvi sistematski nacin definisanja polozZaja koordinatnih sistema primenjen u algoritmu za
modeliranje dinamike manipulacionih robota je predloZen je od strane M. Vukobratovica
i J. Stepanjenka ali je tokom vremena potisnut DH notacijom.

14
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Denavit - Hartenbergova notacija

Uvodenje DH notacije ¢emo zapoceti

razmatranjem osnovnih transformacija izmedu Zp

dva koordinatna sistema: i-1-vog i i-tog sa

koordinatnim pocecima Oi-1 i Oi (SI. 3.14) diji o
medusobni poloZaj zadovoljava sledece uslove: T
- osa X; je normalna na osu Z; 4;

- 0sa X; sijeCe osu Z; 4 . .

Uocimo da je izmedu ova dva koordinatna
sistema umetnut pomocéni koordinatni sistem

sa osama Xy, Yp i Zp Ciji koordinatni pocetak O, ' B il
je definisan presjekom osa z; 4 i X;

Denavit - Hartenbergova notacija

Razmotrimo transformacije koje je potrebno

primijeniti da bi se ova dva koordinatna sistema 2
poklopila. Ukupnu transformaciju ¢emo podijeliti u

dva koraka: najprije éemo i-1-vi koordinatni sistem %
pomjeriti tako da se poklopi sa pomocnim, a zatim | /
¢emo ga pomjeriti tako da se poklopi sa i-tim. Xp
Sa slike se vidi da je za poklapanje koordinatnih

poCetaka Oi-1 i Op najprije potrebno koordinatni -

sistem i-1 zarotirati za ugao 0i oko ose z; ; a zatim ga ‘ 2 i
translatorno pomjeriti za veli¢éinu d duz iste ose.

(Primijetite da se ose z;; i Zp poklapaju). Da bi se , i
pomoéni koordinatni sistem poklopio sa i-tim, Brlx
potrebno ga je translatorno pomeriti duz ose Xp za

veli¢inu a, a zatim zarotirati, isto oko ose Xp, za ugao

a.

15
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Zp
Prema tome, da bi se i-1-vi koordinatni sistem .
doveo do poklapanja sa i-tim potrebno je el r/
izvrsiti sledece transformacije b0y T /

.

H, , =Rot, ,-Tran, ; -Tran,, - Rot, a Yi

Sto se moze u formi homogenih transformacija
(prve dvije transformacije su objedinjene u
jednu, druge dvije u drugu transformaciju) Y —
izraziti na sledeci nacin s

cH, -5, 0 0 1 0 0 a,
S6. Cc6 0 0 0 Co —-Sa, 0

H =Rot,, -Tran,, =| ; Hp,=Rot, , -Tran_, = o
LR A I d ? ‘ ** |0 Sa, Ca, 0
0 0 0 1 0 0 0 1

ili u formi jedinstvene transformacije izmedu i-1-vog i i-tog koordinatnog sistema

€6, -S6,-Ca, 56,-So, a,-C6,

o |58 C8:Co, —CB:Sa, a56,

=] 8 Sa, Ca, d | Yo E:
0 0 1 il rf

Prema tome, ukupna transformacija izmedu

dva koordinatna sistema proizvoljnog - 3 -
medusobnog poloZaja, ali takvog da su d
ispunjena dva ranije navedena uslova, se moze
opisati sa Cetiri elementarne transformacije.
Drugim rijecima, koris¢enjem DH notacije, Y e
ukupna transformacija je opisana sa samo cetiri Br<ix
parametra 0, a, d, i a, koji se nazivaju Denavit-

Hartenbergovim (ili skraceno DH) parametrima.

16
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Da bi se medusobni polozaj dva koordinatna sistema koji pripadaju susjednim segmentima
robotskog mehanizma, u opstem slucaju, mogao opisati prethodnom transformacijom
potrebno je da se obezbijedi da koordinatni sistemi koje pridruzujemo pojedinacnim

segmentima mehanizma zadovoljavaju oba navedena uslova (i X; L z; ; i X; sijece z; ).

Stoga razmotrimo dva susjedna
segmenta robota, i-1-vi i i-ti, (na SI.
3.15. je pretpostavljeno da su
segmenti spojeni rotacionim
zglobovima sa samo jednim stepenom
slobode) gde su ose obrtanja zglobova
obiljeZenesa z;, z;,1Z;,, idase, u
opstem slucaju, mimoilaze u prostoru.
Pretpostavimo, dalje, da je koordinatni
sistem sa pocetkom O, ; vec
postavljen.

V25

.

zglob(i)

Hcglllcnr(h“

[,

_egment( 1)
Sk

SI. 3.15. DH parametri za rotacioni zglob

<,

s D
Llop,. =
“{’/.k /

Tada je moguce odrediti zajednicku
normalu izmedu osa z;i z; ; kao
zajednicku normalu izmedu dvije
mimoilazne prave (na SI.3.15. je ova
zajednicka normala obiljeZena sa a;).
Ako u pravcu zajednicke normale a;
postavimo osu X; (smjer se moZe birati
proizvoljno), a osu y; odredimo tako
da sa X; i Z; obrazuje desni koordinatni
sistem tada koordinatni sistemi O, 4 i
O, predstavljaju dva koordinatna
sistema koji zadovoljavaju oba ranije
navedena uslova i njihov medusobni
poloZaj moZemo opisati Denavit-
Hartenbergovim parametrima.

zglob(i)

SL‘\L’,IHC”Y(‘»I)

Sl. 3.15. DH parametri za rotacioni zglob

KL -
Oy
I~y )
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DH parametri 0, d, a i a izmedu dva

koordinatna sistema koji se nalaze na dva

susjedna segmenta su definisani na

sledeci nacin:

- parametar a je rastojanje izmedu osa
Z, 1 iZ; mjereno duZ ose X; ;

- parametar d je rastojanje koordinatnog
pocetka O, , i presjeka osa X; i Z; 4
mjereno duZ ose Z; 4;

- parametar O je ugao izmedu osa Z; 4 i Z;
(od ose z; 4 ka osi Z;) mjeren u ravni
normalnoj na osu X;;

- parametar 0 je ugao izmedu osa X;.q i
X; mjeren u ravni normalnoj na osu z; 4.

zgloby(i)

scgmcn”‘,_‘u

Y

SL. 3.15. DH parametri za rotacioni zglob

- Parametre 0, d, a i o je moguce na
slican nacin odrediti i u slucaju
linearnog (translatornog) zgloba, koji je
prikazan na Sl. 3.16. Kod translatornog
zgloba poloZaj samog zgloba nije vazan
jer ¢e se prilikom kretanja uvijek na isti
nacin translatorno pomjerati dio
sistema koji se u kinematskom lancu
nalazi posle njega. Zbog toga se
koordinatni sistem postavlja tako da se
parametri uproste, tj. Z,; osa se
postavlja u  pravcu izduZivanja
translatornog zgloba i bira se da je

a;=0 . Osa X; se postavlja u istom ili
suprotnom smeru od vektora z; 4 X z;.

Zik
Eas!

2glob()
b .\L‘gnlc",”_!
J

c,\,mcnui )

Sl. 3.16 DH parametri za lineamni (translatorni) zglob
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Velitina d  odgovara

koordinati ;. Nulta vrijednost q;
odgovara polozaju kada se koordinatni
poceci O; i O,, poklapaju. Za translatorni

unutrasnjoj

74\'\‘

\
\

2,
Iod
</

zglobi)
. o 7 e . A Y

zglob ugao 0;, nije promenljiv vec fiksan i TR ) @
predstavlja kinematski parametar, isto \
kao i ugao a;. & N ‘
Kada se za dati robot izvrsi pridruzivanje
koordinatnih sistema pojedinim
segmentima i odrede DH parametri tada
su homogene matrice transformacije
funkcije samo unutrasnjih koordinata q; u
zglobovima.

SL. 3.16 DH parametri za lineami (translatorni) zglob

L, <0,
segmeny; | @ Clop,, %
=)

Napomenimo da slobodno tijelo u prostoru ima Sest stepeni slobode, dok se relativni polozaj
dva koordinatna sistema prema DH notaciji opisuje sa samo sa Cetiri parametra. To je
moguce zbog toga Sto je ovdje polozaj koordinatnih sistema ogranic¢en sa dva dodatna uslova

(ix; Lz, ixsijece z,,) Cime se oduzimaju dva stepena slobode.

DH parametrima se moZe pridruZiti odredeno fizicko znalenje. Tako, parametar a;
reprezentuje duZinu segmanta, Q; ugao izmedu osa zglobova istog segmenta ("uvrnutost"
segmenta, engl. twist), parametar di predstavlja smaknutost (engl. offset) koordinatnih
pocetaka O,; i O; (u slucaju pravilnih geometrijskih oblika segmenata di predstavlja
smaknutost ,,centara zglobova“) dok parametar Gi predstavlja ugao medusobnog zakretanja

i-1-vog i i-tog koordinatnog sistema $to je u sluéaju linearnog zgloba posledica savijenosti
segmenta.

U slucaju rotacionog zgloba a, di, i o predstavljaju fiksne parametre mehanizma dok

promenljiva Bi predstavlja unutrasnju koordinatu q; (ugao zakretanja izmedu dva segmenta).
U slucaju translatornog zgloba parametri a, ©; i a; su fiksni parametri mehanizma, a

promenljiva di predstavlja unutrasnju koordinatu q; (pomjeraj u zglobu).
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Takode je vaino da se napomene da pri proceduri odredivanja poloZaja koordinatnih
sistema koji pripadaju pojedinim segmentima ni u jednom trenutku nije vodeno racuna o
stvarnom obliku segmenata i stvarnom polozZaju zglobova. Naime, kinematski model robota
predstavljen DH notacijom odgovara svim ,,stvarnim“ mehanic¢kim konfiguracijama sa datim
rasporedom i tipom zglobova tj. odgovara svim konfiguracijama kod kojih se sve ose
zglobova nalaze na istim mjestima. Oblik samih segmenata ne uti¢e na DH parametre Sto
predstavlja prednost DH notacije.

Treba obratiti paznju da kod DH notacije postoji neslaganje u rednom broju zgloba i njemu
pripadajuéeg koordinatnog sistema. Naime, numeracija segmenata kinematskog lanca kreée
od segmenta vezanog za podlogu i pocinje sa 1 (1, 2, ..., n). Numeracija zglobova takode
pocinje od podloge na isti nacin kao i kod segmenata, ali se koordinatni sistemi koji
pripadaju zglobovima numeriSu drugacije. Osa baznog zgloba (zglob kojim se robot
povezuje sa podlogom) se uvek obiljeZava sa z, tj. numeracija pocinje od nule. To znadi, da
je i-ti zglob prvi zglob i-tog segmenta dok je odgovarajuci koordinatni sistem i-1-vi $to se
moze vidjeti na SI. 3.15. Na isti nacin, prvi zglob pocetnog segmenta kinematskog lanca
(segment 1) je zglob 1, a njemu pripadajuci koordinatni sistem je O,

Procedura formiranja kinematskog modela (postavljanja koordinatnih sistema i formiranja
matrica transformacije) pocinje identifikacijom osa svih zglobova jer tip i raspored zglobova
moraju biti poznati unaprijed. Pri odredivanju poloZaja koordinatnih sistema prema DH
konvenciji treba voditi racuna o nekim specificnostima na koje ¢emo sada ukazati. Najpre
treba ukazati na Cinjenicu da se bazni koordinatni sistem moZe postaviti bilo gdje na osi z,
(njegov poloZaj nije jednoznac¢no odreden i moze se izabrati nama najpovoljnija pozicija) a ose
Xg i Yg treba odrediti tako da se oformi desni koordinatni sistem. Dalje se koordinatni sistemi
postavljaju na nacin opisan ranije.

Razmotrimo, dalje, situaciju koja se javlja ako dvije ose zglobova z; ; i Z; pripadaju istoj ravni.
Tu se mogu javiti dva slucaja:

- osez;, izsesijeku, - ose Z;4 i Z; su paralelne.
U drugom slucaju, koji je sasvim Cest u praksi, postoji beskona¢no mnogo zajednickih normala
0sa Z;4 | Z; . U tom slucaju se osa X; bira tako da bude normalna a da z; ; i da prolazi kroz O,.
Primijetimo da je u tom sluéaju i d jednako nuli, a zbog paralelnosti osa Z;, i Z; parametar Q

je takode jednak nuli. Kada je osa X; odredena, osa Y; se bira tako da oformi desni koordinatni
sistem.
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U prvom slucaju, kade se ose z;; i Z; sijeku, X; se bira kao normala na ravan koja je
definisana osama z; ; i z; dok je smer X; proizvoljan. Najprirodniji izbor koordinatnog
pocetka O; je u presjeku osa z;; | Z; mada se moZe izabrati bilo koja tacka na osi z;.

Treba primijetiti da je u ovom slucaju parametar a; jednak nuli.
Takode treba obratiti paznju na postavljanje koordinatnog sistema na poslednji (n-ti)
segment, tj. na postavljanje koordinatnog sistema hvataljke (SI. 3.17). Koordinatni

pocetak O, se moZe izabrati proizvoljno, ali treba voditi rauna da se DH parametri
maksimalno uproste. Zbog toga se preporucuje da se O, bira simetri¢no izmedu prstiju
hvataljke, jedino treba da se obezbijedi da je osa X, upravna na z,,. Ukoliko je
poslednji zglob rotacioni treba osu z,, izabrati tako da je paralelnaz, , .

4 ’
b g -1 5 | 4Xn
segment(n) o,-f 2" n-1| zglob(n) / an={y

el (s
P -—-——” Zn-1 | Zn
L d,

zglob(n)

Xn

Zn-1 Y1 d,
-

SL. 3.17. Postavljanje koordinatnog sistema hvataljke

Postupak za formiranje kinematskog modela robota proizvoljne mehanicke konfiguracije se
moze sistematizovati u nekoliko sledeéih koraka:

1. Lociratii oznaciti sve ose zglobova od z; do Z,, ;.

2. Postaviti bazni koordinatni sistem bilo gdje na z, osi.

Napomena: korake 3-5 ponavljatizai=1doi=n-1

3. Locirati koordinatni pocetak O; na mjestu gde zajednicka normala na ose z; i Z;_; presijeca
osu Z;. Ako se z; presijeca sa z; ; onda O; postaviti u tacku presjeka, a ako su ose z;iZ; 4
paralelne onda O; postaviti u zglob z;.

4. Postaviti osu x; duZ zajednicke normale izmedu z; 4 i Z; kroz tacku O ili u pravcu koji je

normalan na ravan odredenu osama z; i Z; ; ako se ove dijve ose sijeku.

Postaviti y; tako da se formira desni koordinatni sistem.

Postaviti koordinatni sistem hvataljke na pogodan nacin.

Formirati tablicu parametara a; , d;, a;, 6, .

Formirati homogenu matricu transformacije zamenjujuci vrijednosti parametara iz

tablice, formirati ukupnu matricu transformacije mnozeéi redom sve matrice od pocetne
do krajnje.

O N o WU
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Odavde se moze zakljuciti sledede:

- koordinatni sistemi se postavljaju u zglobove robota,

- na svakom segmentu se nalaze po dva koordinatna sistema,

- prvi koordinani sistem (racunato od pocetka (baze) kinematskog lanca pripada
prethodnom segmentu, drugi koordinatni sistem je vezan za doti¢ni segment i
njegov poloZaj se mijenja zajedno sa promjenom polozZaja doticnog segmenta.

Na opisani nacin je moguce u potpunosti definisati polozaje svih koordinatnih sistema

i oformiti ukupnu matricu transformacije koja povezuje poziciju i orijentaciju krajnjeg

koordinatnog sistema kinematskog lanca (koordinatnog sistema hvataljke) izrazenu u
odnosu na bazni (nepokretni) koordinatni sistem

Algoritam rjesavanja direktnog kinematickog problema

RjeSavanje direktnog kinemati¢kog problema moze se izvrsiti prema algoritmu koji
ima izgled kao na slici

Utvrdivanje Pridruzivanje koordinatnih
nultog polozaja sistema svakom Clanku

Definisanje 1 rjeSavanje
matrica homogenih
transformacija

Odredivanje
orijentacije hvataljke
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Utvrdivanje nultog polozaja industrijskog robota

Da bi se rijeSio direktni kinematicki problem, potrebno je prvo ustanoviti simbolicku shemu
robota u odnosu prema odabranom nepokretnom koordinatnom sistemu. Ova simbolicka
shema treba da sadrzi sve bitne dimenzije datog robota. Ustanovljeni poloZaj robota, gdje

sve unutrasnje koordinate imaju vrijednosti jednake nuli (qi=0) smatra se nultim polozajem.

Pridruzivanje koordinatnih sistema

Drugi korak u rjeSavanju direktnog kinematickog problema je pridruzivanje koordinatnih
sistema pojedinim segmentima robota, kojih mora biti najmanje onoliko koliko ima
stepeni slobode kretanja. To pridruZivanje koordinatnih sistema najcesce se obavlja na
osnovu metode Denavit-Hartenberg (DH).

Pod direktnim kinematskim problemom podrazumijevamo odredivanje pozicije i
orijentacije koordinatnog sistema poslednjeg segmenta kinematskog lanca u odnosu
na nepokretni (bazni) koordinatni sistem ukoliko su poznate vrijednosti pomeraja u
zglobovima (ugao zakretanja za rotacioni i izduZenje za translatorni zglob).
llustrovacemo ovo na nekoliko primjera.

PRIMJER 1
Odrediti tablicu DH parametara i matrice homogenih transformacija za ravanski

trosegmentni robotski manipulator prikazan na SI. 3.18.

a) bez uertanth koordinatnih sistema b) sa uertanim koordinatim sistemima

Sl 3.18. Trosegmentna ravanska konfiguracija
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a) bez ucrtanih koordinatnih sistema b) sa uertanim koordinatnim sistemima
S1. 3.18. Trosegmentna ravanska konfiguracyja
Tabela 1. Denavit - Hartenbergovi parametri
Segment a. o d 8,
1 [l 0 0 a
. L . . Ve
3 [3 0 0 a5
Matrice pojedinacnih transformacija su date sa:
Ccl -S1 0 IcCl cC2 -82 0 LcC2 C3 -S3 0 LC3
S1 C1 0 [S1 S2 €2 0 LS82 S3 C3 0 LS3
Hl _ 1 HZ _ Z H3 _ 3
0~ r 2 =
0 0O 1 0 0 0O 1 0 0 0o 1 O
0 0O 0 1 0 0 0 | 0 B 0. 1

dok je ukupna transformacija data sa

C123 -S123 0 [,-Cl+],-C12+];-C123
: S123 C123 0 [,-Sl1+],-S12+/5-5123
H, =H,-H] T} = . & .
0 0 1 0
0 0 0 1

gde je S123 =sin (q, + g, + g3) , a C123 = cos(q,+ g, +q5) -

26/10/2021
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PRIMIJER 2

Odrediti tablicu DH parametara i matrice homogenih transformacija za trosegmentnu

antropomorfnu konfiguraciju sa SI. 3.19 ako su duZine drugog i treeg segmenta a2 i
a3, respektivno.

ay
Y3
)
y— =0
é' f’ g X

S1. 3.19. Antropomorfna minimalna konfiguracija

S1. 3.19. Antropomorfna minimalna konfiguracija

Tabela 2. Denavit - Hartenbergovi parametri

Segment a, o, di ef
1 0 w2 0 4
2 a, 0 . Kk
3 0 ?

a, e
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Matrice pojedinacnih transformacija su date sa:

1o sl 0 C2 -52 0 a2 C3 -S3 0 a,C3
, |S1 0 -C1 O , |82 €2 0 a,82 , |93 C3 0 4,53
H(): ! Hl—: < | H;-,: 3

0 1 0 O 0 0 1 0 0 0 1 0

0O 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

dok je ukupna transformacija data sa

[CT:C23 —£1'523 81| [Cle(m, C23+4,°C2
51.c23  §1.523 —Cl| |S1-(ay-C23+a,-C2
§23 C23 0 a,-S23+a,-S2
0 0 0 1

RS, T3,

H, =H- I =

(*)

Na taj nacin je odredena ukupna transformacija krajnjeg koordinatnog sistema O3 u
odnosu na bazni Oy u funkciji koordinata u zglobovima.

Vektor pozicije koordinatnog sistema Oj je definisan cetvrtom kolonom u matrici ukupne
transformacije i njegove koordinate direktno odgovaraju koordinatama koordinatnog
pocetka O3 u odnosu na Oy .
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Najcesce se direktni kinematski problem ovim smatra rijeSenim. Medutim, obzirom da
nam matrica rotacije ne daje rjeSenje u obliku neke od uobicajenih reprezentacija
orijentacije koordinatnih sistema ponekad je pogodno odrediti orijentaciju krajnjeg
koordinatnog sistema u Zeljenoj formi.

Vektor r=[x y z & ¢ {]" predstavlja vektor spoljasnjih koordinata.

r=1(q)

Vektor g=[q,, q,,...,d, 1T predstavlja vektor unutrasnjih koordinata.

Pretpostavimo da Zelimo da orijentaciju koordinatnog sistema O; definisanu matricom
rotacije iz (*) predstavimo ZYX Ojlerovim uglovima cija je matrica rotacije data sa (**).

Drugim rijecCima, Zelimo da odredimo Ojlerove uglove U, ¢ i ¢ tako da ukupna rotacija
odgovara rotaciji koja je definisana matricom rotacije (***).

Matrica rotacije definisana u okviru homogene transformacija (*) je data sa:
[C1.C23 -C1-823 Sl ]| [#n,
Rg = 51-C23 §1:823 LCli=r, r r,
| §23 25 0 T B B

Matrica rotacije izrazena ZYX Ojlerovim uglovima je:

Co-CO Co-SO-Sy-So-Cy Co-SO-Cy+So-Sy
R} =|S0-CO S¢-S8-Sy+Co-Cy S0-S8-Cy—-Co-Sy
_s6 CO- Sy Co-Cy
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Obzirom da Zelimo da obje rotacije kao rezultat daju istu ukupnu rotaciju pojedinacni
¢lanovi u ovim dvjema matricama treba da su jednaki. IzjednaCavanjem izraza uz

pojedine ¢lanove dobijamo
1, =Co-CO

5, =C0-S8-Sy—So-Cy

13 =C@-S8-Cy+ S-Sy
i":l = S(D(‘e

» =80-S6-Sy+Co-Cy

53 =85¢-58-Cy—-Co-Sy

13 =CO-Sy

133 =C0-Cy

Na taj nacin smo dobili sistem od 9 jednacina sa
3 nepoznate koji moZzemo rijesiti na vise nacina.
Kao konacan rezultat dobija se:

LY
0 = arctg =+

I

11

4
3

= arctg

13

33

'

0 =arctg

-

iy Co+ry, -SQ

31

Time je direktan kinematski problem u potpunosti rijesen.

Primjer 3: Odrediti tablicu DH parametara i matrice homogenih transformacija za sferni
zglob cija je kinematska Sema prikazana na SI. 3.19.

a) kinematska fema zgloba

b) koordinatni sistemi zgloba hvataljke

SL. 3. 20. Sferni (Ojlerov) zglob

Tabela 3. Denavit - Hartenbergovi parametari

Polozaj koordinatnih sistema zgloba

hvataljke je prikazan na SI. 3.20.b.
Tablica Denavit - Hartenbergovih

param

Segment a o, d J- Br‘
4 0 —7/2 e 44
5 0 ;rf/2 9 qs
6 0 0 dg s

etara je data u Tabeli 3.
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Pojedinacne matrice transformacija su:

[c4a o -s4 0] cs 0 S5 0 ( c6 -56 0
- |S4 0 Cc4 O 31 S5 0 =¢5 0 HE S6 C6 0 0
1o =0 @& @ 1o a 0 0 0 1 d
lo o o0 1 0 0 1 0 0 0o 1

dok je ukupna matrica transformacije data sa:
H: =H}H-Hf =
[C4-C5-C6-54-56 -C4-C5-S6-54-C6 C4-S5 C4-55-d,
| $4-C5-C6+C4-5S6 —S4-C5-56+C4-C6 S4-S5 S§4-55-d
i ~§5.C6 5556 c5  C5-d,
| 0 0 0 1

Cime je zadatak rijeSen. Primijetimo da matrica rotacije iz poslednje matrice odgovara
matrici rotacije kada je orijentacija zadata ZYZ Ojlerovim uglovima. Vrednost rotacije za
ugao g, odgovara vrednosti ugla ¢ , za ugao g uglu 6, a za ugao g, uglu Y . To je i razlog
Sto se sferni zglob joS naziva i Ojlerovim zglobom.

Primjer 4: U ovom primjeru ¢emo prikazati formiranje kinematskog modela standardnog
industrijskog manipulacionog robota antropomorfnog tipa PUMA koji ima Sest stepeni
slobode sa svim rotacionim zglobovima. Kinematska shema robita je prikazana na na Sl. 3.21.
Treba uoditi da je konstruktivno rjeSenje robota takvo da obezbeduje da se sve tri ose
zglobova hvataljke sijeku u jednoj tacki, tj. zglob hvataljke je Ojlerov zglob.

dy
y X4 /: I Xs
O/ul : %4 al !
6?%

Yo
X6
? Zg

a) Kinematska Sema b) Koordinatni sistemi zgloba hvataljke

S1. 3.21. Industrijski manipulacioni robot PUMA
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Tabela 4. Denavit-Hartembergovi parametri

S
Eia ®iy a;, d, q;
1 0 0 0 q
1
2 -00° 0 0 q,
? 9 a, di 93

4 -00°

a; d, qs
5 90° 0 0 qs
6 -00° 0 0 s

Matrice pojedinacnih homogenih transformacija su date sa:

€l

—S1
Cl

S = O O

S = O O

Lo = == R ==

c2 -S2
L0 0
H: =
52 2
0 0
c4 -S4
0 0
H ~
_S4 —C4
0 0
C6 -S6
S8 o
HE =
-S6 —C6
0 0

- o O O

- o o ©
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1, =C1[ €23(C4C5C6 - $456)—52355C6 | + 51 S4C5C6+c4S6)
1y =S1[€23(C4C5C6-5456) - $2355C6 | - C1(S4CSC6+C4S6)

13y == S823[C4C5C6~ S456]-C2355C6

ﬂ'“ N2 M3 Py 12 =C1[ C23(-C4C556 — S4C6)+ 5235556 |+ S1(C4C6-C4C6-54C556)
6 1 6 |1 ™M ™ D 13, =51[ C23(~C4C556 - S4C6)+ 5235556 |- C1(-S4C556+ CACE)
Hy =HyHy = '
B 1 B3 P ry =— §23[-C4C556 - S4C6]+ C235556
|0 0 0 1 fj3 =— CI(C23C455+523C5) - 515455

ryy == S1(C23CA4S5+S23C5) + C154S5
133 =S23C4S5-C23C5

pr=Cl(a,C2+a;C23-d,523)-d;S1

P, =51(0,C2+a,C23-d,523)+d,C1

p.=—a,523-a,52-d,C23

Slike i Seme iz LITERATURE _
Zglob 1+1

Zglob i-1

Na,

Clanak i

Clanak i-2

Slika 4.10. Denavit-Hartenbergovi kinematski parametri za rotacioni kinematski par
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THH | Zg}ob i+1

Zglob i-1

Slika 4.11. Denavit-Hartenbergovi parametri za translatoran zglob

DH convention for homogenous transformations (1/2)

« An arbitrary homogeneous transformation is based on 6
independent variables: 3 for rotation + 3 for translation.

» DH convention reduces 6 to 4, by specific choice of
the coordinate frames.

+ In DH convention, each homogeneous transformation has the form:

A; = Rot, g, Trans, 4 Trans, ,,Rot, o,

-89, 0 0| [t 00 0f[|]2 0041 0 o0 o

, cg, 0 0[]0 1 0 0[]0 1 0 0| [0 cay —Sa DO
0 o0 10|00 1d| ool 0|0 s ¢y 0]
o o o 1ffloo o 1]fooo0o 1[]J0o 0 0 1
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DH convention for homogenous transformations (2/2)

« Position and orientation of coordinate frame i with respect to
frame i-1 is specified by homogenous transformation matrix:

-’ A“ﬂ

Cp, —50,Cqy 585, a;Co, ! L
y ¥ ~pn

39, Cp,Ca C8;%; 0499, /; R e

Ai= z Pl
0 3 Cixa d; In
0 0 0 1
a; = link length,
where

a; = link twist,
d; = link offset,

Introduction Robotics, lecture 3of 7 6; = joint angle.

Joint i+1

‘I'—':I[I

Joint i-1
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Pogledati ovaj link na youtube

https://www.youtube.com/watch?v=rA9tmO0gTIng
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Inverzni kinematicki problem

Inverzni kinematski problem je zadatak odredivanja koordinata u zglobovima robota (uglova
u rotacionim i izduzenja (pomjeraja) u translatornim, tj. q1, q2, ..., q6) koje obezbjeduju da
hvataljka robota ostvari unaprijed zahtijevanu poziciju i orijentaciju. Ovaj problem je znatno
sloZeniji od direktnog kinematskog problema i ne daje uvijek jednoznacno rjesenje.

Imajuci na umu da se homogena matrica ukupne transformacije sastoji od matrice rotacije i
vektora translacije proizilazi da je potrebno simultano rijesiti skup od 12 trigonometrijskih
nelinearnih jednacina.

Prikaza¢emo dva osnovna nacina rjeSavanja ovog problema: analiticki i numericki. Analiticki
dobijeno rjeSenje ima sve prednosti koje svako analiticko rjeSenje ima (moguénost analize
izraza kojim je rjeSenje dato i uocavanje specijalnih slucajeva (kod nas su najinteresantnije
singularne konfiguracije) kompaktan izraz koji zahteva najmaniji broj racunskih operacija pri
apliciranju na racunar, ...), ali je put do rjeSenja veoma sloZzen. Numericko rjeSenje dobijamo
koriS¢enjem raCunara i izbjegavamo zamorno racunanje, ali kao rezultat dobijamo samo broj
i ne mozemo ga koristiti kao rjeSenje u analitickom obliku.

* Ovaj sloZeni problem izracunavanja unutrasnjeg kretanja q(t) iz poznatog spoljasnjeg
kretanja r(t) naziva se inverzni problem kinematike robota. Sa nekoliko rije¢i éemo
objasniti zasto je reSavanje ovog problema vazno. Sa jedne strane, zakljucili smo da je
manipulacioni zadatak pogodno zadati u obliku kretanja hvataljke po zakonu r(t). Sa
druge strane robot se pokrec¢e pomocu motora koji deluju u zglobovima i koji izazivaju
pomjeranja u zglobovima. Prema tome, za djelovanje motora bitna je promjena
koordinata u zglobovima tj. q,(t), g,(t), ...,q,(t). Da bi se izvrsila sinteza upravljanja
kretanjem robota neophodno je sracunati unutrasnje kretanje q(t) odnosno rijesiti
inverzni problem kinematike.
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Rjesenje inverzne kinematike
robota zasnovano je na
odredivanju vektora unutrasnjih
, koordinata
Radm i
predmet 4=1019293949596]7, ako je
poznat vektor vanjskih koordinata
0.0,y r=[pxpypz0 ¢ Y] kako je to
prikazano na slici .

Inverzna kinematika se moze
opisati na nacin prikazan izrazom

q=f1(r).

ANALITICKO RJIESENJE
llustrovacemo najprije, rjeSavanje inverznog kinematskog zadatka na jednostavhom primeru
trosegmentnog mehanizma prikazanog na Sl. 3.18. Pretpostavimo da se trazi da kraj drugog
segmenta (ustvari, koordinatni pocetak sistema O;) zauzima poziciju definisanu koordinatama
(x, y) i da je njegova orijentacija zadata uglom ® gdje ocigledno vazi ® =q, +q, +q;. Zadatak
je da se odrede uglovi q, , 4, i q; koji to obezbjeduju

X3
—~ b S
I 23 y} -/
Illll -
."l .
\M#'(‘ q 3 »
f - >
df‘w\. Y
po :
Ve 5y Y
N =N q- / '\ = 4
= - Yo i= ol S
g Q. &
i\ ”
XN
a) bez ucrtanih koordinatnih sistema b) sa uertanim koordinatnim sistemima

Sl. 3.18. Trosegmentna ravanska konfiguracija
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Jasno je da je preduslov za rjeSavanje ovog zadatka postojanje kinematskog modela.
Podsetimo se da je to ve¢ uradeno u Primjeru 1. Izraz za konacnu transformaciju od
baznog do krajnjeg koordinatnog sistema koja je izvedena u Primjeru 1 obzirom na
postavljeni zadatak mozemo napisati u nesto izmijenjenoj formi

~ O -S5O 0 x h=Ci
y - ; ; R—
/Ij; H = -5;1) C(ED ? .2) - SO =5123
\:‘;}/f,,’ ;]3 0 0 0 1 x=1-Cl+l,-Cl12
/ v=1-81+1,-512
\;Q‘\(Xfy) Ako kvadriramo i saberemo zadnje dvije jednacine dobijamo
) Pree w 2 197 = 4P 4:905,69
x Odakle slijedi PPN .v’];ff +h
>
=12

Da bi rjeSenje postojalo mora desna strana jednacine imati vrijednost izmedu -1i +1,

na osnovu ¢ega slijedi
$2=1y1-C2*

4
pa se ugao g, moze odrediti na osnovu q, = f”'C‘fg{ F J

Posto je ugao q, odreden predimo na odredivanje ugla q, . NapiSimo izraze za x i y u formi

x=k,-Cl-k,-S1 . k=I+1-C2
, gdje je wE
y=k -S1+k, .Cl ey =1,-82
o k, =rcos(y)
Ako usvojimo daje r=yii+k i Vv =arctg(k2/k1)  slijedi

k, =rsm(y)
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o ] o x/r=cos(y)cos(g,)—sm(y)sin(g,)
Sada se izrazi za x i y mogu napisati kao _ .
y/r=cos(y)sin(g;)+sin(y)cos(q,)

Y : li
e x/r=cos(y+q,)
/
e Q: N y/r=sin(y+q,)
Q (xy) Kako je tada
L\ qﬁ’ . amsiie] LI e -
- .O \)” e e x/¥ ]*m )
\(//:/ Ul N g

e . 1‘ "
sllijedi q, :arctg[ ’—}—G"C‘fg(k: /)
gl

Primijetimo da promjena znaka q, utice na k, sto utice na
vrijednost g,. Na kraju se vrijednost za q; moZe odrediti iz q;=P-q,-q,

Prednosti analitickog rjeSenja u odnosu na numericko su:

- izraCunavanje traje znatno krace, jer je manji broj potrebnih matematickih operacija,

daje sva rjesenja koja su tacna i bez nagomilavanja numericke greske,
singularna stanja u kojima robot gubi jedan ili viSe stepeni slobode je moguce unaprijed
predvidjeti i uzeti u obzir.

U prethodnom odeljku smo ilustrovali rjeSavanje zadatka inverzne kinematike analitickim
nacinom, i kao Sto smo vidjeli, u slu¢aju robota koji ima Sest stepeni slobode taj zadatak je
izuzetno sloZen. Stoga se pribjegava pojednostavljenju problema dijele¢i ga na dva
jednostavnija podzadatka. Podsetimo se da je osobina sfernog zgloba koji se postavlja na
vrh minimalne konfiguracije (postala je praksa da se ovakvi zglobovi koriste kod industrijskih
robota) da se sve tri ose zglobova (z4 , z5 i z6) sijeku u jednoj tacki. ObiljeZimo tu tacku, na
primer, sa O, i nazovimo je centrom zgloba. Bez obzira na vrijednosti uglova g4, g5 i g6
polozaj tacke O,; se nece promijeniti Sto znaci da je njena pozicija funkcija samo ql, g2 i
g3. Osim toga, zadavanjem vrijednosti uglova g4, g5 i g6 moZzemo definisati orijentaciju
hvataljke. Na osnovu toga, ukupni zadatak inverzne kinematike mozemo da podijelimo na
zadatak odredivanja inverzne pozicije i inverzne orijentacije.
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Numericko (iterativno) rjeSenje inverznog kinematickog problema

U prethodnom dijelu su uspostavljene relacije izmedu pozicije i orijentacije hvataljke robota
i vrijednosti unutrasnjih koordinata (koordinata u zglobovima) mehanicke konfiguracije
(direktni kinematski problem). Takode je pokazano kako se sracunavaju koordinate u
zglobovima robota koje obezbeduju Zeljenu poziciju i orijentacije hvataljke (inverzni
kinematski problem). U oba slucaja je uspostavljena veza izmedu unutrasnjih i spoljasnjih
koordinata u jednom diskretnom polozaju. Sustinski vazan zadatak predstavlja realizacija
koordinisanog kretanja zglobova robota u cilju ostvarivanja Zeljene trajektorije hvataljke. Da
bi se ovaj zadatak rijeSio potrebno je da se uspostavi veza izmedu brzina u zglobovima
robota i rezultujuce brzine kretanja hvataljke. Jakobijan (ili jakobijeva matrica) kojom se ovo
preslikavanje uspostavlja predstavlja osnovu za rjeSavanje ove klase zadataka. Osim toga, u
okviru ovog dijela ¢e biti obradene osnove diferencijalne kinematike, nacini za sracunavanje
elemenata Jakobijeve matrice, kao i numericko rjeSavanje inverznog kinematskog problema.

Kod nekih struktura robota, kao i kod redundantnih robota, analiticko rjesenje inverznog
kinemati¢kog problema se ne moze odrediti i u tom slucaju se pristupa numeri¢ckom
rieSavanju ovog problema.

Da bi se doslo do rjesenja skupa nelinearnih jednacina primjenjuju se razli¢ite numericke
metode (Newtonova metoda, metoda pribliZzavanja po pojedinim koordinatama,
Cebishevljevo priblizavanje, gradijentni postupak itd.). Ovi su postupci opsti i ne zavise od
kinematske strukture robota. Stoga se i prednost numerickih postupaka ogleda u mogucénosti
izrade jednog univerzalnog programa za razlicite konfiguracije robota. Problemi koji se
javljaju pri izvodenju jednog takvog programa su:

neprepoznavanje singularnih stanja robota i
- moguca divergencija postupka racunanja.

Najvise koristena metoda rjeSavanja inverznog kinematskog problema robota je Newtonova
metoda, gdje je potrebno odrediti Jacobijevu matricu J(q) kao i njenu inverznu matricu J*.
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Nedostaci ove metode u odnosu na analiti¢ko rjeSavanje inverzne kinematike su:
* potrebno relativno veliko vrijeme za izracunavanje inverzne matrice,
* treba poznavati pocetno rjesenje, koje mora biti blisko stvarnom rjesenju,

* potrebno je izvrsiti modifikaciju trajektorije ili je zadati u prostoru unutrasnjih

koordinata pri pojavi singulariteta (u okolini takvih tacaka ne moze se izracunati J1).

Posmatra li se funkcija F(q) :
Fa)=f(a)-r

gdjeje:ri,i=1,..,m - spoljasnja koordinata robota odnosno reR™,
gi,i=1,...,n-unutrasnja koordinata, odnosno geR",
i za slu¢aj neredundantnih robota (m=n)
tad je
f:R"R" neprekidna,diferencijabilna funkcija koja preslikava unutrasnje
koordinate u vanjske

* Za funkciju F(q) je potrebno odrediti nulu funkcije koja se nalazi u okolini nekog
pribliznog rjeSenja qy . lzvrsi li se razvijanje funkcije F(q) u Taylorov red i zadrze li
se samo prva dva ¢lana dobije se:

F(a) +)(q, ) x(q-q,) =0,  (XX)

pri ¢emu je: J - Jacobieva matrica parcijalnih izvoda funkcije f(q) koja ima oblik

[ of, af,
6(11 5(1”
6 ‘ ; nxn
J=—= . . . , ako je m=n = JeR".
Oq
| Ogq, oq, |
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Jacobi-jeva matrica povezuje brzinu promjene unutrasnjih koordinata
q =44, 45 45 44 45 q¢]7 sa brzinama promjene vanjskih koordinata 7 = [,\'c, 9,20, z/;]T

i ima velik znacaj u sintezi kretanja robota.

Na osnovu izraza (xx) slijedi q=q, -J7(q){f(q,)-1)=q, +T7'(q,)Ar,,

gdjeje:J? (qk ) - inverzna matrica Jacobieve matrice J,
Ar, = f(q, ) - r - vektor prirastaja vanjskih koordinata u odnosu na koordinate koje
odgovaraju pribliznom rjeSenju q, .

Usvoji li se u poslednjem izrazu da je g= q,,;, dobice se iterativan (ponovljen) postupak.
Kada je || Ar, || < €, gdje je € mala pozitivna konstanta, postupak se smatra zavrSenim.

* Newtonov postupak ima kvadratnu konvergenciju, Sto znaci da
iterativan postupak brzo konvergira. Ovaj postupak daje samo jedno
rieSenje inverznog problema i to ono koje se nalazi u okolini pribliznog
rieSenja q, . Postojanje inverzne matrice je zavisno o determinanti
Jacobieve matrice, tako ako je det |J(q)| # O, inverzna matrica postoji.
Kod polozaja robota gdje se javljaju singularne tacke inverzni
Jacobijan nije mogude odrediti i tad je det |J(q)| =0
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Jacobieva matrica

Jacobi-jeva matrica povezuje brzinu promjene unutradnjih koordinata q = [§4, 45 45 44 45 q6l"
sa brzinama promjene vanjskih koordinata i = [x, ¥,z 0, Q, IIJ]T i opisana je izrazom

i=1(q)-q.
Povezivanje vanjskih sila, koje djeluju na hvataljku i momenata koji se prenose na
zglobove robota vrsi se Jacobijevom matricom. Ova matrica zavisi od tipa vektora
spoljasnjih koordinata. S obzirom da vektor spoljasnjih koordinata definiSe poziciju i

orijentaciju hvataljke robota u odnosu na neki referentni koordinatni sistem (najéesce u
bazi robota) : r = [p,p,p, 0 ¢ Y ]"moguce je izvrsiti njegovu podjelu na dva dijela i to:

) | O TIT
Vl_[’p 70]

gdje je: - {r,} € R3 - vektor pozicije se opisuje na slijedeci nacin ro=[PxPyP, 17,
- {r,} € R- vektor orijentacije i opisuje se kao r.=[6, @ }]"

* Da bi bolje razumijeli prirodu matrice J napisSimo posledniji izraz u razvijenoj formi
(posmatracemo mehanizam koji ima Sest stepeni slobode)

x Ju Jin Jiz s s Jis || 4
y Ju I Ju S Jis J || 42
Jn Jz S Sz Jis || 43
Jy T Jia Ty Jas Jus || 44
51 Js2 sz Sy Jss Jss || Gs
Joo Jo2 Jez Jes Jes  Jes I 96

(B
7%}
—

e

Posmatrajmo samo prvu jednacinu sistema x=J,,q, +J,5q> +J;3G; + 4G, + J15ds +J 164

Iz forme poslednjegizraza se vidi da su ¢lanovi (elementi) jakobijana u stvari

parcijalni izvodi funkcije kojom se definiSe pozicija i orijentacija vrha robota u
spoljasnjim koordinatama po unutrasnjim uglovima u zglobovima mehanizma
robota i mogu se odrediti analiti¢ki ili numericki
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* Primjer 4. Najjasnije ¢emo nacin odredivanja jakobijana analitickim putem
pokazati na primjeru. Za trosegmentni antropomorfni mehanizam (minimalnu
konfiguraciju) ¢ija je kinematska Sema prikazana na Sl. 3.19. analitickim nacinom

odrediti jakobijan.

C1-C23 -C1-523 S1 Cl-(a;-C23+a,-C2)

s 4 . s |S1.C23 S1.523 —Cl Sl-(a;-C23+a,-C2)
H =H H H = 2
523 C23 0 a;-S23+a,-S2
9, H 0 0 0 1

SL 3.19. Antropomorfna mummalna konfiguracya

Pri rjeSavanju ovog zadatka prvo treba napisati jednacine
koje povezuju poziciju vrha robota sa vrijednostima uglova
u zglobovima. Za konfiguraciju prikazanu na Sl. 3.19. te
jednacine su:

x=a,C1C2+a;C1C23

y=a,S1C2+a,S1C23

z=a,82+a;S523

Zatim je potrebno uspostaviti vezu izmedu
malih (infinitezimalnih) pomeraja u zglobovima
i rezultujucih pomeraja hvataljke. Da bismo tu
vezu uspostavili treba diferencirati izraze po
uglovima u zglobovima, pa dobijamo

x=a,C1C2+a,CIC23
y=a,51C2+a;51C23

z=a,82+a;523

_ox(qy.95.95) P

dx s day+ ox(q1.92.95) s ox(41:9.93) g
éq, q, éq;
; dy=20-92:9) 4 | VG- 92-03) g | VG192.95)
oy 9, aq; '
d-= C :{‘/1:‘.’2'(.’.‘ ) éftj, e (:(‘!1-‘(]2 g3 ) LI(,‘-‘ e (-:(‘!l-' ‘.[."Cfi) qui
% cq, oq, gy
Sto se u vektorskoj formi moze napisati kao
o dx dq,
SL. 4.2. Kinematska Sema trosegmentnog antropomorfiiog mehanizma dS = J(CI) dq gdje Je ds= d_‘l' dq = d‘]’l
a’:g dg;
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)

oq, 0q, 0qs

oz oz oz

Fo=

(q)

o 9% 94

Matrica J je, dakle, matrica parcijalnih izvoda funkcija x(q1, g2, 93),
v(al, g2, 93),z (91, g2, q3), u odnosu na uglove u zglobovima g1l
,02 i 3. Prema tome, vrijednosti elemenata matrice J se mogu
dobiti diferenciranjem gornjih izraza. Za primjer trosegmentne
minimalne konfiguracije antropomorfnog mehanizma sa Sl. 3.19.
matrica J se dobija u kona¢noj formi

~a,51C2-a,51C23 —Cl(a,52+a,C23) —a,C1523
4,S1C2+a,C1C23  —S1(a,52+a,S23)  a,S1523
0 a,C2+a,C23 a,C23

Treba primijetiti da su elementi matrice J funkcije uglova u zglobovima i da se sa
promjenom poloZaja mehanicke konfiguracije robota mijenjaju. Prema tome, tokom
realizacije odredenog pokreta matrica J nije konstantna i vrijednosti njenih elemenata
treba sracunavati za svaki novi poloZaj mehanicke konfiguracije.
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