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Zelja da realizuje masine koja ¢e ga zameniti pri poslovima isuvise opasnim, napornim ili
monotonim, kod coveka je prisutna, verovatno, oduvek. Veoma &esto su konstrukcije
poprimale ¢ovekoliki izgled (Sl. 1.1. - 1.3.), delom zbog teZnje da napravi sopstvenu
repliku, a delom zbog lakseg uklapanja ovako koncipirane masine na radno mesto koje je
ved prilagodeno coveku. Mada se tokom novije istorije mogu naéi primeri sloZenih
mehanizama (Sl. 1.2.) koji su realizovali veoma slozene pokrete ovi uredaji, pri strozijem
tumacenju, ne mogu biti nazvani robotima. Pre svega, od robota se ocekuje znatno §iri

&
e

Sl. 1.3. Pokretne lutke za sluzenje ¢aja 9. 1.2. Automat ¢asovnicara Jaquet Droz-a
iz Japana, XVIII vek poznat pod nazivom Pisar, oko 1750.godine

spektar aktivnosti nego §to su ovi automati mogli da realizuju tj. otekuje se da mogu da
realizuju razli¢ite zadatke (mada tekst koji Pisar, Sl. 1.2., ispisuje moze da bude proizvoljno
zadat u duzini od 40 karaktera, ipak ovaj automat moZe samo da pise i to samo jednom
vrstom slova), aintuitivno se o¢ekuje samostalno i svrsishodno delovanje robota u okolini u
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kojoj se nalazi. Zarealizaciju takvih masina tada nije bilo uslova.

Tabela 1. Pregled razvojarobotike

God. | Dostignuée

1898 | Nikola Tedajavno demonstrirao radiom upravljani (teledirigovani) model broda.

1946 | Dzorz Devol (George Devol) razvio prvi magnetski kontroler. Na Pensilvanij-
skom univerzitetu realizovan ”Eniac”, prvi savremeni ra¢unar.

1952 | Na MIT-u realizovana prva NC maSina koja predstavlja prvi primer gde su
softver i hardver integrisani u okviru istog uredaja.

1954 | Dzozef Inglberger (Joseph Engelberger), student Kolumbija univerziteta, otkupio
prava na Devolov robot i osnovao prvu robotsku kompaniju “Junimej$n”
(Unimation).

1956 | lzraz “vestacka inteligencija” uveden u nau¢nu terminologiju

1962 | Dzeneral Motors (General Motors) instalisao prvi robot (firma Junimej$n) na
poslovima opsluzivanja masine za livenje.

1968 | Mobilni robot sa elementima vestacke intel. (Sejki (Shakey)) realizovan na SRI

1972 | Prof. Vukobratovi¢ postavio teoretske principe dvonoznog hoda.

1973 | Sinsinati Milakron (Cincinati Milacron) razvio T3, prvi komercijalni robot.

1973 | Na Stanford univerzitetu razvijen prvi jezik za programiranje robota (WAWE).

1976 | U Carls Draper (Charles Draper) laboratorijama na MIT-u razvijen RCC uredaj
Za montazu.

1977 | ASEA ponudila natrzistu dva industrijska robota na elektri¢ni pogon.

1978 | Prvi Pumarobot iz firme ”Junimej$n” instalisan u Dzeneral Motors-u.

1979 | SCARA (Selective Compliant Robot for Assembly) realizovan u Japanu.

1980 | Poceo ubrzani razvoj industrijske robotike.

1984 | Na Waseda univerzitetu razvijen Wabot-2 koji je bio u stanju da ¢ita note i svira
elektri¢ne orgulje.

1986 | NaWaseda univerzitetu realizovan dvonozni hodajuéi robot (WL-12) koji je hod
ostvario na osnovu ZMP-a

1987 | Kompamije ASEA i BBC Brown Boveri formirale ASEA Brown Boveri (ABB)

1992 | Istrazivacki 8-nozni robot Dante I usao u krater vulkana Erebus na Antartktiku

1997 | Honda javno prikazala autonomni humanoidni robot P3 (osmi prototip u okviru
projekta koji je poceo 1986 godine).

1998 | U Japanu zapocet veliki projekat Humanoid.

2000 | Realizovan prvi autonomni humanoidni robot ASIMO firme Honda, Japan.

Sony prikazao svoj humanoidni robot SDR (Sony Dream Robot)

Jasno je da su za pojavu robotike morala postojati odgovargjuca teorijska znanja i steéi se
adekvatni tehnol oski uslovi. Obzirom da se do ovih uslova stiglo postepenim razvojem nije
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moguce potpuno jednoznacno odrediti kada je zapogeo razvoja robotike. Smatra se da je za
pojavu robota od sustinskog znac¢aja bio razvoj teorije upravljanja, racunara i elektronike,
pa se pregled razvojarobotike dat u Tabeli 1 je fokusira uglavnom na ove oblasti.

Sl. 1. 4. Plakat, glavni lik i scenaiz predstave Rosumovi univerzalni roboti (RUR) &eskog pisca Karela Capeka.

Ret robot je u savremeni reénik 1920. godine uveo Geski pisac Karel Capek, u svom
pozorisnom komadu R.U.R. (Rosumovi univerzalni roboti, Sl. 1.4.). Re¢ robot potice od
Ceske reci robota koja oznacava teski rad.

Postoji vise definicija $ta je robot. Prema definiciji Medunarodne organizacije za
standardizaciju (standard 1SO 8373) manipulacioni industrijski robot je definisan kao
“automatsko upravljani reprogramabilni viSenamenski manipulator sa tri ili viSe upravljanih
0s3, koji moZe biti nepokretan ili pokretan u odnosu na podlogu i koji se koristi u zadacima
industrijske automatizacije”. Prema definiciji Japanske asocijacije za robotiku (JARA)
roboti se mogu klasifikovati u Sest klasa:

- Ru¢no (pomocu operatora) upravljani uredaji za rukovanje materijalom.

- Uredaj za rukovanje materijalom koji je tako konstruisan da moze da realizuje
samo fiksni, unapred definisani, niz pokreta (engl. Fixed Sequence Robot).

- Uredaj za rukovanje materijalom koji je tako konstruisan da moze da realizuje
niz pokreta koji lako mozemo da modifikujemo (engl. Variable Sequence
Robot).

- Robot kod kojeg se kretanje moze zapamtiti radi kasnijeg ponavljanja (engl.
Playback Robot).

- Numeri¢ki upravljani roboti koji imaju uredaj za ru¢no obucavanje
provodenjem kroz niz definisanih poloZaja.

- Inteligentni roboti koji mogu da ”razumeju” svoju okolinu i u stanju su da
zavre zadatak uprkos izmenjenim radnim uslovima.

Zbog nesaglasnosti ovih definicija podaci o broju robota u Japanu nisu u potpunosti
kompatibilni sa podacima o broju robota u drugim zemljama.

Dok je u pocetnim fazama razvoj uglavnom bio fokusiran na industrijsku robotiku,
savremeni trenutak i bliska proslost su karakterisani naglom ekspanzijon razvoja robota i u
drugim oblastima zivota. Tako se pojavljuju: roboti za domaéinstvo, roboti koji se koriste u
terapeutske svrhe, roboti za negu starijih i onemocalih osoba, roboti za pomo¢ pri hirurskim
zahvatima, roboti za gaSenje pozara, roboti u industriji zabave ... (Sl. 1.5.). Neki od njih
imaju humanoidni oblik (Sl. 1.6.). Cesto se robotika u drugim oblastima izvan industrijske
naziva servisnom dok se, ukoliko roboti imaju ¢ovekoliki izgled naziva humanoidnim.
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Sl. 1.5. Roboti van oblasti industrijske robotike: @) robot usisivac, b) terapeutski robot Faro, ¢) pomo¢
hendikepiranim osobama, d) pomo¢ pri hirurskim zahvatima, e).protivpozarni robot, f) roboti u industriji zabave

Sl. 1.6. Razvoj Asimo (HONDA) humanoidnog robota

Razmotrimo detaljnije razvoj industrijske robotike. Ako presko¢imo rane faze (pojava
motora sa obrtnim magnetnim poljem i elektronskog racunara) za poéetak ubrzanog razvoja
industrijske robotike presudan je bio pronalazak tranzistora 1947. godine i integrisanog
kola 1959. godine $to je omogucilo minijaturizaciju, poveéanje pouzdanosti rada racunara i
njegovu primenu u upravljanju robotima. Time su omogucéeni intenzivni proracu-ni
prilikom realizacije programiranih putanja, obrade senzorskih informacija i upravljanja
elektriénim pogonima. U to vreme, 1961. godine, DZordzu Devolu (George Devol) je odob-
ren patent broj US 2998237, masine za rukovanje materijalom sto je predstavljalo pocetak
industrijske robotike. Prva skica patenta prikazanaje na Sl. 1.7. Jo$ u toku obrade patentne
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prijave, 1956. godine formirana je kompanija Junimej$n (Unimation) Inc., ¢iji su osnivaci
bili Dzordz Devol i Jozef Englberger. Prvi prototip je izasao iz fabrike 1959. godine i insta-
lisan je u livnici u vlasni§tvu GM u Nju Dzersiju (Genera Motors, New Jersey), a 1961.
godine pocinje sa stalnim radom. Pocetak industrijske primene robota prati i osnivanje
istrazivackih laboratorija za oblast robotike pri univerzitetima u SAD, Evropi i Japanu.

June 13, 1961 G. C. DEVOL, JR 2,988,237

PROGRAUMED ARTICLE TRANSFER

Filed Dec. 10, 1954 3 Sheets-Sheet 1

Sl. 1.7. Prvi patent i prvi industrsijski robot u GM fabrici u Trentonu, 1961.

Naredni veliki napredak u razvoju robotike je omogucila pojava novih tehnologija za
realizaciju upravljackih sistema — mikroratunara, ¢ime je znacajno uvecana sposobnost
robota da u realnom vremenu, pored ostalog, obraduju raznovrsne senzorske informacije,
na osnovu kojih donose odluke o narednoj akciji koju treba izvrsiti i na taj nadin obavljaju
zadatke smanjenog stepena determinizma.

Realno je da se o¢ekuje da Ce se taj trend nastaviti, naro€ito zbog razvoja robotike koja nije
industrijska i gde je adekvatna interakcija sa okolinom na osnovu senzorskih informacija,
osnovni preduslov uspesnog delovanja robota. Stoga se moze ocekivati da ¢e kod
industrijskih robota u buduénosti biti uvecan stepen ”samostalnog” delovanja §to ¢e imati
veoma znacajan uticaj i haproizvodnju u buduénosti.

Kada je industrijska robotika u pitanju dva su osnovna pitanja na koja treba imati jasne
odgovore. Prvo je: zbog Cega treba koristiti robote, dok je drugo: kada ne treba koristiti
robote.
Kao odgovor na prvo pitanje uobicajeno se navode Cetiri razloga:

- poboljsanje kvaliteta proizvoda,

- poboljsanje uslova rada,

- smanjenjetroskova i

- olaksan prelazak na proizvodnju drugog proizvoda (fleksibilnost).
U slucaju kada je potrebno poboljsanja kvaliteta proizvoda roboti postizu bolje radne
rezultate u odnosu na ¢oveka kada je potrebno: pozicioniranje visoke tacnosti, visoka
ponovljivost pri ponavljanju pokreta, eliminacija odstupanja usled zamora i pouzdano
merenje i kontrola kvaliteta koris¢enjem senzora. Obzirom na karakteristike robota u smislu
ostvarenja visoke ta¢nosti i ponovljivosti dobro poznate, prva tri razloga su, nadamo se,
jasna bez dodatnih objasnjenja. Radi ilustracije kako se robotizacijom uz primenu senzora
moze povecati kvalitet proizvoda naves¢emo primer firme Nissan iz Japana gde se za
detekciju nesavrsenosti bojene povrsine koriste laserski senzori koje nose roboti. Uvode-
njem ovog sistema povecana je uspesnost detekeije gresaka sa 60% na 100%.

Dabi se postigao visok kvalitet proizvoda i da bi se izbegle povrede, uslovi rada treba da
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budu adekvatni'. Ukoliko se u okviru radnog mesta javlja potreba za podizanjem teskih
predmeta ili ukoliko je posao monoton i ponavljajuéi ili ukoliko je radni prostor kontami-
niran (buka, isparenja, prasina, ...) ili ukoliko posao tokom dugog vremenskog perioda
zahteva visok stepen koncetracije treba razmisljati o uvodenju automatizacije i robotizacije
na takvo radno mesto. Tako se npr. u Nissan-u smatra da radno mesto treba automatizovati
ukoliko tokom jedne smene podignut teret prelazi 20 tonaili ukoliko broj ponavljanja jedne
akcije, isto tokom jedne smene, prelazi 4000. Tako je, za montazu tockova na automobile
(jedan to¢ak ima masu od 20-30 kg) koja se tokom jedne smene realizuje 1000 puta razvi-
jen poseban robot. Drugi karakteristican primer monotonih i ponavljajucih pokreta na rad-
nim mestu je pakovanje i paletizacija, dok su isparenja prilikom bojenja veoma ¢esto kan-
cerogenai kontaminiraju radni prostor. U oba slu¢aja primena robota predstavlja adekvatno
resenje.

Kada se govori o ceni robotizacije radnog mesta treba voditi ratuna o ceni samog robota i
uredenju radnog mesta. Obzirom na osobinu robota da veoma tacno ponavljaju pokrete, a
da on-line prepoznavanje scene zahteva instalaciju veoma skupe opreme (ukoliko je scena
takva da je uopste moguce prepoznavanje u realnom vremenu) potrebno je radno mesto
realizovati kao viskoko struktuirano. To znai da je potrebno da se u svakom trenutku svi
elementi potrebni u radnom procesu nalaze na taéno odredenim i unapred poznatim lokaci-
jama sto se postize Koris¢enjem raznih vrsta dodavaca, paleta i sl. $to zahteva ulaganje
znacajnih sredstava. Da bi se sredstva ulozena u uredenje radnog mesta Sto pre vratila
veoma je pozeljno da roboti rade vise smena, ukoliko je moguce, 24 ¢asa dnevno.

Zivotni vek proizvoda je sve kraéi pa se neminovno zahteva skraéivanje vremena razvoja
novog proizvoda. Osim toga, i proizvodne linije treba da budu takve da mogu da se koriste
za proizvodnju vise od jednog proizvoda. Stoga se postavlja zahtev za visokim stepenom
fleksibilnosti, koji treba da bude visi ne samo u odnosu na krutu autonatizaciju veé i u
odnosu na radne procese koje redlizuje ¢ovek. Tako je npr. Rolls-Royce za 75% skratio
vreme obrade delova hemijskim nagrizanjem time $to se maske za pokrivanje zasti¢enih
delova vise ne prave ru¢no kori$¢enjem Sablona, ve¢ se koriste podaci iz CAD sistema. Sa
druge strane, Nissan trenutno radi na formiranju jedinstvene linije za proizvdnju automobila
na kojoj bi bilo moguce proizvoditi sve njihove modele (Intelligent Body Assembly
System). To nameravaju da postignu koris¢enjem jednostavnih robota kojima bi menjali
pribore naliniji u skladu sa svakim novim modelom automobila.

Drugo, ranije postavljeno, pitanje je bilo: kada ne treba korigtiti robote? Odgovor je da
robote ne treba koristiti onda kada su prednosti ¢oveka u odnosu na robota znatajne za
realizaciju zadatka. Prednosti ¢oveka u odnosu na robota u procesu proizvodnje su sledece:
- Covek ima mnogo veti broj senzora koji su boljeg “kvaliteta” od onih koje
koriste roboti. Osim toga, ¢ovek mnogo efikasnije koristi senzorske informacije.
- Covek ima sposobnost ugenja i moze da donosi ispravne odluke ¢ak i kada svi
potrebni podaci ne postoje.
- Covek je veoma fleksibilan i moZe se lako prilagoditi drugom zadatku (ovek je
”lak za programiranje”).
- Covek poseduje mobilnost u smislu jednostavnog prelaska sa jednog na drugo
radno mesto.

* Posmatrano kratkoroéno, preopterecenje ljudskog tela dovodi do zamora, a U duzem periodu i do povreda.
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- Novo radno mesto ne zahteva posebnu pripremu u smislu prilagodavanja
¢oveku (male kapitalne investicije).

Ukoliko je na radnom mestu neophodno da izvrsilac poseduje jednu ili vise pomenutih
osobina potrebno je nato mesto postaviti ¢oveka.

Osvrnimo se, na kraju, na razvoj industrijske robotike u posednje dve decenije. Prema
UNECE (Press Release ECE/STAT/04/P01, Geneva, 20 oxtobar 2004), robotika je tokom
poslednje decenije XX veka, posmatrano sa razli¢itih aspekata, znatajno napredovala.
Tako, na primer, odnos nekih osnovnih ekonomskih i tehnoloskih parametara sa pocetka i
sa kraja poslednje decenije XX veka to potvrduje: nominalna cena robota je smanjena od
43% do 80%, broj isporucenih jedinica je uvecan za 782%, broj razli¢itih tipova robota je
uvecan za 400%, ukupna nosivost je uvec¢ana za 26%, tanost pozicioniranja je uvecana za
61%, brzina kretanja poslednje ose je uvecana za 39%, maksimalni dohvat je uvetan za
36%, srednje vreme rada pre pojave otkaza je uveéano za 137% (sada iznosi i do 100,000
sati), velicina RAM-a je uvecana za preko 400 puta a broj maksimalno upravljanih SS je
uvecan za 45%

Period veoma znacajnog tehnoloskog unapredenja industrijskih robota tokom ovog perioda
je istovremeno pracen konstantnim rastom trzista. U tome su prednjacile Evropa i SAD
obzirom da je Japan ngjveti deo robotizacije priveo kraju desetak godina ranije. Na kraju
XX veka, u svetu se broj robota u upotrebi priblizio broju od 900.000 £100.000 (poznat je
broj proizvedenih i isporugenih robota ali se ne zna ta¢no koliko je robota izvan upotrebe
zbog zastarelosti). 1ako je preporuceni radni vek robota dvanaest godina, nije redak sucaj
da se roboti koriste i posle tog perioda u zavisnosti od intenziteta ranijeg koris¢enja ali i od
ekonomske opravdanosti nove investicije.

Broj robota u Japanu je u tom trenutku iznosio (ukljugujuéi i najjednostavnije manipulato-
re) 389.442, u Sedinjenim americ¢kim drzavama 89.880, u Evropskoj uniji 198.897, ostatku
Evrope 10.783, Aziji i Australiji 53.132, a u ostatku sveta 8.900. Broj robota na 10.000
industrijskih radnika u pojedinim zemljama je iznosio: Japan 272; Juzna Koreja 125; SAD
52; EU 81; Nemacka 127; Italija 102; Svedska 89; Velika Britanija 34; Australija 31. U
automobilskoj industriji, koja je u znatno vecoj meri robotizovana, u proseku, na 10.000
radnika dolazi 1000 robota (u Japanu 1.700, u Italiji 850 (najvise u Evropi), u SAD 590
robota, ...).

Predvidanja za period do kraja prve decenije XXI veka ukazuju na to da ¢e broj novih, pro-
izvedenih i instaliranih, robota dosti¢i cifru od 131.000, odnosno da ¢e broj aktivnih robota
na kraju decenije dosti¢i 1.150.000 jedinica. Cena robota ¢e neznatno opadati a broj robota
u odnosu na broj radnika ¢e hiti povecan: predvida se 352 robota na 10.000 radnika u Ja-
panu, preko 173 u Koreji, 171 u Nemackoj, 130 u Italiji, 90 u SAD.

Interesantno je da je 2005. godine naru¢eno 59% robota antropomorfne konfiguracije, 12%,
cilindri¢ne, 8% SCARA konfiguracije i ukupno 21% svih ostalih konfiguracija.

Za samo pet goding, rast u servisnoj robotici iznosio je 31.600 jedinica. Sa 5.680 jedinica,
podvodna robotika predstavlja glavni pravac komercijalizacije. Slede roboti za ¢isc¢enje,
vojni i bezbednosni roboti, gradevinarski roboti, medicinski roboti i mobilne platforme
opste namene. Prodato je 1.9 miliona jedinica za domacinstvo 1 milion robota-igrataka.

Strah da ¢e roboti zatvoriti mnoga radna mesta nije se pokazao u potpunosti opravdanim.
Posle ocekivanog otpustanja na poCetku robotizacije u nekoj industrijskoj grani, ubrzani
rast obi¢no otvara nova radna mesta ili se, usled opSteg napretka drustva, otvaraju investi-
cije u drugim granama ¢ime se povectava potreba za radnom snagom, koja pri tome mora da
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se prekvalifikuje. Opet, kao primer mozemo uzeti automobilsku industriju gde se, posma-
trano u celini, i pored povremenih kriza se belezi konstantni rast novootvorenih radnih
mesta.
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2 OSNOVNE DEFINICIJE | STRUKTURE
MANIPULACIONIH ROBOTA

2.1 OSNOVNI POJMOVI

Mehanicka struktura industrijskog robota se sastoji od segmenata spojenih zglobovima koji
mogu biti rotacioni ili linearni (trandatorni). Zadatak mehanic¢ke konstrukcije je da ostvari
potrebno kretanje hvataljke robota tokom realizacije radnog zadatka. To znati da je
potrebno da hvataljka u svakoj tacki putanje ostvari planiranu poziciju i orijentaciju, kao i
odgovargjuéu brzinu i ubrzanje. Konstrukciona realizacija zglobova koji se danas
primenjuju kod industrijskih robota je takva da jedan zglob omoguéava samo jedno
relativno kretanje (Sl. 2.1) segmenata koje povezuje. Jedno kretanje koje zglob dozvoljava
(trandadacija ili rotacija) se, po analogiji sa terminologijom u mehanici, naziva jednim
stepenom slobode (SS). Prema tome, zglob koji omogucava samo jedno relativno kretanje
ima jedan stepen slobode i naziva se jednostrukim. Stoga se moze re¢i da se mehanicka
struktura robota sastoji od vise segmenata koji su povezani jednostrukim zglobovima. Jasno
je da se dozena prostorna kretanja vrha robota ostvaruju istovremenim i uskladenim
kretanjem vise zglobova. Pozicije zglobova se, bez obzira da li se radi o rotacionim ili
linearnim zglobovima, se nazivaju unutrasnjim koordinatama.

0
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Sl. 2.1. Sematski prikaz &) rotacionog i b) translatornog zgloba

Obzirom da je za dostizanje proizvoljno zadate pozicije i orijentacije krutog tela u prostoru
potrebno Sest stepeni slobode (tri translacije duZ osa koordinatnog sistema i tri rotacije oko
njih) jasno je da mehani¢ka struktura robota koja treba da obezbedi pozicioniranje vrha
robota u bilo kojoj tacki svog radnog prostora sa proizvoljnom orijentacijom mora da ima
Sest jednostrukih, odgovarajuce spregnutih, zglobova jer na tgj natin mehanicka struktura
robota obezbeduje Sest stepeni slobode kretanja vrha robota. Stoga je jasno da, kada je u
pitanju mehani¢ka struktura sa Sest stepeni slobode, za proizvoljno zadatu poziciju i
orijentaciju hvataljke u prostoru postoji samo jedno resenje (samo jedan skup vrednosti
pomergja u zglobovima) koje obezbeduje da hvataljka bude u zadatoj poziciji sa trazenom
orijentacijom.

U ducéaju da mehanicka struktura ima vise od Sest stepeni slobode postoji vise mogucih
polozaja zglobova (teoretski, beskonaéno mnogo) sa kojima se ostvaruje traZzena pozicija i
orijentacija hvataljke. Roboti ¢ija mehanicka struktura koja nosi hvataljku ima vise od Sest,
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prostorno rasporedenih, zglobova (stepeni slobode) su uvek redundantni®. Treba uociti da
se redundantnost definise kao razlika u broju stepeni slobode koje zahteva realizacija
radnog zadatka i broja stepeni slobode koje poseduje mehanicka struktura robota. Ako
robot poseduje "visak" stepeni slobode za odredeni zadatak on je za taj zadatak
redundantan. U suprotnom sluéaju nije. Prematome, za neki zadatak robot koji ima Sest ili
manje stepeni slobode moze, dok za neki drugi zadatak ne mora biti redundantan. Po
pravilu, industrijski roboti imaju najvise Sest stepeni slobode, mada se na trzistu vet
pojavljuju realizacije koje imaju i vise SS°.

Deo prostora u kome se hvataljka robota moze naéi, naziva se radnim prostorom (engl.
workspace). Oblik radnog prostora zavisi od vrste i rasporeda zglobova minimane
konfiguracije, dimenzija segmenata i opsega kretanja svakog zgloba. Na Sl. 2.7. je
prikazana kontura radnog prostora u vertikalnoj ravni. Ukupan radni prostor se dobija
rotacijom ove konture oko ose prvog zgloba. Potpuno operativnim radnim prostorom (engl.
versatile workspace) nazivamo radni prostor u okviru kojeg robot moze u svakoj tacki da
ostvari bilo koju zahtevanu orijentaciju hvataljke. Maksimalnim radnim prostorom
nazivamo deo prostora u okviru koga robot moze da dohvati svaku tatku makar sa samo
jednom moguéom orijentacijom hvataljke. Jasno je da je maksimalni radni prostor vedi, i da
se u njegovim zonama koje su blize grani€nim oblastima smanjuje opseg mogucih
orijentacija hvataljke koje robot moze da postigne. Tacke koje su na grani¢noj spoljnoj
povrsini radnog prostora robot mozZe da dohvati samo sa potpuno ispruzenom mehanickon
strukturom pa je jasno da je u tim tatkama moguce ostvariti samo jednu orijentaciju
hvataljke. Dodatna razmatranja vezana za radni prostor su data u odeljku 2.3.

Kao §to smo ve¢ rekli mehani¢ka struktura industrijskog manipulacionog robota se sastoji
od segmenata koji su spojeni zglobovima. Prvi zglob, ratunato od osnove je fiksiran za
podiogu, dok je na poslednji pri¢vri¢ena hvataljka. Ukupna mehani¢ka konfiguracija se
uobiéajeno deli na dve celine: prva tri segmenta sa pripadaju¢im zglobovima (raunato od
podloge) se nazivaju minimalnom konfiguracijom dok druga tri zgloba ¢ine zglob hvataljke
(8. 2.2). Adekvatnim izborom uglova minimalne konfiguracije se hvataljka pozicionira u
zeljenu ta¢ku radnog prostora dok se zglobom hvataljke obezbeduje zahtevana orijentacija.

Celinakoju formiraju poslednjartri zgloba u kinematskom lancu mehanic¢ke strukture robota
se naziva zglobom hvatajke. Uobi¢ajeno je da su sva tri zgloba rotaciona (SI. 2.3) i
realizovani tako da se sve tri ose seku u jednoj tacki (tatka A na Sl. 2.2). Ova tacka ostaje
nepokretna za bilo koju vrednost uglova u zglobovima 4, 5 i 6. Ovakva konstrukcija se
naziva Ojlerovim zglobom. Ukoliko se tatka A adekvatno pozicionira u radnom prostoru
robota izborom odgovarajué¢ih uglova u zglobovima hvataljke, se obezbeduje potrebna
orijentacija hvataljke. Obzirom da se zglob hvataljke direktno nadovezuje na minimalnu

2 judska ruka ima sedam stepeni slobode i redundantnaje. Da biste lakse shvatili znagaj redundantnosti naslonite
dlan na neki nepokretan objekat iz vase okoline, npr. zid. Obezbedujudi da se trup i dlan ne pomeraju deo ruke
izmedu dlana i ramena moZe zauzeti viSe poloZaja. Stoga je jasno da nam redundantnost omogucava slobodu da
zahtevenu poziciju i orijentaciju hvataljke ostvarimo takvim polozajem mehani¢ke strukture koji nam najvise
odgovara.

® Firma Motoman je juna 2008. godine predstavila dvoruéni model SDA10. Ukupno robot ima 15 SS (svaka
ruka“ ima po 7 SS plus rotacija centralnog stuba), nosivost svake ruke je po 10 kg, ponovljivost je £0,1 mm. Obe
ruke mogu raditi sinhrono naiistom zadatku, ali se svakom rukom moze upravljati i nezavisno. Za detaljnije
informacije videti http://www.motoman.com/motomedia/pr/SDA 10web.pdf
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A
Zp Poslednji segment 2

minimalne konfiguracije

Y
Xo 0

3. 2.2. Primer kinematske seme jedne mehanicke konfiguracije. Zglobovi 1, 2 i 3 ¢ine minimalnu konfiguraciju, a
zglobovi 4, 5i 6 zglob hvataljke. Svetri ose zglobova 4, 5i 6 se seku u tacki A.

Us
o 8-

Sl. 2.3. Kinematska sema zgloba hvataljke gde se sve tri ose seku u jednoj tagki (Ojlerov zglob).

konfiguraciju jasno je da se tacka A na Sl. 2.2 ne pomera u odnosu ha poslednji segment
minimalne konfiguracije. Ova ¢injenica ¢e na pogodan nacin biti iskoris¢ena kasnije kod
rasprezanja mehanicke strukture pri reSavanju inverznog kinematskog zadatka.

Uobi¢ajeno se mehanicka struktura formira kao jednostruki kinematski lanac, mada se
mogu naci primeri visestrukih kinematskih lanaca. Visestrukim kinematskim lancima se,
uglavnom, vrsi prenos kretanja sa motora na zglob ukoliko je motor udaljen od zgloba koji
osnazuje tj. nije direktno povezan na osovinu zgloba mehanicke strukture. To se najéesée
odnosi namotore kojima je osnazen zglob hvataljke.
Robotski manipulacioni sistem (Sl. 2.4.) se minimalno sastoji od:
- mehani¢ke konfiguracije osnazene aktuatorima
- odgovargjuéeg upravljackog uredaja (kontrolera) za upravljanje kretanjem
izvr$nih organa, koji se obi¢no nalazi u istom kuciStu sa energetskim delom
sistema za napajanje aktuatora.
- uredaja za ru¢no navodenje robota, koji se Cesto naziva uredajem za obucavanje
(engl. Teaching box) tj. programiranje robota.
Na Sl. 2.4 su data dva primera robotskih sistemai u obaslucaja se vide sve tri pomenute
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Sl. 2.4. Kompletan sistem manipulacionih robota (mehanicka konfiguracija, upravljacki uredaj i uredaj za
obucavanje).

komponente. U pojedinaénim slu¢ajevima one mogu da variraju po veli¢ini i obliku. Mogu
postojati jo§ neki dodatni elementi (izvor ulja pod pritiskom za robot sa hidrauli¢nim
aktuatorima, disketna jedinica za unosenje programa koji je razvijen na nekom drugom
uredaju, ...).

2.2 DEFINICIJA OSNOVNIH KOORDINATNIH SISTEMA

Za uspesnu primenu robota neophodan je, u §to ve¢oj meri, univerzalan i standardizovan
nacin opisa informacija koje su znacajne i zarobot i za zadatak.

U odnosu na osnovni (spoljasnji) koordinatni sistem (engl. world coordinates) se definise
globani polozaj robota i radnog mesta (SI. 2.5). Globalni polozaj robota se opisuje
polozajem koordinatnog sistema osnove robota (engl. base coordinates) . Spoljasnji
koordinatni sistem i koordinatni sistem osnove robota su nepokretni i ne menjaju svoj
polozaj tokom realizacije zadatka. Polozaj hvataljke (ili alata ukoliko ga robot nosi) se
definise posebnim koordinatnim sistem koji se postavlja u TCP (engl. Tool Center Point) ili
u tatno definisanu ta¢ku &iji poloZaj se precizira u odnosu na TCP. Polozaj TCP-a definise

Radni
koordinatni
sistem

N

Spaljasnj
7 koordinalni

sistem . =
. Y o
X — | _—7
X Korisnicki

koordinatni X
sistem

Sl. 2.5. Osnovni koordinatni sistemi

12



Osnovne definicijei ... Industrijska robotika

proizvodaé robota. U slu¢aju robota koji je prikazan na SI. 2.5, koordinatni sistem osnove je
postavljen tako da je osa Z koaksijalna sa osom prvog zgloba robota, X osa je upravna na
nju, dok se osa Y hira tako da formira desni koordinatni sistem. U TCP je koordinatni
sistem postavljen tako da je Z osa koaksijalna sa osom Sestog zgloba robota, X osa je
normalna naravan radnog stola, aY osajeizabranatako da ¢ini desni koordinatni sistem sa
X i Z osama Koordinatni sistemi kojima se definise polozaj radnog mesta i radnog
predmeta su: korisni¢ki koordinatni sistem (engl. user coordinates) koji se odnosi na
polozaj radnog mesta i koordinatni sistem objekta (engl. object coordinate system) koji se
odnosi naradni predmet.

2.3 OSNOVNI RADNI PARAMETRI INDUSTRIJSKIH ROBOTA

Najvazniji parametari robota su: ponovljivost, taénost, rezolucija, veli¢ina radnog prostora,
kao i raspodela funkcije nosivosti u okviru radnog prostora.

Ukoliko je robot doveden u odredenu tac¢ku radnog prostora u Kojoj su mu zapaméene
unutrasnje koordinate a zatim se iz te tacke izvede, pa mu se izda komanda da se u vrati u
istu tatku, greska pozicioniranja u odnosu na ta¢ku u kojoj je prethodno bio se naziva
ponovljivoséu. Drugim regima ponovljivost je rastojanje izmedu ostvarene i zeljene pozicije
ukoliko je robot u zeljenoj poziciji prethodno bio i zapamtio unutrasnje koordinate koji toj
poziciji odgovaraju. Ponovljivost se definise kao polupreénik kruga koji obuhvata sve tako
dostignute pol ozaje.

Tacnost je rastojanje u prostoru izmedu ostvarene i zadate (komandovane) pozicije ukoliko
robot u komandovangj poziciji nije prethodno bio.

Rezolucija je najmanji pomeraj komandovanog pokreta koji se moze realizovati. Veli¢ina
rezolucije je posledica ograni¢enog broja bitova digitalnog upravljackog sistema robota.

Roboti imaju i za red veli¢ina bolju ponovljivost od tatnosti. Recimo, SCARA robot moze
imati ponovljivost od 0.05mm, dok je ta¢nost najmanje pet puta losija od ponovljivosti.

Dobra ponovljivost Dobra ponovljivost
LoSa tacnost Dobra taénost

Sl. 2.6. llustracijatatnosti i ponovljivosti

Ukazimo jo$ jednom na razliku izmedu ta¢nosti i ponovljivosti. Naime, kada se robot veé¢
nalazi u nekoj tacki radnog prostora mogu se zapamtiti vrednosti koordinata u zglobovima
(za rotacione zglobove to su uglovi, za trandatorne su to linearna izduzenja) kojima
odgovaraju trenutni  polozaji segmenata. Kada se robot izvede iz te pozicije a zatim mu se
komanduje da ponovo ode u istu tatku (vrednosti koordinata koje treba ostvariti su poznate)
greska pozicioniranja se naziva ponovljivos¢u. Ukoliko se robotu komanduje da ode u
tacku u kojoj prethodno nije bio i nema informaciju 0 koordinatama u zglobovima koji toj
poziciji odgovaraju, upravljacki uredaj robota mora daih ,,sracuna" na osnovu kinematskog
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modela koji poseduje. Greska pozicioniranja je u ovom slucaju dodatno indukovana
odstupanjem parametara modela od stvarnih parametara robotai naziva se tatnoséu.

Dakle, ukoliko zelimo da povefamo preciznost izvrSavanja zadataka, tanost robota je
osnovni ograni¢avajuci faktor. Stoga su razvijeni razni kalibracioni postupci pomocu kojih
se odstupanja stvarnih parametara robota od parametara koji upravijacki uredaj robota
koristi minimizirgju. Ponovljivost pri tome ostaje nepromenjena.

Vec¢ ranije smo ukazali da se sam radni prostor moze dalje deliti na maksimalni i potpuno
operativni u zavisnosti od moguénosti pristupanja svakoj njegovoj tacki sa proizvoljnom
orijentacijom hvataljke. U slu¢aju da je potrebno da se vodi racuna o odrzavanju Zeljene
taénosti polozaja pod optere¢enjem (Sl. 2.7), radni prostor se deli na koncentri¢ne prostore
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Sl. 2.7. Radni prostor robotai maksimalno dozvoljeno opterecenje na prirubnici hvataljke na razli¢itim pozicijama
u koordinatnom sistemu osnove.

kojima se pripisuju vrednosti nosivosti robota. Tako je radni prostor pri najvecoj nosivosti
(adajei daje obezbedena Zeljena ta¢nost pozicioniranja) daleko manji od radnog prostora
neoptere¢enog manipulacionog robota. Vrlo &esto se u podacima proizvodaca, samo navodi
podatak o veli¢ini radnog prostora neopterecenog robota, a tek se na osnovu posebnih
zahteva daje informacija 0 veli¢ina i obliku radnog prostora pod delimiénim ili
maksimal nim opterecenjem.

Cesto se radno prostor koji odgovara odredenoj tacnosti pozicioniranja u kombinaciji sa
nosivoséu robota prikazuje putem familije krivih za priblizne vrednosti nosivosti robota u
vertikalnoj ravni. Ove krive su odredene za maksimalnu vrednost momenta inercije po bilo
kojoj od tri ose TCP koordinatnog sistema u centru mase objekta koji robot nosi. SaSl. 2.7
se vidi da je u konkrethom primeru nosivost na spoljasnjim granicama radnog prostora
smanjena za 70% u odnosu na unutrasnje granice.
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2.4 OSNOVNE MEHANICKE STRUKTURE (KONFIGURACIJE)
MANIPULACIONIH ROBOTA

U literaturi se mogu pronaéi razni nacini sistematizacije industrijskih manipulacionih
robota Veoma cesto su kriterijumi koji se koriste bazirani na njihovim tehni¢kim
karakteristikama i vaze u potpunosti samo u odredenom vremenskom periodu. Ovde je
usvojena podela koja se bazira na tipu mehanicke strukture minimalne konfiguracije robota
obzirom da to predstavlja jednu od veoma vaznih karakteristika, a koja je relativno
nepromenljiva tokom vremena.

Prikazacemo osnovne konfiguracije industrijskih robota.

2.4.1 Robot antropomorfne konfiguracije

Kod veline robotskih konfiguracija, pa i kod ove, prvi stepen sobode ( ratunato od
podioge) je rotacioni i osa prvog zgloba je vertikalna. Ovaj zglob obezbeduje rotaciju
kompletnog robota oko vertikalne ose. Ose drugog i trefeg zgloba su medusobno paralelne,

7
7

LS

Sl. 2.8. Kinematska semai fotografija tipi¢ne robotska konfiguracija antropomorfnog tipa

horizontalne i upravne na osu prvog zgloba Kretanjem drugog i treéeg zgloba se
obezbeduje da se vrh minimalne konfiguracije pozicionira u proizvoljnu ta¢ku u vertikalnoj
ravni koja sadrzi osu prvog zgloba. Skica kinematske strukture i fotografija robota
antropomorfne konfiguracije su prikazani na Sl. 2.8. Mehani¢ka struktura robota
antropomorfne konfiguracije podseca na strukturu ruke coveka pa se stoga za drugi
segment minimalne konfiguracije ¢esto koristi naziv nadlaktica, a za tre¢i podlaktica (Sl.
2.8.). Osnovna karakteristika robota antropomorfne konfiguracije je da moze da prede iznad
prepreke koja mu se nade na putu. Ako pogledamo kinematsku Semu ove konfiguracije
jasno je da se pokretanjem npr. treceg zgloba utie na intenzitet momenta oko ose drugog
zgloba ¢ak i u sluéaju da se ovaj zglob ne pomera. Ovgj uticaj se naziva sprezanjem. Stoga
se kaze da, ukoliko kretanje jednog zgloba utie znacajno na pogonske momente (ili
pogonske sile ukoliko su zglobovi translatorni) drugih zglobova, posmatrana konfiguracija
ima znagajno sprezanje medu zglobovima Roboti antropomorfne konfiguracije su
karakteristi¢ni po tome §to imaju veliko sprezanje medu zglobovima.
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2.4.2 Robot sferne (polarne) konfiguracije

| kod sferne konfiguracije osa prvog zgloba je usmerena vertikalno navise dok je osa
drugog horizontalnai upravna na osu prvog zgloba. Treci zglob je trandatorni. Prematome,
kod sferne konfiguracije vrsta i raspored prva dva zgloba su istovetni kao kod
antropomorfne. Kinematska sema sferne konfiguracije je prikazana na Sl. 2.9. Kao i ranije
drugi i treci zglob omogucavaju pozicioniranje vrha minimalne konfiguracije u bilo kojoj
tacki vertikalne ravni, dok se rotacijom vertikalne ravni oko ose prvog zgloba vrh robota
Moze pozicionirati bilo gde u okviru radnog prostora

-l b
N

S. 2.9. Kinematska semai fotografija robota sferna (polarne) konfiguracije

Ova konfiguracija je nazvana sfernom po obliku radnog prostora koji predstavlja deo sfere,
a polarnom obzirom da ugao roteacije drugog zgloba i izduzenje tre¢eg zgloba odgovaraju
polarnim koordinatama.

Treba primetiti da, posto je treci zglob translatoran, prilaz radnom mestu treba da bude bez
prepreka obzirom daih robot ove konfiguracije ne moze zaobiéi.

2.4.3 Robot cilindri¢ne konfiguracije

Minimalna konfiguracija robota cilindri¢ne konfiguracije ima jedan rotacioni i dva transla-
torna zgloba (Sl. 2.10). | kod ove, kao i kod prethodnih konfiguracija, prvi segment pred-
stavlja obrtni stub oko vertikalne ose paje prvi zglob rotacioni i postavljen naisti nagin kao
i u prethodnim konfiguracijama. Drugi i treéi zglob su translatorni (linearni). Osa drugog
zgloba je vertikalna $to znaci da se njegovim kretanjem vrsi podizanje odnosno spustanje
kompletne strukture koja se nalazi dalje od zgloba, prema vrhu robota. Osatreceg zgloba

- &

Sl. 2.10. Kinematska semai fotografija robota cilindri¢ne konfiguracije
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je horizontalna tako da se njegovim pokretanjem vrsi primicanje odnosno odmicanje
hvataljke u odnosu na vertikalni stub robota.

Ovakonfiguracija se naziva cilindri¢cnom prema obliku radnog prostora koji predstavlja deo
cilindra. Roboti ove konfiguracije imaju veoma mal o sprezanje medu zglobovima.

2.4.4 Robot scara konfiguracije

Roboti SCARA konfiguracije (engl. Selective Compliance Assembly Robot Arm), imaju dva
rotacionai jedan trandatorni zglob. Dva medusobno paralelna rotaciona zgloba sa vertikal-
nim osama obrtanja su postavljeni na stubnu osnovu tako da se oba segmenta kre¢u u hori-
zontalngj ravni. Na kraju drugog segmenta se nalazi trandatorni zglob ¢ija osa je takode
vertikalna (Sl. 2.11). Zglob hvataljke ima naj¢es¢e samo jedan stepen slobode i to obrtanje
oko vertikalne ose. Prema tome, roboti SCARA konfiguracije uobi¢ajeno imaju samo Cetiri
stepena slobode.

T2 <2,
IN\@ 2\3\§ | )

Sl. 2.11. Kinematska semai fotografija robota SCARA konfiguracije

ANNN

Kretanjem rotacionih zglobova se vrsi pozicioniranje translatornog zgloba u Zeljenu tatku
horizontalne ravni, a zatim se spustanjem translatornog zgloba dovodi hvataljka do Zeljenog
polozaja u okviru radnog prostora.

SCARA konfiguracija ima veoma malo sprezanje medu zglobovima obzirom da gravitaci-
0no opterecenje u potpunosti prima sama mehanicka struktura rotacionih zglobova.

Roboti SCARA konfiguracije su prvi put realizovani u Japanu 1972. godine, i uglavnom su
namenjeni za realizaciju montaznih zadataka. Odlikuju se velikom taéno$¢u pozicioniranjai
brzinom rada, kao i relativno velikom nosivoséu. Najveéi nedostatak SCARA robota potice
od njegove konstrukcije — postavljen je visoko i zauzima veliki deo prostora iznad prostora
u kome se obavljaju radni zadaci, tako dataj prostor mora da bude slobodan.

2.4.5 Robot Dekartove (pravougle) konfiguracije

Minimalnu konfiguraciju kod ovih robota, kao sto se vidi sa Sl. 2.12, ¢ine tri translatorna
zgloba ¢ije su ose paralelne osama Dekartovog pravouglog koordinatnog sistema. Odatle
potice i naziv ovakve konfiguracije (moze se sresti jo§ nekoliko naziva: pravougla,
kartezijanska (engl. Cartesian) ili portalna (engl. gantry) konfiguracija ukoliko se robot
postavi na postolje kojim se nadnosi nad radni prostor kojem pristupa odozgo).

Obzirom na vrstu i raspored zglobova kod robota ove konfiguracije jasan je doprinos
17
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kretanja u svakom od zglobova kretanju hvataljke, ¢ime je programiranje, pa ¢ak i ruéno
vodenje znatno olak$ano. Radni prostor predstavlja paralelepiped ¢ije dimenzije zavise od
opsega kretanja svakog zgloba

3

[ su g I I

Sl. 2.12. Kinematska §ema i fotografija robota pravougle konfiguracije

Motor 1(X)-axis

Sl. 2.13. Robot pravougle konfiguracije postavljen na postolje koje se nalazi iznad masine koju opsluzuje

Roboti ove konfiguracije imaju veoma malo sprezanje medu zglobovima.

Radi smanjenja zauzetog prostora u pogonu roboti ovakve konfiguracije se veoma cesto
postavljaju na postolje (Sl. 2.13) kojim se izdizu iznad radne masine (portalni ili gantry
robot). Naravno, u ovakvim slu¢ajevima pristup radnom prostoru radne masine mora biti
slobodan odozgo. Dimenzije postolja mogu biti takve da robot moze da opsluzuje i po
nekoliko masina

2.4.6 Paraelni roboti

Sve dosada opisane konfiguracije su imale osnovnu formu kinematskog lanca, a samo su se
razlikovale vrsta i dispozicija zglobova. Paralelni roboti se u tom smislu konstukciono
sustinski razlikuju, ali smatramo da je potrebno da ih ovde pomenemo. Oni predstavljaju
dve platforme (u nominalnom polozaju ove platforme su paralelne) koje su povezane
segmentima promenljive duzine (Sl. 2.14). Jedna platforma se smatra bazom ili osnovom
(na Sl. 2.14 je to gornja platforma), a druga je radna ¢ijim polozajem i orijentacijom se
upravljai nanjoj se nalazi hvataljka.
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Sl. 2.14. Fotografija paralelnog robota

Promenom rastojanjaizmedu odgovarajucih zglobova na baznoj i radnoj platformi menja se
polozaj i orijentacija radne platforme na koju se postavlja hvataljkaiili aat koji robot nosi.
Promena rastojanja izmedu zglobova na baznoj i radnoj platformi se moze realizovati ili
segmentima promenljive duzine (teleskopski segmenti sa translatornim zglobovima) ili kao
dvosegmentnim elementima sa rotacionim zglobovima kao $to je prikazano na Sl. 2.14.

Roboti ove konfiguracije se odlikuju izuzetnom agilnos¢u (brzinom kretanja pri prelasku iz
jednog polozaja u drugi), velikom kruto$¢u drzanja poloZaja i relativno malom masom u
odnosu na nosivost obzirom da svaki segment (ruka) nosi samo jednu trecinu opterecenja za
razliku od robota ripa kinematskog lanca gde svaki segment trpi celokupno opterecenje.

U ovoj knjizi seroboti ovakve konfiguracije ne¢e detaljnije izuCavati.
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3 KINEMATSKI MODEL ROBOTA I
POLOZAJ | ORIJENTACIJA
ROBOTA U PROSTORU

3.1 UvOD

Vet smo ranije pomenuli da se robotski mehanizam moze predstaviti sistemom krutih tela
spojenih zglobovima koji nazivamo kinematskim lancem. Radi matematickog opisa
kretanja segmenata koji simultanim kretanjem odreduju ponaSanje hvataljke, za svaki
segment se, prema odredenim pravilima, postavlja koordinatni sistem koji se krece zajedno
sa njim. Posto svaki od zglobova dopusta samo jedno relativno kretanje (rotaciono ili
trandatorno), polozaj hvataljke je rezultat niza sukcesivnih rotacionih ili trandatornih
transformacija nad koordinatnim sistemima. U ovoj glavi ¢e biti opisane elementarne
transformacije i uveden pojam homogenih transformacija koje u okviru iste matrice
objedinjuju rotaciju i trandaciju.

Na tgj nacin je moguce, poznavajuéi geometrijske karakteristike robota i trenutne veli¢ine
uglova u zglobovima, jednoznatno odrediti polozaj i orijentaciju poslednjeg segmenta
robota u odnosu ha pocetni. Obrnut zadatak, odrediti vrednosti uglova u zglobovima tako
da hvataljka bude u ta¢no odredenoj poziciji i sa Zeljenom orijentacijom je mnogo slozeniji
i nije uvek jednoznatno resiv.

3.2 KOORDINATNI SISTEMI I NJIHOVE TRANSFORMACIJE

Neka su dva desna koordinatna sistema Og-XoYoZ, | O1-X1¥121 Spojeni koordinatnim poce-
cima (Sl. 3.1.) ai neka im se ose ne poklapaju. Sistem O,-XoYoZ, ¢emo smatrati nepokret-
nim. Neka su ortovi koordinatnih sistema Oy-XoYoZ, i O1-Xy1z1 dati sa {ig, jo. Ko} i
{i1, 1, K} , respektivno. Uocimo li zatim tacku P, vektor p od koordinatnog pocetka do

tacke P, mozemo izraziti u odnosu na bilo koji od dva posmatrana koordinatna sistema.
Vektor p izrazen u odnosu na nepokretni (bazni) koordinatni sistem O,-XoY,oZ, j€ dat sa

ﬁo:pox'i)+poy'io+poz'ﬁo (3.1)

dok izrazen u odnosu na koordinatni sistem O3-X;Y;2; postaje:
r}lzplx'i—l"'ply']?l""plz'lzl (3.2)

Bez obzira u kom koordinatnom sistemu je izrazen vektor P, re¢ je o reprezentacijama
istog vektora pa za komponentu npr. u x pravcu mozemo pPiSati
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Sl. 3.1. Elementarne transformacije koordinatnih sistema
Pox =Po lo=P1 o
Pox = Pix i1 *lg + Pry * J1+io + P12 Ky +lg (33)

Sli¢ne relacije se mogu uspostaviti i za komponente u preostala dva pravca, yi z

poy:plx'E'TO*’ply'lTl'JTO"'plz'lzl'lTO (3.4)
poz:plx'rl'EO+ply'Tl'EO+plz'|zl'R0 (35)
Svatri izraza (3.3-3.5) mozemo napisati u kompaktnoj formi
f)o = R% r& (3.6)
gdeje F{% definise relativno ugaono odstupanje koordinatnih sistema Oy-XoYoZ, i O1-X1Y121
o il kilo
=il bl kil (37)
ko ko Kikg

Matrica R} se naziva matricom rotacije. 1z (3.7) se vidi da kolone matrice I% predstavljaju
projekcije ortova koordinatnog sistema O;-x1y;z; na sistem O,-XoYoZ,- Na sli¢an nadin kao u
izrazima (3.3-3.5), izrazavaju¢i komponente vektora p; preko vektora p, mozemo
napi sati

Q:Rf)'ﬁo (3.8)
gdeje
i Tk ko
Rzl doth 6ody |, (39)
io-k Jo-k Kook

Matrice I% i Rl0 predstavljaju jedna u odnosu na drugu inverzne transformacije. Obzirom
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daje skalarni proizvod vektora (iy - jo = Jo -1g) komutativan lako se moze pokazati da vazi

R10=('%)_l= ('%)T (310)

Matrice za koje vazi (3.10) se nazivaju ortogonalnim. Vektori kolone u F% su jedini¢ne
duzine i medusobno su ortogonalni. U slu¢aju desnog koordinatnog sistema determinanta
matrice R; ima vrednost +1. Ortogonalne matrice ¢ija detereminanta ima vrednost 1

nazivamo matricama rotacije. Prematome, mozemo da zaklju¢imo da su matrice rotacije R
ortogonalne.

3.2.1 Elementarnerotacije

Razmotrimo rotecije koordinatnog sistema Oy-X.YoZ, OKO njegovih koordinatnih osa
Pozitivnim smerom rotacije smatramo rotaciju u pravcu kazaljke na ¢asovniku gledajuci iz
koordinatnog pocetka u pravcu ose.

Razmotrimo, najpre, rotaciju koordinatnog sistema oko z ose. Pode rotecije (Sl. 3.2) za
ugao 0 koordinatni sistem O,-X,Y,Z, Se premesta u novi poloZaj obelezen sa O1-X1Y12;.

Sl. 3.2. Rotacija koordinatnog sistema oko z ose
Imajuéi u vidu da vaze slede’e relacije I-ip=c0S0, J;:ip=—sinO, J;-]j,=cos0,
ii-Jo=sin® i k; -k, =1 kao i na osnovu izraza (3.7) dobijase
cosO —-sin® O

Ro=|sin6 cosd O

3.11
0 0 1 S

gde R,, oznatava matricu rotacije 0ko z 0se za ugao 0 . Zbog pojednostavljenog zapisiva-

nja nadalje ¢emo, kada god je to pogodno, koristiti skraceni zapis sSin6=S6 i cos6=C#,
pa skrac¢enim zapisivanjem (3.11) postaje
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Co -SH 0
Ro=[S0 CO 0 (312
0 0 1

Na dli¢an nain se mogu odrediti matrice rotacija oko ostalih koordinatnih osa. Najpre

¢emo odrediti matricu rotacije oko y ose. Na Sl. 3.3 je sematski prikazana rotacija
koordinatnog sistema oko y ose. Naisti nagin kao ranije sledi

Zy
Z
0
K\ tko
i(; 1 yl
7 T Y
Xq 8.~
e

%S|

Sl. 3.3. Rotacija koordinatnog sistema oko y ose

co 0 S
Ro=[ 0 1.0 (3.13)
-S6 0 Co
Zarotaciju koordinatnog sistema oko x ose (Sl. 3.4) sledi
Sl. 3.4. Rotacija koordinatnog sistema oko x ose
1 0 O
Reo=|0 €O -S9 (3.14)
0 S6 Co

Matrice rotacija (3.12), (3.13) i (3.14) koje predstavljaju rotacije oko koordinatnih osa xy i
z za odredeni ugao Se nazivaju elementarnim matricama rotacije.
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Primer 3.1.

Za dutaj relativnog polozaja koordinatnih sistema Oy-XoYoZ, | O1-X1y12z; kao na Sl. 3.5.
odrediti matricu rotacije kao i projekcije vektora i, j;, El na ose koordinatnog sistema
Oo'xoyozo

Zy
A S
X,
.'l\"\ i1 ko
45° _\>\\ k, Yo
10//. 3 z,
s Y
g

Y,
Sl. 3.5. Transformacija koordinatnog sistemau Primeru 3.1.

Vel je ranije reteno da kolone u matrici rotacije (3.7) predstavljaju projekcije ortova
koordinatnog sistema O;-X1y12; na sistem Oy-XoYoZ,- Prematome

J2/2 J2/2 0
0| ,=| o k=1

22| |=2/2] o)

I =

padedi

cosd5’ cosd5s® 0] [+2/2 2/2 0
R=| 0 0 1|=| 0 0 1
cos45’ —cosd5” 0| |[2/2 —2/2 0

gdejesa I% oznafena matrica rotacije izmedu koordinatnih sistema Og-XoYoZ | O1-X1Y12%.

3.2.2 Slaganjerotacija

Pretpostavimo da se koordinatni poceci sistema Og-X,YoZ,, O1-X1¥121 | Ox-%oY»2,. poklapaju
ali daim se koordinatne ose ne poklapaju, tj. da su sistemi rotirani jedan u odnosu na drugi.
Matrica F% predstavlja matricu rotacije izmedu koordinatnih sistema Og-XoYoZo, | O1-X1Y171,
matrica Rl2 matricu rotacije izmed O;1-X1y121, | Ox-Xoy»2, a matrica Rg predstavlja matricu
rotacije izmedu koordinatnih sistema Og-XoYoZo, | Oo-XoY22,. UoEimo li ponovo tatku P (kao
na Sl. 3.1) njene koordinate mozemo izraziti na slede¢i nacin

Po = F% 3] (3.15)
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P, = R? ‘B, (3.16)
P = Riz P, (3.17)
Ukoliko (3.17) smenimo u (3.15) sledi
P = '% ’ Rlz‘ P, (3.18)
odakle uporedivanjem izraza (3.16) i (3.18) dedi
2 B2
R=RR (3.19)

Izraz (3.19) opisuje transformaciju koordinata vektora pri vise sukcesivnih rotacija §to se
naziva daganjem rotacija Ako su nam poznate koordinate vektora p u odnosu na

koordinatni sistem O,-Xyy,z (vektor P, ), iz izraza (3.18) se jasno vidi sledece: da bi dobili
koordinate istog vektora u odnosu na koordinatni sistem Oy-Xo.yoZ, Vektor P, treba prvo
pomnoziti matricom rotacije R_Z da bi dobili njegove koordinate u odnosu na koordinatni

sistem O;-X1Y12;, @ zatim, novodobijeni vektor pomnoziti matricom rotacije I% Rezultat je
vektor p izrazen u odnosu na koordinatni sistem Og-XoYoZ.

lzraz (3.18) se mozZe interpretirati i na drugi nacin. Pretpostavimo sada da se u po¢etnom
trenutku sva tri koordinatna sistema poklapaju. Zarotirgjmo zajedno koordinatne sisteme

O1-X1y121, | OxX%¥2Z U 0dnosu na sistem Oy-X.YeZ, za matricu rotacije I% a zatim samo

koordinatni sistem O,-Xpy.2 U odnosu na O;-x1y1z; za F\’f Pri vise uzastopnih rotacija

koordinatni sistem koji se kre¢e nazivamo tekuéim koordinatnim sistemom. Posebno je
vazno da se istakne da je od izuzetne vaznosti redosled rotacija. Da bi to ilustrovali,
razmotrimo dve uzastopne rotacije: rotaciju zaugao ¢ okoy o0se, a zatim rotacija za ugao

6 oko tekuce z ose. U skladu sa predhodnim razmatranjem sledi
Co 0 Sp||CO -SB O Cp-Co —Co-SO So
R=R,-Ry,=| 0 1 0[S0 CO O|= S0 Co 0
-Sp 0 Co|| O 0 1| [-Sp-CO Sp-SB Co

Ako se redodled rotacija izmeni i prvo se redlizuje rotacija za ugao 6 oko z ose, a zatim
rotacijazaugao ¢ oko tekuce y ose, dedi

Co -S6 0||Co O So Cop-CO -S6 CO-So
R=R,R,=[S0 C6 0|1 0 1 0|=S0-Co CO S0-Sp
0 0 1||-Sp 0 Co -Sp 0 Co
Obzirom da rezultat nije isti, mozeno zakljuditi da mnoZenje matrica rotacije nije

komutativno i da se moravoditi rauna o redosedu rotacija. Dakle,

RzR

llustrovacemo ovo jo§ o€iglednije slede¢im primerom. Zarotirajmo paralelepiped oko X, 0Se
za+m/2, azatim oko novog polozaja y ose ponovo za + /2. Polozaj paralelepipeda posle

26



Kinematika: polozaj robota Industrijska robotika

svake od rotacijaje prikazan na Sl. 3.6.a
a)

Sl. 3.6. Uzastopne rotecije tela

Medutim, promenimo redosled rotacija, i paralelepiped zarotirajmo prvo oko y,- 0se za
n/2, a zatim oko x- ose za w/2. Polozaj paralelepipeda posle svake od transformacija je
prikazan na Sl. 3.6.b. Oc¢igledno je daje rezultujuéi poloZaj paralelepipeda drugaciji nego u
prethodnom sl u¢aju.

U svim prethodnim primerima rotacije su realizovane oko osa tekuéeg koordinatnog
sistema. Razmotrimo sada slaganje rotacija oko nepokretnog koordinatnog sistema. Na Sl.
3.7. su prikazane dve uzastopne rotacije koordinatnog sistema Og-XgYeZo, Prvo oko ose Y, za
ugao ¢ (novi polozaj koordinatnog sistema je prikazan sa O;-x1y17), a zatim za ugao 6

oko 0se 7, (novi polozaj koordinatnog sistema je prikazan sa Op-XpY,2).

Sl. 3.7. Uzastopne rotacije koordinatnog sistema oko osa nepokretnog koordinatnog sistema
Posto se prva rotacija vrsi oko ose Y, koja istovremeno predstavlja i trenutnu osu rotacije
vavi:
r)o = R/,gu ' r)l
Posto se sledeca rotacija vr$i oko ose z, nepokretnog koordinathog sistema, da bismo

primenili zakon o slaganju rotacija (3.19) treba najpre vratiti koordinatni sistem u prvobitno
stanje (primeniti rotaciju oko ose Y, za ugao —¢), zatim realizovati rotaciju oko ose z, za
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ugao ¢, azatim ponovo izvrsiti rotaciju oko ose Yo zaugao ¢ . Prematome, sledi

=Ry o Reo Ry P2 (322)
Kona¢no, ukupna transformacija se dobija u sledecoj formi:
Po=Ryo R g Ro R Pt Bo=Ro R P (3.23)

Prema tome, moZzemo da zaklju¢imo da za rotacije oko fiksnog koordinatnog sistema
mozemo da primenimo zakon o slaganju rotacija (3.19) oko trenutnih osa ali obrnutim
redom u odnosu na redosled rotacija oko osa nepokretnog koordinatnog sistema. Ako ovo
primenimo na prethodni primer rotacije paralelepipeda, i ako Zelimo da postignemo isti
rezultat kao pri rotaciji oko yo za n/2, a zatim oko x za n/2, prvo moramo da izvr$imo

rotaciju oko X za n/2, azatim oko y, isto za n/2, $to je prikazano na Sl. 3.8.

N

1

AN
e
l

9. 3.8. Slaganje rotacija oko osa fiksnog koordinatnog sistema
Prematome, mozemo da zaklju¢imo da za slaganje rotacija vazi sledeée pravilo:
R’ =R-R* —ako serotacijavrsi oko osa trenutnog koordinatnog sistema.

R =R’ R, —ako serotacijavrsi oko osa nepokretnog koordinatnog sistema.

Napomenimo da je pri resavanju zadataka na ovu ¢injenicu potrebno posebno obratiti
paznju.

3.2.3 Rotacija oko proizvoljne ose

U dosadasnjim primerima smo razmatrali rotacije koordinatnih sistema oko njihovih osa.
Medutim, postavlja se pitanje kako prona¢i matricu rotacije ukoliko je rotacijaizvrsena za
odredeni ugao 6 oko proizvoljne ose definisane ortom t , koja se ne poklapa ni sajednom
od koordinatnih osa, (Sl. 3.9.). Neka su projekcije orta t , na nepokretni koordinatni sistem

date sa fz[tx,ty,tZ]T . Ovg) zadatak se moZe resiti na sledeci nacin: osu definisanu ortom

t treba najpre zarotirati tako da se poklopi sa nekom od koordinatnih osa, npr. sa z osom,
zatim treba izvrsiti rotaciju za posmatrani ugao 6 i na kraju vratiti osu u njen prvobitni

poloZaj. Da bi realizovali predloZeni na¢in i vektor  poklopili sa z osom treba ga najpre
rotirati zaugao —a. 0ko z, Ose, a zatim za ugao —3 oko ose Yy, nepokretnog koordinatnog

sistema. Zatim treba izvrsiti traZenu rotaciju za ugao 0, i na kraju vratiti vektor t u
prvobitni polozaj. Prema tome, sledi
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Sl. 3.9. Rotacija oko proizvoljne ose

Ro=RaRyRoR 4R, (3.24)
Sasl. 3.9 jeocigledno
Sin(xz\/%, COSOL:%
t, +t t +t
x*ty x Ty (3.25)
sinB=,t;+t;,  cosp=t,

pa se, mnozenjem matrica iz (3.24) dobija trazena matrica rotacije u obliku:
tZ(1-CO)+CO  t,t, (1-CO)-1,S0 t,t,(1-CO)+1t,SO
R =|tt,(1-C0)+t,S0 t)z, (1-Co)+Co  tyt,(1-CO)-1,S6
tt,(1-CO)-t,S0 t,t,(1-C6)+t,S0 t2(1-C0) +Co

(3.26)

3.2.4 Ojlerovi uglovi

Jedan od nagina za definisanje Zeljene orijentacije koordinatnog sistema je putem zadavanja
tri uzastopne rotacije izvedene na tatno odredeni nac¢in. Ovo omogucavaju Ojlerovi uglovi
jer predstavljaju tri uzastopne rotacije (6, ¢ i v ) izvedene po taéno utvrdenom redosledu.

Postoji vise natina definisanja Ojlerovih uglova, ali ¢emo mi pomenuti samo dva koja se
najéesce sreéu: ZYZi ZYX.
I na€in: ZYZ Ojlerovi uglovi

Prema ovom nadinu definisanja Ojlerovih uglova, treba koordinatni sistem iz pogetnog
polozaja zarotirati oko z, 0Se za ugao ¢, zatim oko novog polozaja ose y (0say' na Sl.

3.10.) izvrsiti rotaciju za ugao 0, i nakraju, oko novog polozaja ose z (0saZ') zaugao v .
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Sl. 3.10.Transformacije koordinatnog sistema preko ZY Z Qjlerovih uglova

Primenom pravila o slaganju rotacija dobijamo:

Q = Rz,gu : R/,e : RZ,W (3.27)
padedi
Cop-CO-Cy—-Sp-Sy —-Cop-CO-Sy—-Sp-Cy Co-S8
F%: Sp-CO-Cy+Cop-Sy -Sp-CO-Sy+Co-Cy Sop-SO (3.28)
-S0-Cy SO - Sy co

¢ime je matrica rotacije odredena.

Il naéin: ZYX Ojlerovi uglovi

U ovom dlucaju, krajnju orijentaciju koordinatnog sistema dobijamo kada koordinatni
sistem iz poetnog polozaja zarotiramo oko ose Z, za ugao ¢, zatim oko novog polozaja

osey izvrsimo rotaciju za ugao 0, i nakraju, oko novog polozaja ose X izvr§imo rotaciju za
ugao v .

Naisti nagin kao ranije mozemo dobiti kona¢nu matricu rotacije u obliku:
Cp-CO Co-S0-Sy—-Sp-Cy Cop-SO-Cy + So-Sy

R=[Sp:CO Sp-S0-Sy+Ce-Cy  Sp-S0-Cy-Co-Sy (3.29)
-9 Co-Sy Co-Cy

¢ime je i za ovaj slucaj definisana odgovaraju¢a matrica rotacije.

3.2.5 Rotacija definisana uglovima skretanja, valjanjai propinjanja

Matricu rotacije mozemo definisati nizom uzastopnih rotacija oko osa nepokretnog
koordinatnog sistema po odredenom redosledu (Sl. 3.11.): rotacija oko z, ose za ugao ¢,
rotacija oko xo 0se za ugao v i rotacija oko y, ose za ugao 0. Po anaogiji sa kretanjem
vozila (broda, aviona...) ugao ¢ nazivamo uglom skretanja (definise skretanje sa kursa),
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Sl. 3.11. Uglovi skretanja, valjanjai propinjanja

ugao  nazivamo uglom valjanja (odgovara boénom valjanju broda) a ugao 6 nazivamo

uglom propinjanja. Zbog ve¢ ste¢ene navike kori§¢enja, navodimo termine za ove uglove
na engleskom jeziku: ugao skretanja se naziva yaw, ugao valjanja roll, a ugao propinjanja
pitch.

Matricarotacije ima slede¢i oblik

% = RZ,(p ' Ry,G ! RX,\V
ili ukonatnoj formi
Cp-CO -Sp-Cy+Cop-S0-Sy Sop-Sy+Co-S6-Cy

F%: Sp-CO Co-Cy+Sp-S0-Sy —-Co-Sy+Sp-S0-Cy (3.30)
-S0 Co- Sy Co-Cy

3.2.6 Odredivanje ose i ugla rotacije ako je poznata matrica rotacije

Sama matrica rotacije nam ne daje fizicku predstavu o kakvoj rotaciji se radi. Stoga je
pogodno, ukoliko je poznata matrica rotacije izmedu dva koordinatna sistema, da se odredi
ekvivalentna osa oko koje treba izvrsiti rotaciju i ugao rotacije koji odgovaraju datoj matrici
rotacije. Ako je, u opstem obliku, matrica rotacije data sa

i Mo f3
Roe=|M1 M2 Tz (3.31)
33 Tz I33

onda je ekvivalentni ugao, obelezimo ga sa 0, dat sa

B Mg+l +l33—1
0= arccos[—2 J (3.32)
aprojekcije orta oset su date sa
Iy, —F
o 1 . r32 } r23
T2.gnp | B (3.33)
21—
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3.2.7 Homogene transformacije

Do sada smo razmatrali transformaciju koordinata samo usled rotacije dva koordinatna sis-
tema, medutim, pored rotacije javlja se potrebai za translacijom. Na Sl. 3.12. su prikazana

dva paralelna koordinatna sistema O,-XoYoZ, | O1-X1y12;. Vektorom &3 ,

Xo

Sl. 3.12. Translacija koordinatnog sistema

izrazenim u odnosu na koordinatni sistem Oy-X,Y,Z, j€ definisana trand acija koordinatnog
poCetka sistema O;-X1y1z; U odnosu na koordinatni pogetak sistema Og-XoYoZ,. Obzirom da
su koordinatni sistemi paraelni veza izmedu vektora P, i P, kojim su definisane koordi-

nate tacke P u odnosu na svaki od ova dva koordinatna sistema je data sa:

Bo=Pvds (334)
Ako je koordinatni sistem O;-x;y,2; dodatno rotiran u odnosu na O,-X.Y.Z,, tada je veza
izmedu ovih koordinatnih sistema data sa:
rJo = Ré : rJ1 +aé (3.35)
gde I% oznatava matricu rotacije izmedu dva koordinatna sistema.

Pretpostavimo, dalje, da se tri koordinatha sistema Og-XoYoZo, O1-X1Y121 | Ox-%oV»2, Nalaze u
proizvoljnom relativnom odnosu tj. da im se koordinatni poceci ne poklapaju i da im ose
nisu paralelne. Obzirom da koordinate proizvoljne tatke P koju mozemo izraziti u odnosu
nabilo koji od ovih koordinatnih sistema, mozemo napisati:

Po = F% P+ aé
P = R12 Pyt alz (3.36)
Zamenimo li (3.36) u (3.35) dobijamo
Po = '% ’ R12 P+ %d—f + aé (337)

Medutim, veza izmedu koordinatnih sistema Oy-XoYoZo | O2-XoY2Z, S8 MOZe napisati direktno

B _P2.% J2
po - RO p2 + do (3.38)
Uporedivanjem (3.37) i (3.38) dedi
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R=R-R (3.39)

dg =do + R - (3.40)

Matrica rotacije R§ se, kao i ranije, moze izraziti proizvodom dve uzastopne matrice
rotacije R} i R?. Vektor rastojanja koordinatnih pocetaka dg sistema Oy-XoYoZo | Or-XoYs2o
je izrazen kao vektorski zbir vektora aé i af, ali moramo ucgiti da je neophodno da se

vektor 612 izrazi odnosu na bazni koordinatni sistem Oy-XoYoZ,. (UKOlikO Zelimo da vr§imo

operacije nad dva vektora, oni moraju biti predstavljeni u odnosu na isti koordinatni
sistem).

Vezu izmedu koordinatnih sistema Og-XoYoZo, O1-X1y121 | O2-X2Y2, iz prethodnog primera
moZemo izraziti proizvodom matrica formiranih od matrice rotacije i vektoratranslacije na
dededi nacin:

0 1]/|0 1 0 1 (3.41)

{F\% a%HRf af}{F%«Rf F%~af+a%}

Lako se moze uoditi da i rezultujuéa matrica ukupne transformacije ima istu strukturu pri
¢emu je matrica ukupne rotacije defnisana sa (3.39), a vektor trandlacije izrazom (3.40).

Matrica formirana na slede¢i nac¢in od matrice rotacije i vektora trandacije izmedu dva
koordinatna sistema

Malols i d, matrica | vektor
9y {R d} FoyFoolas i d, rotacije translacije
0 1] |[fafels] |[d, vektor [° [ faktor T (342)
Ees L
[000Q] 1 per spektive skaliranja

se naziva matricom homogene transformacije i obelezi¢emo je sa H. Matrica R definise

rotaciju izmedu dva posmatrana koordinatna sistema, a vektor d translaciju izmedu
njihovih koordinatnih po¢etaka. Vektor iz poslednje vrste matrice H, vektor [0,0,0] se

naziva vektorom perspektive, a&lan H (4,4)faktorom skaliranja. U svim primerima koji su

od interesa za nas, vektor perspektive i faktor skaliranja ¢e biti konstantni i imace vrednosti
kao u (3.42).

Prema tome, pomoé¢u homogenih transformacija se u okviru iste matrice objedinjavaju
transformacije koordinata nastale usled rotacije i trandacije izmedu dva koordinatna
sistema. Ukupna transformacija nastala kao rezultat niza sukcesivnih transformacija se, kao
i u dudaju rotacija, dobija uzastopnim mnoZenjem matrica odgovargju¢ih homogenih
transformacija redosledom kojim su se dogadale. Pravila za daganje rotacija i redosed
transformacija, koje su izvedene ranije za rotacije, u potpunosti vaze i za homogene
transformacije.

Po analogiji sarotacijama, homogene transformacije koje odgovaraju samo jednom stepenu
dobode kretanja u odnosu na koordinatne ose nazivamo osnovnim homogenim
transformacijama. Prema tome, osnovne homogene transformacije kojima se opisuje samo
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trangatorno kretanje su:

100 a 1000 1000
0100 010D 0100

Hya= Hyb: H, .=

210010/, Y 0010, * |001c (343)
0001 0001 0001

gde matrica Hy , 0znacava translaciju duz ose X za duzinu a, matrica Hy, translaciju duz ose
y za duzinu b, a matrica H, . trandaciju duz ose z za duzinu c. Cesto se radi asocijativnijeg
obelezavanja umesto H, , moZe sresti oznaka Trans, , , umesto H, , se moze sresti Trans,,
aTrans,. umesto H,.. Osnovne homogene transformacije za rotaciono kretanje su:

10 0 0 Cp 0 Sp O Co -So 0 0

y |0 Ce ~Sa 0 O 1 00 S CO OO

*“ 10 Sa Ca O *® |-Sp 0 Cp O] *" |0 0 1 o (344)
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 01

gde matrica Hy , 0znacava rotaciju oko ose X za ugao o, matrica Hy,, rotaciju oko osey za
ugao ¢, a matrica H,, rotaciju oko ose z za ugao 6. | u ovom slucaju se radi jasnijeg

obelezavanja umesto Hy , moze sresti oznaka Rot, , , umesto H,, , se moze sresti Rot, , , @
Rot, » umesto H,, U svim ovim sluéajevima je jasno da se radi o homogenim
transformacijama a ne o matricama rotacije po dimenzijama matrica.

3.3 KINEMATSKI MODEL ROBOTSKOG MANIPULATORA

Matematicki aparat koji smo razvili u prethodnim odeljcima za odredivanje transformacija
koordinatnih sistema u prostoru je veoma pogodan za opis kretanja robota. Naime, robot se
moze predstaviti nizom krutih segmenata spojenih zglobovima koji nazivamo kinematskim
lancem (8. 2.2). Kretanje u jednom zglobu pokreée odgovaraju¢i segment, a time i sve
ostale segmente koji se nalaze “dalje”, prema vrhu kinematskog lanca ukljucujuéi i
poslednji segment - hvataljku® &iji polozaj i orijentaciju, Eesto i tokom kretanja, a sasvim
sigurno u odredenim tatkama kada je to od interesa za realizaciju zadatka, moramo
ostvariti. Neka je svakom od segmenata robota uklju¢uju¢i i hvataljku pridruzen
koordinatni sistem koji je u odnosu na,,svoj segment nepokretan. Ovi koordinatni sistemi
se nazivaju lokalnim za razliku od nepokretnog sistema u odnosu na koji se kretanje
lokalnih koordinatnih sistema izrazava, a koji se jo§ naziva spoljasnjim (globalnim ili
fiksnim, ...). Poznavanjem taénog polozaja koordinatnih sistema svakog od segmenata, kao
i vrednosti unutrasnjih koordinata u zglobovima moguce je jednoznaéno odrediti polozaj i
orijentaciju hvataljke (Sl. 3.13). Ovaj zadatak je poznat kao direktni kinematski problem.

Obrnuti zadatak, kako odrediti unutrasnje koordinate u svakom od zglobova tako da se
hvataljka nade u zahtevanoj poziciji sa zahtevanom orijentacijom, je poznat kao inverzni

* Poslednji segment robota moze biti, zavisno od radnog zadatka, hvataljka ili neki uredaj (npr. aparat za tatkasto
ili $avno zavarivanje, glodalo, prskalica za bojenje, ...).
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kinematski problem i nije jednoznatno resiv. Svaki od ovih zadataka ¢e u okviru ove glave
biti posebno obraden.

Koordinatni sistemi se ha segmente mogu postavljati narazli¢ite na¢ine, jedino polozaj sva-
kog od njih u odnosu na “sopstveni” segment uvek mora biti potpuno poznat i tokom vre-
mena nepromenljiv. Medutim, odredena sistematizacija u izboru poloZaja koordinatnih sis-
tema je neophodna, a opste prihvacen dogovor o naéinu postavljanja koordinatnih sistema
je poznat kao Denavit-Hartenbergovaili DH notacija (konvencija). Prvi sistematski natin

Sl. 3. 13. Transformacija polozaja “lokalnih” koordinatnih sistema i rezultujuéi polozaj hvataljke tokom kretanja
robota

definisanja polozaja koordinatnih sistema primenjen u algoritmu za modeliranje dinamike
manipulacionih robota je predlozen od strane M. Vukobratovica ali je tokom vremena po-
tisnut DH notacijom.

3.3.1 Denavit - Hartenbergova notacija

Uvodenje DH notacije ¢emo zapoceti razmatranjem osnovnih transformacija izmedu dva
koordinatna sistema: i-1-vog i i-tog sa koordinathim pocecima Oi4 i O; (Sl. 3.14) &iji
medusobni polozaj zadovoljava sledece uslove:

- o0sax jenormananaosu z.;

- 0saX Sece osu Z.g.
Uo¢imo da je izmedu ova dva koordinatna sistema umetnut pomoc¢ni koordinatni sistem sa
0sama Xp, Yp i Zp ¢iji koordinatni pocetak Op je definisan presekom osaz.; i X;.
Razmotrimo transformacije koje je potrebno primeniti da bi se ova dva koordinatna sistema
poklopila. Ukupnu transformaciju ¢emo podeliti u dva koraka: najpre ¢emo i-1-vi koordi-
natni sistem pomeriti tako da se poklopi sa pomoénim, a zatim ¢emo ga pomeriti tako da se
poklopi sai-tim. Saslike se vidi da je za poklapanje koordinatnih pocetaka O;.; i Op Najpre
potrebno koordinatni sistem i-1 zarotirati za ugao 6 oko ose z_; a zatim ga translatorno po-
meriti za veli¢inu d duz iste ose. (Primetite da se ose z.; i z> poklapaju). Da bi se pomoéni
koordinatni sistem poklopio sa i-tim, potrebno ga je translatorno pomeriti duz ose Xp za
veli¢inu a, a zatim zarotirati, isto oko 0se Xp, za ugao «.
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Zp
1} O /
p ——
Xp [
— Xi
&
, a i M
d
2
Yia
| oo
-
7%

Sl. 3.14. Medusobni odnos koordinatnih sistema pri DH konvenciji

Prema tome, da bi se i-1-vi koordinatni sistem doveo do poklapanja sa i-tim potrebno je
izvrsiti sledece transformacije

H_, = ROtz,e ‘TI’aﬂLd «Tranxva : ROtx,a (3.45)

§to se moze u formi homogenih transformacija (prve dve transformacije su objedinjene u
jednu, druge dve u drugu transformaciju) izraziti na slede¢i na¢in

co, -Sp, 0 O
HP, =Rot , -Tran,, = S0, € 0 0
LT 0 1 d (3.46)
0 0 0 1]
1 0 0 a]
H—Rot, -Tran =| 2 % 5% 0
e 10 S, Co; O (347)
0 O 0 1]
ili uformi jedinstvene transformacije izmedu i-1-vog i i-tog koordinatnog sistema
Co, -90,-Ca; SO,-So;, a-Cé,
; Se, C6,-Co; -C6,-So; a -Sb,
ST 0 s Ca, d | (3.48)

0 0 0 1

Prema tome, ukupna transformacija izmedu dva koordinatna sistema proizvoljnog
medusobnog polozaja ali takvog da su ispunjena dva ranije navedena uslova, se moze
opisati sa cetiri elementarne transformacije. Drugim refima, koriséenjem DH notacije,
ukupna transformacija je opisana sa samo &etiri parametra 0, o, d, i @, koji se nazivaju
Denavit-Hartenbergovim (ili skraceno DH) parametrima.
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Da bi se medusobni polozaj dva koordinatna sistema koji pripadaju susednim segmentima
robotskog mehanizma, u opstem slucaju, mogao opisati transformacijom (3.48) potrebno je
da se obezbedi da koordinatni sistemi koje pridruzujemo pojedinaénim segmentima
mehanizma zadovoljavaju oba navedenauslova (x L z_,i x sefe z_,).

Stoga razmotrimo dva susedna segmenta robota, i-1-vi i i-ti, (na Sl. 3.15. je pretpostavljeno
da su segmenti spojeni rotacionim zglobovima sa samo jednim stepenom slobode) gde su
ose obrtanja zglobova obelezene sa z, z.1 i Z,, i da se, u opstem slu¢aju, mimoilaze u
prostoru. Pretpostavimo, dalje, da je koordinatni sistem sa pocetkom O;; vet postavljen.
Tada je moguce odrediti zajedni¢ku normalu izmedu osa z i z_; kao zajedni¢ku normalu
izmedu dve mimoilazne prave (na Sl. 3.15. je ova zajednicka normala obelezena sa & ).

Ako u pravcu zajednicke normale &, postavimo osu X; (Smer se moze birati proizvoljno), a

osu y; odredimo tako da sax; i z obrazuje desni koordinatni sistem tada koordinatni sistemi
0.1 1 O predstavljgju dva koordinatna sistema koji zadovoljavaju oba ranije navedena
uslovai njihov medusobni polozaj moZemo opisati Denavit-Hartenbergovim parametrima.

DH parametri 0, d, ai o izmedu dva koordinatna sistema koji se nalaze na dva susedna
segmenta su definisani na sledeci nacin:
- parametar a je rastojanje izmedu osa z.; i Zz mereno duz ose X
- parametar d je rastojanje koordinatnog pocetka O;.; i presekaosax; i z.; mereno
duz ose Z.q;
- parametar a je ugao izmedu osa z.; i z (od ose z_; ka osi z) meren u ravni
normalnoj na osu x;;
- parametar 6 je ugao izmedu osa X;_; | X, meren u ravni normalnoj na osu z;

- Parametre 0, d, a i a je moguce na sli¢an naéin odrediti i u sluéaju linearnog
(trandatornog) zgloba, koji je prikazan na Sl. 3.16. Kod tranglatornog zgloba
polozaj samog zgloba nije vazan jer ¢e se prilikom kretanja uvek na isti nacin
translatorno pomerati deo sistema koji

Zi

zglob(i) ngog,(],\

)
segment(;. )

q; L7
M

Sl. 3.15. DH parametri zarotacioni zglob

se u kinematskom lancu nalazi posle njega. Zbog toga se koordinatni sistem postavlja tako
da se parametri uproste, tj. z.; 0sa se postavlja u pravcu izduzivanja translatornog zgloba i
bira se da a =0. Osa x se postavlja u istom ili suprotnom smeru od vektora z.;x z.
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Veli¢ina d odgovara unutrasnjoj koordinati ¢;. Nulta vrednost ¢ odgovara polozaju kada se
koordinatni poceci O, i O,.; poklapaju. Za trandatorni zglob ugao 6;, nije promenljiv vet
fiksan i predstavlja kinematski parametar, isto kao i ugao o.

23

2;; 5
z g\O‘D(n

53
o

chme”!(j_]) ego’obﬁ;o

1

9. 3.16 DH parametri zalinearni (translatorni) zglob

Kada se za dati robot izvrsi pridruzivanje koordinatnih sistema pojedinim segmentima i
odrede DH parametri tada su homogene matrice transformacije funkcije samo unutrasnjih
koordinata g u zglobovima.

Napomenimo da slobodno telo u prostoru ima Sest stepeni slobode, dok se relativni polozaj
dva koordinatna sistema prema DH notaciji opisuje sa samo sa Cetiri parametra. To je
moguce zbog toga $to je ovde polozaj koordinatnih sistema ograni¢en sa dva dodatna
udova(x L z_,i x sete z_,) ¢ime se oduzimaju dva stepena slobode.

DH parametrima se mozZe pridruziti odredeno fizi¢ko znacenje. Tako, parametar g
reprezentuje duzinu segmanta, o; ugao izmedu osa zglobova istog segmenta ("uvrnutost"
segmenta, engl. twist), parametar d; predstavlja smaknutost (engl. offset) koordinatnih
pketaka Oi; i O (u sludaju pravilnih geometrijskih oblika segmenata d; predstavija
smaknutost “centara zglobova”) dok parametar 6; predstavlja ugao medusobnog zakretanja
i-1-vog i i-tog koordinatnog sistema $to je u slucaju linearnog zgloba posledica savijenosti
segmenta.

U dluéaju rotacionog zgloba &, d;, i o; predstavijaju fiksne parametre mehanizma dok
promenljiva 6, predstavlja unutrasnju koordinatu ¢ (ugao zakretanja izmedu dva

segmenta). U slucaju translatornog zgloba parametri a, 0, i o, su fiksni parametri
mehanizma, apromenljivad, predstavlja unutrasnju koordinatu ¢ (pomeraj u zglobu).

Takode je vazno da se napomene da pri proceduri odredivanja poloZaja koordinatnih
sistema koji pripadaju pojedinim segmentima ni u jednom trenutku nije vodeno racuna o
stvarnom obliku segmenata i stvarnom polozaju zglobova. Naime, kinematski model robota
predstavijen DH notacijom odgovara svim “stvarnim” mehani¢kim konfiguracijama sa
datim rasporedom i tipom zglobovatj. odgovara svim konfiguracijama kod kojih se sve ose
zglobova nalaze na istim mestima. Oblik samih segmenata ne uti¢e na DH parametre §to
predstavlja prednost DH notacije.
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Treba obratiti paznju da kod DH notacije postoji neslaganje u rednom broju zgloba i njemu
pripadajuceg koordinatnog sistema. Naime, numeracija segmenata kinematskog lanca krece
od segmenta vezanog za podlogu i poginje sa 1 (1, 2, ..., n). Numeracija zglobova takode
po¢inje od podloge na isti nadin kao i kod segmenata, ali se koordinatni sistemi koji
pripadaju zglobovima numerisu drugacije. Osa baznog zgloba (zglob kojim se robot
povezuje sa podlogom) se uvek obelezava sa 7, tj. numeracija pocinje od nule. To znaci, da
jei-ti zglob prvi zglob i-tog segmenta dok je odgovarajuéi koordinatni sistem i-1-vi §to se
moze videti na Sl. 3.14. i Sl. 3.15. Naisti na€in, prvi zglob poéetnog segmenta kinematskog
lanca (segment 1) je zglob 1, a njemu pripadajuci koordinatni sistem je Oy.
Procedura formiranja kinematskog modela (postavljanja koordinatnih sistema i formiranja
matrica transformacije) pocinje identifikacijom osa svih zglobova jer tip i raspored
zglobova moraju biti poznati unapred. Pri odredivanju polozaja koordinatnih sistema prema
DH konvenciji treba voditi ra¢una o nekim specifi¢nostima na koje ¢emo sada ukazati.
Najpre treba ukazati na ¢injenicu da se bazni koordinatni sistem moze postaviti bilo gde na
0S 7, (njegov polozaj nije jednoznacno odreden i moze se izabrati nama najpovoljnija
pozicija) a ose X, i Y, treba odrediti tako da se oformi desni koordinatni sistem. Dalje se
koordinatni sistemi postavljaju na nagin opisan ranije.
Razmotrimo, dalje, situaciju koja se javlja ako dve ose zglobova z_; i z pripadaju istoj
ravni. Tu se mogu javiti dva slucaja:

- 0%eZ.4izseseku,

- 0%ez.izsupadene.
U drugom slucaju, koji je sasvim Cest u praksi, postoji beskonaéno mnogo zajednic¢kih
normalaosaz. i z. U tom sucaju se osa x; biratako da bude normalnaadaz., i daprolazi
kroz O,.;. Primetimo da je u tom slu¢aju d, jednako nuli, a zbog paraelnosti osa z.; i z
parametar o, je takode jednak nuli. Kada je osa x; odredena, osa Y; se bira tako da oformi
desni koordinatni sistem.
U prvom ducaju, kade se ose z.1 i z seku, X se birakao normala na ravan koja je definisana
osama z_, i z dok je smer x proizvoljan. Najprirodniji izbor koordinatnog pocetka O, je u
preseku 0sa z.; i z mada se moze izabrati bilo koja tacka na osi z. Treba primetiti da je u
ovom slucaju parametar g jednak nuli.

Takode treba obratiti paZnju na postavljanje koordinatnog sistema na poslednji (n-ti)
segment, tj. na postavljanje koordinatnog sistema hvataljke (Sl. 3.15). Koordinatni pocetak.

0
" Xl

Sl. 3.17. Postavljanje koordinatnog sistema hvataljke

O, se moze izabrati proizvoljno, ali treba voditi racuna da se DH parametri maksimalno
uproste. Zbog toga se preporucuje da se Oy bira simetri¢no izmedu prstiju hvataljke, jedino
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treba da se obezbedi da je osa x, upravnanaz,.;.

Ukoliko je poslednji zglob rotacioni treba osu z, izabrati tako da je paraelna z, ;Postupak
za formiranje kinematskog modela robota proizvoljne mehani¢ke konfiguracije se moze
sistematizovati u nekoliko slede¢ih koraka:

1. Locirati i oznaditi sve ose zglobova od 7y do z, ;.
2. Postaviti bazni koordinatni sistem bilo gde na z, osi.
Napomena: korake 3+5 ponavljati zai=1doi=n-1
3. Locirati koordinatni pocetak O; na mestu gde zajednicka normala na ose
Z i z., preseca osu z. AKo se z preseca sa z_, onda O, postaviti u tacku
preseka, aako suose z i z., paralelne onda O; postaviti u zglob z.

4. Postaviti osu x; duz zajedni¢ke normale izmedu z.; i z kroz tacku O; ili u
pravcu koji je normalan na ravan odredenu osama z i z.; ako se ove dve
0se seku.

Postaviti y; tako da se formira desni koordinatni sistem.
Postaviti koordinatni sistem hvataljke na pogodan nagin.
Formirati tablicu parametara a, , d., o, 6.

© N o o

Formirati homogenu matricu transformacije zamenjuju¢i vrednosti
parametara iz tablice, formirati ukupnu matricu transformacije mnozeci
redom sve matrice od pocetne do krajnje.

Odavde se moze zakljuditi sledece:
- koordinatni sistemi se postavljaju u zglobove robota,
- nasvakom segmentu se nalaze po dva koordinatna sistema,

- prvi koordinani sistem (ratunato od pocetka (baze) kinematskog lanca pripada
prethodnom segmentu, drugi koordinatni sistem je vezan za doti¢ni segment i
njegov polozaj Se menja zajedno sa promenom polozaja doti¢nog segmenta.

Na opisani nafin je moguce u potpunosti definisati polozaje svih koordinatnih sistema i
oformiti ukupnu matricu transformacije koja povezuje poziciju i orijentaciju krajnjeg
koordinatnog sistema kinematskog lanca (koordinatnog sistema hvataljke) izrazenu u
odnosu na bazni (nepokretni) koordinatni sistem

3.3.2 Direktni kinematski problem

Pod direktnim kinematskim problemom podrazumevamo odredivanje pozicije i orijentacije
koordinatnog sistema poslednjeg segmenta kinematskog lanca u odnosu na nepokretni
(bazni) koordinatni sistem ukoliko su poznate vrednosti pomergja u zglobovima (ugao
zakretanja za rotacioni i izduzenje za translatorni zglob). Ilustrova¢emo ovo na nekoliko
primera.

Primer 3.2

Odrediti tablicu DH parametara i matrice homogenih transformacija za ravanski
trosegmentni robotski manipulator prikazan na Sl. 3.18.
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=

i Y3
by q;
T/ ¢ L
q

a) bez ucrtanih koordinatnih sistema b) sa ucrtanim koordinatnim sistemima

3. 3.18. Trosegmentna ravanska konfiguracija

Tablica Denavit - Hartenbergovih parametara je data u sledecoj tabeli
Tabela 1. Denavit - Hartenbergovi parametri

Segment a a, d, 0,
1 I, 0 0 q
2 1, 0 0 %
3 I, 0 0 %

Matrice pojedinaénih transformacija su date sa:

Cl -Sl 0 IC1 Cc2 -S2 0 I,C2 Cc3 -3 0 I,C3
. |st ct oSt ., [S2 C2 0 1,82 , |3 c3 0 1,83
HE = HZ = H3 =
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

dok je ukupna transformacija data sa

C123 -S123 0 |,-Cl+],-Cl2+]|,-C123
S123 C123 0 |;-Sl+|, Sl2+]|, S123
0 0o 1 0
0 0 O 1

Hy=H,-H T, =

gdeje S123=sin(q,+0, +0,) , C123=cos(q, +0, + ) -

Primer 3.3:

Odrediti tablicu DH parametara i matrice homogenih transformacija za trosegmentnu
antropomorfnu konfiguraciju sa Sl. 3.19 ako su duzine drugog i treceg segmenta a, i &,
respektivno.

Polozaji odgovarajucih koordinatnih sistema prema DH notaciji su ucrtani na S. 3.19. dok
su Denavit - Hartenbergovi parametari dati u Tabeli 2:
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Tabela 2. Denavit - Hartenbergovi parametri

Segment g Q; d, 9,
1 0 /2 0 o,
2 a, 0 0 G
3 a, 0 0 s

Matrice pojedinaénih homogenih transformacija su date sa

CiL 0 S1 O C2 -S2 0 aC2 C3 -S3 0 aC3
SIL 0 -CL O S2 C2 0 S2 S3 C3 O S3
Hi= , H2= &2 HS = & (349
01 0 O 0 0O 1 o0 0 0O 1 ©O
0 0 0 1 0 0O 0 1 0 0O 0 1
i)
yz Y3
G = %
4 o @'@oz 70 %
Z3
Sl. 3.19. Antropomorfna minimalna konfiguracija
dok je ukupna transformaciona matrica data sa
C1.C23 -C1.S23 sl Cl-(a3 -C23+4, -CZ)
s 1 2 s |S1C23 S1.S23 -Cl Sl(a,-C23+a,-C2)
Hy=H;-H; -H, = 3.50
S22 €23 0  a,-S23+a,-S2 (3.50)

0 0 0 1
gdeje S23=sin(q, +q;), C23=cos(q, +q;) -

Nata natin je odredena ukupna transformacija krajnjeg koordinatnog sistema Oz u odnosu
nabazni Oq u funkciji koordinata u zglobovima. Vektor pozicije koordinatnog sistema O; je
definisan etvrtom kolonom u matrici (3.50) i njegove koordinate direktno odgovaraju
koordinatama koordinatnog pocetka Oz u odnosu na O,. Najéesce se direktni kinematski
problem ovim smatra reSenim. Medutim, obzirom da nam matrica rotacije ne daje reSenje u
obliku neke od uobi¢ajenih reprezentacija orijentacije koordinatnih sistema ponekad je
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pogodno odrediti orijentaciju krajnjeg koordinatnog sistema u zeljenoj formi.
Pretpostavimo da Zelimo da orijentaciju koordinatnog sistema O definisanu matricom

rotacije iz (3.50) predstavimo ZY X Ojlerovim uglovima ¢ija je matrica rotacije data sa
(3.29). Drugim regima, Zelimo da odredimo Ojlerove uglove 6, ¢ i y tako da ukupna

rotacija odgovararotaciji koja je definisana matricom rotacije (3.29).
Matrica rotacije definisana u okviru homogene transformacija (3.50) je data sa

Cl1.C23 -C1.S23 sl Ty I
RI=[SL1.C23 S1-S23 -Cl|=|r, I, Iy
S23 C23 0 fa Ty Ty '

Matricarotacije izrazena ZYX Ojlerovim uglovima je
Cp-CO Co-S0-Sy—Sp-Cy Co-S8-Cy+Sop-Sy
R =|Sp-CO Sp-S0-Sy+Ce-Cy Sp-S0-Cy—Ceo-Sy
-SO Co- Sy Co-Cy
Obzirom da Zelimo da obe rotacije kao rezultat daju istu ukupnu rotaciju pojedinatni

¢lanovi u ovim dvema matricama treba da su jednaki. 1zjednatavanjem izraza uz pojedine
¢lanove dobijamo

fy =Co-CO (351)

r, =C¢-S0-Sy—S¢-Cy (3.52)
s =Coe-SB-Cy+Se-Sy (3.53)
2 = S0-CO (354)

Iy =Sp-S8-Sy +Co-Cy (3.55)
r3=S¢-S0-Cy—-Co-Sy (3.56)
foy = =0 (3.57)

f, = CO-Sy 350

f = CO-Cy 359

Na ovaj nacin smo dobili sistem od 9 jednacina sa 3 nepoznate koji moZemo resiti na vise
nacina. Ako (3.51) pomnozimo sa Sy , a(3.54) sa Cy

My S(p = S(pC(Pce (360)
r,,-Co=Co-Sp-CH (3.61)

i od jednagine (3.60) oduzmemo jednacinu (3.61), dobijamo
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M-Sy —r;-Co=0
Co 71
odakle, konagno, sledi

T
e=arctg-2
rll

Zatim, pomnozimo (3.58) sa Cy , a(3.59) Sy , padobijamo
I, Cy=Cy-C0-Sy

(3.62)
Iy Sy =Sy -CO-Cy (3.63)
Ako zatim od (3.62) oduzmemo (3.63) dedi
I Cy—Ty- Sy =0
pa kona¢no dobijamo
Cy [
r32
v =arctg—==
r33
Dabi odredili ugao 6 pomnozimo (3.51) sa Cy , a(3.54) sa Sy
r, =Cop-C0/Cop
I, =Sp-C0O/Sp
odakle sledi
r,-Co=Ce’-CO (3.64)
P S(P = S(P2 -Co (365)
Ako zatim (3.64) saberemo sa (3.65) dedi:
fuCot TS = (o +57) €O @5)
Ako jednaginu (3.57) pomnozimo sa C6 i podelimo sa —S6 dobijamo
Co
—1.,..—=Cb
% gp (3.67)
Ako desnu stranu u (3.66) zamenimo sa (3.67) dobijamo
co
- Co+r,-Sp= —I’31-§
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i Co+ry-So :@

—Iy SO
odakle sledi
Q =tgo = T
SO I, -Co+r, - Sp
i kona¢no dobijamo
0 = arct i
= g

- Co+r,-So
Time je direktan kinematski problem u potpunosti resen

Primer 3.4

Odrediti tablicu DH parametara i matrice homogenih transformacija za sferni zglob &ija
kinematska sema je prikazanana Sl. 3.19.

y 73 X5
7 3-7I _O_ch_/'L—Z5
X4

X3 y5
Y6 “ T

a) kinematska sema zgloba b) koordinatni sistemi zgloba hvataljke
3. 3. 20. Sferni (Ojlerov) zglob

Polozaj koordinatnih sistema zgloba hvataljke je prikazan na Sl. 3.20.b. Tablica Denavit -
Hartenbergovih parametara je data sa

Tabela 3. Denavit - Hartenbergovi parametari

Segment a o d, 0,
4 0 _n/2 0 qQ
5 0 /2 0 G
6 0 0 d; G

Pojedinacne matrice transformacija su:
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C4 0 -S4 0 c5 0 S5 o0
H“:S4 0 C4 O S = s5 0 -C5 O
*10 -1 0 o© ‘1o 1 o0 o0 (3.68)
0 0 0 1 0 0 0 1
Cé -S6 O 0
., |S6 C6 0 0
He =
0 0 1 d,
0 0 0 1
dok je ukupna matrica transformacije data sa
HS=HJ . H} - H=
C4.C5.C6-5S4-S6 —C4-C5-S6-S4-C6 C4-S5 C4-S5-dq
_ S4.C5-C6+C4-S6 —S4-C5-S6+C4-C6 S4-S5 S4-S5-d (3.69)
-S5-C6 S5-S6 C5 C5-d;
0 0 0 1

¢ime je zadatak reSen. Primetimo da matrica rotacije iz (3.69) odgovara matrici rotecije
kada je orijentacija zadata ZY Z Ojlerovim uglovima. Vrednost rotacije za ugao g, odgovara
vrednosti ugla ¢ , zaugao gsuglu 6, azaugao gs uglu v . To jei razlog sto se sferni zglob
jo8 naziva i Ojlerovim zglobom.

Primer 3.5:

U ovom primeru ¢emo prikazati formiranje kinematskog modela standardnog industrijskog
manipul acionog robota antropomorfnog tipa PUMA koji ima Sest stepeni slobode sa svim
rotacionim zglobovima. Kinematska shemarobita je prikazananana Sl. 3.21. Treba ucciti

Pl

5;; ﬁﬁ

8 B

a) Kinematska sema b) Koordinatni sistemi zgloba hvataljke
Sl. 3.21. Industrijski manipulacioni robot PUMA
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da je konstruktivno resenje robota takvo da obezbeduje da se sve tri ose zglobova hvataljke
seku u jednoj tagki, tj. zglob hvataljke je Ojlerov zglob..

Koordinatni sistemi, postavijeni u skladu sa DH notacijom su prikazani na Sl. 3.21. a
odgovaraju¢i DH parametri u slede¢oj tabeli:

Tabela 4. Denavit-Hartembergovi parametri

Segment Qi &, d G
1 0 0 0 o,
2 -90° 0 0 a,
3 0 a, d 0
4 o 2 d, a
5 a0° 0 0 (o
6 -90° 0 0 (o

Matrice pojedinaénih homogenih transformacija su date sa

Ukupna matrica transformacije se moze dobiti

H3

ClL -SL 0 0
st ¢ oo
H=
0 0 10
0 0 01
C3 -S3 0 a
3 C3 00
o 0 1 4,
0 0 0 1
C5 -S5 0 0
.o 0 -10
““|lss c5 0 ol
0O 0 01

C2 -S2 0
, | 0 0 1
H2 =
-S2 -C2 0
0O 0 O
C4 -S4 0
, |0 0 1
HY =
-S4 -C4 0
0 0 O
C6 -S6 0
s | 0 0 1
® |-s6 -C6 0
0 0 O

= O O O

» o 2.9

o O O

1

(3.70)

mnozenjem pojedina¢nih matrica

transformacije. Da bi ovaj primer mogli koristiti u narednom odeljku kada budemo govorili
0 resavanju inverznog kinematskog zadatka dodatno ¢emo izvesti neke medurezultate.

Pomnozimo najpre H; i HS, odakle sledi

C5C6 -C556 -S5 0

e s pe | S c6e -1 0

44 % 1s5Ce S5S6 C5 0 (371)
0 0 0 1
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Naisti na¢in mozemo odrediti matricu transformacije Hg

C4C5C6 ~CAC5S6-S4C6 —C4S5  a,
o 4 e S5C6 S556 Cc5 d,0
HE=HI-HE =
~SACEC6-C4S6 SAC5S6-CAC6 S4S5 0 (3872
0 0 o 1

Ukupna transformacijaizmedu prvog i treCeg koordinatnog sistema je
C23 -S23 0 a,C2

Wi nzpe | O 0 1 d,
ot 2823 €23 0 -a,S2 (373
0 0 0 1

gde suiskoris¢ene poznate relacije iz trigonometrije
C23=C2C3-52S3 i

S23 = S2C3+C2S3

pa za ukupnu transformaciju izmedu prvog i Sestog koordinatnog sistema dobijamo

[
g5
8>
L

1

>
N
N
N
@
je;
<

21

HY =H’-HJ=

>

; (3.74)

[
(S
@
A
o
N

31

0

o
o
[EEN

gdeje
fj; =C23[CAC5C6 — S4S6]— S23S5C6

f,y =— SAC5C6-CA4S6
31 =— S23[CAC5C6— S4S6]— C23S5C6
f, =—C23[C4C5S6+ SACH]+ S23S5S6
f,, = S4C5S6-CAC6
fzp = S23[CAC5S6 + SACH]+ C23S5S6 (375)
fj3=—C23C4S5-S23C5
fpg =S4S5
e = S23C4S5-C23C5

P, =a,C2+a,C23-d,S23
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f’y =d;
p,=—2a;523-a,52-d,C23
| konatno, dodaju¢i transformaciju Hé izmedu baznog i prvog koordinatnog sistema ve¢

statunatoj transformaciji H, za ukupnu transformaciju Hg dobijamo

r
6 _pql y6_
Ho =Ho-Hr'= (3.76)
gdeje
r,=C1[ C23(C4C5C6 — S4S6) - S23S5C6 |+ S1( SACEC6 +C4S6)

Iy = S1| C23(CA4C5C6- S4S6) — S23S5C6 | - C1( SACECE + CAS6)
g =— S23[C4C5C6 — S4S6]—-C23S5C6
1, =C1[ C23(~C4C5S6 - SAC6) + S23S5S6 | + S1(CAC6- CAC6— SAC5S6)
ry, = S C23(~CAC5S6- SAC6)+ S235556 | - C1(—SACES6+ CAC)

ry =— S23[-C4C5S6 - S4C6]+C23S556

r3=—C1(C23C4S5+ S23C5) - S1S4S5 (3.77)

I3 =— SI(C23C4S5+ S23C5) + C1S4S5
s = S23C4S5-C23C5
p, =C1(a,C2+a,C23—d,S23)—d,S1
p, = S1(8,C2+2,C23-d,S23)+ d;C1

p,=—8,523-a,52—d,C23

Jednacine (3.77) kongtituisu kimenaticki model robota PUMA i predstavljaju osnovu za
kinematsku analizu ovog robotskog mani pulatora.

3.3.3 Inverzni kinematski problem

Inverzni kinematski problem je zadatak odredivanja koordinata u zglobovima robota
(uglova u rotacionim i izduzenja (pomeraja) u translatornim, tj. Qi, Oz, ..., Qs) koje
obezbeduju da hvataljka robota ostvari unapred zahtevanu poziciju i orijentaciju. Ovaj
problem je znatno slozeniji od direktnog kinematskog problemai ne daje uvek jednoznatno

49



Industrijska robotika Kinematika: polozaj robota

resenje. Imajuéi na umu da se homogena matrica ukupne transformacije sastoji od matrice
rotacije i vektora trandacije proizilazi da je potrebno simultano resiti skup od 12
trigonometrijskih nelinearnih jednacina. Prikazacemo dva osnovna nadina reSavanja ovog
problema: analiticki i numericki. Analiticki dobijeno reSenje ima sve prednosti koje svako
andliticko reSenje ima (moguénost analize izraza kojim je reSenje dato i uoCavanje
specijalnih slugajeva (kod nas su najinteresantnije singularne konfiguracije) kompaktan
izraz koji zahteva najmanji broj ratunskih operacija pri apliciranju naracunar, ...), ali je put
do resenja veoma slozen. Numericko reSenje dobijamo kori§¢enjem racunara i izbegavamo
zamorno racunanje, ali kao rezultat dobijamo samo broj i ne moZzemo ga Koristiti kao
reSenje u analitiCkom obliku.

Sa tri naredna primera ¢emo ilustrovati analitiCko reSavanje inverznog kinematskog
problema.

Primer 3.6.

[lustrova¢emo najpre, reSavanje inverznog kinematskog zadatka na jednostavnom primeru
trosegmentnog mehanizma prikazanog na Sl. 3.18. Pretpostavimo da se trazi da kraj drugog
segmenta (ustvari, koordinatni pocetak sistema Ojz) zauzima poziciju definisanu
koordinatama (X, y) i da je njegova orijentacija zadata uglom @® gde o¢igledno vazi
® =0, +0, + 0. Zadatak je dase odrede uglovi o, 0, i g Koji to obezbeduju.

Jasno je da je preduslov za reSavanje ovog zadatka postojanje kinematskog modela.
Podsetimo se da je to ve¢ uradeno u Primeru 3.2. lzraz za konaénu transformaciju od
baznog do krajnjeg koordinatnog sistema koja je izvedena u Primeru 3.2 obzirom na
postavljeni zadatak mozemo napisati u nesto izmenjenoj formi

Cd -SO 0 x
SO CoO 0 vy

HE =
° 10 0 10 (3.78)
0 0 01
pri ¢emu vazi
Cd=C123 (3.79)
S =S123 (3.80)
x=1,-Cl+l,-C12 (3.81)
y=1,-Sl+l,-S12 (382)
Ako kvadriramo i saberemo jednacine (3.81) i (3.82) dobijamo
2 2 _ 12 2
X“+y =17 +1;+2,1,C2 (3.89)

odakle sledi

Xy 12412
2,

C2
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Da bi resenje postojalo mora desna strana jednacine imati vrednost izmedu -1 i +1, na
osnovu cega sledi

S2=+41-C2?

pase ugao g, moze odrediti na osnovu izraza

=arct 2
G =arclg| =5 (3.84)

Posto je ugao q, odreden® predimo na odredivanje ugla g, - Napisimo izraze za x i y u
formi

x=k,-Cl-k, Sl

y=k, -Sl+k,-Cl
gdeje
k =l,+1,-C2
k,=1,-S2 (3.85)
Ako usvojimo daje r=yk? +kZ i y=arctg(k?+k2), sledi
k, =rcos(y)
k, =rsin(y) (3.86)

Sadaseizraxi zax iy mogu napisati kao

x/r =cos(y) cos(q,) -sin (y) sin(qy)
y/r=cos(y)sin(qy)+sin(y) cos(q,) (3:87)

ili
X/t =cos(y +0,)

y/r=sin(y+aq)

Posto je
ylr
+q =arctg| —— |=arctg(y/ X
v+G g(xlrj 9(y/x)
dedi
ylr
=arctg| — |—arct /
a -areg 21" |-areg i, /) 89

Primetimo da promena znaka ¢, Utice na k, Sto utiCe na vrednost ¢, . Na kraju se

® Zaratunarsko resavanje funkcije arctg preporucujemo koriséenje funkcije Atan2, jer vodi ra¢una u kom se od
Cetiri kvadranta nalazi trazeni ugao i dodeljuje reSenju ispravan znak.
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vrednost za ¢, moze odrediti iz

0;=®-q,—-q,
Time je zadatak potpuno resen.

Primer 3.7.

(3.89)

Slededi primer kojim ¢emo ilustrovati analiticko resavanje inverznog kinematskog zadatka
se odnosi na trosegmentnu antropomorfnu konfiguraciju prikazanu na Sl. 3.19. Potrebno je
odrediti uglove u zglobovima q,,0,,q; ako je tacka koju treba da dosegne vrh robota data
koordinatama (x, y, 2z). Obzirom da robot ima samo tri stepena slobode nije moguce
upravljati i orijentacijom poslednjeg koordinatnog sistema, vec se moze obezbediti samo

zahtevana pozicija p, :[x, Y, Z]T. Na osnovu vektora pozicije iz ukupne homogene

transformacije (3.50) mozemo pisati
x=Cl-(a,C23+a,C2)
y = Sl-(a,C23+43,C2)
z=a,-S23+4a,-S2
Dabi odredili ¢, pomnozimo (3.90) sa Sl a(3.91) sa C1 naosnovu cega sledi
x-S1=C1-S1(a,C23+a,C2)
y-C1=S1-C1(a,C23+a,C2)
Ako (3.93) oduzmemo od (3.94) sledi

x-Sl-y-C1=0
odakle dobijamo

q,= arctgz+ kn
X

Dabi odredili g, pomnozimo (3.90) sa C1, a(3.91) sa Sl

x-Cl=Cl*-(a,C23+a,C2)

y-Sl=SI°-(a,C23+a,C2)

Ako (3.95) i (3.96) saberemo
x-Cl+y-Sl=(SI’+C1%)-(a,-C23+a,-C2)
z=a,-S23+4a,-S2

pazatim izraze (3.97) i (3.98) kvadriramo sledi:
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X*-CI?+2-x-y-Cl-Sl+y?-SI? =a2-C23* + 2.3, -a,-C23-C2+a2-C2? (399)

2 = 2 . 2 . . . . 2 . 2
z*=a;-S23°+2-a,-a,-S23-S2+4a, - S2 (3.100)
Kada jednatine (3.99) i (3.100) saberemo, dobijamo:

72 +(x-Cl+y-Cl)? = (S23 +C23°)-a2 +(S2° +C2?)-a’ + 2-a, - a, - (C23-C2+ S23-S2)

odakle sledi
(x-Cl+y-Sl)’ +2 —a? -a2
C3=
2. a,-a, . (3.101)
Na osnovu poznate relacije iz trigonometrije sin® o+ cos’ o = 1 mozemo pisati
_ _ 2
S3=+41-C3 (3.102)
pa konacno sledi
g, = arctg 3 (3.103)

¢ime je ugao g, odreden. Odredimo sadaugao g, . Najpre uizrazima (3.97) i (3.98) sinusi
kosinus zhira uglova (@, +@4) rastavimo pomocu adicionih teorema na osnovu &ega se
dobija

Cl-X+Sl- y=a;-C2-C3-a3-S2- S3+2, - S2 (3.104)

z=52(a,C3+a,)+a,C2S3 (3.105)

Ako jednatinu (3.104) pomnozimo sa (8, - S3) a jednatinu (3.105) sa —(a,C3+a,),
obe jednacine saberemo, posle sredivanja sledi:
(C3-a,+4a,)-z—-S3-a,- (C1-x+SL-y)

(C3-a,+a,)*+S3-a

S2 =

(C3-8,+4a,)-(Cl-x+Sl-y)+S3-a,-z

Cc2-
(C3-3,+a,)" +S3a;

odakle odredujemo ugao g, kao

(C3-a,+4a,)-z—S3-a,-(CL- x+ Sl y)
q, = g
(C3-a,+8,)-(Cl-x+Sl-y)+S3-a,- 2 (3.106)
¢ime je zadatak reSen. Treba napomenuti da izborom znaka u (3.102) biramo jedno od dva

moguca reSenja (,,lakat gore® ili ,lakat dole®). Time se ilustruje da reSenja inverznog
kinematskog zadatka nije jedinstveno.
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Primer 3.8.
Zarobot PUMA konfiguracije iz Primera 3.5 resiti inverzni kinematski zadatak.

Ukupna matrica rotacije (data sa (3.76) ¢iji elementi su definisani sa (3.77)) se moze
napisati u formi

12 G3 px
6 _ 1 2 3 4 5 6 _ r21 r22 r23 py
Ho=Ho(qh)HZ(q)H3(%)H () H3(0s)HE(0s)= ror oy (3.107)
n I Ts P )
0O 0 0 1
Gornji izraz mozemo, MnoZenjem matricom [Hg(ou)]flsleva, preurediti tako da se ugao
g, pojavi samo sa leve strane sistema

[H3(c)] HE=HE(0) HE(d) HE(d) H3(as) HE(G) (3.108

Ako sraéunamo [H g(oﬂ)’l} i zamenimo u gornji izraz dobijamo

Cl 8 0 Of|ry, K, Ly Py
-81 C1 0 Ojfr, I, Iy Py —H$
o 010l r o b 1 (3.109)
1

0 0 O 0 0 0 1

Primetimo da je u Primeru 3.5 H?¢ definisano jednatinama (3.75). |zjednatavanjem izraza
zaelemente (2,4) sa obe strane jednatine (3.109) dobijamo

—Slp, +Clpy =d,

(3.110)
Ako u (3.110) zamenimo
P« = Phorz co
Py = Prorz Se (3.111)
gdeje
Prorz =4/ p><2 + py2
®=arctg(p,/ p,)
dedi
d3
C1S®-SICh=
pHORIZ
Ako uogimo da leva strana predstavlja sinus razlike uglova mozemo pisati
S(d-g)-—
Prorz
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onda za kosinus razlike istih uglova vazi

C(®-q)==* 1—{ d ]

pHORIZ
odakle sledi
d3
®-q,=arctg __Pronz
e VI (3.112)
+ 1= {3 ]
pHORIZ
paseizraz zaugao g, dobijau konatnoj formi
px d3
g =arctg| = |—arcty| —=—=—
( py J [i px2 + py2 _d32 J (3113)

Primetimo daresenje za ¢, nije jednoznatno.

Ako je g, poznato, tada su poznate sve vrednosti sa leve strane izraza (3.109). Ako sada
izjednatimo izraze za elemente (1, 4) i (3, 4) dobijamo

Clp, +Slp, =a,C23-d,523+a,C2

-p,=a,523+d,C23+a,S2 (3.114)
Kvadriranjem jedna¢ina (3.110) i (3.114) i njihovim sabiranjem dobijamo
a,C3-d,S3=K (3.115)

gdeje
P+ py2 +p/-a’ - p’—d’—p’
28,
Jednagina (3.115) je istog oblika kao (3.109) pa moze biti reSena na isti nacin, pa za ¢,
dobijamo

K =

q, —arctg| 2= |-arctg S S
s d, + [asz+ d2-K? |- (3.116)

Kaoi za q, i reSenje za ¢, imadve moguce vrednosti.

Dabi odredili ¢, pomnozimo izraz (3.107) sevasa [ Hg (qz)]’l odakle sledi
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CiC23 SIC23 -S23 -a,C3||r, r, s P
—C1S23 -81823 -C23 a,S3 ||y I, Iy P,
-S1 C1 0 —d, gy T Ty z
0 0 0 1 |lo 0o o 1

— 6
=Hs (3.117)

Matrica H$ je izvedena ranije u primeru 3.5. i data je izrazom (3.76) i (3.77).
IZjednatavanjem elemenata (1,4), kao i (2, 4) sa obe strane (3.117) dedi

C1C23p, +SIC23p, —S23p, —3,C3=4a,
-C1S23p, - S1S23p, -C23p, +3,S3=d, (3.118)
Resavajuci obe jednacine simultano po S23 i C23 dobijamo
(-a,-2,C3) p, +(Clp, +Slp, )(a,S3-d,)

S23= )
p,’+(Clp, +Slp,)

(2,53-d,) p,~(~a,~a,C3)(Clp, +Slp, )

c23= -
p12+(ClpX +Slpy)

Obzirom dasu imenioci jednaki i pozitivni, zazbir uglova g, i g, dedi

(-a,-a,C3) p,—(Clp, +Slp, ) (-a,S3+d,)
(2,53-d,) p, +(a,+a,C3)(Clp, +SLp, ) (3.119)

g, +0,=arctg

Na osnovu izraza (3.119) zaugao g, koji jedat sa

Q2:(CI2 +Q3)_q3 (3120)

dobijamo cetiri vrednosti obzirom da @, i ¢, imju po dva moguca resenja. Sad su poznate

sve vrednosti na levoj strani (3.117) pa izjednatavanjem elemenata (1.3) i (3,3) na obe
strane dobijamo

r,,C1C23+ 1,,SIC23-1,,523=~C4S5
—1,,SL+1,,C1=S4S5 (3.121)

Ukoliko je S5= 0 mozemo odrediti ugao g, prema

r,S1+r,C1
(3.122)

q,= arctg
—1,,C2C23-1,,SIC23+1,,523

Za g,=0 robot se nalazi u singularnoj poziciji jer su ose zglobova 4 i 6 kolinearne pa za

isti ugaoni pomeraj uzrokuju isto pomeranje hvataljke. Prema tome, jedino mozemo da
odredimo njihov zbir ili razliku. U tom slucaju je pogodno da se za g, usvoji proizvoljna

vrednost (najcesce trenutna vrednost koju ugao @, ima) adase zatim g, sratuna. Kada se,
u kasnijoj proceduri, g, odredi, mozemo se vratiti i sracunati ta¢nu vrednost ugla q, .
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Ostgje da jos odredimo ugao ¢ . Ponovo transformisimo polaznu jednacinu (3.107)

mnozeéi je sleva sa [H: (a )]71 tako da dobijamo

[H(q)] " He=HiHE (3.123

gdeje

[He(a)] =

CIC23C4 + SIS4 SIC23C4 - CIS4 -S23C4 -a,C3C4 + d,S4 — aC4
—CIC23S4 + SIC4 -SIC23S4 — CIC4A S23S4  a,C3S4 + d,C4 - a,S4
-C1S23 ~S1S23 -c23 a,S3 - d,

0 0 0 1

6
dok je H: dato jednaginama (3.71) iz primera 3.5. Izjednatavajuci ¢lanove (1,3) i (3,3) u
prethodnom izrazu, dledi

I3 (C1C23S4+ SIC4) +,, (SIC23C4-C1S4) - r,,S23C4=—- S5
ra (~C1S23)+ 1y (~S1S23)+ 1,4 (-C23)=C5 (3.124)

Odavde je

S5
gs =arctg (Ej (3.125)
gdesu S5 i C5 dati izrazima(3.124).
Istim natinom, mnoZe¢i polaznu jedna¢inu (3.107) sa [TOS (qs)Jil, a zatim izjednatavajudi
elemente (1,1) sa obe strane, ugao g, se dobijaiz

6
G =arctg (&j (3.126)
gdeje
S6=r,, (CIC2354-+ SIC4) -, (SIC2354+ CIC4) -1, S2354
C6=r,,[(C1C23C4 + S1S4)C5- C1523S5] +
r,,[(SIC23C4 - C154)C5- S1S2385) - r,, (S23C4C5 + C23S5)

Obzirom da je za neke uglove dobijeno vise resenja kao i da postoje ograni¢enja na opseg
kretanja koja se mogu realizovati u zglobovima konkretnog robota, sva varijantna reSenja
treba razmotriti, neodgovarajuéa odbaciti, a od preostalih izbrati ono koje nam navise
odgovara.

(3.127)
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3.3.4 Rasprezanje ukupne konfiguracije robota na minimalnu konfiguraciju i zglob
hvataljke

U predthodnom odeljku smo ilustrovali resavanje zadatka inverzne kinematike analiti¢kim
nacinom, i kao §to smo videli, u slu¢aju robota koji ima Sest stepeni slobode taj zadatak je
izuzetno slozen. Stoga se pribegava pojednostavljenu problema dele¢i ga na dva
jednostavnija podzadatka. Podsetimo se da je osobina sfernog zgloba koji se postavlja na
vrh minimalne konfiguracije (postala je praksa da se ovakvi zglobovi koriste kod
industrijskih robota) da se sve tri ose zglobova (z, z5 i Z5) seku u jednoj tacki. Obelezimo tu
tatku, na primer, sa Ozg_ i hazovimo je centrom zgloba. Bez obzira na vrednosti uglova g,
Os i Os polozaj tacke Ozg. Se nee promeniti $to znaci da je njena pozicija funkcija samo qy,
0y i 0. Osim toga, zadavanjem vrednosti uglova q,, Os i gs mozemo definisati orijentaciju
hvataljke. Na osnovu toga, ukupni zadatak inverzne kinematike mozemo da podelimo na
zadatak odredivanja inverzne pozcijei inverzne orijentacije.

Neka je orijentacija hvataljke zadata matricom R a pozicija vektorom py

R (0, 0)=R
P (-0 )= Py
Rastojanje koordinatnog sistema hvataljke od tacke OZGL je konstantno i iznosi dg (videti

Primer 3.4). Orijentacija hvataljke je odredena pravcem ose z6 koordinatnog sistema O6.
Treba uociti da vektor od tatke Ozg. do Og= Oy ima pravac ose z; a intenzitet d,. Stoga

sevektor od tatke Ozg. do Og moze izraziti kao d,-R-k = d;-R-[001] gde [001]

predstavlja ort k ose z;. Prema tome, vektor pzg. pozicije centra zgloba moze se odredti iz
izraza:

(3.128)

Sl. 3.22 Rasprezanj e ukupne mehanicke konfiguracije na minimalnu konfiguraciju i zglob hvataljke
P =Py —dsRK (3.129)
ili urazvijenoj formi
Pzeix Prix — d6r13
PzeLy |=| Pry — el
PreLs Pz — d6r33
Iz ovog sistema od tri jednatine se mogu odrediti vrednosti koordinata zglobova Q, G | O3
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obzirom da je pzg. funkcija samo ove tri promenljive. Jos preostaje da se odredi orijentacija
koordinatnog sistema hvataljke u odnosu na koordinatni sistem Os. Imajuéi na umu da je
ukupna matrica rotacije R poznata, mozemo je napisati na sledeéi nacin

R=RyR (3.130)
odakle sledi

6 (o3 o T
R=(R) R=(R}) R (3.131)
Prema tome, za robote koji poseduju Sest stepeni slobode i sferni zglob, algoritam
odredivanja inverzne kinematike se moZe svesti na sledeca tri koraka
korak 1: odrediti q;, 02 i gz iz uslova
PzeL =dn —dsRK
korak 2: koristeci vrednosti za Q, 0z | gz i odredene u prethodnom koraku
acunati R
korak 3: naci, qa, gs i O KOji 0dgovaraju martici rotacije
-1 T
R=(R) R=(R) R

¢ime se slozenost problema znatno umanjuje.

Primer 3.9.

Za robot antropomorfne konfiguracije sa Sest stepeni slobode sa Sl. 3.22 resiti inverzni
kinematski problem rasprezanjem ukupne mehani¢ke konfiguracije na minimalnu
konfiguracijui zglob hvataljke.

Prvi deo zadatka (odredivanje ¢, 0z i Os) je vec reSen u Primeru 3.7. uz napomenu da vrh
minimalne konfiguracije sa koordinatama [xy Z " treba zameniti centrom zgloba hvataljke

OgzaL ¢iji polozaj se odreduje iz izraza Pyg = Py — dGRIZ .

Drugi deo zadatka predstavlja odredivanje koordinata zglobova hvataljke qu, g5 i (s tako da
se ostvari zahtevana orijentacija. Podsetimo se da uglovi o4, s i Qs odgovaraju ZYZ
Ojlerovim uglovima izrazenim u odnosu na koordinatni sistem Os-X3Y325. Onda je moguce

da se, na nain sli¢an odredivanju Ojlerovih uglova za poznatu matricu rotacije kao u
Primeru 3.3, odrede trazeni uglovi s, Gs i gs. Naime, ako je martica rotacije data sa.

My Ts

3
R=[fa T I
fa T Iy

amatricarotacije definisana ZY Z Ojlerovim uglovima sa
Cp-CO-Cy—-Sp-Sy -Cop-CO-Sy—Sp-Cy Co-Sb

Ri=[Sp:CO-Cy+Cp-Sy -Sp-CO-Sy+Co-Cy Sp-SO
~S9-Cy S9- Sy Co

tada se na osnovu poklapanja Ojlerovih uglovasa gy, gs i gs Moze pisati
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i T T C4C5C6, —S4S6 —CAC5S6—-S4C6 C4S5
Iy [y [y|=| SAC5C6+CA4S6 —S4C5S6+CAC6 S4S5
g T Ty -S5-C6 S5-S6 C5

|z jednakosti elemenataris i o3 saobe strane izraza dobijamo

q,=arctg [rz—e’j
N3 ) -

Kvadriranjem i sabiranjem elemenata rys i ro; sa obe strane izraza i koris¢enjem izraza za

r 33 dobijamo
r2+r2
C|5 :arctg 13 23
I3 '

Izborom pozitivnog znaka za €lan /r;+r} ograni¢avamo oblast dopustivih vrednosti za
g, na (O,n) i uz tu pretpostavku, kao i koris¢enjem izraza za elemenaters, i rs, dobijamo

g, =arctg [G—ZJ
Ty

qAZaICtg[rz_sj

s

lis+

=arctg| ——
Os g[ =

a,-aroig| L= |

(-

Medutim, ukoliko za oblast reSenja za Qs izaberemo

a, arctg[ ]
I‘13

—\Jra+r

g =arctg] ~ =22
r33
-,

q6=arctg[—32]
I‘31

Oba resenja degeneriSu kada je sing,=0 pa u tom slucaju jedino mozemo da odredimo

Prematome, trazeno resenje je

7,0), sedi
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zbir ili razliku g, i . U stvari, ukoliko je g, =0 tada serotacije g, i gy izvr$avaju oko
osa koje se poklapaju i daju isti doprinos orijentaciji hvataljke.
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4 KINEMATSKI MODEL ROBOTA II:
DIFERENCIJALNA KINEMATIKA

4.1 UVOD

U prethodnom poglavlju su uspostavljene relacije izmedu pozicije i orijentacije hvataljke
robota i vrednosti unutrasnjih koordinata (koordinata u zglobovima) mehanicke
konfiguracije (direktni kinematski problem). Takode je pokazano kako se sradunavaju
koordinate u zglobovima robota koje obezbeduju Zeljenu poziciju i orijentacije hvataljke
(inverzni kinematski problem). U oba slucaja je uspostavljena veza izmedu unutrasnjih i
spoljasnjih koordinata u jednom diskrethom pol ozaju.

Sustinski vazan zadatak predstavlja realizacija koordinisanog kretanja zglobova robota u
cilju ostvarivanja Zeljene trajektorije hvataljke. Da bi se ovaj zadatak reSio potrebno je da se
uspostavi veza izmedu brzina u zglobovima robota i rezultujuée brzine kretanja hvataljke.
Jakobijan (ili jakobijeva matrica) kojom se ovo preslikavanje uspostavlja predstavija
osnovu za resavanje ove klase zadataka. Osim toga, u okviru ove glave ¢e biti obradene
osnove diferencijalne kinematike, nacini za sracunavanje elemenata jakobijeve matrice, kao
i numericko resavanje inverznog kinematskog problema.

4.2 DIFERENCIJALNA KINEMATIKA

U realnom robotskom sistemu se informacije o trenutnim vrednostima  unutrasnjih
koordinata u zglobova mehanizma uzimaju u diskretnim trenucima vremena koji su
definisani veli¢inom vremenskog intervala uzorkovanja (engl. sampling time). Stvarnu
brzinu kretanja zgloba je, prema tome, nemoguce potpuno taéno znati ve¢ se ona moze
priblizno odrediti (proceniti) kao koliénik pomeraja koji je odreden razlikom dva uzastopna
merenja i proteklog vremena. Ovako srafunata vrednost moze biti veoma bliska stvarnoj
vrednosti trenutne brzine. U slucaju da je vremenski interval na kome se vrSe merenja
konstantan, odredivanje trenutne brzine se svodi na odredivanje malih diferencijalnih
kretanja tokom intervala uzorkovanja. Stoga ¢emo se u ovom odeljku pozabaviti nekim,
nama potrebnim, aspektima diferencijalne kinematike.

4.2.1 Infinitezimalne rotacije

Napisimo matricu rotacije oko x ose (3.14) zainfinitezimalno mali ugao d®,
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1 0 0 1 0 0
R(d®,)=|0 cos(dd,) -sin(dd,)[=zl0 1 -do,
0 sin(dd,) cos(dd,) | [0 do, 1 (4.1)

gde je, obzirom da se radi o malim uglovima, sin(d®,)~dd®, i cos(dd,)~1. Slicno
(4.1) se moze pokazati i za infinitezimalne rotacije oko y i zosa, d®, i d®,. Mnozeci
matrice infinitezimalnih rotacijaza d®, i d®, dobijamo

1 0 0 1 0 do,
R(d®,)-R(dd,)=l0 1 -do || 0 1 0 |=
0 do, 1 ||-do, O 1
1 0 do, 1 0 do, (42)
=|dodd, 1 -do,|=| 0 1 —do,
~-do, do, 1 ~-do, do, 1

gde smo male veli¢ine drugog reda d®,d®  zanemarili. Ako sada zamenimo redosled

mnozenja videcemo da ¢e proizvod Ry(d¢>y)-Rx(d¢>X) dati isti rezultat kao u

prethodnom slugaju, pa moze da se zaklju¢i da za infinitezimalne rotacije vazi osobina
komutativnosti, tj.

Rx(dq)x)'R/(dq)y):RY(d(Dy)'RX(d(Dx) (4.3)
U opstem slu¢aju se infinitezimalne rotacije oko osa X, y i zmogu prikazati sa
1 -do, do,
R(d®,,dd,,do,)=| db, 1 —dd, (4.4)
-do, do, 1

Ako su R(d®,,d® ,d®,) i R(dQ,,dQ ,dQ,) dve matrice infinitezimalnih rotacija,
tada se za dve uzastopne rotacije dobija

R(d®D,,d®,,dd,)RdQ,,dQ,,dQ,) =

1 (d®,+dQ,) —(dD,+dQy
= | ~(dD,+dQ,) 1 (dD,+dQ,) | = 45)
(dD, +dQ,) —(dD,+dQ,) 1

R(dcpx+dgx,dcpy+ de,d(DZ+dQZ)

odakle se moze zakljugditi da je rezultujuca rotacija suma komponentnih rotacija, tj. da vazi
osobina aditivnosti. Prema tome, posto infinitezimal ne rotacije poseduju osobine aditivnosti
i komutativnosti mogu se zapisivati u vektorskoj formi
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do

do =| do

do

X

y (4.6)

z

Sto ¢e u tekstu koji sledi biti koriséeno.

4.2.2 Osnovne osobine kososimetri¢nih matrica

Zamatricu Skazemo da je kososimetri¢na (antisimetri¢na) ukoliko je ispunjen uslov:

ST +5=0
(4.7)
§to se moze, uzimajuéi u obzir elemete matrice S, iskazati kao

Dabi (4.8) bilo ispunjeno svi dijagonalni ¢lanovi moraju biti nule, dok svi vandijagonal ni
¢lanovi moraju da zadovoljavaju §; = -S;;. Odavde sledi da svaka antisimetricna matrica
ima samo tri nezavisna elementa, pa se moze napisati u formi:

0 -5 S
s=|ss 0 -s
s, 5 0

Ukoliko za elemente matrice S; usvojimo komponente vektora a=(a,, a,, )" tada matrica
S(@) imaoblik

0 -a a
S@)=| a, 0 -a,
-a, 3 0

§to se u slucaju ortova i, j i kK moZe napisati kao

00 0 0 01 0 -10
si)={0 o -1| s(j)</ 0 o o] skl1 o o
01 0] -1 0 0f 0 0 0

Navedimo sada nekoliko osnovnih osobina kososimetriénih matrica koje ¢e nam biti od
koristi kasnije. Prva osobina je linearnost

Slo-a+p-b)=a-S@)+p-Sb) op-skalari. (osobina )
koja se moZe dokazati direktnom proverom. Osim toga, za matricu S(é) i vektor

r):[px Py pzr Se, isto direktnom proverom, moze pokazati da vazi
s(@)-p=axp (osobina 2)
tj. da je proizvod matrice S(é) i vektora p jednak vektorskom proizvodu vektora a i p.
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Takode se direktnom proverom moze pokazati da za dva vektora a i b i ortogonalnu
matricu R (podsetimo se da su matrice rotacije R ortogonalne tj. davazi: R' = R™) vazi

Rlaxb)= R(a)~Rlb) (osobina 3)

Drugim re¢ima, rotirani vektorski proizvod dva vektora je jednak vektorskom proizvodu
rotiranih vektora. Dalje, ako na

R-S(a)-R' (b)
primenimo osobinu 2, dobijamo
R-S(a)-R" (b)= RlaxR" -b)
aako naovaj izraz primenimo osobinu 3, sledi
RlaxR" -b)=(R-)x(R-R" -b)
Sto se, bududi da je R ortogonalno, moze napisati u jednostavnijoj formi
(R-a)x(R-R"-b)=R(a)xb
i na krgju, ponovnom primenom osobine 3, dobijamo
R(@)xb = S(R-a)-b
Prematome, zaklju¢ujemo
R-S(@)-R" -(b)=S-(R-3)-b
a, ovim smo dokazali da vazi
R-S(a)-R" =S-(R-&) (osbinad)

Dalje, pretpostavimo da je rotaciona matrica funkcija samo jedne promenljive 6, a obzirom
daje R ortogonano, dedi

R(6)-R"(8)=1
Ako diferenciramo obe strane po 6 dobija se

dR 1 =
TRT(0)+ R(O)- =0
o R ©+RO)— 4.9)

Definisimo matricu Skao
def

CAdR o1
S= RO (4.10)

Transponovanjem matrice Sdobijamo

T (dR _g T 3 . dr"
S _[%-R (e)j =R(6) e (4.11)

Uporedivanjem izraza (4.10) i (4.11) sa(4.9) vidimo da za S definisano kao u (4.10) vazi
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S+S' =0
pa mozemo da zaklju¢imo da ako je matrica S definisana kao u (4.10) onda je ona
antisimetri¢na. PomnoZimo li obe strane (4.10) sa R dedi
R _
de (4.12

Ovaj izraz nam kaze da izvod matrice rotacije mozemo sraunati ako matricu rotacije R
pomnozimo kososimetriénom matricom S,

S-R(0)

Primer 4.1:
Ako je matricarotacije oko x ose zaugao 6 data sa
1 0 O
R=R,,=|0 CO6 -S5O
0 S6 Co

(vidi izraz 3.14) izratunati matricu Sprema (4.10).
Diferenciranjem i transponovanjem matrice R, o i uvrstavanjem u (4.10) sledi:

0 0 o0]ft o o0]f[oo0 O
R'(0)=/0 -S0 -CO|-|0 CO SO|=|0 O -1|=S(i)
0 CoO -SH||0 -S0 Co| [0 1 O

Prematome, pokazali smo daje

_drR
de

S

dR, 4 n
b S )Ry
Naisti na¢in mozemo pokazati da vazi
drR drR
y.0 ; 2,0
= ‘R, ——=9(k)-R
do S(J) Y,0 . do ( ) Z,0

Sto prepustamo Citaocu.

4.2.3 Ugaone brzinei ubrzanja

Pretpostavimo sada da matrica R nije konstantna ve¢ da je funkcija vremena. Na osnovu
(4.12) mozemo pisati

R=S(t) R(t)

gde je S(t) kososimetri¢na matrica. Za vektor oft) koji predstavlja ugaonu brzinu
rotirguéeg koordinatnog sistema u odnosu na fiksni, kososimetriéna matrica S
postaje S((o(t)) Ovo mozemo jednostavno pokazati na slede¢em primeru.

Akoje R(t)= Ryo() tadase njenizvod moze sraCunati prema
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dR d6 . _(-
=—-—=0-9li | Rt)= t))- Rit
RO )R- Slol)-Rl)
gde je w(t)=i-6 - ugaona brzinarotacije oko x ose.

Pretpostavimo, dalje, da je p; vektor kqji je fiksiran u odnosu na koordinatni sistem O;-

X1y124 koji rotira u odnosu na koordinatni sistem Og-XoyoZo. Tada su koordinate vektora p u
odnosu na Og-XgYoZ, date sa

Po = R% (t) 9]
odakle, posle diferenciranja, i primenom osobine 2 dledi
Po=R5(t)- P =S(w)-Ry(t)- P =S(w)- po=x Py
poznat izraz za brzinu izrazenu preko vektorskog proizvoda.

Na di¢an nacin ¢emo razmotriti slu¢aj kada je relativno kretanje izmedu koordinatnih
sistema Og-XoYoZo | O1-X1Y12;3 USl0Znjeno, pa pored rotacije postoji i trandacija

N =, d
pO:F%-pl+d3/—

dt
pa diferenciranjem prethodnog izraza, imajuci u vidu da je p; konstantan, sledi
pO:F%(t)-pl+dé:8(co)-F%(t)-pl+d:w><r+v (4.13)

gde ' predstavlja vektor p;izrazen u odnosu na nepokretni koordinatni system Og-XoYoZo, &
Vv je brzina kretanja koordinatnog pogetka O; u odnosu na koordinatni sistem O,,.

Da bismo izveli izraz za relativna ubrzanja izmedu dva koordinatna sistema podsetimo se
izraza za diferenciranje vektorskog proizvoda

i(axb):%xbwtax@
dt dt dt

Napisimo ponovo izraz (4.13) u formi

Po—do=Ro Pi=0xRg Py
pa ga diferencirajmo po vremenu

po—do:mxl%~pﬁmx(l%-pl):mxwwx(wxr) (4.14)
Izraz (4.14) moZzemo da napiSemo i u formi

o = dxr+ox(oxr)+a (4.15)

gde je a linearno ubrzanje, dok izraz «x (cox r) predstavlja centripetalno ubrzanje koje je

uvek upereno prema os obrtanja i upravno je na nju dok ¢&lan @xr predstavija
tangencijalno ubrzanje

Ukoliko p; menjasvoj polozaj u odnosu na koordinatni sistem O, izraz (4.15) postaje

bO:O'JXT+OJ><(0)Xr)+2'O~)XI%'pl+a (4.16)
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gdeje a=R;- P +d3, dokizraz 2-0x R} - p, oznatava Koriolisovo ubrzanje.

4.2.4 Sabiranje ugaonih brzina

U ovom odeljku ¢emo izvesti izraze za sabiranje ugaonih brzina ukoliko se dva koordinatna
sistema O; i O, krecu u odnosu na nepokretni koordinatni sistem O,. lzrazimo vektor

polozaja tacke P u odnosu na razne koordinatne sisteme
Po=Rs- Py +dg
p=RY-p,+df
Po =R - p, +d§

gde, prema (3.39) i (3.40) i dalje vazi

RS =Ri- R

dé =dj +R-df

Obzirom da su matrice rotacije funkcije vremena diferenciranjem (4.20) dobijamo

|zraz saleve strane (4.21) tj. (R?) mozemo napisati kao
RZ = Slo?) R
Prvi izraz sadesne strane u (4.21) tj. RS- R? moZemo napisati kao

RS- R? = Slob )- RS- R? = Slob ) RS

(4.17)
(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

dok drugi izraz sadesne strane (4.21) tj. R} - R? mozemo transformisati na sledeci nagin

Ré R12 = (@1) R:L =
Ako pomnozimo gornji izraz sa R(l)T Ré
=R -Slof ) RS- R R =

i primenimo pravilo 4, dobijamo

= S[Ry-02)- RS- R? = S[R - 02)- RE
Unosenjem (4.22), (4.23) i (4.24) u 4.21), dedi

St} RS = Isto )+ s(Rs -7 )} RE
Obzirom daje S(a)+ S(b)= S(a+b) dedi
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w5 =5+ Ry-of (4.26)

Odavde zaklju¢ujemo da se ugaone brzine mogu sabirati samo pod uslovom da su izrazene
u istom koordinatnom sistemu.

4.3 JAKOBIJAN

Svako kretanje u zglobovima robotaima za posledicu kretanje hvataljke. Medutim, kretanje
hvataljke po odredenoj trajektoriji zahteva koordinisano kretanje svih zglobova mehanicke
strukture robota. Da bi mogli da realizujemo zahtevano kretanje hvataljke robota potrebno
je da se uspostavi veza izmedu kretanja u zglobovima mehani¢ke konfiguracije i kretanja
hvataljke, tj brzine u zglobovima ¢, i linarne i ugaone brzine hvataljke (p i o,

respektivno) pa mozemo pisati
pP=J.9
®w=Jyq
Ove dve jednacine mozemo objediniti u jedinstven izraz ¢ime se dobijarelacija
. p .
$=v= {_}:J(q)q
® (4.32
gde je $ ukupni vektor brzine hvataljke izrazen u spoljasnjim koordinatama (objedinjeni su
vektori linearne i ugaone brzine hvatajke), = [ql, Ao,y G ]T je vektor brzina u

zglobovima mehanizma. Matrica J(q) kojom se povezuje kretanje u zglobovima

mehanizma sa kretanjem hvataljke se naziva jakobijevom matricom ili jakobijanom. Prema
tome, jakobijeva matrica povezuje brzine kretanja zglobova robotskog mehanizma sa
linearnom i ugaonom brzinom kretanja hvataljke izragene u spoljasnjim (dekartovim
pravouglim) koordinatama.

Da bi bolje razumeli prirodu matrice J napis§imo izraz (4.32) u razvijenoj formi
(posmatracemo mehanizam koji ima $est stepeni slobode),

‘]ll ‘]12 ‘]13 ‘Jl4 ‘JlS ‘J16 ql
‘J21 ‘J22 ‘J23 ‘]24 ‘]25 ‘J26 QZ
%

DL N < X
(&
W
B
(&
W
R
(&
W
@
(]
®
(]
[}
a
(&
w
o}

I Yo iz Jas Jus Jug || G (4.33)
Jsi Jsp Jsz Jsu Jss Jss || Gs
V] 1Jder Je2 Jes Jes Jes  Jes || Y6 ]
Posmatrajmo samo prvu jednadinu sistema
X=J116h + J1202 + J130z + 1484 + J150s + J16G6 (4.34)

Iz forme izraza (4.34) se vidi da su ¢lanovi (elementi) jakobijana u stvari parcijalni izvodi
funkcije kojom se definise pozicija i orijentacija vrha robota u spolja$njim koordinatama po
unutrasnjim uglovima u zglobovima mehanizma robota i mogu se odrediti analiticki ili
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numericki.

4.3.1 Anadliti¢ko sra¢unavanje jakobijana

Nagjjasnije ¢emo na¢in odredivanja jakobijana analiti¢kim putem pokazati na primeru.

Primer 4.2.

Za trosegmentni antropomorfni mehanizam (minimalnu konfiguraciju) ¢ija je kinematska
Semaprikazanana Sl. 3.19. analiti¢kim nadinom odrediti jakobijan.

Pri reSavanju ovog zadatka prvo treba napisati jedna¢ine koje povezuju poziciju vrha robota
sa vrednostima uglova u zglobovima. Za konfiguraciju prikazanu na Sl. 3.19. te jednatine
Su:

x=2,C1C2+a,C1C23

y=a,SIC2+a,SIC23 (4.35)

Zatim je potrebno uspostaviti vezu izmedu malih (infinitezimalnih) pomeraja u zglobovima
i rezultuju¢ih pomeraja hvataljke. Da bismo tu vezu uspostavili treba diferencirati izraze
(4.35) po uglovima u zglobovima, pa dobijamo

Sl. 4.2. Kinematska sema trosegmentnog antropomorfnog mehanizma

dx= OX(G, 02, 93) da, + OX(Gy, Oz, 03) da, + OX(Gy, 92, 03) da,

fale} o, 03
oY(th,92,0s) 0y(%h,92,9s) 0y(%h.92.93)
dy= d d d
Y oy h 0, o 03 % (4.30)

dz= 02(0, 9. 93) da, + 02(0y, 02, 9s) da, + 02(0y, 9, 93) das
o 09, 003
Sto se u vektorskoj formi moZe napisati kao
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ds=J(g)dqg (4.37)
gdeje
[dx dg,
ds=|dy| dg=|dg,
| dz ’ dos
padedi
oq,  od, od,
-y Yy
aq, 6q, 0q (4.39)
oz a2 o
100, 0G, 0q |

Matrica J je, dakle, matrica parcijalnih izvoda funkcija x(g;,d5,03), Y(Q1,0,03) 1
7(04,0,,05) u odnosu na uglove u zglobovima g;,q, i q;. Prema tome, vrednosti
elemenata matrice J se mogu dobiti diferenciranjem gornjih izraza.

Za primer trosegmentne minimalne konfiguracije antropomorfnog mehanizma sa Sl. 3.19.
matrica J se dobija u konatnoj formi

-8,51C2-3,S1C23 -Cl(a,S2+a,C23) —a,C1S23
Jo=| &SIC2+a,C1C23 -Sl(a,S2+a,S23) a,S1S23
0 a,C2+4a,C23 a,C23

Treba primetiti da su elementi matrice J funkcije uglova u zglobovimai da se sa promenom
polozaja mehanic¢ke konfiguracije robota menjaju. Prema tome, tokom realizacije

odredenog pokreta matrica J nije konstantna i vrednosti njenih elemenata treba
Sracunavati za svaki novi polozaj mehanicke konfiguracije.

4.3.2 Numeri¢ko sra¢unavanje jakobijana

U ovom odeljku ée biti prikazan na¢in numeri¢kog srafunavanja elemenata jakobijana kako
bi se ovaj zadatak mogao efikasno realizovati primenom racunara.

Kao §to smo ve¢ uocili i linearnom i ugaonom kretanju hvataljke doprinosi kretanje u
svakom od zglobova mehanizma. Ako napisemo jakobijevu matricu u slede¢em obliku

J= ‘]Ll ‘]LZ ‘]Ln

‘]Ul ‘JUZ ‘JUn (4-39)
tako da svaki elemenat J;; i J; predstavlja vektor kolonu dimenzije (3x1), lako se moze
uckiti da prvi deo kolone ( J;) odgovara doprinosu i-tog zgloba linearnom, a drugi deo

(' Jy;) ugaonom kretanju hvataljke. U razvijenoj formi (4.39) postaje

71



Industrijska robotika Planiranje kretanja

‘]Lll ‘JLZ:L ‘]Lnl
‘]L12 ‘]L22 JLn2 .
Vy ‘]L13 ‘]L23 ‘]Ln3 q.l
|:('0H :|_ _JU11_ _‘]U21_ _‘JUnl_ -. (4.40)
‘]Ul2 ‘JU22 ‘]Un2 qn
| [ Jun

Odavde se linearna brzina vrha robota moze izraziti na sledec'_i nacin

Vi =Jdi G+ dip G+t Jiy -Gy (4.41)
anaigti nain i ugaona brzina hvataljke

Oy =Jy1 G +Jdyz -Gz ++ Jys -Gy (4.42)
Razmotrimo na koji nacin mozemo da odredimo elemente matrice Ji; i Jy;.

Na Sl. 4.3.a je prikazan ducaj kada je i-ti zglob robota (rotacioni) i njegov polozaj u
odnosu na hvataljku, dok je na Sl. 4.3.b. i-ti zglob robota trandatorni. Neka su sa z.,
obelezene ose zglobova koje su postavljene u postupku odredivanja DH parametara.

Razmotrimo najpre kako kretanje nekog od zglobova mehanizma moze da doprinese
promeni linearne brzine hvataljke.

U dlucaju da je i-ti zglob translatoran njegovo pomeranje izaziva samo translatorno
pomeranje hvataljke u pravcu z_; ose, intenziteta o'li (pripadajuca z osa je tada z.;, a DH
parametar d; je promenljiva), tj.

Ji-G =24

(4.43)

i
w/

,/
Xp Y%

a) rotacion zglob b) translatorni zglob

Sl. 4.3. Infinitezimalni pomergji hvataljke zbog pomeranja rotacionog i linearnog (translatornog) zgloba

Ako jei-ti zglob rotacioni njegovim pokretanjem ¢e deo mehanizma koji se nalazi dalje od
zgloba koji se pokrece (ukljucujudi i hvataljku) dobiti ugaonu brzinu

O =71 G (4.44)
koja ¢e linearnu brzinu hvataljke robota, koja je od ose obrtanja udaljena za I,
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promeniti za
Jii G =0 xTigy :(Zi—lxri—l,H )'CIi (4.45)

Na dli¢an na¢in ¢emo odrediti kako kretanja u translatornom i rotacionom zglobu doprinose
promeni ugaone brzine hvataljke.

Ako jei-ti zglob translatorni on ne doprinosi promeni ugaone brzine hvataljke, paje
Jui -G =0 (4.46)
Ako jei-ti zglob rotacioni, ugaona brzina koja se generise kretanjem zgloba, je data sa

Jui "G =246 (4.47)

Prema tome, jednacinama (4.43, 4.45-4.47) je moguce odrediti elemente jakobijana J; i
Jui zaslucaj translatornih i rotacionih zglobova pa, prematome, mozemo rezimirati

Ji | [Za
Jui { 0 } (4.48)

i || Z3axTian
Joi ] Zi4 (4.49)

Pri sra¢unavanju jakobijana jedine veliCine koje treba odrediti su vektori z_; i iy Koji

- zatrandatorni zglob

- zarotacioni zglob

su funkcije samo pomeraja u zglobovima robota. Vektor z_; predstavlja trecu kolonu u
matrici rotacije R(i{l (vidi (3.7)) i moguée ga je veoma jednostavno odrediti na sledeci
nacin

z.,=R(W)R(%)--R2(0.1)7 (450)
gde je z, :[O 0 l]r $to nam omogucéava da se iz matrice R(ifl odaberemo samo trecu
kolonu.
Vektor polozaja od i-1-vog zgloba do hvataljke r;_; ,; je moguée odrediti (Sl. 4.3.ai b) kao

razliku vektora p,; od koordinatnog pocetka do hvataljke i vektora p,_; od koordinatnog
podetka do i-1-vog zgloba. Vektor p,; je moguée odrediti kao prva tri elementa Cetvrte

kol one ukupne homogene matrice transformacije HOH kojaje datasa

Ho' = Ho(a)H:(a,) H,'4(a,)
padedi

Py = H:; Po (4.51)

gde je p, dato sa pO:[O 0O l]r . Sliénim postupkom je moguée odrediti i vektor
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pi_; - Naime,

Pra=Hg (@)HF (d2)..H{3 (a4 1) po (452)
i konacno dobijamo:
fign =Pu— P

Prema tome, izrazi (4.50-4.52) omoguéavaju jednostavno srafunavanje elemenata
jakobijana numeri¢kim putem pod uslovom da su poznate matrice transformacije koje
odgovaraju datoj (trenutnoj) pozi mehanicke strukture robota.

Primer 4.3;

Numeri¢kim nadinom odrediti elemete jakobijana za trosegmentnu antropomorfnu
konfiguraciju (Sl. 3.19) i koordinatne sisteme postavljene kao u primeru 3.2.

Odredimo najpre projekcije osa zglobova

0 Si st
1| o 0

Obzirom da su svatri zgloba rotaciona jakobijan ima oblik

‘Jll = [ZOX(Oa—OO) ZIX(O3—01) ZZX(O3_OZ) ]

na osnovu cega sledi,

a,C1C2 a,C1C2+a,C1C23
0, =0,=[0 0 0] 0O,=|a,SIC2| O,=|a,SIC2+a;SIC23
' a,S2 | a,S2+a;S23 |

Sada mozemo da odredimo elemete Jakobijana

~a,S1C2-a,SIC23
z,%(0,-0,)=| a,S1C2+a,CIC23

0

~ Cl(a,S2+ a,SIC23) a,C1S23

2% (0;—0))=| —Sl(a,S2+2,523) | 2, x(0;-0,)=| 8,S1S23
a,C2+2a,C23 a,C23

odakle konagno sledi

~a,SIC2-2a,SIC23 —Cl(a,S2+a,C23) - a,C1S23
J=| a,SIC2+a,CIC23 -Sl(a,S2+2,523) a,S1S23
0 a,C2+a,C23 a,C23

Sto je isti rezultat dobijen analitickim nadinom. Osim toga, primetimo da je jakobijan
dobijen u formi matrice dimenzija (3x3) obzirom da se radi samo o minimalnoj
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konfiguraciji satri stepena slobode.

4.4 NUMERICKO RESAVANJE INVERZNOG KINEMATSKOG
PROBLEMA

Jakobijeva matrica koju smo odredili u prethodnom odeljku predstavlja osnovu za numeri¢-
ko resavanje inverznog kinematskog problema. Postupak reSavanja je potpuno opsti i ne
zavis od tiparobota, ai zarazliku od analitickog resenja, ovde se dobija samo jedno rese-
nje koje odgovara zadatom vektoru spoljasnjih koordinata s i to ono koje je najblize zada-

POC

tomreSenju q - od kojeg je procedura zapoceta. Naime, iz izraza (4.34)

s=J(@q (4.34)

inverzijom jakobijeve matrice dobijamo
. -1 .
=@ s (4.53)

Ukoliko je poznata pocetna poza robota q"°C koja je bliska o&ekivanom resenju (tj. ako su

poznati uglovi u zglobovima robota koji dovode hvataljku u okolinu oéekivanog polozaja i
orijentacije) tada se pozicije u zglobovima mogu pronaci integracijom brzina u zglobovima
nad posmatranim vremenskim intervalom

t+At
-0 Ty

Ako integraciju realizujemo u diskretnom vremenu, najjednostavnijom Ojlerovom meto-
dom integracije, gornji izraz postaje

q(t+At) =g (t)+q(t) At (4.55)
Ukoaliko na (4.55) primenimo (4.53) sledi
q(t+At) =g (1) +I7(q())- §(t) - At (4.56)

ili sa modifikovanom notacijom
-1

Q(k+1) =0 +J (Qk) As (4.57)
Neka je zadat vektor spoljasnjih koordinata s° i neka je potrebno da se odredi vektor
unutrasnjih koordinata koje odgovaraju polozaju hvataljke s°.
Pretpostavimo najpre priblizno pogetno resenje q®, (q® ~ f 1. (so)). K ada se na osnovu
pretpostavijenog resenja g srauna pozicija hvataljke pojaviée se odstupanje izmedu
tatne i priblizne pozicije

k) _ <0 k k k1 k
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gde je q(k+l)

q) za s° odakle dedi

tatnije reSenje inverznog kinematskog problema od pocetno pretpostavljenog

gk ~ g 1 371 (g0)). as) (4.59)

Sto predstavlja osnovnu relaciju za iterativni postupak reSavanja inverznog kinematskog
problema. Postupak resavanja se moze definisati slede¢im koracima:

korak 1: zazadato s° pretpostavimo resenje inverznog problema q®;
korak 2: odrede se vrednosti spoljasnjih koordinata za pretpostavljeno q® ;

korak 3: izratunamo gresku As(k);
korak 4: izratunamo Jakobijan J u pretpostavljenom resenju q® ;

korak 5: izratunamo inverzni Jakobijan Jt

korak 6: na osnovu izraza (4.59) odredimo naredno resenje koje je blize tatnom resenju
nego $to je bilo prethodno;

korak 7: opisanu proceduru ponavljamo sve dok greSka ne bude manja od unapred zadate
vrednosti ¢ kojom se definise zeljena tagnost resenja, tj. dok ne bude ispunjen uslov,

jas¥) <. (4.60)

Prikazani postupak je klasi¢na Njutnova metoda za reSavanje sistema nelinearnih jednacina
kojim se dobija samo jedno resenje i to ono koje je najblize poc¢ethom pretpostavljenom

reSenju q(o) .

4.5 PSEUDO INVERZNI JAKOBIJAN

Prethodno opisani postupak numeri¢kog reSavanja inverznog kinematskog problema je
baziran narelaciji

4= (4.53)

tj. na pretpostavci da je moguée odrediti inverzni jakobijan J(q)™* tj. daje matricaJ kvad-
ratnai da nemasingularitet. Ako sam ozna¢imo dimenziju vektora spoljasnjih koordinata s,
asan broj stepeni slobode mehanicke konfiguracije robota moZemo razlikovati tri sluéaja:

by m=n

U ovom ducaju je Jakobijeva matrica kvadratna te se moze odrediti njena inverzna
matrica

g=J(@)'s
ako je njena determinanta razli¢ita od nule. Polozaji robota u kojima je
det(J(q)) =0 predstavljgju singularne tacke u kojima se ne mozZe odrediti

inverzni Jakobijan.
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) m>n
U ovom sludaju broj stepeni slobode zadatka je veéi od broja stepeni slobode
robota pa se moze dogoditi da ne postoji ¢ koje je reSenje sistema (4.53). Drugim
recima broj jednacina je manji od broja nepoznatih u sistemu. Stoga se pribegava
trazenju reSenja koje zadovoljava sistem uz najmanju gresku. ObeleZimo sa ¢
vektor koordinata zglobova koji zadovoljava uslov da je greska definisana izrazom
G=Greska?=(34" - ¢ (9¢" -3 46D
minimalna. Razvojem gornjeg izraza dobijamo
G=(0g" (g )-2(8) 36" + 87 462
Dabi minimizirali gresku diferencirajmo gornji izraz i izjedna¢imo ga sa nulom tj.
0G/oq, =0

B_0
oq oq

Sredivanjem izraza dobijamo

Y IO
(@7 (373)a) 7 (25 30) 4.63)

(373)a =3"s (4.64)

ili
g =(373)" s
T 71 e . T 71 T - .

pod uslovom da (J J) postoji. Matrica (J J) J’ se naziva levim pseudo
inverznim Jakobijanom. Ako ovu matricu obelezimo sa J™° mozemo pisati

. 1PS

G=J""s (4.65)

¢ime su odredene koordinate zglobova tako daje greska pozicioniranja minimalna

d m<n

U ovom sluéaju je broj stepeni slobode koji zahteva zadatak manji od broja stepeni
slobode koji poseduje robotski manipulator (manipulator je redundantan), tj broj
jednadina je veci od broja nepoznatih u sistemu pa postoji beskonatno mnogo
reSenja od kojih treba odabrati jedno. Jedan od natina da se vrsi izbor reSenja je da
Euklidova norma bude minimalna. Ovo reSenje moZemo dobiti metodom

Lagranzevih mnozitelja. Ako je k:[kl,kz,k3,...km]vektor Lagranzevih
mnozitelja mozemo postaviti novu funkciju cilja
. T [ .

v(@=(q) (4)+1"(Jg-9) (4.66)

koja je u minimumu kada je 6y/6q=0, pase moze pisati

24+J3TA=0 (467)
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odakle sledi
4==3"2/2 (4.68)
Zamenom ovog izraza u polazni (4.34) s= J(q)q dedi
$=J(-3"1/2) (4.69)
pa se posle sredivanja dobija
A=—2(3") s 4.70)

pod usovom da (JJ7)™? postoji. Zamenjujuéi ovaj izraz u (4.68) i nakon
jednostavnih transformacija dobijamo

=37 (N1 (4.72)

Matrica J"(JJ37 )™ se naziva desnim pseudoinverznim Jakobijanom koji ¢emo
kaoi u prethodnom slugaju obeleziti sa J s pa se konaéno moze pisati

4=3"s 4.72)
odakle mozemo odrediti traZzene koordinate zglobova.

Na opisani natin se moZe prevazi¢i problem kada Jakobijan nije kvadratni i kada nije
moguce naci inverznu matricu.

4.6 SINGULARNE KONFIGURACIJE

Kao §to smo ve¢ videli, linearna veza izmedu brzine hvataljke izraZzene u spoljasnjim
koordinatamai brzina u zglobovima

$=J(a)q

je uspostavljena jakobijanom. Ukoliko takvu vezu, pri odredenim polozajima
(konfiguracijama) mehanicke strukture robota, nije moguce jednoznaéno uspostaviti
govorimo o pojavi singularnih konfiguracija. Matematic¢kim re¢nikom receno, singularne
su one konfiguracije mehanicke strukture pri kojima matrica J(q) nema puni rang.
Singularni polozaji se odlikuju slede¢im osobinama:

€) U singularnom polozaju robot gubi jedanili vise SS.
Kao primer ovakvog slucaja navedimo bilo koji robot ¢ija hvataljka je dostigla granicu
radnog prostora (spoljnu ili unutrasnju). Ovaj slu¢aj odgovara situaciji sa Sl. 4.4.b (hvatalj-
kaje na spoljasnoj granici radnog prostora) ili kada je tre¢i segment savijen potpuno nanize
Oz =T.

f) U singularnom polozaju moze postojati beskonaéno mnogo reSenja inverznog

kinematskog problema.
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2

2
S S
¥ v,

Yrrrrrrrd 7777
3 b)
Sl. 4.4. Singularni polozaji antropomorfne minimalne konfiguracije
Da bi ilustrovali ovaj slugaj posmatrajmo minimalnu konfiguraciju (samo prva tri stepena
slobode) antropomorfne konfiguracije u polozaju koji je prikazan na Sl. 4.4. a. Obzirom da
se vrh minimalne konfiguracije nalazi na osi obrtanja prvog zgloba njen polozaj ne zavisi
od trenutne vrednosti ugla g, i ovaj polozaj je ostvaren za bilo koju vrednost ugla ¢;. Ovo
vazi za bilo koje vrednosti uglova g, i ¢z ako jeispunjeno dase vrh minimalne konfigura-
cije nalazi na vertikalnoj osi obrtanja, pai zaslucaj kada je g, = ;3 =0 i kada je mehani¢-
ka struktura robota potpuno ispruzena navise (Sl. 4.4.b). Drugi primer kojim ovakvu
situaciju mozemo ilustrovati je sferni (Ojlerov) zglob hvataljke robota u polozaju koji je
prikazan na Sl. 4.5. Uo¢imo da, ukoliko su ugaone brzine u Cetvrtom i Sestom zglobu
jednake po intenzitetu a suprotne po smeru (4, =—(g) hvataljka ¢e mirovati. Osim toga,

ovde pripada bilo koji polozaj robota sa Sl. 4.4.a osim potpuno ispruzene konfiguracije (S1.
4.4.h).

a;

COe={ =0

Sl. 4.5. Singulani polozaj sfernog zgloba

Kao sto je ve¢ pomenuto uslov za pojavu singulariteta je kada jakobijan gubi puni rang.
Medutim, sraCunavanje uslova singulariteta se moze pojednostaviti ako se mehanicka
struktura robota raspregne na minimalnu konfiguraciju i zglob hvatajke. U tom ducaju
Jakobijan robota sa sest stepeni slobode se u blok-formi moze prikazati na sledeci na¢in

J= Ju i
Ju Iz (4.73)
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gde su, u slucaju sfernog zgloba, matrice J;, i J,, datesa

312:[23”3,}4 24Xy H ZSXrS,H] o= 7z z] (4.74)

gde je koris¢ena notacija iz odeljka 4.3.2. (vidi 9. 4.3.). Obzirom da se polozaj
koordinatnog sistem hvataljke moze slobodno birati, kao i da rezultat ne zavisi od izbora
koordinatnog sistema u odnosu na koji je izrazen smestimo ga u centar zgloba (mesto gde
se sve tri ose seku) posto je tada ispunjeno r;_; =0 i=4,5,6. U tom slucaju matrica Jj,
postaje

J2=[0 0 0] (4.75)

pa matrica J postgie blok donje-trougaona matrica, $to znatno pojednostavljuje
Sracunavanje determinante

det(J)=det(Jy;) det(J,,)

(4.76)
odakle se uslovi singularnosti za minimalnu konfiguraciju mogu napisati kao
det(J1)=0 (4.77)
dok za zglob hvataljke vazi sledeci uslov singularnosti
det(Jz2)=0. (4.78)

¢ime je postignuto raspregnuto razmatranje uslova singularnosti.

4.7 ELIPSOID BRZINA

Jakobijan predstavlja transformaciju n-dimenzionalnog prostora brzina (n je broj stepeni
slobode koje ima robot) u zglobovima mani pul acionog robota u m-dimenzionalni prostor
(m je broj stepeni slobode zadatka) brzina kretanja hvataljke. Pokretanjem zglobova meha-
nizma pokrece se njegova hvataljka i od rasporeda zglobova i duZina segmenata zavisi
“prenosna karakteristika mehanizma”. Postoji vise na¢ina na koje mogu da se uporede
prenosne karakteristike razli¢itih mehanizma, a jedan od najpoznatijih je tzv. elipsoid
brzina kojim se uspostavlja vezaizmedu potrebnih brzina u zglobovima da bi se postigla
jedini¢éna brzina hvataljke u svim pravcima. Dabi to postigli ograni¢imo brzinu hvataljke

na m-dimenzionu jediniénu sferu
Te
$s=1 (4.79)

i uporedimo odgovarajuce brzine zglobova iz n-dimenzionalnom prostora stanja zglobova.
Ako u gornji izraz uvedemo (4.32) posle jednostavnih transformacija dobijamo

T AT 14
g3 Ja=1 (4.80)

Gornjajednatina predstavlja elipsoid u n-dimenzionalnom prostoru stanja zglobova gde
svakatacka elipsoida odgovara jednoj kombinaciji brzina u zglobovima tako da vektor br-
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zine hvataljke ima jedini¢ni intenzitet. Obzirom da je proizvod J'J simetri¢na, pozitivna
semidefinitna matrica njeni sopstveni vektori su ortogonalni. Glavne ose €lipsoida se pok-

|apaju sa sopstvenim vektorima J"J dok su duZine osa jednake recipro¢nim vrednostima
kvadratnog korena sopstvenih vrednosti J7J .

Posto vrednosti elemenata jakobijana tokom kretanja hvataljke nisu konstante, ve¢ zavise
od trenutne poze mehanizma (tj. od trenutnih vrednosti g, i d,) sa promenom polozaja hva-
taljke ¢e se oblik i orijentacija elipsoida takode menjati. Mehanizam se nalazi u izotropnoj
tacki (bolje je reci da poza mehanizma obezbeduje izotropno ponasanje hvataljke ukoliko
se m-dimenziona jedini¢na sfera u prostoru hvataljke preslikava takode u sferu u n-dimen-
zionom prostoru zglobova. Sto je oblik ellipsoida blizi sferi to je “prenosna karakteristika
mehanizma” bolja.

llustrovacemo ovo na primeru dvosegmentnog ravanskog mehanizma sa duzinama segme-

nataa, = V2 m, a,=1m, koji je prikazan na Sl. 4.6. U ovom ducaju jakobijan ima formu

~J2s1-s12 - 312}

—y2S1+C12 C12 (4.81)
dok je proizvod J'J dat sa
. 2J2C2+3 J2c2+1
J2c241 1 (4.82)

0

X0

Sl. 4.6. Dvosegmentni ravanski mehanizam
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Geometrijsko mesto
izotropnih tacaka

Sl. 4.7. Geometrijsko mesto izotropnih tacaka

Sopstvene vrednosti 373 su 4, = (2-v2)-C2+1) i &, = (2++2)C2+1). Za o, = 3n/4
i g, =5m/4 (uckiti daje J'J simetri¢na i da ne zavisi od ¢ ) one postaju Ay =A,=1.
Odavde sledi da se robot kada je u pozi zakoju vazi A, =A, =1 nalazi uizotropnoj tacki.

NaSl. 4.7 je prikazano geometrijsko mesto svih izotropnih tataka za ovu konfiguraciju, a to
je krug.

Posmatrajmo pozu mehanizmakada je ugao u drugom zglobu ¢, = /2 . Tada proizvod

PLRE Sl
11 (4.83)

Uvodenjem (4.83.) u (4.78.) dobijamo jednacinu

matricaJ"J postaje

(0.38276, — 0.92384,)’

2

3('1112 + 200, + ¢, =

1.3065
(0.3827¢, — 0.92384, )’
0.5412° -

koja predstavljaelipsu prikazanu na Sl. 4.8 sa koje se vidi da za jedini¢nu brzinu

v /\ o}
A A
P=(-0.500, 1.207

Q=(-0.707, 0.707)
Q=(-0.500, 0.207)

4

P \ 0.
P=(-0.707, -0.707)

a) Brzine hvataljke b) Ugaone brzine u zglobovima

Sl. 4.8. Elipsoid brzina
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hvataljke zahtevane brzina u zglobovimasu (¢, , g,) = (-0.5, 1.207) rad/s u pravcu velike, i
(¢.09,) = (0.5, 0.207) rad/s u pravcu male ose elipse.

Pretpostavimo zatim, bez gubitka opstosti, da je g, =0. Jakobijeva matricatada postaje

4t }
J2 0|
odakle sledi da je za brzine u zglobovima (¢, d,) = (-0.5, 1.207) rad/s brzina hvataljke
(Vvy,Vvy)=(-0.707,-0.707) m/s,aza( ¢, d, ) = (0.5, 0.207) rad/s brzina hvataljke je
(Vvy,Vy) =(-0.707, 0.707) m/s, kao Sto je prikazano na SI. 4.8.a.
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) PLANIRANJE KRETANJA

5.1 DEFINISANJE PROBLEMA PLANIRANJA KRETANJA

U ovom poglavlju bavi¢emo se problemom planiranja kretanja robota. Kretanje je osnovna
operacija kojom roboti obavljaju postavljene zadatke, bez obzira dali pri tome prenose raz-
licite predmete sa jednog mesta na drugo, na primer u zadacima opsluZivanja alatnih masi-
na, ili na svom vrhu imaju pri¢vriéen alat kojim se zadatak neposredno izvrsava, kao na
primer kod farbanja, ili lu¢nog zavarivanja. Mi ¢emo u ovom poglavlju razmotriti razli¢ite
nacine za definisanje kretanja koje robot treba da izvrsi.

Cilj svake od metoda za planiranje kretanja jeste da se omoguci korisniku, ili programeru
robota, da na jednostavan, intuitivan nafin definiSe osnovne parametre kretanja robota, a da
upravljacki softver robota na osnovu zadatih parametara generiSe sve informacije o kretanju
potrebne upravljatkom sistemu robota u toku izvr§avanja kretanja.

Definisimo najpre osnovne pojmove vezane za planiranje kretanja robota:

- Zadatak robota koji Cesto sadrzi verbalne opise §ta bi robot trebao da uradi, se
uobic¢ajeno sastoji se od vise podzadataka, koji mogu dalje da se rastlanjuju, sve
dok se ne dode do niza kretanja i akcija koje robot treba da obavi. Na primer, je-
dan zadatak mogao bi biti: sastavi prozivod od datih komponenata, ili, premesti
obradak iz masine na paletu, itd.

- Putanja je skup tataka kroz koje robot treba da prode da bi izvrSio zadato
kretanje. Primetimo da putanja nosi ¢isto geometrijsku informaciju. Primeri za
putanje su: prava linija, kruznica, helikoida, itd.

- Trajektorija je putanja kojoj je pridruzena informacija o vremenu. Drugim
recima, trajektorija definiSe u kom trenutku ¢e se robot naci na kojoj poziciji sa
putanje. Za razliku od putanje, trajektorija sadrzi informacije i o brzinama i
ubrzanjima tokom kretanja, a ne samo pozicije kroz koje ¢e robot proéi.

Na sadasnjem nivou razvoja upravljackih sistema robota, uglavnom jo§ uvek nije moguée
direktno zadavati zadatke robotu. Obzirom da se svaki zadatak ras¢lanjuje dalje na skup
putanja kroz koje robot treba da prode, a zatim se putanjama dodeljuje i vremenska zavis-
nost da bi se dobile trajektorije, to i dalje predstavlja previse slozen problem za upravljacki
softver robota, a narocito kada se ima u vidu velika raznolikost zadataka koje roboti mogu
da obavljgju.

Zbog toga ras¢lanivanje zadatka na putanje obi¢no obavlja korisnik, odnosno programer
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robota, a planiranje kretanja, odnosno generisanje putanjai trajektorija se obavlja uz pomoé¢
upravljackog softvera robota. Pri tome, programer zadaje Samo osnovne parametre kretanja,
na primer, ukupo vremeiili brzina kretanja robota od pogetne do krajnje pozicije, itd.

Metode za planiranje kretanja mozemo podeliti u nekoliko kategorija, i na osnovu nekoliko
kriterijuma, koji nisu medusobno iskljucivi. Prva podela moze biti na osnovu karaktera
zadatka koji robot obavlja. Postoje primene robota kod kojih je isljugivo vazno da robot iz
tacke A stigne u tacku B, pri ¢emu oblik putanje izmedu njih nije od znacaja. Ovakav tip
kretanja javlja se, na primer, u zadacima transporta materijala, gde je najvaznije da materi-
jal bude uzet na jednom, a ostavljen na drugom mestu, a kako se robot kre¢e izmedu, nije
od narocitog interesa. Ovakav rezim rada naziva se "kretanje od tacke do tacke", (point to
point motion), ili "rezim uzmi pa ostavi" (pick and place operation). Mi ¢emo se na dalje
sluziti skra¢enicom termina na engleskom, PTP, za obeleZavanje ovakvog nacina kretanja.

Drugu grupu primena robota karakterise ¢injenica da je vazna cela putanja po kojoj se robot
krece. Primer za to je robotsko farbanje, gde putanja robota direktno odreduje kako se na-
nosi boja na povrsinu koja se farba, ili robotsko lu¢no zavarivanje, gde putanja vrha robota
treba da prati sastav koji se vari. Ovakve rezime rada nazivamo "kretanje po kontinualnim
putanjama’ (continuous path motion), i na dalje ¢emo ga oznacavati sa CP, skratenicom
termina na engleskom jeziku.

Jasno je da je planiranje PTP kretanja jednostavnije u odnosu na CP kretanje. Kod PTP do-
voljno je zadati pocetnu i krajnju poziciju, kao parametre, i eventualno brzinu, ili vreme iz-
vrsavanja, a upravljaci softver robota ¢e onda sam generisati sve ostale potrebne informaci-
je. Kod CP kretanja, potrebno je definisati putanju (koja moze biti oblika jednostavnih ma-
tematicka primitiva ali moZe biti i Slozena), a zatim treba definisati i vremenske informacije
0 kretanju duz putanje.

Druga podela se moze uciniti na osnovu prostora u kome se zadaje kretanje. Tako razliku-
jemo planiranje kretanja u unutrasnjim koordinatama od planiranja kretanja u spoljasnjim
koordinatama. Obzirom na to da je vrh robota relevantan za obavljanje zadatka, planiranje
kretanja najprirodnije se obavlja u prostoru spoljasnjih koordinata, koje su vezane za kreta-
nje vrha. Sa druge strane, kretanje robota odvija se u prostoru unutrasnjih koordinata, od-
nosno zglobova, pa je ponekad od interesa da se planiranje kretanja obavlja u ovom prosto-
ru. Mi smo vec videli da se primenom funkcija direktne ili inverzne kinematike, kretanje iz
jednog prostora moze predikati u drugi prostor, naravno, uz sve teskoce, koje resavanje
inverzne kinematike nosi sa sobom.

Trebareti da iako ove dve podele nisu iskljucive, najéesce se planiranje CP kretanja obav-
lja u prostoru spoljasnjih koordinata, dok se planiranje PTP kretanja obavlja u prostoru
unutrasnjih koordinata. Naravno, primenljive su i druge dve kombinacije, kada je to
potrebno ili pozeljno.

Uocimo da rezultat planiranja kretnja treba da bude vremenska zavisnost pozicijei orijenta-
cije vrharobota r(t), ili vremenska zavisnost pozicija zglobova q(t) , koje treba da poslu-

7e kao referentne vrednosti za upravljacki sistem robota. Ovim vremenskim zavisnostima
pozicija, po potrebi, mogu se pridruziti i brzine i ubrzanja.

Mi ¢emo sada prouditi nekoliko metoda za generisanje trajektorija, koje su primenljive za
dlucaj da u radnom prostoru robota nema prepreka, odnosno, da je robot slobodan da se
kre¢e unutar celog radnog prostora. Ovaj pristup moze se relativno lako progiriti i na slu¢aj
kada unutar radnog prostora postoje staticke prepreke, ¢ije su osobine, odnosno, veli¢ina i
polozaj, unapred poznati i nepromenljivi. Slu¢aj kada se u radnom prostoru nalaze
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dinamicke prepreke, zahteva potpuno drugaciji pristup planiranju kretanja, a takode i
sofisticirani senzorski sistem koji ¢e prepreke detektovati, i odrediti njihove karakteristike,
kao i slozenije algoritme koji mogu on-line donositi odluke o promeni trajektorija. Problem
planiranja kretanja u prisustvu dinamickih prepreka izlazi van domena ove knjige, i mi se
njime ne¢emo baviti.

5.2 PLANIRANJE PTP KRETANJA

Obzirom na ¢injenicu da su kod PTP kretanja vazne samo pocetna i krajnja tacka putanje, a
da kretanje izmedu njih moZe biti proizvoljno, planiranje kretanja u ovom rezimu moze se
podjednako uspesno sprovoditi i u prostoru spoljasnjih, i u prostoru unutra$njih koordinata.

Ipak je uobicajeno da se planiranje kretanja obavlja u unutra$njim koordinatama, primenom
dedece proste procedure. Pocetna r;, i krajnja r; tacka putanje obi¢no se zadaju u

spoljasnjim koordinatama, koje su od interesa za obavljanje postavljenog zadatka. Zatim se
primenom nekog od algoritama za resavanje problema inverzne kinematike izra¢unaju
pozicije u unutrasnjim koordinatama za pocetnu q; i kKrajnju q; tacku putanje.

Dobijanje informacija 0 pocetnoj i zavr$noj tacki putanje moguce je izvesti na razlidite
nacine. Jedan pristup je veé¢ izloZen, na osnovu podataka o polozaju vrha, resi se problem
inverzne kinematike, i dobiju se polozaju u unutra$njim koordinatama. Drugi popularan
natin je da se robot, uz pomo¢ upravljacke konzole, fizi¢ki dovede u Zeljene tacke prostora
koje predstavljaju krajnje tacke putanje. U tim tackama, zapamte se trenutne vrednosti
pozicija zglobova, i one predstavljaju polaznu osnovu za sintezu trgjektorije. Kod
savremenih robota, ovo pomeranje vrha robota u Zeljene pozicije u prostoru sve esce se
obavlja u virtualnom svetu ratunarske animacije.

Pocetna i krajnja pozicija putanje, bez obzira kako su dobijene, zajedno sa vremenskim
parametrima, kao §to je na primer ukupno vreme izvr§avanja pokreta, , predstavljaju zatim
polazne parametre za generisanje trajektorije izmedu krajnjih ta¢aka. Obzirom da sama
putanja nije od interesa za izvrsavanje zadatka, zadak generisanja trajektorije moguée je
resiti na razli¢ite na¢ine. Primetimo da je problem generisanja trajektorije kod PTP kretanja
na neki nadin analogan problemu interpolacije: date su nam pocetna i krajnja tacka,
potrebno je odrediti neke interpolacione funkcije koje ¢e nam odrediti vrednosti pozicija
izmedu krajnjih tacaka.

Pre nego $to se upustimo u reSavanje problema generisanja PTP trajektorija, razmotrimo
koje bi osobine trebalo da poseduje generisana trajektorija. Iskustveno je poznato da Ziva
bi¢a, a mi ¢emo kao primer uzeti ¢oveka, izvode uglavnom glatke pokrete. Zaista, kada
pokre¢emo na$e ruke, to uglavnom ¢&inimo bez velikih trzaja. Ako bismo matematicki
andlizirali pokrete ruke, mogli bismo re¢i da su pozicije zglobova ruke glatke funkcije
vremena. Podsetimo se da pojam glatka funkcija, znati ne samo da je funkcija kontinualna,
vec je i dovoljan broj izvoda funkcije takode neprekidan. Kada govorimo o kretanju, prvi
izvod pozicije je brzina, a drugi izvod je ubrzanje. Prema tome, moZzemo reéi da glatko
kretanje podrazumeva kontinualnu promenu pozicije, i pri tome kontinualne promene
brzine i ubrzanja. Ovakv pristup kretanja kod Zivih bi¢a je potpuno prirodan, jer dovodi do
kretanja sa optimalnom potrosnjom energije. Intuitivno je jasno da nagle, ili skokovite
promene, hilo ubrzanja, brzine ili pozicije, zahtevaju mnogo vedi utroSak energije od
kontinualnih promena. Imajuéi ovo u vidu, i prilikom planiranja kretanja robota, tezicemo
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da dobijeno kretnje u $to vec¢oj meri bude glatko.

5.2.1 Linearnainterpolacija

Polazna osnova za generisanje trajektorije su pocetna q; i kragjnja ¢; tacka putanje, zadate

u prostoru unutrasnjih koordinata. Mi ¢emo posmatrati izolovani slucaj kretanja, odnosno
pretpostavi¢emo da robot krece iz stanja mirovanja iz poéetne tacke putanje, a takode, treba
da se zaustavi u krajnjoj tacki putanje. To drugim re¢ima znaéi ¢; =0, odnosno ¢; =0.

Da bismo generisali trajektoriju, potrebno je jos uspostaviti vremensku zavisnost pozicije
robota. Pretpostavimo zato da ukupno trajanje pokreta treba da iznos T; . Bez umanjenja

opstosti, mozemo pretpostaviti da je trenutak od koga raCunamo vreme jednak nuli,
odnosno T; =0.

Pre nego Sto nastavimo sa izlaganjem, primetimo da je pozicija zglobova vektorska
veli¢ina. To dalje znadi da i interpolacione funkcije koje trazimo treba da budu vektorske
funkcije. Medutim, obzirom na to da kretanje zglobova moZe biti potpuno nezavisno, jer
nas ne interesuje putanja po kojoj se vrh robota kre¢e, ve¢ samo njene krajnje tacke,
moZzemo problem pojednostaviti, i zapravo reSavati n problema interpolacije, za svaki
zglob robota pojedinatno. Pri tome, kao polazne podatke, uzimamo odgovarajuce vrste iz
vektora polozaja, a vreme izvrSenja trajektorije je isto za sve zglobove.

Na dalje ¢emo koristiti skalarne oznake za pozicije i brzine, a radi preglenosti izraza,
izostavicemo oznaku indeksa koji pokazuje na koji zglob se izraz odnosi. Pri tome se
podrazumeva da se problem generisanje trajektorije reSava za svaki zglob pojedinaéno.

Ngjprostiji metod zainterpolaciju jeste linearna interpolaciona funkcija data izrazom

0)-q-—+q
A (5.1)

dok se brzinamoze odrediti diferenciranjem izraza po vremenu t, ¢ime se dobija

. s — G
t) =
W=7 (52)
anakon jos jednog diferenciranja po vremenu dobija se izraz za ubrzanje
at)=0 . (5.3)

Jednagine (5.1), (5.2) i (5.3), izrazavaju cinjenicu da se linearna interpolacija vrsi
konstathom brzinom, pa je ubrzanje jednako nuli. Kretanje konstantnom brzinom je osobina
koja moze biti od interesa u mnogim aplikacijama robota, pa je problem interpolacije
naizgled resen, i to veoma jednostavno.

Medutim, moZemo uoditi da je jednafina (5.2) u suprotnosti sa graniénim uslovima za
brzinu, odnosno zahtevom da robot krene iz mirovanjai da se na kraju kretanja zaustavi. To
znati da je brzina prekidna funkcija, jer pre poletka kretanja brzina jednaka nuli, a
neposredno nakon pocetka kretanja brzina je odredena izrazom (5.2). Sli¢an prekid postoji i
pri kraju kretanja, neposredno pre dostizanja krajnje tacke trajektorije, brzina je odredena
izrazom (5.2), a odmah zatim pada na nulu, jer se robot zaustavlja.
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Nagle promene brzine (npr. naglo startovanje ili zaustavljanje) dovode do izrazito velikih
ubrzanja (teoretski beskonatno velikih) §to zahteva adekvatne (dovoljno snazne) motore
koji takva ubrzanja mogu da ostvare. Obzirom na neopravdanost ovakvog pristupa jasno je
da je potrebno da se na pocetku trajektorije predvidi odredeno vreme za ubrzavanje, i na
kraju trajektorije za usporavanje, §to nas dovodi do trapeznog profila brzine.

5.2.2 Trapezni profil brzine

Trapezni profil brzine predstavlja zapravo realno izvodljivu implementaciju kretanja
konstatnom brzinom. Naime, obzirom da robot polazi iz stanja mirovanja, a zelimo da se
kre¢e nekom konstantnom brzinom, potrebno je izvesno vreme da se ta brzina dostigne.
Takode, zaustavljanje se ne odvija naglo, nego se pri kragju kretanja kontrolisano koci, i
brzina smanjuje do nule.

Razmotrimo sada sa matematickog aspekta opisano kretanje. Ponovo su date pocetna ¢ i
krajnja pozicija q;, kao i ukupno vreme trgjanja pokreta T;. Ovim parametrima
pridruzimo jo$ T, vreme predvideno za ubrzavanje, odnosno usporavanje. Interpolacione
funkcije za poziciju, brzinu i ubrzanje kod trapeznog profila brzine prikazane suna Sl.. 5.1.

Sa 8. 5.1. uogavamo, da je u vremenskom intervalu od pocéetnog trenutka do trenutka T,
ubrzanje pozitivno, konstantno i iznosi @, . Jasno je da se onda radi o ravnomerno
ubrzanom kretanju, pa brzina kretanja linearno raste, od vrednosti nula, odnosno mirovanja,
do vrednosti g5, dok se pozicija menja po kvadratnom zakonu. Ovaj interval predstavlja
period ubrzavanja robota.

Od trenutka T, do trenutka T; —T,, vidimo da je ubrzanje jednako nuli, pa se zapravo radi

o kretanju konstatnom brzinom ¢, , koja se zbog toga naziva brzina krstarenja. U ovom
periodu, promena pozicije je linearna funkcija vremena.

Konagno, od trenutka T; —T, do kraja kretanja, deluje negativno konstantno ubrzanje

—0max » 0dNOSNO usporenje, pa je kretanje ravnomerno usporeno. Zbog toga brzina linearno
opada od brzine krstarenja do nule, kada se robot zaustavlja. Promena pozicije u ovom
intervalu ponovo je kvadratna funkcija vremena. Ovaj interval kretanja naziva se period
kocenja robota.

Obzirom naizgled grafikona brzine, ovakvo kretanje dobilo je naziv kretanje po trapeznom
profilu brzine. Primetimo jo§ da brzina krstarenja, maksimalno ubrzanje i period ubrzavanja
odnosno koéenja nisu nezavisne veli¢ine, jer mora da vazi

Ta (5.)

Izraze za interpolacione funkcije mozemo odrediti na osnovu Sl. 5.1. Lako moZemo
zakljugiti da je ubzanje dato izrazom

qmax = qmax :

0 0<t<T,
0 = < —_
a(t) 0 T, <t<T -T, (55)
e Ty —T, <t<T,
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Sl. 5.1. Trapezni profil brzine

Brzinu mozemo odrediti integracijom jednacine (5.5), vodedi ra¢una o pocetnim uslovima i
vezi datoj izrazom (5.4), u ede¢em obliku
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G - O0<t<T,
q(t) = Ormax 'Ta Ta <t STf _Ta . (56)
q’max‘(Tf _t) Tf _Ta<tSTf

Izraz za poziciju moze se dobiti integracijom izraza za brzinu (5.6), vodeéi ponovo racuna o
pocetnim uslovima, ¢ime se dobija

0 +0.5 G -t 0<t<T,
Q(t): qi""qmax'Ta'(t_Ta/Z) Ta<tSTf _Ta

. (5.7)
Af =05 G - (Tr =)% Ty =T, <t<T,

Podsetimo se da smo posli od pretpostavke da je zadat opseg promene pozicije od ¢, do
g; . ukupno vreme izvriavanja pokreta T; , kao i vreme ubrzavanja, odnosno kocenja T, .
Jedina nepoznata veli¢ina u izrazima (5.5), (5.6) i (5.7) je maksimalna vrednost ubrzanja
Gmax » KOj&, OCigledno, mora da zavisi od polaznih parametara

Potrebnu vrednost maksimalnog ubrzanja odredi¢emo na slede¢i na¢in. Promena vrednosti
pozicije od poetne do krajnje, odnosno predeni put, mora biti jednak povrSini ispod
grafikona brzine. S obzirom na ¢injenicu da grafikon ima oblik trapeza, |ako uspostavljamo
vezu

ds —Q = (Qmax 'Ta)'(rf _Ta) , (58)
gde, obzirom na jednacinu (5.4), izraz ¢, -T, predstavija visinu trapeza, dok izraz

T; —T, predstavlja duzinu njegove srednje linije. Sada potrebnu vrednost ubrzanja
mozemo odrediti kao

b = i — G
T T 59)
Primetimo jos da je u svim prethodnim izrazima logi¢no pretpostavljeno da vazi
T, <l
a="5 (5.10)

odnosno, periodi ubrzavanja, odnosno kogenja, ne mogu biti duzi od polovine ukupnog
vremena.

U specijanom slucaju, kada je T, =0.5-T;, period ubrzavanja i usporavanja traju po

polovinu ukupnog vremena kretanja, odnosno, ¢im se dostigne brzina krstarenja pocinje
kocenje. Trapezni profil brzine sa Sl. 5.1 tada se deformise, jer se gubi sredi$nji deo
kretanja konstanom brzinom, pa za ovakvo kretanje kazemo da se odvija po trougaonom
profilu brzine.

Veé je reGeno da su kretanja robota, sa stanoviSta brzine i ubrzanja, ograni¢ena
primenjenim aktuatorima. Drugim re¢ima, postoji maksimalno ubrzanje koje dati aktuator
Moze proizvesti u posmatranom zglobu, kao Sto je i maksimalna brzina kretanja zgloba og-
rani¢ena. Zbog toga je u praksi uobicajeno da se, umesto zadavanja vremena trajanja pokre-
ta, i perioda ubrzavanja odnosno usporavanja, zadaju maksimalno ubrzanje, odnosno, Zelje-
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na brzina krstarenja, a da se vremenski parametri izraunaju na osnovu njih.
Prema tome, neka je poznato ¢, 0;, Omax | Gmax» Pri ¢emu, vrednost brzine krstarenja i

maksimalna vrednost ubrzanja mogu biti zaista fizicke maksimalne vrednosti. Tada se
dobija najkrate vreme trajanja pokreta. Na osnovu veze (5.4), lako odredujemo vreme
potrebno za ubrzavanje, odnosno kogenje, kao

Ta=g . (5.11)

Omax

Smenom dobijenog izraza u jednatinu (5.9), mozemo odrediti ukupno trajanje pokreta kao

T, - dr — G +qmax

c'4ma>< qmax ' (5'12)
Trapezni profil brzine se ¢esto primenjuje u praksi, ne samo kod robota, ve¢ i kod drugih
uredaja koji zahtevaju kretanje konstatnom brzinom, kao §to su na primer, alatne masine,
portal ne dizalice, elektromotorni pogoni, itd.

Primetimo na kraju da je ubrzanje prekidna funckija vremena, jer se skokovito menja na
granicama perioda ubrzavanja i koenja. Ova nagla promena ubzanja, odrazava se kao trzaj,
koji moze pobuditi nezeljene oscilacije strukture robota, a takode, nagla promena ubrzanja
moze biti teSko ostvariva sa stanovista aktuatora. Zbog toga ¢emo pokusati da pronademo
interpolacione funkcije, koje bi nam omogucile kontinualnu promenu, ne samo pozicije i
brzine, ve¢ i ubrzanja. Kao pogodni kandidati za interpolacione funckije, namecu se polino-
mi, koje ¢emo razmotriti u narednim odeljcima.

5.2.3 Interpolacija polinomom treceg stepena

Kao i ranije, polazna osnova za generisanje trajektorije su pocetna ¢; i krajnja q; tacka
putanje, i ukupno trajanje pokreta T;. Prema tome, mi imamo zadata Cetiri grani¢na
uslova, od kojih se dva odnose na pogetnu ta¢ku putanje,

C|(0) =0, Q(O) =0 , (5_13)
i jo§ dva koja se odnose na krajnju tacku putanje
Q(tf)Zva ('](tf)ZO. (5_14)

Zadatak nam je da pronademo glatku interpolacionu funkciju koja ¢e nam odrediti pozicije
tokom vremena, izmedu pocetne i krajnje tacke. Kao moguce reSenje prirodno se nameéu
polinomne funkcije, jer je opste poznato da su polinomi neprekidne beskonaéno diferen-
cijabilne glatke funkcije sa svim svojim izvodima.

Pre nego sto predemo na odredivanje interpolacionih polinoma, razmotrimo najpre
mogucénost da izvr§imo normalizaciju problema, Sto ¢e nam olakSati ne samo izlaganje,
nego i primenu dobijenih polinoma na sintezu kretanja razli¢itih zglobova.

Uvedimo najpre normalizaciju po vremenu, uvodenjem smene
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t

T=—o
T (5.15)

¢ime se realno vreme ¢ iz intervala t [0, T;] preslikava u normalizovano vreme z na
normalizovanom intervalu t [0,1].
Uvedimo zatim i normalizovanu poziciju p tako da se interval promene pozicije g
preslikava na normalizovani interval

_9-g
p= qf _qi ’ [qVQf]W)[Oll] . (5.16)
Nakon ovih normalizacija, pozicija zgloba moze se odrediti na osnovu
Q(t)L:TTf =0 +(ar —G)p(t) (5.17)

Diferenciranjem izraza (5.17) mozemo odrediti brzinu zgloba u funkciji normalizovane
brzine, kao

60 =@ ~a)P @S (5.18)

odnosno, obzirom na (5.15),

00, ., =P 519)

Nadli¢an na¢in mozemo odrediti i ubrzanje zgloba u funkciji normalizovanog ubrzanja kao

N I s
A0y, = 7 PO, (520

Dakle, problem sinteze interpolacione funkcije za kretanje zgloba u realnom vremenu,
zamenili smo sintezom interpolacione funkcije za normalizovanu poziciju u
normalizovanom vremenu. Pri tome jeizvrsena i normalizacija grani¢nih uslova, u obliku

Obziroma na to da imamo &etiri zadata uslova, na osnovu njih mozemo odrediti polinom
treceg stepena, koji ima ukupno Cetiri koeficijenta, u obliku

ps(t) = 331:3 + asz +aT+d, , (5.23)
gde su a, do a; zasadanepoznati koeficijenti.

Da bismo iskoristili graniéne uslove po brzini normalizovane pozicije, diferencirajmo izraz
(5.23), ¢ime se dobija

’ _ 2
p3(t) =3a5T" + 28,7+ &y . (5.24)

Smenom uslova (5.21) u jednagine (5.23) i (5.24) lako mozemo izraunati slobodne
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¢lanove:

%=0, 2=0 (5.25)

Smenom graniénih uslova (5.22) u izraze za normalizovanu poziciju (5.23) i brzinu (5.24),
dobijamo sistem od dve jednagine sa dve nepoznate oblika

l=g3+a,
0=3a; +2a,, (5.26)
¢ijim se reSavanjem odreduju nepoznati koeficijenti

a2 :3, a3 :—2

, (5.27)
tako da je normalizovani interpolacioni polinom dat sa
_ 5.3 2
p3(t)=-2t"+3 , (5.28)
anormalizovana brzinaje
VY a2
p5(t) =—61° + 67 , (5.29)
dok je normalizovano ubrzanje dato sa
ps(t) =-12t+6 . (5.30)

Grafi¢ki izgled normalizovane pozicije, brzine i ubrzanja prikazan je na Sl. 5.2. Sa slike
uotavamo da je normalizovana pozicija zaista glatka funkcija vremena, kao i normalizova-
na brzina. Primetimo da normalizovana brzina krece od nule, dostiZze svoj maksimum na
polovini vremena, a zatim opada do nulte vrednosti. Maksimalna vrednost normalizovane
brzineiznos

P3max = 1.5 ) (5.31)

Vidimo takode da je normalizovano ubrzanje linearna funkcija normalizovanog vremena,
medutim nije neprekidna. Naime, u pocetnom trenutku, ubrzanje ima skok od nulte
vrednosti, na maksimalnu pozitivhu vrednost, a u krajnjem trenutku, sa maksimalne
negativne vrednosti naglo pada na nulu. Maksimalna apsolutna vrednost normalizovanog
ubrzanjaiznosi

Pamax =6 (5.32)

K@ao sto je ve¢ re€eno, diskontinuiteti u ubrzanju su nepozeljni, jer mogu pobuditi oscilacije
u kretanju robota. Takode, moramo biti svesni ¢injenice da ubrzanje ne moze trenutno da se
promeni. Skokovita promena ubrzanja implicira skokovitu promenu sile ili momenta aktua-
tora, ato dalje znati veliki utrosak energije u jako kratkom vremenskom intervalu, odnos-
no, beskonaénu snagu, $to svakako nije fizicki ostvarljivo. Drugim reima, kretanje dobi-
jeno interpolacionim polinomom treceg stepena nije dovoljno glatko, jer poseduje prekide u
ubrzanju.
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Sl. 5.2. Normalizovana pozicija, brzinai ubrzanja kod interpolacije polinomom treceg stepena

AKo Zelimo da ove prekide eliminisemo, mozemo da pokusamo da povecamo stepen inter-
polacionog polinoma.
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5.2.4 Interpolacija polinomom petog stepena

Ako Zelimo da dobijemo kretanje kod koga ubrzanje nefe imati diskontinuitete, onda
grani¢nim uslovima po poziciji i brzini moramo pridruZiti i grani¢ne uslove po ubrzanju.
Naime, s obzirom na to da robot krece iz stanja mirovanja, ubrzanje u poéetnom trenutku
mora biti jednako nuli. Takode, obzirom na to da se na kraju kretanja robot zaustavlja,
ubrzanje mora biti jednako nuli. Takode, normalizovano ubrzanje treba da je kontinualna
funkcija normalizovanog vremena, pri ¢emu imamo dva nova grani¢na uslova vezana za
ubrzanje. Broj grani¢nih uslova povecao se sada na Sest:

p(0) =0, p'(0)=0, P(=0 (5.33)

pW =1 PW)=0, p@=0 539
tako da mozemo potraziti interpolacioni polinom petog stepena, oblika

Ps (1) = agt® +a,7* + a5t + 8,1 + T+ ap ’ (5.35)

pri ¢emu koeficijente a,,i =0,...,5 odredujemo iz grani¢nih uslova.

Diferenciranjem izraza (5.35) po normaizovanom vremenu dobija se izraz za
normalizovanu brzinu, a ponovnim diferenciranjem i izraz za normalizovano ubrzanje.
Smenom grani¢nih uslova (5.33) i (5.34) u polinome za normalizovanu poziciju, brzinu i
ubrzanje dobija se sistem jednatina ¢ijim reSavanjem se odreduju nepoznati koeficijenti.
Kona¢no resenje je oblika

ps(t) = 61° —15t* +107°

(5.36)
dok jeizraz za normalizovanu brzinu dat sa
' _ 4 3 2
ps(t) =30t" — 607 + 30t ’ (5.37)
anormalizovano ubrzanje je odredeno sa
” _ 3 _ 2
ps(t) =1207° —180t° + 60t _ (5.38)

Zavisnost normalizovane pozicije, brzine i ubrzanja u funkciji normalizovanog vremena
graficki je prikazana na Sl.. 5.3. Uporedimo dobijene rezultate sa interpolacionim polino-
mom treceg stepena. Primec¢ujemo da je kriva normalizovane pozicije nesto strmija u sredi-
ni vremenskog intervala, a nesto vise zaravnjena na pocetku i kraju kretanja, $to je posledi-
ca cinjenice da je tada ubrzanje jednako nuli. Na grafikonu normalizovane brzine, primecu-
jemo dakrivaimaizrazeniji zvonasti oblik, pri ¢emu je kriva uza nego kod polinoma treceg
stepena. Obzirom nato da je predeni put jednak u oba sluaja, a to je povrSina ispod krive
brzine, maksimalna brzina, koja se ponovo javlja u sredini intervala, veca je nego kod poli-
nomatreceg reda, i iznosi

G e =15/8=1.875 (5.39
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Sl. 5.3. Normalizovana pozicija, brzinai ubrzanja kod interpolacije polinomom petog stepena

Kona¢no, grafikon ubrzanja pokazuje da se ono kontinualno menja, a maksimalna
apsol utna vrednost iznosi

o . =103/3=5773 _ (5.40)

Vidimo da smo u slu¢aju interpolacije polinomom petog stepena uspeli da ostvarimo glatko
kretanje koje nema prekide u ubrzanju. Medutim, ni to ponekada nije dovoljno, jer moze

96



Planiranje kretanja Industrijska robotika

—_
[«

I o o
IS 2} =3

Normalizovana pozicija

o
(S

e
=}

I
o

N N N
o (&) o

Normalizovana brzina

e
)

o
=}

Normalizovano ubrzanje
o

pr(1)

0 0.2 0.4 0.6 08 1
Normalizovano vreme

Sl. 5.4. Normalizovana pozicija, brzinai ubrzanjakod interpolacije polinomom sedmog stepena

postojati potreba da i Vvisi izvodi pozicije budu kontinualni. Tada moramo primeniti
polinome jos veceg stepena.

5.2.5 Interpolacija polinomom sedmog stepena

U nekim aplikacijama robota, od interesa je da izvod ubrzanja, odnosno, treci izvod
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pozicije, takode bude kontinualna funkcija. Ovaj izvod ubrzanja u literaturi se obi¢no ozna-
¢ava kao "trzaj", $to bi bio slobodan prevod engleskog termina "jerk". Da bi se to postiglo,
granié¢nim uslovima (5.33) i (5.34) dodaju se jos uslovi po treéem izvodu pozicije

pm(o) =0, pm(l) =0 , (541)

¢ime se ukupan broj uslova poveéao na osam, pa mozemo konstruisati interpolacioni
polinom sedmog stepena. Smenom grani¢nih uslova u izraz za polinom i njegove izvode, i
reSavanjem sistema jednacina odreduju se koeficijenti polinoma. Kona¢no resenje je oblika

p; (t) =—20t" +70t® —841° + 35¢*

(5.42)
dok je normalizovana brzina data sa
’ _ 6 5 4 3
p7(t) =-140t° + 420t — 420t" +140rt ’ (5.43)
anormalizovano ubrzanje je
" _ 5 4 3 2
p7 (t) = -840t + 2100t~ —1680t° + 420t . (5.44)

Graficki prikaz normalizovane pozicije, brzine i ubrzanja dat je na Sl. 5.4. U poredenju sa
interpolacionim polinomima petog i treceg stepena, vaZe sli¢ni zakljuéci kao i kod
prethodnog poredenja. Kriva normalizovane pozicije je sada jos strmija u sredini intervala,
a zaravnjenija na krajevima. Kriva normalizovane brzine je uza, ali je zato maksimum veci,
i iznos

O max = 35/16 = 2.1875 (5.45)

Kona¢no, i kriva normalizovanog ubrzanja nesto sporije raste, odnosno opada na krajevima
intervala, ali je zato apsolutna maksimal na vrednost ubrzanja sada pove¢ana na

@ e = 844/5/25= 7,513 . (5.46)

Iz prethodne analize moZzemo zakljuditi, da $to je blaZi polazak i zavrSetak kretanja, to su
potrebne ve¢e maksimalne brzine i ubrzanja da bi se kretanje obavilo za isto vreme.

5.2.6 Primena normalizovanih interpolacionih polinoma

Primenom normalizacije po vremnu, i po vrednosti, uspeli smo da izraze za polinome
razli¢itih stepena uc¢inimo nezavisnim od stvarnih parametara kretanja. U praksi, da bi se
izrazi iskorigtili, izratunavanja iz domena normalizovanih polinoma, moraju se putem
relacija (5.17), (5.19), i (5.20) vrati u realno vreme, i realni opseg pozicija.

Pri tome je opseg promene pozicija zadat, odnosno, poznate su poetna @;, i krajnja
pozicija g, . Ve¢ smo videli, da se iz razloga limitiranih mogucnosti aktuatora, u praksi
Cesée barata sa maksimalnim dozvoljenim ubrzanjima i brzinama, nego sa zadatim
vremenom trajanja pokreta. Razlog tome je vrlo jednostavan, ako se zada suvise kratko

vreme, trgjektorija se ne moze fizi¢ki ostvariti. Ako se pak, zada suvise dugacko vreme,
onda se pokreti izvode nepotrebno sporo.

Razmotrimo postupak odredivanja vremena izvrSenja trajektorije, pod pretpostavkom da su

98



Planiranje kretanja Industrijska robotika
poznate maksimal ne dozvoljene veli¢ine brzine ¢, i ubrzanja ¢, zgloba
Obzirom na vezu izmedu brzine zgloba i normalizovane brzine, datu jednatinom (5.19),
MoZe se uspostaviti relacija izmedu njihovih maksimalnih vrednosti
N [
Qmax - va pmax , (547)

odakle se odreduje potrebno vreme trajanja pokreta sa stanovista brzine, kao

ar — G
5 Pmax (5.48)

Omax

TfV:

Sli¢nom analizom na osnovu jednaéine (5.20), moze se odrediti potrebno vreme izvr$avanja
pokreta sa stanovista ubrzanja, kao

as G ,
T = f : Prmax , (5.49)

Omax

pri ¢emu se, u izraze (5.48) i (5.49) smenjuju maksimalne vrednosti normalizovanih brzina,
izrazi (5.31), i (5.45), odnosno maksimalne vrednosti normalizovanih ubrzanja, izrazi
(5.32), (5.40), i (5.46), aproksimacionih polinoma izabranog stepena.

Za potrebno vreme trajanja pokreta zgloba usvaja se restriktivnije reSenje, odnosno duze
vreme,

Tf = maX{TfV’Tfa} (550)

dabi seizbeglo premasivanje fizicki ostvarljivih granica.

Imajuéi u vidu da je izloZena procedura nezavisna za svaki zglob, a da zglobovi mogu imati
i razli¢ite opsege zadatog kretanja, i razli¢ite maksimalne vrednosti brzine i ubrzanja, nakon
zavrsetka analize sprovedene izratunavanjem jednadina (5.48), (5.49), i (5.50), za svaki od
zglobova, imatemo zapravo skup od n odredenih vremena trajanja pokreta

{Tepee T T} (5.51)

Imamo sada dve moguénosti. Prema prvoj, mozemo pustiti da se svaki zglob kreée prema
svojim maksimalnim parametrima. Pri tome, u opstem sludaju, vremena kretanja za
pojedine zglobove biée razli¢ita, odnosno, neki zglobovi ¢e ranije zavrsiti pokret od drugih.
Prema drugom pristupu, za vreme izvr§enja pokreta usvojicemo najduze izracunato vreme
T; =max(Ty
f i (Tfl) , (552)
pri ¢emu ¢e trajanje pokreta za sve zglobove biti jednako. Primetimo da Se pri ovom pokre-
tu, maksimalnom brzinom krece samo zglob za ¢ije kretanje je potrebno najvise vremena, a
preostali zglobovi se usporavaju, tako da vreme izvrsenja pokreta bude jednako.

5.2.7 Nadovezivanje trgjektorija

Sve tehnike za sintezu trajektorije koje smo do sada obradili, reSavale su problem
izolovanog kretanja od tacke do tacke, odnosno, robot krece iz stanja mirovanja, i u
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zavrsnoj tacki putanje se ponovo zaustavlja. Sada smo zainteresovani za problem nadovezi-
vanja trajektorija, odnosno, za slucaj kada postoji vise segmenata kretanja, pri ¢emu je za-
vr$na tacka prethodnog segmenta ujedno i pocetna tacka narednog, i tako redom. Ove sre-
disnje tacke izmedu dva segmenta kretanja Cesto se nazivaju ¢vorne tacke putanje, prema
engleskom terminu "path knot point".

Jedno moguce reSenje se samo po sebi namece. Tretirajmo svaki od segmenata kretanja
nezavisno od ostalih, primenom neke od interpolacionih funkcija koje smo ve¢ razmotrili.
Time se problem sinteze trajektorije svodi na problem sinteze segmenatatrajektorije, koji je
vec reSen. Osnovna mana ovakvog pristupa je u tome, $to ¢e u ¢vornim tackama doci do za-
ustavljanja robota. Ovakvo kretanje, osim $to deluje neprirodno, jer je isprekidano Cestim
zaustavljanjem, zahteva i duze vreme izvr$avanja u odnosu na kretanje kod kojeg zaustav-
ljanjane bi bilo.

Ako Zelimo da izbegnemo zaustavljanje u ¢vornim tackama, mora se drugacije pristupitu
resavanju problema sinteze trajektorije. Pri tome se pristup za kretanje po trapeznom profilu
brzine razlikuje od pristupa kod polinomne aproksimacije, paéemo ih posebno razmotriti.
Zadrzimo se najpre na problemu nadovezivanje trajektorija kod trapeznog profila brzine.
Radi pojednostavljenja izlaganja, pretpostavimo da su zadata samo dva segmenta trajekto-
rije, preko tacaka q;, . i Q;, gdesukaoi ranije, g; i ¢; pocetna i krajnja tacka putanje,

a g, je ¢vorna tacka izmedu njih. Pretpostavimo dalje, da je Zeljena brzina krstarenja na
prvom segmentu trajektorije ¢, , anadrugom ¢y , i dasu ove dve brzinerazli¢ite. Neka je

dato i maksimalno ubrzanje g, koje je isto na oba segmenta trgjektorije. Primenom klasic-
nog postupka sinteze trajektorije po trapeznom profilu brzine, za svaki od segmenata poje-
dinagno, dobija se rezultujuce kretanje koje je prikazano na Sl. 5.5 saleve strane.

U ovom primeru, kretanje u oba segmenta vrsi se u istom smeru. Sa slike uocavamo da br-
zina kretanja opada od vrednosi ¢, do nule, a zatim od nule raste do vrednosti g, , odnos-

no, kretanje se zaustavlja u ¢vornoj tacki. Logi¢no re$enje u ovoj situaciji bilo bi, da se br-
zina promeni od ¢, do ¢y , bez nepotrebnog zaustavljanja. U tom slugaju, ustedelo bi se
na delu vremena potrebnom da se brzina smanji do nule, kao i na delu potrebnom da bi se
brzina potom vratila na trazenu vrednost. Drugim re¢ima, dva trapezna profila mozemo
delimi¢no preklopiti, i tako izbeéi nepotrebno zaustavljanje.

Postoje razli¢iti na¢ini da se izvr§i pomenuto preklapanje, a izbor se zapravo svodi na odre-
divanje pravog trenutka, kada treba poceti koCenje, da bi se sa jedne brzine krstarenja pres-
lo na drugu. Na primer, sa promenom brzine moze se otpodeti tek kada se dostigne pozicija
0y - Drugi pristup mogao bi biti da promenu brzine, odnosno kocenje otpoénemo tako da u

tacki g, brzine bude jednaka novoj zadatoj vrednosti ¢, . Promenu brzine mozemo
organizovati i tako da u poziciji definisanoj sa g, brzina bude srednja vrednost dve zadate
brzine. To bi prakti¢no znacilo da je period ko¢enja simetri¢no rasporeden u odnosu na
tacku q, . ReSenje poslednje opisanog pristupa prikazano je na Sl. 5.5 sa desne strane.

Obzirom nato da je broj moguénosti za izbor trenutka podetka ko¢enja, vrednosti ubrzanjai
usporenja, vrednosti brzine na pojedinim segmentima, itd. jako veliki, izvodenje jednacina
koje opisuju modifikaciju trapeznog profila odnelo bi previse prostora. Citaocima je ostav-
ljeno zavezbu da samostalno izvedu jednadine za Zeljeni rezim spajanja segmenata.
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Sl. 5.5. Nadovezivanje trajektorije sa trapeznim profilom brzine, levo sa zaustavljanjem u ¢vornoj tacki, i desno,
bez zaustavljanja u ¢vornoj tacki

Razmotrimo sada problem nadovezivanja trajektorija kod polinomne interpolacije. Nadove-
zivanje se mozZe sada organizovati na drugaciji nadin. Naime, dodavanje novih ¢vornih ta-
Caka predstavlja zapravo dodavanje novih uslova, odnosno novih podataka o trajektoriji.
Zbog toga se stepen interpolacionog polinoma moze povecati. Ako je, pored pozicije ¢vor-
ne tacke, zadata i brzina u njoj, onda je broj uslova, odnosno koli¢ina informacija o trajek-
toriji jo§ veca, pa i stepen interpolacionog polinoma moze biti veéi. Problem polinomne in-
terpolacije kroz ¢vorne tatke dobro je proucen u numeri¢koj matematici, a jedinstveno reSe-
nje za problem sa n ¢vornih tacaka daje Lagranzov interpolacioni polinom n-tog stepena,
odnosno, ako su pored pozicija zadate i brzine u m ¢vornih tacaka, Hermitov interpolacioni
polinom (n+ m) -tog stepena.

Napomenimo odmah da se ovakav pristup veoma retko koristi u praksi, iako na prvi pogled
deluje atraktivno. Naime, sa pove¢anjem broja évornih tacaka, raste stepen interpolacionog
polinoma. 1z algebre je poznato da polinom n -tog stepenaimataéno n nula, pa polinomi
visokog stepena teze ka oscilatornom ponasanju. Iako Lagranzov i Hermitov algoritam ga-
rantuju da ¢e interpolacioni polinom pro¢i kroz ¢vorne tacke, nema nikakvih pokazatelja o
ponasanju polinoma izmedu ¢vornih tacaka, a ono je najcesce oscilatorno. To bi zapravo
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znacilo, da krecudi se od jedne ¢vorne tacke ka narednoj, robot napravi preskok pa se vrati
u ¢vornu tacku, ili najpre pode u suprotnu stranu, pa onda promeni smer i vrati se u ¢vornu
tacku. Svakako, ovo nije ponasanje kakvo bismo zeleli da vidimo kod robota.

Zbog toga se pribegava drugacijem reSenju. Ukupan interval interpolacije deli se na
podintervale, iznedu ¢vornih tacaka. Na svakom podintervalu usvaja se interpolaciona
funkcija u obliku polinoma niZeg stepena, a sistemu uslova, odnosno ograniéenja, pored
zadatih ¢vornih taaka, dodaju se uslovi kontinualnosti brzine odnosno ubrzanja u ¢vornim
tatkama. Drugim re¢ima, iako brzinai ubrzanje u ¢vornim tackama nisu unapred odredeni,
zahteva se njihova neprekidnost, odnosno, vrednosti dobijene na osnovu prethodnog i
narednog interpolacionog polinoma moraju biti jednake. Ovakva vrsta interpolacije naziva
se u matematici interpolacija splajnovima, a kada su u pitanju polinomi trefeg stepena,
govorimo o interpolaciji kubnim splajnovima. Teorija splajnova izlazi izvan okvira ove
knjige, a zainteresovani ¢itaoci svakako mogu pronac¢i dodatne informacije u odgovarajucoj
matematickoj literaturi.

5.3 PLANIRANJE CP KRETANJA

Kao $to je ve¢ receno, pod CP kretanjem podrazumevamo kretanje po kontinualnim
putanjama. Imajuéi u vidu da je za obavljanje zadatka vazno kretanje vrha robota, prirodno
je da se planiranje ovakvog kretanja obavlja u prostoru spoljasnjih koordinata.

Planiranje CP kretanja je dozenije u odnosu na planiranje PTP kretanja iz vise razloga.
Najpre, kod PTP kretanja, putanje i trgjektorije koje nisu bile od interesa birane su tako da
budu jednostavne funkcije. Ovde to nije sucaj, putanja moze biti proizvoljno sloZena u
zavisnosti od tipa zadatka koji robot obavlja, pa prema tome i trgjektorija moze imati
dozenu zavisnost tokom vremena. Dalje, kao $to ¢emo videti u narednom poglavlju, za
izvrsavanje trajektorija najcescée je potrebnainformacija o kretanju zglobova. To znaci da se
problem inverzne kinematike mora resiti za svaku tacku trajektorije, $to moze biti slozen,
racunski zahtevan, pa samim tim i dugotrajan proces.

Jedan pristup sintezi CP kretanja je da se trajektorija zada kao skup bliskih ¢vornih tacaka
kroz koje vrh robota treba da prode, a da se zatim izvr$i interpolacija ovih tataka. Ovakav
pristup ne razlikuje se mnogo od do sada izlozenih postupaka za sintezu PTP trajektorija,
0sim $to je generalno potrebno mnogo Vise ¢vornih taéaka. Interpolacija splajnovima moze
sei uovom sluéaju pokazati kao vrlo dobro i primenljivo resenje.

Mi ¢emo sada razmotriti drugaciji pristup, a to je analiti¢ko zadavanje putanja i trajektorija
vrha robota. Kao $to je to ve¢ re€eno, U najopstijem slucaju, pozicija i orijentacija vrha
robota u prostoru moze se opisati sa Sest nezavisnih veli¢ina, odnosno vektorom

r:{pﬂ 5,53
O3<l 6x1’ ( . )

gde p predstavlja podvektor koji sadrzi tri parametra koja opisuju poziciju vrha robota u
prostoru, dok o predstavlja podvektor koji sadrzi tri parametra koja predstavljaju
orijentaciju vrha robota.

U specifiénim sluc¢ajevima, vektor r moze imati i manje dimenzija od Sest, kao na primer,
kada nije potrebna potpuna orijentacija, ili orijentaicija uopste nije od interesa, odnosno u
dlucajevima ravanskog kretanja, itd. Mi ¢emo na dalje razmatrati opsti slucaj, a problem
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sinteze trajektorije razdvojicemo na problem definisanja pozicije, i problem zadavanja
orijentacije, koje ¢emo zasebno izugiti.

5.3.1 Parametrizovano zadavanje pozicije u prostoru

Kada se radi o definisanju pozicije u prostoru, tada je vektor pozicije vrha robota nagjcescée
odreden u pravouglom dekartovom koordinatnom sistemu

X

P=1Y], (5.54)
z

gde su X, y i z koordinate Zeljene pozicije vrha izraZzene u odnosu na referentni koordinatni
sistem. Moguée su naravno i druge vrste koordinatnih sistema, na primer, polarno-
cilindri¢ni, ili sferni koordinatni sistem, ali su dekartove pravougle koordinate najjasnije i
intuitivno najlakse za rad, pa se zbog toga najéesce i koriste.

Imajuéi u vidu da Zelimo da izvr§imo sintezu trajektorije u prostoru analitickim putem,
najpre moramo pronaci analiti¢ki izraz za putanju u prostoru. Primetimo da je putanja IT
zapravo kontinualni skup tacaka u prostoru koji odgovaraju nekoj liniji u prostoru. Imajuci
to uvidu, IT je zapravo jednodimenzionalni skup, pa se mozZe pronaci jedan parametar o ,
tako da putanja bude opisana sa

p= H(G) , (5.55)
odnosno,
X x(o)
y|=|Y(o) , (5.56)
z Z(o)

gde je o neki geometrijski parametar koji opisuje putanju. Ovaj koncept prikazan je na Sl.
5.6.

X y
Sl. 5.6. Parametarska definicija putanje u prostoru

Pocetna tacka putanje p; odredena je pocetnom vredno$éu parametra o;, dok je krajnja
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tacka putanje p; odredene krajnjom vrednos¢u parmetra o ; . Primetimo jos da je putanja

orijentisana, jer porast vrednosti parametra o odreduje smer kretanja duz putanje. Takode,
putanja moze biti i zatvorena, kada je p; = p; , ili otvorena, kao sto je to slucaj na Sl. 5.6.

Prema tome, promena parametra o , od pocetne vrednosti o; do krajnje vrednosti ¢ u

potpunosti definise polozaj vrha robota duz putanje. Ako parametru o, 0dnosno njegovoj
promeni, pridruzimo i vremensku zavisnost o =o(f), tada je u potpunosti definisana i
trajektorija vrharobota.

Funkcionalna zavisnost ¢ =o(t) definise se predikavanjem vremenskog intervala [T;,T; ]
za koji treba da se obavi kretanje duz putanje, na interval promene geometrijskog parametra
koji definise putanju od pocetne do krajnje tacke:

[T, Ty ]W[Gi ol

(5.57)

pri tome, veli¢ina vremenskog intervala uti¢e na brzinu kretanja, odnosno, kra¢i vremenski
interval znadi brze kretanje, i obrnuto, dok oblik fukncije o(t) definise profil kretanja.

Za profil kretanja o(t) mozemo iskoristiti neku od funkcija koje SMO ve¢ razmatrali kod
sinteze PTP kretanja: trapezni ili trougaoni profil brzine, ili polinomne interpolacije
odgovarajuceg stepena, itd.

Naovaj natin, problem sinteze trajektorije reSava se u dva koraka. U prvom je potrebno od-
rediti izraze za parametrizovanu trajektoriju u prostoru, dok se u drugom koraku geometrij-
skom parametru pridruzuje Zeljeni vremenski profil.

Razmotrimo sada malo podrobnije prirodu geometrijskog parametra o . Ve je receno da
on odreduje polozaj tacke duz putanje IT, odnosno, duz krive u prostoru. Podsetimo se da
kriva u prostoru moze biti zadata ekspilicitno svojim jednacinama, ili kao presek dve povrsi
u prostoru. U svakom slugaju, uvek postoji moguénost da se putanja parametrizuje. Od svih
mogucih parametara kojima je moguce opisati putanju, kao najvazniji se izdvaja krivolinij-
ska koordinata s, definisana kao predeni put, ili duzina luka krive od neke fiksirane tacke
usvojene za koordinatni pogetak, do posmatrane tacke.

Krivolinijska koordinata s najéesce se definise preko svog diferencijalnog prirastaja

_ 2 2 2
ds=4/dx* +dy- +dz (5.58)

gdesu dx, dy i dz diferencijalni prirastaji krive duz koordinatnih osa.

Kod jednostavnijih putanja, krivolinijska koordinata s se prirodno namece kao najpodesni-
ja veli¢ina za parametrizaciju. Kod slozenijih putanja, krivolinijska koordinata moze biti
dozena, ili transcedentna funkcija, pa se kao parametar usvaja neka druga, pogodna velici-
na

Razmotrimo sada nekoliko primera odredivanja parametrizovanih putanja. Uzmimo najpre
najjednostavniji primer, kretanja po pravoj liniji u prostoru, kao sto je to prikazano na Sl.
5.7.

Podsetimo se da se u analitickoj geometriji prava u prostoru, koja prolazi kroz dve tacke
zadate vektorima p; i P; moze definisati kao
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by

(o) //

X Yy
Sl. 5.7. Putanjau obliku prave linije u prostoru

P-B :G(pf - pi) (5.59)

gde jednagina izrazava ¢injenicu da vektor povucen iz pocetne tacke p; do bilo koje tacke
na pravoj p, morabiti kolinearan vektoru izmedu tacaka p; i ps, pri ¢emu je o faktor
kolinearnosti. Jednagina (5.59) se moze preformulistati tako da odmah dobijemo
parametrizovanu putanju oblika

p=p; +o(ps _pi), (5.60)
ili, razvijeno po koordinatama

X X +o(X; —%)
pP=|y|=|Yi+o(y: V) ' (5.61)
z| |z +o(z -2)
Akosu p; i ps pocetna, odnosno krajnja tatka putanje, tada je opseg promene parametra
o uintervau [0,1].

Primetimo da u ovom slucaju, parametar o koji je uveden kao &isto geometrijski
parametar, ima prirodu krivolinijske koordinate s. Zaista, imgjuci u vidu relaciju (5.58), i
odredivanjem diferencijalaizraza (5.61), dobijamo

ds=[(x —x)?+(ys - ¥)?+ (2 -2)? -do (562)

odnosno, pirastaj krivolinijske koodinate, ili predenog puta s, proporcionalan je prirastaju
geometrijskog parametra o .

Dabi problem sinteze tragjektorije bio u potpunosti resen, preostaje nam samo da izaberemo
vremensku zavisnost, odnosno profil promene o(t) . Kao §to je veé receno, za ove svrhu
moZemo iskoristiti na primer trapezni profil brzine, pri ¢emu ¢ée se, zbog prirode parametra
o, zaistadobiti trapezna promena brzine vrha robota.

Razmotrimo sada problem sinteze trajektorije u slucaju da Zelimo da se vrh robota krece po
nekoj elipsi u prostoru. Obzirom da je elipsa ravanska kriva, i problem odredivanja parame-

tarske reprenzentacije putanje reSi¢emo najpre u ravni koja sadrzi elipsu, a zatim ¢emu tu
ravan rotirati i trandirati u prostoru na zeljeni na¢in. Ova situacija prikazana je na Sl. 5.8.
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Sl. 5.8. Izgled putanje oblika elipse u prostoru

Oznatimo sa u, v i w koordinate koordinatnog sistema koji je vezan za elipsu, tako da se
njegov koordinatni pocetak poklapa sa centrom elipse, aose u i v odreduju ravan u kojoj
elipsa lezi. Neka su poluose elipse odredene sa a i b, tada se jedn&ina elipse moze
napisati kao:

u acos(o)
Puww =| V |=| bsin(c) (5.63)
w 0

gde je o parametar koji promenom u opsegu o <[0,2r] opisuje celu elipsu.

Neka je pocetak vezanog koodinatnog sistema transliran, a njegove ose rotirane u odnosu
na ose referentnog sistema. Tada se veza izmedu dva koordinatna sistema moZe uspostaviti
preko matrice homogene transformacije izmedu koordinatnih sistema O-xyz i O-uww ili, §to
jeisto, urazvijenoj fomi

p=p+ R- Puvw , (5.64)

gde je p, :[xc,yc,zc]T polozaj centra vezanog koordinatnog sistema, odnosno centra
elipse, a

1 T2 Ng
R=|ry rn I (5.65)
f31 Tz I3

matrica rotacije koja izrazava vezu izmedu orijentacije osa vezanog i referentnog
koordinatnog sistema. Primetimo da su vektor p. i matrica R konstantni.

Parametarska jednatina elipse u prostoru sada se moze izraziti kao
X X, + I,8c08(c) + I;,bsin(o)
P=|Y|=| Y +rxnaC08(c) + rypbsin(c)

) (5.66)
z Z, +I3,8C08(c) + r3,bsin(c)

§to zajedno sa profilom promene parametra o(t) odreduje i trajektoriju u prostoru.
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Primetimo da u ovom duéaju parametar ¢ ima geometrijski smisao koji se ne moze lako
povezati sa krivolinijskom koordinatom s. Da bismo se u to uverili, potrazimo diferenci-
jane prirastaje koordinata duz putanje, i iskoristimo izraz za prirastaj krivolinijske koordi-
nate (5.58). Pri tome, imamo u vidu da su koeficijenti r; elementi rotacione matrice. Za
rotacionu matricu R znamo da su njene kolone, odnosno vrste zapravo jedini¢ni vektori.
Takode vazi i da su kolone matrice uzajamno ortogonalne, a ortogonalnost vazi i za vrste.
Primenom ovih osobina dobija seizraz

ds =+/a?sin?(c) + b2 cos(o) - do

(5.67)
Iz dobijenog izraza vidimo da postoji slozena veza izmedu geometrijskog parametra o i
krivolinijske koordinate s koja je odredena elipti¢kim integralom tipa (5.67), koji se moze
resiti samo numericki.

Na ovom primeru mozemo uotiti da je parametrizaciju putanje gotovo uvek moguce izvrsiti
nekim intuitivnim parametrom, a njegova veza sa krivolinijskom koordinatmo moze biti i
veoma slozena. Primetimo jo$, da ako bi kretanje bilo po kruZnici, a ne elipsi, tada bi za

a=b=r (5.69)
(gde je dar oznaten polupreé¢nik kruznice) prirastaj krivolinijske koordinate postao
_ [2 2 26n2(e)  des — 1.
ds=+/r2cos?(c) + r2sin?(c) - do =r do- (569)

pabi geometrijski parametar imao prirodu predenog puta.

Na nacin slican prethodim primerima, mogli bismo da parametrizujemo prakti¢no bilo koju
prostornu putanju, a zatim usvajanjem profila promene parametra, da resimo i problem
sinteze trajektorije, odnosno pozicije vrha robota u prostoru. Da bi smo potpuno definisali
kretanje vrha robota, preostaje nam jo§ da razmotrimo nacin zadavanja orijentacije vrha
robota u prostoru.

5.3.2 Definisanje orijentacije vrharobota u prostoru

Orijentacija vrha robota u prostoru u potpunosti je odredena sa tri nezavisna prametra, koje
smo u izrazu (5.53) grupisali u vektor o,,. U ranijim poglavljima videli smo da postoje
razli¢iti nacini za definisanje orijentacije, na primer, preko Ojlerovih uglova ZYZ, odnosno
ZY X tipa, ili preko uglova skretanja, propinjanjai valjanja. Prema tome, u opstem slucaju
vektor koji definise orijentaciju vrha robota mozemo zapisati u obliku

P
o=|0

]

: (5.70)

bez obzirana prirodu uglova ¢ ,0 i .

Dabi se definisala orijentacija vrha robota u zadatku duz trajektorije, potrebno je zapravo
odrediti vrednosti uglova orijentacije tokom vremena Kao i u slucaju pozicije, to se moze
izvesti u dva koraka, tako $to se najpre odredi parametrizovana reprenzentacija uglova
orijentacije, a zatim se parametru dodeli vremenski profil promene.
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U jednostavnijim slucajevima planiranja orijentacije vrha robota, od interesa je samo ori-
jentacija vrha u pocetnoj, odnosno krajnjoj tacki trajektorije, dok orijentacija duz trajekto-
rije nije od interesa. Tada mozemo pristupiti interpolaciji uglova orijentacije na sledeci
nacin

¢ ¢ +(9f —¢i)o
0o=|0|= 9i+(9f—9i)6
v

, 5.71
Vit (ys —vi)o &

gde smo indeksom i ozn&lili vrednosti uglova orijentacije u pocetnoj, a indeksom f u
zavr$noj tacki putanje. Parametar o menja se u intervalu [0]], i definisanjem njegovog
vremenskog profila, zadatak sinteze orijentacije vrha robota duz trajektorije je resen. Kao i
ranije, za profil promene parametra ¢ mozemo usvojiti neki od ve¢ prouenih profila.

Napomenim da je ovakav nafin planiranja orijentacije vrha robota pogodniji za primene
kod PTP kretanja. Ako pozicija vrha robota treba da prati neku putanju u prostoru, onda je
verovatnije da orijentacija vrha robota treba da bude definisana samom trajektorijom. Na
primer, kod elektroluénog zavarivanja, putanja vrha treba da prati Sav koji se vari, a pri
tome Zzelimo da elektroda bude sve vreme upravna na Sav. Sli¢no je i kod robotskog
farbanja, gde putanja vrha zavis od povrsine koja se farba, a orijentacija vrha treba da je
ortogonalna u odnosu natu povrsinu.

Prematome, nas zadatak je da sada, na osnovu parametrizovane putanje vrha robota u pros-
toru, odredimo informacije o orijentaciji. Prisetimo se da se u diferencijalnoj geometriji

svakoj tacki prostorne krive mogu pridruziti tri ortogonalna jedini¢na vektora kao na Sl.
5.9.

I(o) n
/\M

x Y

Sl. 5.9. Prostorna krivai prirodni triedar u jednoj tacki krive
Tri vektorasa Sl. 5.9, vektor tangente t , vektor normale n i vektor binormale b formiragju
takozvani prirodni triedar krive, odnosno koordinatni sistem desne orijentacije. Vektor tan-
gente definise pravac tangente u datoj tacki prostorne krive. Vektor normale ortogonalan je

na pravac tangente, a usmeren je ka centru krivine krive. Konatno, vektor binormale orto-
gonalan je na oba prethodna vektora.

Ako je prostorna kriva zadata parametarski tako da je parametar krivolinijska koordinata s,
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tada se jedini¢ni vektori prirodnog triedra mogu odrediti na slede¢i na¢in

__dpo
t=P=, (5.73)
_r
n= o7, (5.74)
B B p/x p”
Skl o (5.75)

pri ¢emu se diferenciranje vr$i po krivolinijskoj koordinati, oznaka x predstavlja vektorski
proizvod dva vektora, a |+ predstavlja oznaku za moduo vektora

Ako je prostorna kriva zadata po nekom drugom, geometrijskom parametru o , tada izrazi
zajediniéne vektore prirodnog triedra postaju nesto sloZeniji:

__P(o)
[p'(o)| - (5.76)
- (P'(6)xp'(c)) < p'(c)
|(p'(c)x p"(c)) x P'(0)| » (5.77)
b _P(©)xpP'(c)
[p'(c)x p"(o)|» (5.78)

pri ¢emu se diferenciranje sada vrsi po parametru o .

Jedini¢ne vektore prirodnog triedra mozemo iskoristiti za zadavanje orijentacije vrha robota
na sledeci nacin. Podestimo se najpre, da smo kod razmatranja kinematike robota uveli
koncept matrice homogene transformacije, kojom mozemo izraziti poloZaj i orijentaciju
vrharobota, kao

(5.79)

gde vektori n,, s, i a,predstavljgju projekcije jedini¢nih vektora osa koordinatnog
sistema vezanog za hvataljku na ose referentnog sistema, a vektor p,, oznacava poziciju
vrharobota Jediniéni vektori koordinatnog sistema hvataljke prikazani su na Sl. 5.10.
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X y
Sl. 5.10. Jedini¢ni vektori koordinatnog sistema hvataljke
Zadavanje orijentacije hvataljke svodi se onda na uspostavljanje veze izmedu osa

koordinatnog sistema hvataljke i prirodnog triedra putanje. Neke od razli¢itih moguénosti
zaorijentaciju hvataljke u odnosu na putanju mozemo videti na Sl. 5.11.

(o) (o) I(o)

Sp

Sl. 5.11. Razli¢ite orijentacije hvataljke duZ putanje u prostoru

Na dici su prikazani samo slucajevi kada su ose vezanog koordinatnig sistema hvataljke
paralelne osama prirodnog triedra u posmatranoj tacki putanje. U opStem sluéaju, veza
izmedu koordinatnog sistema hvataljke i prirodnog triedra zavisi kako od prirode zadatka,
tako i od oblika hvataljke, odnosno alata koji robot nosi, odnosno, od nacina na koji je
definisan koordinatni sistem hvataljke. Ta veza moze biti predstavljena kao

[ tsn [ an]=[tiniblRy (5.80)

pri ¢emu je R, konstantna matrica rotacije. Na primer, za orijentacije hvataljke sa Sl. 5.11,
imamo, s leva na desno

010 001 0 -1 0
Ry=/0 0 1, Ry=|1 0 0| Ry=|1 0 0 (5:81)
100 010 0 0 1

odnosno, matrice R, definisu permutovanje jedini¢nih vektora prirodnog triedra, uz
eventualnu promenu smera vektora, kao na primer vektora t u poslednjem izrazu. U
opstem slucaju, elementi matrice R, uspostavljgju vezu izmedu osa dva koordinatna
sistema.

Imajuéi u vidu da se jediniéni vektori prirodnog triedra mogu odrediti iz izraza (5.73),
(5.74) i (5.75) odnosno (5.76), (5.77) i (78), u potpunosti je odredena orijentacija vrha
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hvataljke duz putanje. Kada se parametru pridruzi i vremenski profil, pitanje orijentacije
hvataljke duz trajektorije u potpunosti je reseno.

llustruimo opisani koncept definisanja orijentacije vrha robota duz putanje uz pomoé
primera. Za pogetak, razmotri¢emo jednostavnu putanju oblika kruznice u prostoru. Neka je
kruznica zadata parametarskim jedna¢inama

X 0
P=|Y|=|Yctr COS(G) (582)
z z. +rsin(o)
iz kojih zaklju¢ujemo da kruznica lezi u yz ravni, njen centar nalazi se u tacki [0, y,, zc]T ,
a polupre¢nik iznosi r. Parametar ¢ ima prirodu ugla, i svojom promenom na intervalu
o €[0,2n] definise celu kruznicu. Primetimo jo§ da je, wusled periodi¢nosti
trigonometrijskih funkcija, putanja zatvorena.
Da bismo odredili jednatine jediniénih osa prirodnog triedra, diferencirajmo najpre
parametarsku jednacinu (5.82) dva puta, ¢ime se dobija
0
p'=|-rsin(e)| |p|=r (5.83)
| rcos(o) |
odnosno,
0
Pr=|—reesto) | [p=r (5.84)
| —rsin(o) |

Smenom izraza (5.83) u (5.76) mozemo odrediti jednacinu jedini¢nog vektora tangente

t=[0 -sin0) cos(o)]" (5.85)

Sliéno, smenom izraza (5.83) i (5.84) u jednafinu jedini¢nog vektora binormale (5.78)
dobijamo

b=L o of . (5.86)
Vidimo da je jedni¢ni vektor binormale konstantan, i paralelan x os, §to je potpuno
ocekivano, imajuci u vidu da je kruznica ravanska kriva koja leziu yz ravni.

Konatno, jednadina jedini¢nog vektora normale moze se odrediti na osnovu izraza (5.77).
U ovom primeru, zbog kretanja po kruznici, vektor normale ima isti pravac kao i vektor
p", pase moze odrediti i kao

n=

p’ -
- o —costo) —sin(@)]" (5.87)
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Sl. 5.12. Putanja u obliku kruznice i orijentacija vrha robota duz putanje
Izgled kruznice u prostoru, kao i orijentacije prirodnih triedara u nekoliko tacaka na
kruznici prikazane su na Sl. 5.12.
Kruznica je konstruisana za vrednosti prarametara r =0.8, x,=0,y,=1,i z =1, a
prirodni triedri prikazani su u tatkama definisanim sa o €[0,7n/2,%,3n/2] . Na dici je

takode definisan koordinatni sistem vezan za vrh robota, kao i Zeljena orijentacija hvataljke
u zadatku. Sa Sl. 5.12 moZzemo uoditi vezu izmedu orijentacije koordinatnog sistema
hvataljke i prirodnog triedra

nh = t,
S =-b (5.88)
ah = n,

koja se moze izraziti i preko matrice rotacije R;,, definisane jednacinom (5.80), pri ¢emu je

1 0O
Ro=0 0 11 (5.89)
0 -10
Prematome, orijentacija vrha robota duz putanje odredena je rotacionom matricom
R:[nh :Sh :ah]:[t :n:b]'Rh, (5_90)
odnosno,
0 -1 0
R=|-sin(c) 0 -cos(c) (5.91)

cosic) 0 ~-sin()|

Izborom vremenske zavisnosti ¢ = o(t), odnosno profila kretanja, u potpunosti je izrazom
(5.82) odredena i trajektorija u prostoru, dok je orijentacija vrha robota duz trajektorije
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odredena izrazom (5.91).

Razmotrimo sada jedan kompleksniji primer za definisanje orijentacije vrha hvataljke duz
parametrizovane putanje. Neka je sada zadatak takav da se vrh robota kre¢e duz helikoide,
odnosno spirane zavojnice zadate parametarskim jedna¢inama

X Xg + I cos(c)
P=|Y|=| Yo +rsin(c)
g h , (5.92)
Zy+—0
2n

gde je r polupre¢nik, a h korak zavojnice, dok x, i Yy, odreduju polozaj ose helikoide, a
z, pocetnu visinu. Osa zavojnice paralelna je z os referentnog koodinatnog sistema.

Parametar ¢ svojom promenom definie zavojnicu, pri ¢emu promena od 2r proizvodi
jedan korak helikoide.

Primenimo sada jednacine (5.76), (5.77) i (5.78) da bi smo odredili jedini¢éne vektore
prirodnog triedra. Odredimo najpre pvi i drugi izvod vektora pozicije po parametru o

—rsin(c) 2
p'(o) = rcor?(cs) , |p,|:w2+4_n2 , (5.93)

2n
—r cos(c)
p”(c) =T S|n(6) , (594)
0
azatim i potrebne vektorske proizvode
h .
2—nr sin(o)
P(0)x P'(0) = |~ eos(o) | 595
r2
odnosno
he —cos(o)
’ " ’ 2 :
(p(c)xp(c»xp(c):[r +4—n2J~r~ ~sin(o) | (5.9
0

Sada mozemo odrediti i module vektora dobijenih izraunavanjem vektorskih proizvoda

2
|p!><pﬂ|: r2+h_2.r
An , (5.97)
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h2
’ ” " _ 2
I(pxp)xpl—r(r +4n2J- (598)
Dabismo pojednostavili naredne izraze, uvedimo oznaku
c=,r?+ n*
N A2 (5.99)

zakoreni izraz koji sejavlja u jednatinama.

Smenom dobijenih izraza u jednadine za jedni¢ne vektore prirodnog triedra krive (5.76),
(5.77) i (5.78) dobijamo

—-rsinc
t:E rcgsa , (5.100)

2n

[—cosc
n=|-sinc
0

: (5.101)

h .
—sin
o (o)

b==| ——-cos(c)

on . (5.102)

Preostaje jo§s da uspostavimo vezu izmedu orijentacije koordiantnog sistema hvataljke i
prirodnog triedra. Neka je zadatak robota takav da se jedini¢ni vektori dva koordinatna
sistema se poklapaju, odnosno da je rotaciona matrica

Rh=las, (5.103)
zapravo jedini¢na matrica. Drugim re¢ima, vazi da je
nh = t,
S=n (5.104)
ah = b

Tada je rotaciona matrica koja definise orijentaciju vrharobota duz putanje data sa
R:[nh Sh ah]:[t n b]’ (5.105)

odnosno,
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—rsin(c) —ccos(o) Lsi n(c)
2n

R=1 rcos(c) —csin(o) —Lcos(c)
c 2n -
h
2n
Da zaklju¢imo, jednacina (5.92) predstavlja jednacinu putanje vrha robota, dok jednacina
(5.106) odreduje orijentaciju vrha robota duz putanje na Zeljeni nacin. Ove dve jednacine,
zajedno sa profilom promene parametra ¢ u potpunosti odreduju trajektoriju po kojoj se

vrh robota krece, odnosno, jednoznaéno je definisana i pozicija i orijentacija vrha robota
duz trajektorije. Putanja oblika helikoide prikazana je na §. 5.13.

(5.106)
0 r

A

Sl. 5.13. Putanja oblika helikoide i prirodni triedri u nekoliko tacaka duz putanje

Zavojnica sa Sl. 5.13 konstruisana je za vrednosti parametara r =0.8, h=1, x,=1,
Yo=11i z,=0. Zajedno sa putanjom, prikazana je i orijentacija prirodnog triedra u tri
tacke putanje, odredene vrednostima parametra ¢ =n/2, 6=15r/8,i 6=3r.
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6 DINAMICKA ANALIZA MANIPULACIONIH ROBOTA

6.1 UVOD

Mehani¢ka konfiguracija manipulacionih robota se moze predstaviti sistemom krutih tela
spojenih zglobovima koji nazivamo kinematskim lancem. Da bi ostvarili planirano kretanje
hvataljke neophodno je da se odrede momenti u svim zglobovima koje u svakom trenutku
motorima treba ostvarivati. Ovo je veoma slozen zahtev jer su pogonski momenti rezultat
razli¢itih dinamickih uticaja usled simultanog kretanja segmenata kinematskog lanca. Pored
gravitacionih sila i momenata, ¢iji se intenziteti menjaju samo promenom poloZaja
segmenata znatno sl ozenije se odreduju centrifugalne, Koriolisovei inercijalne silei njihovi
momenti. Osnovu za taéno odredivanje, i nakon toga kompenzaciju, svih ovih uticaja
predstavija modeliranje dinami¢kog ponasanja robotskih mehanizama. Obzirom na
raznolikost mehanickih struktura robota i putanja hvataljki koje mogu biti zahtevane,
najcelishodnije je formirati opsti raCunarski algoritam za iterativno formiranje modela
dinamic¢kog ponasanja pri ostvarivanju Zeljene putanje bilo koje mehanicke konfiguracije
robota.

U ovoj glavi ¢e biti razmotrene osnove dinamic¢kog modeliranja robota, i predlozen
algoritam za njegovo formiranje.

6.2 STATICKA ANALIZA

Razmotrimo najpre ravnotezu i-tog segmenta u okviru otvorenog kinematskog lanca koji se
ne krece vec stoji u odredenom poloZaju.

-Mj it

Oiny

Se
glhent i r

Sl. 6.1. Silei momenti koji deluju nai-ti segment (staticki slucaj)
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Kada robot miruje opterecenje u zglobovima mehanizma uzrokuju samo sile sopstvene tezi-
ne segmenata. Vazno je napomenuti da bilo koji zglob trpi optere¢enje koje uzrokuju svi
segmenti koji se u kinematskom lancu nalaze od njega dalje prema vrhu. Na §. 6.1 je
Sematski prikazan i-ti segment kinematskog lanca koji se nalazi izmedu i-1-vog i i+1-vog

segmentima. Da bi posmatrali ravnotezu i-tog segmenta oslobodimo se veza u zglobovimai
zamenimo uticg i-1-vog nai-ti segment momentom M, _; i silom F_; amometom M;;
i silom F;,; uticg i-tog nai+1-vi segment. Momet M, ;,; i sila F;,; suna$Sl. 6.1. prika-
zani sa znakom "-" (-M;;,; i —F;;,;) obzirom da je uticg i+1-vog segmenta na i-ti (na
osnovu tre¢eg Njutnovog zakona akcije i reakcije) isti kao i-tog na i+1-vi, ali obrnutog
smera. Osim navedenih uticaja susednih segmenata na i-ti segment jos, u tezistu C,, deluje
sila sopstvene tezine mg.

Obzirom da je mehanizam u ravnotezi, ponaSanje posmatranog segmenta se moze opisati sa
dve vektorske jednaine: Y F =0 i > M, =0. Prematome,

> F=00 Fy-F,+m-g=0 (6.1)

DM, =0: M, -M

- (ri—l,i *

i.ci

i+l )XFi—l,i +(_ri.ci)x(_|:i,i+1)zo

(6.2)
gde su svi vektori izrazeni u odnosu na bazni koordinatni sistem Oy-X,YoZ,. MOmentna
jednagina (6.2) je napisana u odnosu na teziste i-tog segmenta, dok r,_y; i 14 0znacavaju
radijus vektore od i-1-vog do i-tog zgloba i od i-1-vog zgloba do tezista i-tog segmenta C; ,
respektivno. Momenti i sile u zglobovima se jos nazivaju sprezanjem ili kuplovanjem (engl.
coupling moment and force) izmedu segmenata. Tako, na primer (S. 6.2.), moment M, ;i
sila F4; predstavljaju moment i silu sprezanjai-1-vog i i-tog segmenta. U slucaju kada je
i=1 moment M, isila Fy; seodnose nasprezanjeizmedu prvog segmenta i osnove (baze)
robota, dok u

Mnnﬂ
r F
Mo o1

i L~

N\ — >

“ n,n+1 i

' okolina

osnova o TS
segmenta “n+1
a b)

Sl. 6.2. Sprezanje a) izmedu robota i osnove i b) okolinei hvataljke

ducaju kada je i=n moment M, ., i sla F, , predstavljagju moment i silu kojom

poslednji segment kinematskog lanca (hvataljka, objekat ili aat koji robot nosi) deluje na
okolinu. Indeksom n+1 je oznatena okolina koja se uslovno moze smatrati segmentom.
Naravno, moment i sila kojom okolina deluje na hvataljku robota su —M, 4 i —F, 4.
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Radi lakseg daljeg rada objedinimo moment M., i silu F, .., u jedinstven vektor

dimenzije (6x1) koji ¢emo skraceno nazvati silom sprezanja (ili dejstvom okoline na robot)
saokolinom i obeleziti sa F,,

Fn n+l
F o= "
o |:Mn,n+1:| (63)

Jednatine (6.1) i (6.2) se mogu napisati za svih i=1, ... n segmenata, na 0snovu ¢ega imamo
ukupno 2n jednatina sa 2n+2 nepoznatih (n+1 moment i n+1 sila). Da bi sistem mogli da
resimo potrebno je unapred zadati (propisati) ili poznavati jednu silu i jedan moment.
Obzirom da su u industriji zadaci poznati unapred, najprirodnije je da se zada (propise) sila
koje predstavlja zeljeno delovanje robota na okolinu jer nam je poznata na osnovu samog
zadatka koji robot realizuje. Primera radi, ukoliko se robot krece kroz slobodan prostor
prenoseci objekat hvataljkom i ne dolazecu u kontakt sa okolinom opterecenje F,, je
jednako nuli (M., =0 i F, .., =0). Medutim, ukoliko robot tokom izvrSenja radnog
zadatka dolazi u kontakt sa okolinom (npr. linijskog elektrootpornog zavarivanja, obaranja
ivica na radnom predmetu glodanjem ili brusenjem, pri poliranju, realizaciji montaznog
zadatka ...) sila kojom hvataljka ili aat deluje na okolinu je poznata iz tehnoloskih uslova
procesa. Npr. prilikom elektrootpornog zavarivanja sila pritiska koju je potrebno ostvariti
alatom na delove koji se spajaju i odrzavati tokom procesa zavisi od vrste materijala i
debljine limova, i propisuje se tehnoloskim postupkom. Prema tome, mozemo smatrati da je
F.. U slucaju realizacije industrijskih zadataka poznato i da je iz sistema od 2n jednaina
moguce odrediti 2n nepoznatih.

Razmotrimo sada vezu izmedu sila i momenata sprezanja i pogonskih sila ili momenata
(skraceno pogona) u zglobovima robota. U opstem slucaju se vektor sprezanja (sile i
momenti koji se javljgju u jednacinama (6.1) i (6.2)) razlikuje od vektora pogona
llustracije radi ¢emo razmotriti dve tipiéne konfiguracije industrijskih robota: robot
SCARA i antropomorfne (PUMA) konfiguracije.

Zg . % . 21 V)
e M2 W
. / 1 Z
J
puis g

mig msg
m,g [ ]

3 b)

Sl. 6.3. Gravitaciono opterecenje robota a) SCARA i b) antropomorfne konfiguracije

Prva dva segmenta minimalne konfiguracije SCARA robota se mogu kretati samo u hori-
zontalnoj ravni, dok se poslednja dva segmenta antropomorfne konfiguracije mogu kretati
samo u vertikalnoj ravni (Sl. 6.3). U slucaju SCARA robota gravitaciono optereéenje (SI.
6.3.8) se u celosti prenosi na konstrukciju zgloba i nije potrebno dodatno angazovanje mo-
toradabi se otuvao trenutni poloZaj. Kako god da se mehanic¢ka konfiguracija pomeri, ona
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¢e u tom polozaju ostati i posle iskljucivanja motora. Sasvim je obrnuta situacija kod robota
antropomorfne konfiguracije (Sl. 6.3.b), gde kompletno gravitaciono opterecenje koje delu-
je nadrugi i tre¢i zglob mora da bude uravnotezeno dejstvom motora, dok polozaj prvog
zgloba omogucava da gravitaciono optereéenje u celosti prima konstrukcija zgloba.

Iz ovih primera se vidi da ukoliko je vektor momenta gravitacionih opterecenja kolinearan
sa 0som zgloba dato optere¢enja se u potpunosti mora kompenzovati motorima, tj. optere-
¢enje odgovara zahtevanom pogonskom momentu. Medutim, ukoliko je vektor momenta
gravitacionih opterecenja upravan na osu zgloba dato opterecenja ¢e u potpunosti primiti
struktura samog zgloba i nije potrebno aktivirati motore da bi se odrzala trenutna poza. Ako
je polozaj vektora optere¢enja izmedu ta dva grani¢na slucaja i nalazi se pod nekim uglom
prema os zgloba, deo optereCenja ¢e primiti struktura zgloba, dok se deo mora kompenzo-
vati motorima. Prema tome, motor mora da kompenzuje samo onu komponentu opterec¢enja
(moment ili silu) koja je kolinearna sa osom zgloba i koju nazivamo pogonom. Potpuno is-
tovetno razmatranje vazi i za rotacione i za translatorne zglobove. Pogon (obelezimo ga oz-
nakom t) u ducaju transatornog zgloba predstavlja silu i moze se sracunati kao skalarni
proizvod orta odgovarajuce ose zgloba i vektora sile

Ti=%-Fiy; . (6.4)
U slugaju rotacionog zgloba tje moment i moze se, analogno (6.4), sra€unati kao skalarni
proizvod orta odgovarajuce ose zgloba i vektora momenta opterecenja

T =21 My (6.5)

Treba primetiti da u oba prethodna slucaja trenje u zglobovima nije uzeto u obzir jer je tri-
boloska situacija u samom zglobu u sustini nepoznata i promenljiva tokom vremena. Po-
gonski momenti u zglobovima t; se mogu objediniti u jedan vektor

(6.6)

koji nazivamo vektorom pogonai koji moze sadrzavati sile ili momente u zavisnosti od tipa
zglobova.

6.2.1 Vezaspoljasnjih sila koje deluju na robot i momenata u zglobovima

Od posebnog je interesa da se izvede zavisnost izmedu spoljne sile F,,; kojom okolina de-
luje na robot i odgovaraju¢ih pogonskih momenata koji tu silu uravnoteZavaju. Pretposta-
vimo da se robot ne krece i da svojim vrhom na okolinu deluje silom F,, . Tada ¢emo sa

Tp Obeleziti momente u zglobovima mehanicke konfiguracije koji tu silu uravnotezavaju i

nas zadatak je da se nade veza izmedu F, i 1 .

Dabi ovu relaciju izveli iskoristi¢emo princip virtuelnog rada. Da bi smo razumeli koncept
virtuelnog rada, razmotrimo najpre tzv. virtuelne pomeraje. Pod virtualnim pomeranjima se
podrazumevaju infinitezimalni pomeraji mehanic¢kog sistema koje dozvoljavaju veze. Za
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razliku od stvarnih, virtuelni pomeraji treba samo da budu u saglasnosti sa ograniéenjima
koja namecu veze, dok se ostalim zakonima kretanja ne pokoravaju. U sluc¢aju koji razmat-
ramo (Sl. 6.4.) virtualna pomeranja u zglobovima 3q; izazivaju linearno 8x,; i ugaono
3, virtualno pomeranje hvataljke. Takode pretpostavimo da je robotski mehanizam bez
tezine tako da nema gravitacionih opterecenja. U trenutku virtualnih pomeranja robot je u
kontaktu sa okolinom tako da na njega deluju-M,, ., i —F, ,,;, dok u zglobovima deluju
pogonski momenti t; koji ovo opterecenje uravnotezavaju. U tom slucaju je virtualni rad
svih siladat sa

OW="Tpy 00 +Tgy-0Qy 4+ Tp, - 00, +

T
+ (_ Fn,n+1

)-8%, +(-M; ., )-30,, (67)

Virtualni rad je jednak nuli ukoliko je sistem u ravnotezi. Ukoliko prethodnu jednadinu za-
pisemo u vektorskom obliku (linearno 8x,, i ugaono &®,, virtualno pomeranje hvataljke
je objedinjeno u vektor 3s) sledi

dw=1."-8q-F,, -8s=0 68)

Obzirom da 8q i 8s nisu nezavisni ve¢ da su povezani relacijom ds=Jdqg (primetimo da
simbol d mozemo da zamenimo simbolom & ) jednatinu (6.8) mozemo
!
DO

Sl. 6.4. Virtualna pomeranja hvataljke i zglobova

napisati u obliku

:
dw=r,"-8q-FJ,-J-3q=(t. —J"-F,) -3q=0 69)

Obzirom da su virtuelna pomeranja razli¢ita od nule 6q=0, izraz (6.9) moze biti ispunjen
samo ukoliko jeizraz u zagradi jednak nuli, odakle dedi
e =37 Fo, (6.10)

Ovo je veoma vazna relacija koja povezuje silu kojom robot deluje na okolinu sa
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momentima u zglobovima koji tu silu uravnotezavaju. U slucaju da se robot krece i da je pri
tome u kontaktu sa okolinom, na osnovu izraza (6.10) mozemo odrediti koliko deo od
ukupnog momenta u posmatranom zglobu se koristi za ostvarivanje kretanja, a koliki za
uravnotezavanje sile kojom robot deluje na okolinu.

Primer 6.1:

Zaminimalnu konfiguraciju (samo prvartri stepena slobode) antropomorfnog tipa prikazanu
na Sl. 6.5. odrediti potrebne momente u zglobovima da se vrhom ostvari sila F data sa

F=[F.F,.F,] =[10100]' N.

4 0

DT

Sl. 6.5. Sila kojom robot deluje na okolinu i odgovargju¢i momenti u zglobovima
Jakobijan koji odgovara ovoj konfiguraciji napisan u anditi¢koj formi je dat slede¢im
izrazom
[-a,S1C2-4a,S1C23 -Cl(a,S2+a,C23) -a,C1S23
J=| a,SIC2+4a,C1C23 -Sl(a,S2+a,S23) a,S1S23
| 0 a,C2+a,C23 a,C23

pase, prema (6.10), odgovaraju¢i momenti u zglobovima mogu dobiti iz

1. | [-aSIC2-2a,SIC23 a,SIC2+a,C1C23 0 10
e |=| -Cl(a,S2+2a,C23) -Sl(a,S2+a,S23) a,C2+a,C23||10 .
T -a,C1523 a,51S23 a,C23 0

Treba jo§ jednom napomenuti da se, na ovaj nadin odredeni pogoni T 0dnose samo na
uravnotezenje dejstva spoljne sile F.

6.2.2 Elipsoid sila
Da bismo ustanovili "prenosnu karakteristiku" mehanizma uporedimo sile koje proizvode

jediniéni momenti u zglobovima. Ako (6.10) uvrstimo uizraz t't =1 dobijamo

T T _
FTITF=1 (6.11)

Za datu pozu manipulacionog robota izraz (6.11) predstavlja m-dimenzionalni elipsoid ¢&iji
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su sopstveni vektori medusobno ortogonalni i poklapaju se sa pravcima male i velike ose
elipse ¢ije su duzine jednake reciprotnim vrednostima sopstvenih vrednosti JJ7 .

Obzirom da se vrednosti ¢lanova jakobijeve matrice menjaju tokom kretanja robota i elip-
soid tokom kretanja menja svoj oblik i orijentaciju. Za tacku u kojoj elipsoid poprimi oblik
sfere kazemo da je transformacija izotropna. Prematome, u izotropnoj tacki se n-dimenzio-
nalnajedini¢na sfera u prostoru momenata u zglobovima preslikava u m-dimenzionalnu sfe-
ru u prostoru sila koje deluju na hvataljku.

Y

AN

Sl. 6.6. Dejstvo ravanskog dvosegmentnog mehanizmasilom F(F,, Fy) na okolinu

llustrovaéemo ovo na primeru ravanskog dvosegmantnog robotskog manipulatora prika-
zanog na Sl. 6.6. Duzine segmenata su ¢, =~/2 i £, =1 m. U tacki odredenoj sa ¢, =0 i
g, = n/2 jakobijan ima vrednosti

S [t
‘L/z 2} (6.12)
paje
2 -2
= ‘[_@ ) } (6.13)

Sopstvene vrednosti od 37 su 7, =(2-v2)=05858 i ry=(2++2)-34142, a

odgovarajuéi normalizovani sopstveni vektori (0.707, 0.707) i (-0.707, 0.707) koji u odnosu
na ose koordinatnog sistema F, i F, zaklapaju ugao 45° i kolinearni su sa glavnim osama

elipse. Ako (6.13) zamenimo u (6.11) dobijamo

2 2
F F F, F
2F2+2J2F F, +2F2=05858) X +—L | +34142| -~ ——L | =1
T [fz fzJ [fz fzJ

Na$Sl. 6.7 je prikazan elipsoid (u ovom primeru je to elipsa). Silainterakcije sa okolinom
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. /—\ k F,

Q=(0.924, 0.383)
Q=(-0.383, 0.383)

Ty / =Fx

P=(0.383, -0.924)

>
>

P=(0.924, 0.924)

>
>

a) Prostor stanja momenata b) Prostor stanja sila kojima
u zglobovima hvataljka deluje ne okolinu

Sl. 6.7. Elipsoid sila

“proizvedena” dejstvom jedini¢nih momenata (/7> +15=1) u zglobovima posmatranog

robotskog mehanizma je (F,, F,) = (0.924, 0.924) N u pravcu velike ose (odgovarajuci
momenti su (11, 12)=(0.383, -0.924) Nm) i (F,, F,)=(-0.383, 0.383) N u pravcu male ose
elipse (odgovaraju¢i momenti su (1, 7,)=(0.924, 0.383) Nm).

6.2.3 Popustljivost i krutost

Spoljne sile kojima okolina deluje na robot izazivaju promene pozicija u zglobovima
mehanicke konfiguracije (segmenti se mogu smatrati krutim telima) i "povlacenje" vrha
robota Ova osobina ponekad mozZe biti nepozeljna (npr. pri obradama radnih predmeta
alatom koji robot nosi), ai i veoma vazna radi spre¢avanja havarije kao $to je na primer pri
neplaniranom sudaru objekta kojim robot manipulise sa okolinom.

Neka je prostor zglobova n dimenzionalan, prostor hvataljke m dimenzionalan, 1 je
opterecenje (moment ili sila) koje se prenosi preko i-tog zgloba, dok je Ag, njegova
defleksija koja usled toga nastaje. U slucaju malih pomeranja 7, i Ag, Se mogu povezati
linearnom aproksimacijom

T =k Ag (6.14)

gde se k; naziva konstantom krutosti. Za celokupan mehanizam se skup izraza (6.14) moze
napisati u matri¢noj formi

©=04q (6.15)

gde je t = [ty To .., Tl, AQ = [AQ 1, AQ 5 ..., Aq )", dok je ®@=diag[ky, ky,....Ky]
dijagonalna matrica dimenzije n x n.

Za robote koji imaju strukturu kinematskog lanca pomeranja u zglobovima su sa
pomeranjem hvatal jke povezana jakobijanom

As=J Aq (6.16)
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dok je spoljnja sila koja deluje na hvataljku sa momentima u zglobovima povezanaizrazom

_ 1T
t=J F 6.17)
Eliminacijom t© i Aq iz (6.16) i (6.17) dobijamo
As=CF (6.18)
gdeje
-1 4T
C=J0"1J (6.19)

matrica popustljivosti (engl. compliance matrix) dimenzijemxm. |z (6.19) se moze videti
da ukupna (kompozitna) krutost ne zavisi samo od krutosti svakog od pogona vec i od
jakobijanasto znaci da je popustljivost mehanizma zavisi od njegove trenutne poze.

Ako je me=n i jakobijeva matrica nije singularna i moguée je na¢i inverznu matricu
popustljivosti. Ako obe strane izraza (6.18) pomnozimo sa C™* dobijamo

F=KAs (6.20)

gde se
K=c™ (6.21)

naziva matricom krutosti.
Matrica krutosti takode nije konstantna i zavisi od trenutne poze mehanizma. Krutost
mozemo karakterizirati poredenjem sila koje su potrebne da bi se realizovao jedini¢ni ugib
hvataljke. Ako (6.18) smenimo u (As)" (As)=1 dobijamo

F'C'CF=1 622
Za odredenu pozu robotskog manipulatora izraz (6.22) predstavlija m-dimenzionani
ellipsoid sile. Posto je FTCTCF =1 simetri¢na, pozitivna i semidefinitna matrica, njeni
sopstveni vektori su medusobno ortogonalni i poklapaju se sa pravcem osa €elipsoida

Duzine osa elipsoida su jednake reciproénim vrednostima kvadratnih korena sopstvenih
vrednosti.

6.2.4 Transformacija uticgjasilai momenata izmedu razli¢itih koordinatnih sistema

Kao $to polozaj tactke mozemo izraziti u odnosu na razli¢ite koordinatne sisteme tako i uti-
ca sile i momenta mozemo izraziti u odnosu na razli¢ite koordinatne sisteme. Na Sl. 6.8.
prikazane su sila F i moment M koji deluju u istom pravcu, a njihovo delovanje posmatra-
¢emo u odnosu na dva koordinatna sistema, O-xyiz i O;-X;y;z. Silui moment mozemo pred-
staviti kao jedinstveni Sestodimenzionalni vektor generalisanih sila 3 u obliku
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Sl. 6.8. Transformacijasilai momenataizmedu dva koordinatna sistema

U gornjem izrazu F predstavlja silu, P, je vektor pozicije bilo koje tacke (npr. tacke A)
koja se nalazi na pravcu sile F u odnosu naizabrani koordinatni sistem (vektori pozicije rJ{,
i r)(% oznacavaju polozaj tacke A u odnosu na koordinatne sisteme Oi-XVyiz i O-XY;z, res-
pektivno), proizvod p,xF predstavlija moment koji sila ima u odnosu na koordinatni
pocetak, a M je moment koji deluje oko pravcasile F. SaSl. 6.8. se vidi da koordinatni sis-
tem O1-xy;3 U odnosu na O-xyiz odreduje vektor pozicije d =[d, d, dZ]T koordinatnog
pocetka O; u odnosu na O; i matricarotacije R’ koordinatnog sistema Oj-xy;z u odnosu na

~

Oi-xyiz. Generdlisana sila 3 izrazena u odnosu na koordinatni sistem Oj-Xyiz. je
obelezena sa J', au odnosu nasistem O-xy;z. sa 3'. 3' i I’ su povezani relacijom

~i T
S =TS (6.24)
gde je T,) matrica dimenzije 6x6 koju mozemo napisati u slede¢oj formi
T = Rj 0
" |W'R R (6.25)
gdeje
0 -d, d,
- —
Wi=ld, 0 -d (6.26)
~d, d, 0
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kososimetri¢na matrica vektora 00, izrazenog u koordinatnom sistemu Oj-Xy;z. Na tg

nacin mozemo generalisanu silu izrazenu u jednom, na jednostavan nacin, izraziti u drugom
koordinatnom sistemu.

Primer 6.2

Na Sl. 6.9 je prikazana hvataljka robota sa objektom koji je u kontaktu sa okolinom. Za me-
renje kontaktnih sila na vrhu objekta u zglobu hvataljke postavljen je senzor sile i momenta.
Zadatak je da se odrede silai moment koji stvarno deluju na vrh objekta ukoliko su nam
poznati izmerene vrednosti sile i momenta u zglobu hvataljke.

T

3. 6.9 Transformacija silai momenata koji deluju na vrh objekta na centar senzora
koji se nalazi u zglobu hvataljke.

Drugim re¢ima, potrebno je poznate sile i momente izrazene u koordinatnom sistemu O-
uvw izraziti u koordinatnom sistemu O-xyz

Ako pretpostavimo, bez gubitka opstosti, da su u trenutku posmatranja koordinatni sistemi
paralelni i da je disokacija vrha objekta od centra senzora data vektorom

d=[d, d, d,] tadazaova Sucajvazi

100
Ry, =|0 1 0
001
0 -d, d,
W=/ d, 0 -d,
-d, d. 0
patransformaciju T2 dobijamo u obliku
(1 0 0 0 O]
0 1 0 00O
Tow 0 0 1 000
» 10 -d, dp 100
d, 0 -d 010
~-d, d0 0 001
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na osnovu cega dobijamo trazenu vezu u obliku

F, 1 0 0 00 OF
F, 0 1 0 00O0|F
F, 0 0 1 00 O|F,
M | | 0 -d, d, 1 0 0| x (6.27)
M, d, 0 -d 0 1 0|,
o, |-d, d 0 00 1m,]

Na ova natin se mogu, na osnovu merenja u zglobu hvataljke, odrediti sile i momenti koji
deluju na vrhu objekta koji robot drzi.

6.3 DINAMICKA ANALIZA

U dosadasnjem razmatranju je bilo pretpostavljeno da se robot ne krece i da se nalazi nepo-
kretan u odredenoj pozi. Medutim, simultano kretanje svih segmenata proizvodi veoma
dlozene uticaje koji su od izuzetnog znacaja pri upravljanju robotima i koje ¢emo u ovom
odeljku razmotriti.

Diferencijalne jednatine kretanja mehanizma moZemo formirati na osnovu Njutn-Ojlero-
vog i Lagranzevog formalizma. Njutn-Ojlerova formulacija se zasniva na direktnoj primeni
drugog Njutnovog zakona mehanike, pa jednatine sadrze sile i momente koje deluju na
svaki pojedinani segment, ukljucujudi i sile i momente sprezanja u zglobovima. Osim toga
sadrze i reakcije veza koje deluju izmedu dva susedna segmenta koje je potrebno eliminisati
da bi se dobile relacije koje u eksplicitnoj formi povezuju momente u zglobovima sa kreta-
njem mehanizma. Pri formiranju jedna¢ina Njutn-Ojlerovim metodom se ide od segmenta
do segmenta na natin koji se poklapa sa prirodnom predstavom o kinematskom lancu, §to
ovom formalizmu daje dodatnu jasnocu i i omogucava lakSe razumevanje efekata koji se
javljgu.

Sa druge strane, u Lagranzevoj formulaciji dinami¢ko ponaSanje sistema kao celine je opi-
sano pomocu rada i energije koris¢enjem generalisanih koordinata. Sve sile koje ne vrse
rad, kao i reakcije veza ne pojavljuju se u jednatinama. Rezultujuce jednacine su, u opstem
sluéaju, kompaktnije i obezbeduju relacije izmedu momenata u zglobovima i njihovih po-
meranja u zatvorenoj formi.

Prvo ¢emo prikazati formiranje dinami¢kog modela na bazi Njutn-Ojlerovih a zatim
Lagranzevih jednacina.

6.3.1 Njutn-Ojlerovaformulacija jednatina kretanja

Razmotrimo jednagine kretanja jednog segmenta robotskog mehanizma. Kretanje svakog
krutog tela (segmente mehanizma mozemo smatrati krutim telima) se moze razloZiti na
trandatorno kretanje bilo koje njegove tatke i rotaciju oko te tacke. Pogodno je za tu
proizvoljnu tacku izbrati tezite segmenta.

Na 9. 6.10. je, dli¢no statickom sluéaju sa Sl. 6.1., prikazan i-ti segment kinematskog lanca
sa svim silama koje na njega deluju. U odnosu na Sl. 6.1. ovde se pojavljuju i inercijalna
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sila i moment kao posledica kretanja segmenta. Ako sa C, obelezimo teziSte i-tog
segmenta, tada je v, linearna brzina njegovog tezista izrazena u odnosu na bazni
koordinatni sistem O,-XoY,Z. Inercijalnasilaje data sa —-mvg; gdejesa m oznacena masa
segmenta, asa vV, izvod po vremenu tj. ubrzanje tezista.

Analogno jednatini (6.1), i ovde se ravnoteza svih sila koje deluju na i-ti segment moze
izraziti kao

(6.28)

, 0znagene sile kojima na i-ti segment deluju i-1-vi i i+1-vi

Z'fzo: 'Ei—l,i_ﬁi,i+1_m'\7ci+m'g:0 i=l.n

gde susa Fy; i —F,
segment, dok jesa § obelezen vektor ubrzanja zemljine teze.

Na dli¢an nadin mozemo napisati jednadinu ravnoteZze momenata, analognu sa (6.2), za ovaj
sluéaj kao

ZM =0: Mi—l,i _Mi,i+1+ﬁ.ci X 'Ei.i+1_ﬁ—1.ci x 'Ei—l.i -1 ‘(%I -o, x(l,-®;)=0

i=1..n (6.29)

gdejesa |; obelezen tenzor inercije i-tog segmenta, I «Eji predstavlja obrtni moment, dok
@; x (I; - @;) predstavljaziroskopski moment.

0i1

Y
egment Gppr

Sl. 6.10. Silei momenti koji deluju nai-ti segment (dinamicki slucaj)

Jednagine (6.28) i (6.29) opisuju dinamicko ponasanje jednog segmenta u kinema-tickom
lancu. Obilaze¢i ga od i = 1 ... n moze se formirati sistem jednadina kojima se opisuje
dinamicko ponaSanje ukupnog sistema.

Medutim, ovako formiran sistem jednacina nije pogodan za dinamicku analizu i sintezu
upravljanja. Pre svega, potrebno je obezbediti formu u kojoj su pogonski momenti ulazne
veli¢ine, a kao izlazne treba da se pojave veli¢ine koje potpuno definiSu poziciju
mehanizma. Uglovi u zglobovima ¢; konstituisu takav nezavisan skup. Prema tome,
potrebno je dinamic¢ki model tako realizovati da se na osnovu ulaznih momenata mogu
direktno dobiti pomeraji u zglobovima.
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Ovakav prilaz ¢emo najbolje objasniti na primeru jednostavnog dvosegmentnog ravanskog
mehanizma prikazanog na Sl. 6.11. koji je dovoljno jednostavan da jednatine ne budu
isuvise slozene, ali je dovoljno slozen da sadrzi sve efekte koji se mogu javiti.

Primer 6.3.

Za dvosegmentni ravanski manipulacioni robot prikazan na Sl. 6.11. izvesti Njutn-Ojlerove
jednacine kretanja i prikazati ih u formi pogodnoj za dinami¢ku analizu.

m,,I,

Sl. 6.11. Dvosegmentni ravanski mehanizam

Obzirom da je mehanizam ravanski, ugaona brzina tezista svakog od segmenata se moze
prikazti skalarnom veli¢inom w;, dok se trandatorna brzina moze prikazati dvokompo-
nentnim vektorom Vg;. U slu¢aju ravanskog mehanizma tenzor inercije postaje skalarni

moment inercije u odnosu na teziste koji je obelezen sa |; . Sve ostale neophodne oznake su
datenaSl. 6.11.

Saglasno opstim jednacinama (6.28) i (6.29) Njutn-Ojlerove jednafine za prvi segment se
mogu napisati na slededi nacin

'50.1—'51.2+ml'g—ml'\7c1:0

v v - = - = = 6.30
Mos—Mip +(fepxFrp) —ToaxFop1—1-0,=0 ( )
Nadi¢an nadin, jednacine za drugi segment su
'51.2+mz'g—mz'\7c2:0
Ml.z + (FLeo ¥ IE1.2) —l-®,=0 (6:31)

Za ravanski mehanizam momenti My, i Mg, su upravni na ravan u Kojoj se krece
mehanizam pa su momenti sprezanja ekvivalentni pogonskim momentima, te vazi

Moi=1 My=1, (6.32)

130



Dinamika Industrijska robotika

Ako sada, izraze za momente ubacimo u (6.31), i eliminisemo reakcije veza tako §to iz prve
jednaine izrazimo F;, i ubacimo u drugu, dobijamo
Ty + T XMV, —Tpep x Mg — 1w, =0 (6.33)
Sli¢no se moze uraditi sa sistemom (6.30) na osnovu ¢ega sledi
Ty =T, ~Toa ¥ n]lVCl =T XMV, + T 0 xMG+T, xm,g— 1, =0 (6.34)
Obzirom da u ovom sluéaju za ugaone brzine mozemo pisati
=G =G, (6.35)
sledi dasu linearne brzine tezista Vig; i Vi,

_ _|:_Icl'oﬂ'slnql:|

cl

lcl : q:l -Cosq,
, :{—[llsinql+Iczsa'n(qL+q2)]oa—|czgn(ql+q2)q2 (6.36)
| [1,cosq +1, cos(q, +0,)] ¢, +1, -cos(q, +,) 6,

Zamenom (6.35), (6.36) i njihovih izvoda u (6.33) i (6.34) dobijamo dinamic¢ke jednacine u
trazenoj formi

7, =HuG +Hy,-G,-h (q2)2—2‘h~0&q2+61

T, = H22q2+H12Ci1+h‘(dn)2+G2 ©30
gdeje
Hy=m A2+ +myl7+12, + 21,1, -cosg,] +1, (6.39)
Hp=myléz+1, (6.39)
Hyp =mylyle, cosay +my 12, +1, (6.40)
h=m,l;l,-sing, (6.41)
G, =mylc g cosay +m, g {lc, cos(ay + ) +1, cosgy} (6.42)
G, =mylc, g-cos(q; +0p) (6.43)

gde skalarna veli¢ina g predstavija ubrzanje zemljine teze usmereno nanize, tj. u
negativnom pravcu y ose.
|zraz (6.37) se moze u opStem obliku napisati kao

T:H(q)q"Lh(QnQ)"LG (6.44)

ili urazvijenoj formi za primer dvosegmentnog mehanizma
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MR MU

Matrica H se naziva inercijalnom matricom, vektor h ukljucuje sve efekte nastale zbog
brzinskih ¢lanova, dok vektor G predstavlja gravitaciono opterecenje.

U narednom delu ¢emo detaljno razmotriti fizi€ko znacenje pojedinih ¢lanova dinami¢kog
modela koji je u razvijenoj formi dat izrazima (6.37).

Razmotrimo, najpre, prvi ¢lan u (6. 37). U sludaju da se drugi zglob ne pokreée
(G,=09,=0) i ako zanemarimo gravitaciono opterecenje tada prva jednacina sistema
postaje

T=Hy G (6.45)
odakle se moze zakljuciti da ¢lan H,; predstavlja inercijalnost kojom je opterecen prvi
zglob zbog sopstvenog kretanja tj. kada se krece samo prvi zglob, a drugi je ukocen
(8,=9,=0). Vazno je napomenuti da inercijalnosti H,; doprinose oba segmenta svojom
masom i momentom inercije, jer kretanjem prvog zgloba pokre¢emo sve segmente koji se u

kinematskom lancu nalaze dalje. Primetimo zatim, da prva dva ¢lana u jednacini (6.38)
predstavljaju momente inercija za osu obrtanja, $to je u ovom slu¢aju osa prvog zgloba.

Tako, n*hlél + |, predstavlja ukupni moment inercije prvog segmenta za osu prvog zgloba

sraunat prema Stajnerovim teoremama za sra¢unavanje momenta inercije za paralelne ose.

Moment inercije drugog segmenta zavisi od trenutnog rastojanja tezista drugog segmenta

od ose prvog zgloba, §to je na Sl. 6.10. obelezeno sa L, amoze se sraunati prema izrazu
L2 = |12 +|éz +2‘|10|C2 ‘Coqu

paje moment inercije drugog segmenta dat sa

m,-[I7+12, +2-1,-1¢, -cosg,] + 1, =m, - L* +1,

§to odgovara drugom ¢lanu u (6.38). Veoma je vazno da se primeti da inercijalnost koju
"oseca" prvi zglob (u stvari, ovaj zakljucak je opsti i vazi za bilo koji zglob mehanizma)
zavis od trenutnog polozaja mehanizma tj. od trenutne vrednosti uglova u zglobovima ¢ .
Naravno, inercijalnost je maksimalna kada je mehanizam potpuno ispruzen (g,=0), a
minimalna kada je drugi segment potpuno savijen ka osi prvog zgloba (g, == ).

Da bi ispitali fizicku prirodu drugog ¢lana u (6.37) pretpostavimo da je ¢;=Q,=0 i
G, =0. Tada prvajednacina postaje

uy=Hy G, (6.46)
gde smo opet zanemarili gravitaciono opterecenje. 1z (6.46) se moze zakljuciti da ¢lan H;,

predstavljainercijalne efekte kretanja drugog segmenta koji uti¢u na zglob prvog segmenta.
Kada drugi segment ubrzava sila i moment reakcije drugog segmenta deluju na zglob
prvog. Uticgj na prvi zglob se moze predstaviti momentom sprezanja (obeleZimo ga sa
Tepr) KOji je dat slede¢im izrazom

132



Dinamika Industrijska robotika

Tor =My = (o1 x Frp) =l +m, (18, +11-1c, cosa,)]d,
$to se u potpunosti poklapa sa drugim ¢lanom u (6.37). Prema tome, moZzemo da kazemo da
H,, predstavlja sprezanje izmedu dva zgloba, tj. doprinos momentu u prvom zglobu, ty,
usleg ubrzanog kretanja drugog segmenta.

Analizirajmo sada tre¢i ¢lan u (6.37) koji je proporcionalan kvadratu brzina u zglobovima.
Zamidimo za trenutak, da za mehanizam u posmatranom trenutku vezi §,=0 i

G;=G,=0, tj. da postoji samo brzina u prvom zglobu koja ¢e uzrokovati pojavu
centrifugalne sile kao $to je prikazano na Sl. 6.12. Pravac centrifugalne sile (silu obelezimo
sa Fegnr ) e kolinearan sa praveem radijus vektora foc2 . @intenzitet je dat sa

= = )2
|FCENT|:m2|ro,cz|(Q1) . (6.47)
Centrifugal na sila uzrokuje moment oko drugog zgloba dat sa
= = AV 3
Teent =Tic2 % Foenr = —Melile2 (1) sing, (6.48)
Yo I ;
Myly P
& Font
j )
&
.
A chm
b Cc
d 4 (7 1
(/ Xq
my.I

Sl. 6.12. Centrifugalna silazbog kretanja u prvom zglobu

§to odgovara tre¢em ¢lanu u (6.37), pa mozemo da zakljuéimo da ovaj ¢lan predstavlja
uticaj cenrtifugalne sile na drugi zglob usled kretanja prvog zgloba. Na slican nacin se
moze pokazati da kada se kre¢e drugi zglob usled dejstva centrifugalne sile uzrokovane sa
g, javljase moment koji deluje na prvi zglob.

| na kraju ¢emo razmotriti ¢etvrti ¢lan u (6.37). Posmatrajmo slucaj kada se oba zgloba
simultano pokretu brzinama ¢, i q,. Kretanje usled ¢ nazivamo prenosnim, dok je

kretanje usled q, relativno. Tada je Koriolisovo ubrzanje dato sa
8yor =20 p X VpeL (6.49)
gde @p Oznatava ugaonu brzinu prenosnog kretanja, a Vgg linearnu brzinu
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y()

ag=2Wpx Vel

Sl. 6.13. Prenosnoi relativno kretanje i Koriolisovo ubrzanje

X
my,l, 0

tezista drugog segmenta usled kretanja uzrokovanog sa ¢,. Pravac Koriolisovog ubrzanja

je pravac relativne brzine zaokrenut za 90° u pravcu prenosnog kretanja (vidi Sl. 6.13).
Koriolisova siladata je sa

= |:_2'mz'|c2'du'q2'cos(q1+qz):|

Fior =2M®, XV, =

_2’mz'|c2’dn'Q2'Sin(oa+q2) (6.50)
dok je moment oko prvog zgloba uzrokovan ovom silom dat sa
Teor = Toc2 X IECOR =2-mll.,-sing, (6.51)

Vaino je da pomenemo da pravac Koriolisove sile prolazi kroz drugi zglob i nece
uzrokovati dodatno opterecenje u drugom zglobu.

Na ovom primeru smo ilustrovali sve efekte koji se prilikom kretanja mehanizma robota
mogu javiti. Jasno je da je dinamic¢ki model veoma sloZen dok se sa porastom broja stepeni
slobode mehanizma slozenost znagajno uveéava. Stoga se kao imperativ namece aplikacija
ovako slozenih modela na racunar.

Da zaklju¢imo, u modelu dinamike Koji je u opstem obliku dat jedna¢inom (6.44), matrica
H (q) predstavlja inercijalnu matricu sistema ¢iji elementi, za konkretnu konfiguraciju,

zavise od poloZaja svih segmenata koji se nalaze u kinematskom lancu posle i-tog zgloba.
Elementi na glavnoj dijagonali H, predstavljaju inercijalne efekte koje moment u i-tom

zglobu treba da savlada pri sopstvenom ubrzavanju. Tako, na primer, H,, predstavljainer-
cijalnost koju prvi zglob pri njegovom kretanju treba da savlada, ali treba uociti da H,, za-
visi od polozaja svih ostalih segmenata koje zglob 1 nosi. Van dijagonalni ¢lanovi Hj;
predstavljaju doprinos momentu u i-tom zglobu usled kretanja j-tog zgloba. Naprimer, H,,
predstavlja doprinos momentu u prvom zglobu usled kretanja drugog zgloba.

Vektor h objedinjuje momente nastale usled brzinskih efekata (Koriolisove i centrifugalne
silg, ...), dok G predstavlja vektor momenata usled gravitacionih opterecenja.
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6.3.2 Direktni i inverzni zadatak dinamikei rekurzivni dinamicki model

Sliéno kao u sluc¢aju kinematike, i u slucaju dinamike se mogu postaviti dva osnovna
zadatka: direktni i inverzni dinamicki zadatak (Sl. 6.14)

Tl,Tz, ITn Dinamic¢ke qlaqz’ aqn
jednadine

T1oTs 5Ty Inverzni  [91-92 - Gy
model

Sl. 6.14. Direktni i inverzni dinamicki problem

Ukoliko su poznati pogonski momenti u zglobovima t,(t), t,(t), ..., t,(t) moze se
jednoznatno odrediti kretanje mehanizma opisano skupom generalisanih koordinata,
recimo, kretanjima u zglobovima ¢;(t), d,(t), ... , Q,(t). Ova zadatek se naziva

direktnim dinamic¢kim problemom.

Medutim, daleko je interesantniji i CeS¢e zastupljen zadatak odredivanja pogonskih
momenata ’Cl(t), ’Cz(t), e rn(t) takvih da se ostvari zeljeno kretanje u zglobovima ql(t),
qz(t), . qn(t) asamimtim i zeljeno kretanje hvataljke. Ovaj zadatak se naziva inverznim
dinami¢kim problemom.

Osnovu za prakti¢nu primenu matemati¢kih metoda za formiranje dinamic¢kih modela na
raCunaru predstavlja njihovo formiranje u rekurzivnoj formi.
Ulazne veli¢ine neophodne za formiranje dinami¢kog modela su:
- Tip mehani¢ke konfiguracije (vrsta i raspored zglobova),
- Kinematski i dinami¢ki parametri segmenata (duzine, mase i poloZaji teziSta
svih segmenata, momenti inercije, ...). U slucaju da robot u hvataljci nosi radni

predmet, hvataljka se zajedno sa radnim predmetom smatra jedinstvenim krutim
telom pa je potrebno sradunati parametre "modifikovanog" posednjeg segmenta

(m=m, +m).

- ReSen inverzni kinematski zadatak, tj. trajektorije svih unutrasnjih koordinata,
brzinai ubrzanja duz ¢itavog razmatranog pokreta.

- Podaci o brzini i ubrzanju baznog segmenta. Ukoliko je robot pri¢vricen za tlo
te veli¢ine su jednake nuli, a ukoliko nije potrebno ih je specificirati.

Algoritam treba tako definisati da se svi parametri mehanizma zadaju u "lokanom"
koordinatnom sistemu vezanom za segment. Sva potrebna prerafunavanja koja zavise od
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njegovog trenutnog polozaja u odnosu na bazni koordinatni sistem treba da se izvrSavaju
automatski. Na Sl. 6.15. je ilustrovan rekurzivni racunarski algoritam za formiranje dina-
mic¢kog modela na bazi Nutn-Ojlerovih jednatina.

Procedura formiranja dinamic¢kog modela se odvija u dve faze. U prvoj se odreduju sve
kinematske veli¢ine (linearne i ugaone brzine i ubrzanja teziSta svih segmenata
kinematskog lanca) potrebne za formiranje Njutn-Ojlerovih jednatina. Podsetimo se da je
inverzni kinematski zadatak ve¢ resen i da su poznate trajektorije pozicija, brzinai ubrzanja
u svim zglobovima. Procedura pocinje od prvog segmenta. PoSto su poznate trenutne
vrednosti uglova, ugaonih brzina i ubrzanja u prvom zglobu (g, ¢ i ¢;) linearne i

ugaone brzinei ubrzanjatezista C; se mogu odrediti.

(;)- 1
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Sl. 6.15. Rekurzivno formiranje dinamic¢kog modela

Posto je sada u potpunosti poznato kretanje prvog segmenta (pored kretanja prvog zgloba
(o, & | @) sraCunate su i linearna i ugaona brzina i ubrzanje teziSta njegovog
segmentave,, @, ac; | @) prelazi se na naredni segment, za Koji je u ovom trenutku
poznato samo kretanje drugog zgloba tj. g,, ¢, i §,. Obzirom da je za drugi segment
kretanje prvog segmenta prenosno, a kretanje drugog segmenta u odnosu na prvi relativno,
sada se mogu odrediti brzinai ubrzanje tezista drugog segmenta.

Ova procedura se ponavlja od segmenta do segmenta dok se ne obide kompletan kinematski
lanac i stigne do poslednjeg segmenta.

Nabazi sratunatih kinematskih veli¢ina svih segmenata, u drugoj fazi se odreduju potrebni
momenti u zglobovima. Medutim, sada se polazi od poslednjeg segmenta i duZ
kinamatskog lanca se ide ka baznom segmentu. Napisimo izraz (6.28) za poslednji (n-ti)
segment u sledec¢em obliku

Fn—l,n = 'En,n+1 +m, \7Cn —m, g (6.52)
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Podsetimo se da lfn’ml predstavlja silu kojom robot svojim poslednjim segmentom

(hvataljkom) deluje na okolinu, \7Cn =8¢, je ubrzanje tezista n-tog segmenta koje smo vet
sradunali u prethodnoj fazi, dok @ predstavlja vektor gravitacionog ubrzanja

Napomenimo da sila kojom robot deluje na okolinu ( Ifmn+1 ) treba da bude specificirana duz
Citave trajektorije koja se razmatra. Sada su sve veli¢ine sa desne strane jednacine poznate
pa nepoznatu silu sprezanja Ifn_Ln izmedu n-1-vog i n-tog segmenta mozemo odrediti.

Zatim se prelazi na naredni segment pa se na isti nain odredi sila sprezanja F, ,, 4
izmedu n-2-gog i n-1-vog segmenta.

Istim natinom (na osnovu jednaine (6.29)) moZemo najpre odrediti moment sprezanja
izmedu n-1-vog i n-tog segmenta, a zatim se, kao u prethodnom ducaju, prelazi na
prethodni segment i odreduje moment M n-2.n1 1ZMedu N-2-gog i n-1-vog segmenta, i tako
dalje sve do baznog segmenta.

Prema tome, rekurzivna procedura za sraunavanje sila i momenata u zglobovima
mehanizma se bazira na jednatinama

'Ei—l,i = 'Ei,i+1 +m \7Ci -mg

Mi—l,i :Mi,m—ﬁ.oi X 'Ei,i+1+ri—1,ci X [Ei—l,i +1; "%i —o; x (- ®) (6.:53)

iduéi od poslednjeg ka prvom segmentu.

Kada su sve sile F,;, i momenti M n1n Odredeni sraunavaju se pogonski momenti T

prema (6.4) i (6.5). Vazno je napomenuti da prikazana procedura vazi samo za jedan
trenutak vremenai da je treba ponavljati na svakom periodu semplovanja duz posmatranog
pokreta.

6.3.3 Algoritam formiranja dinamickog modela

Da bi objasnili rekurzivni algoritam za formiranje dinami¢kog modela ponovi¢emo
neophodne kinematske relacije u rekurzivnoj formi.

Dve osnovne vrste zglobova koje se koriste u kinematskim lancima manipulacionih robota
su rotacioni i translatorni zglob sa po jednim stepenom slobode.

Razmotrimo prvo jednostavniji slucaj kada je i+1-vi zglob prizmati¢an. Obzirom da
linearno kretanje koje generise ovaj zglob ne uzrokuje promenu ugaone brzine i ubrzanja
i+1-vog segmenta, vazi

i, =0
I%i+l:(%| (6'54)
Zabrzinei ubrzanjavaze relacije
Vi =Vi +GaZ + @ xF g
8,1 =8 + 017 +; X1 +20; X4 Z + @ (& Fi,i+1) (6.55)
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Ako jei+1-vi zglob rotacioni on doprinosi ugaonoj brzini i ubrzanju narednog segmenta pa

vazi

Ty =@ +Gi g7
= +GiaZ +0; X G (6.56)
dok zalinearne brzine i ubrzanja vazi

é1'+l:ai_‘—“jjiJrlxri,iJrl+ aiﬂx(aiﬂxr ) (657)

i+l
Treba napomenuti da su Njutn-Ojlerove jednacine izrazene u odnosu na ubrzanja teZista
(vidi jednacine (6.53)), dok su gornji rekurzivni izrazi izrazeni u odnosu na koordinatne
sisteme koji se nalaze na svakom od segmenata (prema DH notaciji njihovi koordinatni
poceci se nalaze na ortovima zglobova). Na Sl. 6.16 su prikazane linearna v, i ugaona

brzina @; izrazene u odnosu na lokalni koordinatni sistem segmenta. Linearna brzina
tezista je tada data sa

Vo =V +@; XT (6.58)
Na taj nacin se mogu odrediti sve veli¢ine neophodne za formiranje dinami¢kog modela

mani pulacionog robota.

Sl. 6.16. Brzine u zglobu i tezistu segmenta

Na 3. 6.17 je Sematski prikazan algoritam za reSavanje zadatka inverzne dinamike i sra-
Cunavanje pogonskih momenata u zglobovima mehanizma. Pretpostavlja se da su svi
podaci 0 mehanizmu robotai trgjektoriji zglobova poznati i zadati.

Proces pocinje ucitavanjem podataka o kretanju baze robota (segment 0). Ukoliko je baza
robota nepokretna njene brzine i ubrzanja su jednaki nuli. Zatim se, na osnovu informacije

o kretanju u zglobu 1 (q;, ¢, ¢;) i naosnovu jednagina (6.55), (6.56) i (6.57) sracunavaju
brzinei ubrzanja(v,, @, &, z%l) segmenta 1, tj. njemu pripadajuceg koordinarnog siste-
ma. Ove informacije se prodeduju dalje, pa se na osnovu ovih podataka i informacija o
kretanju u zglobu 2 (q,, §,, ¢,) Satunava kretanje segmenta 2 (V,, @, 8y, @y).
Procedura se nastavlja dalje, sve dok se ne stigne do poslednjeg segmenta u kinematskom
lancu. U svakom koraku se dodatno, ¢im se podaci o kretanju i-tog segmenta sracunaju (V; ,

@, &, z%i ), ha osnovu jednadine (6.58) sraCunaju i brzine i ubrzanja njegovog teZista

(\7CI ’ ﬁfcl ’ écl ’ &ICI) radl kasnl]eg kOfI§éen_]au algoritmu.

138



Dinamika Industrijska robotika

Posto su kinematske veli¢ine za sve segmente sracunate, zapoc€inje se sa sraunavanjem

sratunavanje | T,
Vo, Wy, 8,8, F M. =D pogona —>
. v 0,12 a,1 Zgloba "y
9:9:-4) —————
A\ 4
SRACUNAVANIJE UGAONIH SRACUNAVANIE
I LINEARNIH BRZINA I SPREZANJAU
UBRZANJA SEGMENTA "1" ZGLOBU "1"
l . sraunavanje LTI
V1, W, d), W= brz. i ubrzanja [ Gl ] Gl
4..4,.§ Sr:;w s"‘rla" Ar1,® sra¢unavanje | T,
2-92-%2 F'1:2>M1,2 | pogor:'a >
zgloba "2
SRACUNAVANIE UGAONIH SRACUNAVANIFE
I LINEARNIH BRZINA I SPREZANJAU
UBRZANJA SEGMENTA "2" ZGLOBU "2"
i sraunavanjc Voo ®en
V,,W,,d,, Dyt biz. i ubrzanja > o
teZidta seg. Ars, Wy
| ) 4
I I
v I
v 3 I
LR Y L R O sraCunavanje Tu
g F .M 9 pogona |—P
90-9:-4, 41 ”71’"? . 7globa "n"
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Sl. 6.17. Algoritam sra€unavanja pogonskih momenata

potrebnih pogonskih momenata u zglobovima mehanizma. Sratunavanje polazi, na osnovu
jednadine (6.53), od poznate vrednosti sile i momenta ( 'En,n+11 Mn,m—l) kojim poslednji
segment (hvataljka) robota deluje na okolinu, a koja sledi iz tehnoloskih uslova zadatka. (U
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slucaju da se robot krec¢e slobodnim prostorom i da nema kontakt sa okolinom, F, . i

M nns1 SUjednaki nuli.) Zatim se sraunavaju sile i momenti sprezanja u zglobovima IfII "

i Mi‘i 41 Cijim projektovanjem na osu zgoba (jednacine (6.4) i (6.5)) dobijamo pogonski

moment, tj. komponentu koja mora da se uravnotezi dejstvom motora u zglobu, i koju sama
struktura zgloba ne moze da primi.

G =g"[mIY+mJi? ]
G,=g'[mI+ma? ] (6.80)
Zamenjujuci (6.85), (6.86) i (6.87) u (6.80) dobijamo izraze za pogonske momente

T = Hlldﬂ+ le'qz _hzz(QZ)Z _(huz +hlm)'qlq2 +G1
T, = Hyb, + ledn"Lhzn'(ql)z +G,

koji su identi¢ni sa izrazima (6.37) izvedenim na bazi Njutn-Ojlerovog formalizma za
definisanje jednatina kretanja.
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9 PROGRAMIRANJE INDUSTRIJSKIH ROBOTA

9.1 UuvOoD

Posebno vazan zadatak u okviru primene robota u praksi predstavlja njegovo
programiranje. Programiranjem se nedvosmisleno odreduje ponaSanje robota u svim
situacijama tokom realizacije zadatka tako da zadatak bude $to uspesnije realizovan.
Medutim, posto robot deluje u “stvarnom svetu” i tokom realizacije zadatka mogu nastupiti
i nepredvideni ili neo¢ekivani dogadaji. Programom treba da se specificira ponasanje robota
i utakvim situacijama.

U ovom poglavlju ¢e biti razmotrena problematika programiranja robota sa aspekta glavnih
zadataka koji programiranjem treba da budu reseni. Pored toga ¢e biti reci i o oéekivanim
pravcimarazvoja ove oblasti.

9.2 PROGRAMIRANJE | VRSTE PROGRAMSKIH JEZIKA

Programiranjem se moraju specificirati sve akcije koje robot rokom realizacije zadatka
trebadaizvrsi kao i da se odredi njegovo ponasanje u nepredvidenim situacijama.

Jedna od osnovnih podela natina programiranja robota je prema tome da li je za
programiranje potreban programski jezik ili nije. Najjednostavniji natin programiranja
robota je “obucavanje pokazivanjem” tj. njegovim provodenjem putanjom koju treba da
ostvari, njenim pamcenjem i naknadnom reprodukcijom. Najée$¢a primena ove vrste
programiranja (mada polako izlazi iz upotrebe) je kod robota koji treba da ostvare putanje
koje nije lako matematicki opisati u svim detaljima, kao §to je npr. bojenje prskanjem.
Umesto na pravom robotu, “pokazivanje” trajektorija koje treba ostvariti se moze
realizovati pomoénim uredajem koji geometrijski odgovara robotu, ali u zglobovima nema
motore ve¢ samo senzore za detekciju vrednosti uglova. Pokretanje ovakvog mehanizma i
njegovo provedenje Zeljenom trajektorijom je znacajno lakSe nego kada bi se koristio pravi
robot.

Drugi, sustinski drugaciji, nafin programiranja robota je Koris¢enjem jezika za
programiranje. Obzirom da je broj zadataka koji se programiraju na ovaj nacin znatno veci
od broja zadataka kod kojih je robot moguée programirati obucavanjem, nadalje ¢emo
razmatrati samo problematiku programiranja upotrebom programskog jezika.

Dva su osnovna natina kako se programski jezik moze formirati. Prvi je da se iskoristi
potencijal koji pruzaju neki od veé postojecih visih programskih jezika za programiranje
raCunara kao $to su FORTRAN, PASCAL ili C, s tim §to je potrebno da se dodaju
neophodne rutine za pogon robota.

Drugi natin je da se napravi poseban jezik za programiranje robota koji bolje odgovara
problematici manipulacije objektima. Mnogi proizvodadi robota su i realizovali programske
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jezike za programiranje “svojih” robota tako da danas postoji veliki broj “fabrickih”
programskih jezika koji zahtevaju odredeni hardver i vaze samo za odredenu “vrstu” robota
koje doti¢na fabrika proizvodi. Stoga korisnici robota uvek treba da imaju na umu da, u
praksi, promena proizvodaca od kojeg se robot nabavlja znafi i promenu jezika za
programiranje. Pored ostalih nepogodnosti (obuka za novi programski jezik, ...) to znati da
programe koji su bili dotle koris¢eni treba ponovo realizovati sa novim programskim
jezikom koji koristi novi robot.

Postoji vise nacina na koje program moze da se formira. Jedan nadin je da programer
specificira i u programu napise sve akcije koje robot treba da izvrsi, ¢ak i one koje ne
moraju neizostavno da budu izvrsene svaki put, ve¢ samo u slu¢aju kada se za to steknu
odgovargjuéi uslovi (ovo se najée$¢e odnosi na situacije kada nastupi neka greSka u
realizaciji zadatka, a potrebno je da se uticaj greske eliminise i realizacija zadatka nastavi).
Kod robota starijih generacija ta specifikacija je bila tako detaljna da je u programskom
kodu programer trebalo da specificira kretanje svakog pojedinacnog zgloba kao i redosled
njihovog aktiviranja. Zatim su se pojavili programski jezici kod kojih se specificira putanja
robotske hvataljke tokom realizacije zadatka, a kretanje zglobova automatski generise
programski sistem ¢ime je programiranje, sa aspekta programera, postalo znacajno
olaksano ali treba re¢i da je programiranje i dalje ozbiljan i slozen zadatak ¢ija realizacija
dugo traje. | dalje, programer treba da definise sve pokrete veoma precizno, da vodi rauna
0 odzivu sa senzora i akcijama koje na bazi ovih informacija treba realizovati. Medutim,
iako odredene sli¢nosti postoje, treba napomenuti da se programiranje robota ne moze
poistovetiti sa programiranjem rafunara. Osnovna razlika je u tome §to je tokom
izvr§avanja programa robot u kontaktu sa realnim, a ne virtuelnim okruZenjem. Tako, na
primer, odredena sekvenca programa (tj. odredena robotska akcija) moze mnogo puta da
bude realizovana besprekorno, da bi u jednom trenutku njena korektna redlizacija bila
onemogucena malom razlikom u dimenzijama objekta kojim robot rukuje. Prema tome,
obzirom da akcije robota nisu u potpunosti (idealno) ponovljive, a da nije moguce da se
obezbedi ni potpuno isto pocetno stanje okoline robota (scene u kojoj robot radi) na
pocetku svakog ponovnog izvrSavanja zadatka, mogu se javiti greske pri realizaciji zadatka.
Stoga je potrebno da se pre industrijske implementacije programa §to vise ovakvih situacija
otkrije i definise odgovarajuci nadin reagovanja robota, §to se postize detaljnim testiranjem
programa. Prema tome, programiranje robota i testiranje razvijenog programa predstavlja
dugotrajan i ozbiljan proces. Testiranje je otezano Einjenicim da je pri svakom ponavljanju
testirane sekvence neophodno fizi¢ki reinicijalizovati scenu.

Imajuéi na umu veliku Sarolikost postojecih jezika za programiranje robota, njihovu podelu
je najpogodnije uraditi, ne na bazi sintakse, ve¢ na osnovu nivoa apstrakcije na kojem se
pise kod programa. Stoga robotske jezike mozemo da podelimo na Eetiri osnovne grupe:

- jezici kojima se programiranje vr$i na nivou zglobova zahtevaju da se
programira pokretanje svakog zgloba pojedinaéno kako bi se ostvarilo Zeljeno
kretanje hvataljke. Ovo su jezici najnizeg nivoa. Jedino je kod robota pravougle
ili Dekartove konfiguracije ovo prirodan natin programiranja. Predstavnici ove
vrste jezika su Olivetti-jeva SIGLA i HELP kompanije DEA.

- jezicima nivoa manipulacije se opisuje polozaj i orijentacija hvataljke robota
tokom readlizacije zadatka, dok kretanja pojedinatnih zglobova koji ovakvo
kretanje hvataljke treba da obezbede sistem odreduje automatski. Najpoznatiji
jezici ove klase su VAL firme Unimation koji se koristi za programiranje
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PUMA robota. Najvedi broj savremenih programskih jezika za robote pripada
upravo ovoj grupi.

- kod jezika nivoa objekata se u program direktno unosi informacija o radnoj
sceni na kojoj robot deluje tj. okolini robota. Zadatak se opisuje nizom
uzastopnih polozaja objekata (umesto polozaja robotske hvataljke), a program
sam generise sve $to je neophodno da se ovakvo kretanje ostvari. Osnovna
prednost ovih jezika nad jezicima nivoa manipulacije je u tome §to je pri
rearanziranju scene za odredeni zadatak (promena poloZaja objekata) potrebno
samo promeniti koordinate objekata dok sam program kojim se realizuje
zadatak nije potrebno ponovo pisati. Osim toga, ovi jezici, u nalelu,
dozvoljavaju da jedan program bude primenljiv na razli¢ite robote bez izmena
osnovnog dela programa. Predstavnici ove grupe jezikasu AL (i jezici koji su se
javili kasnije LM i SRL) gde su objekti prikazani sajednim ili vise koordinatnih
sistema, kao i RAPT, AUTOPASS i LAMA gde su koriséeni mnogo slozeniji
geometrijski modeli.

- grupi jezika nivoa zadatka pripadaju sistemi koji bi trebalo darazumeju i izvrse
zadatak opisan u najopstijoj formi (npr. montiraj leZaj u kuciste motora), tako
Sto bi sami planirali potrebne zahvate, njihov redosled, neophodne putanje
hvataljke robota u okviru scene, i generisao odgovarajuce akcije reda izvrsenja
zadatka. Ne postoji kompletan sistem koji obezbeduje programiranje robota na
ovom nivou.

Druga podela programskih jezika je prema tome dali je neophodno da prilikom formiranja
programskog koda programeru bude raspoloziv “pravi” robot ili ne. Ukoliko se u procesu
programiranja koristi “pravi” robot (npr. da bi se hvataljka robota dovela u Zeljenu poziciju
u okviru “prave” scene i da se odgovarajuci uglovi u zglobovima mehanizma zapamte),
takav nacin se naziva on-line programiranjem. To prakti¢no znaci da robot treba da bude
izuzet iz procesa proizvodnje tokom razvoja programa i stavljen na raspolaganje
programeru. U sluajevima kada su roboti delovi slozenih industrijskih automatizovanih
sistema ovo veoma tesko moze, ili uopste ne moze da se obezbedi, pa tada programiranje
mora da se realizuje bez korisé¢enja robota u toku razvoja programa. Pravi robot i prave
radne predmete je jedino moguce i neophodno Koristiti za zavrs$na podeSavanja. Ovakav
nadin programiranja bez kori$¢enja robota u toku razvoja programa se naziva off-line
programiranjem. Posto se pri formiranju programskog koda, umesto stvarnog i fizicki
prisustnog robota, koristi njegov vituelni model namece se zaklju¢ak da bi bilo korisno da
se i realna scena zameni virtuelnom. To ima za posledicu da je pri off/line programiranju
moguce proveriti simulacijom proces robotizacije odredenog zadatka pre nego §to su svi
elementi koji u njemu ucestvuju fizicki dostupni. Prema tome, kvalitetan sistem za off/line
programiranje treba da ispuni nekoliko vaznih uslova: CAD baza podataka robotskih
manipulatora i raznih alata koje robot koristi, CAD baza podataka o radnim predmetima
mora da je dostupna za kori$¢enje, mora da postoji moguénost da se valjanost napisanog
programa proveri simulacijom njegovog izvriavanja i da se na osnovu toga proces poboljsa
optimizacijom vremena trajanja ciklusa, podesavanjem rasporeda objekata koji ucestvuju u
procesu ili izmenom redodeda izvr§avanja operacija. Vazno je da se uoci da pri off/line
programiranju ¢ak nije neophodno da radni predmet stvarno postoji veé je programiranje
moguce realizovati koriste¢ci CAD modele. To je veoma pogodno jer je poboljSanja
konstrukcije radnog predmeta moguce predloziti jo§ u fazi projektovanja, ukoliko se u toku
simulacije ukaze potreba za izmenama.
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Naravno, off/line programiranje imai odredene mane. Programi razvijeni na ovaj na¢in su u
vecoj meri nepouzdani i podlozni pojavi greSaka. Najveéi broj problema se javlja zbog
nemogucnosti pouzdane simulacije senzora. Osim toga, nemoguce je eliminisati odredeno
odstupanje modela okoline robota i njegove stvarne okoline. Veoma je vazno uociti ta
odstupanja kako bi bilo moguce preduzeti odgovarajuée korektivne akcije bez ucesca
coveka.

9.3 OSNOVNI PROBLEMI PROGRAMIRANJA ROBOTA

Tri su osnovnaizvora problema sa kojima se programeri robota danas susrecu:

- Sasvim je izvesno da informacija o okolini u kojoj robot radi mora biti
ukljuéena u program, direktno ili indirektno. U mnogim programskin jezicima
je informacija o okolini data posredno kroz vrednosti razli¢itih parametara.
Tako je npr. informacija 0 veli¢ini predmeta koji robot prenosi sadrzana u
vrednosti parametra kojim se definise otvor hvataljke, dok eksplicitne
informacije o samom objektu nema.

- Drugi problem predstavlja opisivanje trodimenzionalnih pokreta robota (npr.
prskalice sa bojom) i programiranje operacija koje su bazirane na senzorskin
informacijama. Odgovarajuce vrednosti praga osetljivosti senzora, krutosti, ... je
najéesée jedino moguée pouzdano odrediti probanjem. Osim toga, velina
programskih jezika ¢ak i ne obezbeduje instrukcije za rad sa senzorima.

- Treci problem predstavlja oporavak od gresaka. Obzirom da sistem ima samo
parcijalnu informaciju o okalini, veoma je tesko realizovati sistem koji bi bio u
stanju da reaguje na adekvatan nacin i samostalno se oporavi u sluc¢aju da dode
do poremefaja u realizaciji zadatka, makar i kod greSaka koje se najéeSce
javljaju.

U tekstu koji sledi ¢emo se detaljnije pozabaviti ovim problemima.

9.3.1. Modeli okoline

Jezici kod kojih se informacije o objektima koji safinjavaju okolinu robota ne pojavljuju
nazivaju se eksplicitnim jezicima. Jezici koji sadrze informacije o okolini se nazivaju
implicitnim jezicima. Ovde ¢emo pomenuti i uporediti samo dva nafina modeliranja
okoline: pomo¢u koordinatnih sistema (jezik AL) i definisanjem povrSina objekata i
njihovih medusobnih polozaja (jezik RAPT).

a) Modeliranje okoline u jeziku AL

AL je kompletan programski jezik koji omogucava upravljanje radom viSe robota razlicite
konfiguracije koji istovremeno rade na istom zadatku, i komunikaciju sa razli¢itim
perifernim uredajima kao $to je npr. sistem za masinsku viziju.

Scena (raspored i polozaj objekata na njoj) se opisuju nizom koordinatnih sistema. Na Sl.
9.1.a je dat primer dva objekta koji su definisani koordinatnim sistemima CAP_GRASP,
CAP_APP i CAP_FIN. Medusobni relativni polozaj koordinatnih sistema je definisan na Sl.
9.1.b dok je njihov apsolutni polozaj dat u odnosu na referentni koordinatni sistem koji je
oznaten sa REFERENCE.
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X REFERENCE

CAP_APP ==
z non rigidly non rigidly

CAP_GRASP CAP FIN . |cap_GrRasp| | CAP_APP |
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\ CAP_FIN ‘
X
¥ REFERENCE
Sl. 9.1. Izgled radnog mestai njegov prikaz nizom koordinatnih sistema

Odgovargjuc¢e instrukcije deklarativnog AL programa su date na S. 9.2. dok se u
proceduralnom delu programa umesto kretanja robota opisuje niz kretanja

FRAME REFERENCE;
REFERENCE: -FRAME (NILROTN, VECTOR, (5.38, 34.1,.216)* INCHES);
FRAME CAP_GRASP;

AFFIH CAP_GRASP TO REFERENCE AT TRANS

(ROT (YHAT, 180.*DEGREES)* ROT (ZHAT, -179.3* DEGREES),
VECTOR(2.67,9.22,1.08)*INCHES) NONRIGIDLY;

FRAME CAP_APP;

AFFIH CAP_GRASP TO REFERENCE AT TRANS

(ROT (YHAT, 180.*DEGREES)* ROT (ZHAT, -180* DEGREES),
VECTOR(10.2,3.71,3.11)*INCHES) NONRIGIDLY;

FRAME CAP_FIN;

AFFIH CAP_FIN TO CAP_APP AT TRANS

(ROT (ZHAT, 45.*DEGREES),3* ZHAT) RIGIDLY;

SCALAR WIDTH;

WIDTH : -2.4;

Sl. 9.2. Opis modela okoline u AL programu

lako u veoma ograni¢enom obliku, ovakav opis okoline ima odredene prednosti. Posto se u
programu eksplicitno definisu poloZaji objekata, a ne pozicije hvataljke robota, ovakav
program se moze koristiti za realizaciju istog zadatka razli¢itim robotima. Osim toga se,
npr. isti montazni program moze koristiti ukoliko se i model okoline promeni u smislu da
objekti koji uCestvuju u montazi promene svoje polozaje u okviru radne scene. U tom
dluéaju je potrebno samo preracunati nove poloZzaje objekata, dok ostatak programa ostaje
neizmenjen.

b) Modeliranje okolineu jeziku RAPT

Drugi primer modeliranja okoline se mozZe naci u jeziku RAPT koji je baziran na sintaksi
jezika APT kaji je siroko koriséen jezik za programiranje numeri¢ki upravljanih masina. U
jeziku RAPT se objekti opisuju tako §to se specificiraju sve relevantne stranice (povrsine)
objekata (one koje direktno ucéestvuju u realizaciji zadatka, vidi Sl. 9.3) i njihovi finani
relativni polozaji.
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Sl. 9.3. Objekat sa svojim sastavnim delovimai usvojeni geometrijski entiteti
against/head of pin, top of flange 1
fits/shaft of pin, hole of flange 1
fits/shaft of pin, hole of flange 2
against/bottom of flange 1, top of flange 2

Sl. 9.4. Relacije izmedu delova montiranog objekta

Relativni polozaji povr§ina na razli¢itim objektima koje dolaze u kontakt mogu biti
definisani kao: upravan na (perpendicular to) i paralelan sa (parallel to). Elementarni
geometrijski entiteti koje sistem prepozngje su: ravan (plane), cilindar (cylinder) i sfera
(sphere).

Posto su svi pojedinacni objekti opisani na odgovarajuéi nacin, programer treba da definise
njihov medusobni polozaj kada je objekt potpuno montiran. Za to mu na raspolaganju stoje
dedece relacije: pasuje u (fits), koaksijalan (coaxial), koplanaran (coplanar), ravan
nasuprot ravni (against plane to plane, oznaceno kao agpp na Sl. 9.3), ravan nasuprot
cilindru (against plane to cylinder), ravan nasuprot sferi (against plane to sphere), sfera
nasuprot sfere (against sphere to sphere). Linearno (linear) znagi da jedno telo moze da se
translatorno pomera u odnosu na drugo u jednom pravcu, rotaciono (rot) oznacava da jedno
telo mozZe da rotira oko jedne ose u odnosu na drugo, fiksirano (fix) oznacava da dva tela
imaju nepromenljiv relativan polozaj, linearno-linearno (linlin) znati da je moguénost
relativnog kretanja dva tela ograni¢ena na ravan bez rotacije. Relativni odnosi pojedinih
sastavnih delova ukupnog proizvoda na primeru Sarke su prikazani na §l. 9.3.a, a relativni
odnosi geometrijskih entiteta i relativna pokretljivost pojedinih sastavnih delova na Sl.
9.3.h.

Treba napomenuti da RAPT omogucava formiranje podsklopova — trajnih ili privremenih
koji u jednom trenutku postoje dok se kasnije moze deklarisati da ne postoje. Kada su dva
tela povezana u podsklop (mozemo ih povezati i radi redlizacije zajednic¢ke akcije) oni
realizuju isti pokret. Primeraradi, ukoliko je neki objekat povezan sa hvataljkom robota, on
¢e se kretati zajedno sa njom pratec¢i njenu promenu poloZzaja i orijentacije i zadrzavajuéi
uvek zadati relativni polozaj. Osim toga, da bi se zadatak realizovao nije dovoljno samo da
se definise medusobni poloZaj sastavnih delova kada je objekt potpuno montiran, veé
programer treba da propise redosled izvodenja pojedinih akcija kojima se stize do kona¢no
montiranog proizvoda.

| kod ovog jezika postoji nekoliko otvorenih i nereSenih problema. Pre svega treba
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napomenuti da modeli tela nisu ograni¢eni i nije moguée proveriti da li ¢e tokom
izvrSavanja zadatka do¢i do sudara. Zatim, RAPT ne podrzava rad sa senzorima
Pretpostavlja se da su sva kretanja ostvarena na nivou nominala i sve odluke se na tome
bazirgju. | na kraju, RAPT program moze biti samo niz bezuslovnih komandi i nisu
dozvoaljena uslovna grananja.

¢) Buduéi trendovi u modeliranju okoline

Obzirom da su CAD sistemi nasli svoje mesto u savremenom svetu i da ¢e njihova uloga
sve vise rasti, logi¢no se namecée zakljucak da bi bilo svrsishodno da se ovi sistemi u $to
vecoj meri koriste pri programiranju robota. Medutim, u ovom trenutku postoje izvesni
problemi koji stoje natom putul.

Prvi problem koji treba razresiti je da se obezbedi da se ponasanje objekata u okviru
robotskog sistema simulira, a ne da se objekti samo animirgju. Naravno, ovo se odnosi na
sve elemente sistema scene, kako one koji su aktivni (tj. koji su osnazeni motorima i na ¢ije
ponasanje mozemo aktivno uticati, kao §to su na primer roboti), tako i na one koji nisu.
Primera radi, ako je objekat postavljen na strmu ravan, u slucaju isuvise velikog nagiba
trebadase javi proklizavanje, naisti natin na koji bi se to dogodilo u stvarnosti. Problem je
$to CAD sistemi “ne znaju” nista o fizici. Ovakvi sistemi koji se koriste u robotici mogu da
simulirgju robote, ali ne mogu da simuliraju ostatak sistema.

Osim toga, potrebno je da roboti bolje “razumeju” svoju okolinu. Skoro svaki zadatak
zahteva ratunarsku interpretaciju objekata kojima se manipuli$e. Obzirom da robot deluje u
sloZenoj okolini u nacelu su modeli objekata nepotpuni i nedovoljno ta¢ni. Stepen
slozenosti modela zavisi od njegove namene. Potpuni opis objekata (geometrija + fizicke i
mehanicke osobine) je sigurno nepotreban, jer pruza vise informacija nego §to nam je
potrebno. Da bi objekat preneli robotom jedino je potrebno da se specificiraju povrsine gde
treba da se izvrsi hvatanje (to su ngj¢esce naspramne i paralelne stranice) i ciljna pozicija.
Medutim, u slucaju da se dogodi greska prilikom realizacije zadatka (npr. prilikom
prenosenja objekat je ispao iz hvataljke), ovaj model postaje nedovoljan da bi sistem
samostalno ispravio greSku. Tada postaju vazne i ostale informacije, kao na primer: o
polozaju teziSta objekta, alternativnim pozicijama za hvatanje, kvalitetu povrSina
(koeficijent trenja, osobine refleksije ukoliko se koristi vizija), a ukoliko postoji vise
mogucih nacina hvatanja objekta potrebno je da se donese odluka o tome na koji natin
objekat treba da bude uhvacen i na koji nacin da se takav hvat ostvari ukoliko nije moguée
objekat direktno uhvatiti na Zeljeni nadin (npr. ukoliko se predmet posle ispustanja iz
hvataljke otkotrljao na mesto na kojem nije direktno dohvatljiv).

9.3.2. Opisivanje zadataka

Svaki robotski program predstavija opis (spisak) akcija koje robot treba da ostvari da bi
izvrsio postavljeni zadatak. Prvi naéin na koji to moze da bude uradeno je da se sve akcije
specificiraju veoma detaljno, sa svim pojedinostima sta robot treba da uradi i gde da bude u
svakom trenutku. Drugi nacin, koji se jo$ naziva i planiranje zadataka, se sastoji u tome da
se opise gde se nalaze objekti i kako sa njima treba rukovati. Ovde se ne specificiraju akcije
robota koje treba realizovati.

Mi ¢emo se ovde osvrnuti samo na problematiku planiranja zadataka uz napomenu da ovi
problemi jos uvek nisu reSeni i da su i dalje predmet istrazivanja. Problematiku mozemo da
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podelimo natri glavne grupe:

- kako generisati putanje robota u okviru scene pri realizaciji zadataka, tako da ne
dode do sudara sa drugim objektima (planiranje trajektorija),

- kako odrediti pozicije za hvatanje objekta. Ovaj problem se usloznjava ukoliko
se koristi kompleksna hvataljka (vestacka Saka) kojom je moguce realizovati
vise razli¢itih hvatova, pa je najpre potrebno odrediti vrstu hvata, a zatim je
potrebno odrediti i mesto na objektu gde se takav hvat moze primeniti,

- kako generisati program za fina kretanja za &iju realizaciju je potrebno koristiti
informacije sa senzora.

Kratko ¢emo se osvrnuti na svaki od ovih problema.

a) Planiranjetrajektorija

Uopsteno govoredi, kod planiranja trajektorija je moguce postaviti jedan od dva sledeca
zadatka: gde objekat A moze biti postavljen u oblasti R tako da ne dode do sudara (kolizije)
sa bilo kojim drugim objektom B koji se nalazi u R, i kako odrediti putanju pomeranja
objekta A kroz oblasr R od jedne do druge pozicije tako da tokom pomeranja ne dode do
sudara sa drugim objektima. Scena, za koju ¢e biti izlozen jedan od pristupa planiranja
trajektorije, se smatra statickom i dvodimenzionalnom, dok se objekti i prepreke
aproksimiraju poligonalnim linijama.

Naj¢esce se resavanju ovog problema prilazi tako §to se objekat A smanjuje do veli¢ine
tacke, a prepreke se uvecavaju da bi se izvrSila kompenzacija originalne veliine objekta.
Zatim se odreduje skup svih mogucih pravolinijskih putanja izmedu uveéanih objekata, a
kao resenje se bira najkraca.

Osnovna prednost ovog prilaza se ogleda u olakSsanom sracunavanju preseka kontura
objekata i prepreka tj. odredivanju situacija kada dolazi do sudara objekta i prepreka.
Mnogo se lakse odredi presek tacke sa objektom nego jedne konture objekta sa drugom.
Osim toga, u slugaju dvodimenzionalnog problema, i ukoliko se razmatra samo translatorno
kretanje objekta, na ovaj natin se dolazi do optimalnog reSenja. Mana ovakvog prilaza je to
Sto veliCina objekta A treba da je poznata unapred i ne moze se menjati. U slucaju razli¢itih
objekata koje treba pomeriti na istu lokaciju u okviru scena, kompletnu proceduru treba
ponoviti za svaki predmet. Druga mana je Sto ovakav prilaz daje reSenja koja su veoma
blizu preprekama, $to svakako nije pozeljno.

Ukoliko je dozvoljeno da predmet tokom kretanja i rotira radunarska slozenost se zna¢ajno
uvecava. Sli¢na metodologija se moze primeniti i u ducaju trodimenzionalnog problema
mada dobijeno reSenje u ovom slucaju ne mora da bude optimalno.

Ovaj problem je resavan i drugacijim prilazima, kao §to je, na primer, eksplicitni opis
slobodnog prostora izmedu objekata na sceni. Slobodan prostor je opisivan nizom
generalisanih cilindara, a putanja je dobijena spajanjem njihovih centara. lako ovakva
putanja nije optimalna, pruza dodatnu sigurnost da ne¢e do¢i do sudara jer se objekat krece
sredinom slobodnog prostora. Osim toga, ova) natin ima prednost da opis prostora i
generisana putanja nisu zavisni od objekta koji se prenosi i mogu da se koriste za vise njih.
Resavanje zadatka obilaZenja prepreka obavlja se na nivou upravljatkog sistema robota.
Takode se razmatra dvodimenzionalna scena, ali se identifikacija objekata vr§i kamerom
koja se nalazi iznad, tako da objekti mogu da budu na nepoznatim lokacijama. Oko svakog
objekta na sceni se definise potencijalno polje koje deluje na robotsku hvataljku odbojnom
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silom koja raste sa smanjivanjem rastojanja izmedu objekta (prepreke) i hvataljke. Pre
pocetka kretanja potrebno je zadati pocetnu P i krajnju K poziciju objekta. Ciljna lokacija
na objekat deluje privlatnom silom. Sistem zapocinje kretanje od P ka K po pravoj liniji.
Obzirom da se scena snima kamerom, stalho je dostupna informacija o rastojanju hvataljke
i susednih objekata, pa se i odbojna sila moZze sraunati u svakom trenutku. Kretanje
hvataljke je rezultanta delovanja odbojnih sila od objekata pored kojih hvataljka robota
prolazi. Ovaj prilaz daje dobre rezultate ¢ak i u slu¢aju pokretnih prepreka. Problemi mogu
nastati ukoliko robot zakloni scenu, posto sistem za viziju stalno mora da ima jasnu
vidljivost kako bi mogao da bude odreden medusobni poloZaj svih objekata.

Jasno je da je planiranje putanja na sceni, posebno ukoliko objekti (prepreke) nisu staticki,
jo§ daleko od industrijski primenljivog resenja. Cini se da bi najbolje rezulatate dala
kombinacija planiranja trgektorija na visokom hijerarhijskom nivou sa adekvatnim
upravljanjem na niskom hijerarhijskom nivou.

b) Hvatanje

Razvijeni metodi za odredivanje mesta za hvatanje objekata se najée$c¢e baziraju samo na
geometrijskim karakteristikama predmeta. Slozenost algoritma svakako zavisi od slozenosti
same hvataljke i njenih sposobnosti za realizaciju razli¢itih hvatova, ali se u industrijskoj
robotici najées¢e koriste hvataljke jednostavne konstrukcije. Algoritam za nalaZenje
pozicija za hvatanje dvoprstom paralelnom hvataljkom bi mogao daima slede¢u formu:

- Eliminisite iz razmatranja sve povrsine koje ¢e biti aktivne tokom realizacije
zadatka tj. koje ¢e biti u kontaktu sa drugim objektima,

- Razmotrite simetriju objekta,

- N&i dve priblizno paralelne povrsine dovoljne veli¢ine za oslanjanje prstiju, a
¢ije medusobno rastojanje omogucava da objekat bude obuhvaéen prstima i
uhvacéen,

- Ako nije moguce pronadi dve povrsine koje ispunjavaju uslove pod 3. treba da
se pokusa da se pronade jedna povrsina i jednaivica,

- Ako nije moguce ispuniti uslov 4. treba ponoviti proceduru i pokusati da se
pronadu dve ivice, ili jedna ivica i jedna izvodnica ili dve ili viSe izvodnica.

Ukoliko postoji vise potencijalnih hvatova koji su odredeni na osnovu geometrije objekta,
izbor hvata koji ¢e biti primenjen se realizuje na osnovu dodatnih kriterijuma baziranih na
dodatnim informacijama: znanju o zadatku, opstih ogranicenja, ... Ovakav prilaz je posebno
pogodan ukoliko isti objekat treba hvatati vise od jednom. Kada se jednom odrede svi
moguci hvatovi za odredenu hvataljku i odredeni objekat, novi hvat je moguce odrediti
znatno brze selekcijom medu postoje¢im hvatovima.

Naravno, problematika hvatanja se znatno usloznjava ukoliko je predmet sloZenije
geometrije ili isuvise tezak, pa je za njegovu manipulaciju potrebno koristititi kooperativni
rad dvaili vise robota, a pogotovo ukoliko se radi o “nestandardnim” objektima (sunderasti
objekti, tkanine, lako lomljivi, ...).

c) Finakretanja

Kada objekti kojima robot manipulise dodu u kontakt, obzirom da je nemoguce ostvariti
apsol utno ta¢no medusobno pozicioniranje, mogu se pojaviti neocekivano velike kontaktne
sile koje su veoma nepozeljne, jer mogu da sprece dalju realizaciju zadatka, ili da uzrokuju
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lom nekog od objekata u kontaktu. U ovakvim slugajevima postaju veoma vazna kretanja
objekata u kontaktu kojima se obezbeduje da situacija ne krene nezeljenim tokom i da se
realizacija zadatka nastavi. Ovakva kretanja se nazivaju finim kretanjima (fine motion), za
razliku od kretanja kojima se ostvaruje prenosenje objekta u radnom prostoru (gross
motion).

Osnova za uspesnu realizaciju ovakvih situaciju je senzorska informacija o silama koje se
javljaju na kontaktu, kao i podatljivo ponasanje samog objekta koji treba lako da se adaptira
na pozicione netatnosti objekata u kontaktu. Veoma je pogodno ukoliko senzor kojim se
mere sile istovremeno predstavijai elemenat koji obezbeduje podatljivo ponaSanje objekta.
Tipi¢an primer zadatka gde su fina ponaSanja izuzetno vazna je ubacivanje cilindri¢nog
objekta u otvor (peg-in-hole) ukoliko medu njima postoji veoma mali zazor. Sasvim je
moguce da su zazori izmedu objekta i otvora manji od rezolucije komandovanog kretanja
robota.

Treba pomenuti da se reSavanju ovog problema prilazi na nekoliko natina. Jedan je ucenje.
Na osnovu pokusaja i ostvarenih rezultata u tim pokuSajima sistem uci i poboljava svoj
stepen uspeha. Posle zavrsenog obucavanja realizovani program se reprodukuje, ali se ne
moze garantovati potpuni uspeh. Za druge radne predmete obucavanje treba ponoviti.

Drugi natin je formiranje algoritma koji ¢e realizovati fina kretanja samo na osnovu
senzorskih informacija. Mana ovog prilaza je da u fazi testiranja programa treba proveriti
Sto viSe delikatnih situacija, kao i da treba c¢esto vrsiti kalibraciju jer se karakteristike
senzora tokom vremena mogu menjati.

9.4 PRAKTICNI PROBLEMI PROGRAMIRANJA ROBOTA

Pet koordinatnih sistema u robotici: koordinatni sistem radnog prostora, koordinatni sistem
osnove robota, koordinatni sistem centra alata, koordinatni sistem osnove stola i
koordinatni sistem radnog predmeta, predstavljaju osnovu za jednoznatno i pogodno
opisivanje svakog zadatka. Posebno vazno je da je robot dovoljno dobro projektovan i
izraden da se moze predvideti polozaj vrha robota kada se znagju unutradnje koordinate.
Tada, za prostorni zadatak na bazi CAD modela moZzemo sprovesti programiranje robota i
na udaljenom mestu, na radunaru koji ima softver dovoljno dobar da se moze postici
realisti¢cna simulacija robota, okruzenja i zadatka, jednostavnim uvozenjem CAD modela
robota, komponenti koje ¢ine okruzenje i CAD modela predmeta koji se obraduje. Potom se
programiranje obavlja jednostavnim izborom tipa pokreta, karakteristi¢nih tacaka a ostalo
Se prepusta programu. Program pri tome ispituje ostvarivost zadatka u smislu geometrijskih
(testiranje uslova koalizije) i dinamic¢kih ograni¢enja (da je trajektorija ostvariva za dato
vreme). Tako testiran program moze se dalje optimizovati. Kona¢no, program za dati
zadatak uvozi se u kontroler robota, i robot pocinje sa radom. Od izuzetne vaZnosti je da su
parametri robota tako poznati da nema mogucnosti greske] veée od granice potrebne za
izvrenje zadatka.

9.4.1 Programiranje robota konzolom

Programiranje konzolom (teach pendant) dugo je prisutno u robotici. Onda kada nije
moguce razviti pouzdan model zadatka, kada je potrebno obaviti neke pokrete ru¢no, kao
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§to je kalibracija, koristi se konzola kojom se robot vodi od tatke do tatke u prostoru il
unutrasnjih ili ¢esce, spoljasnjih koordinata, pamteci polozaje tacaka u prostoru i njihov
redosled. Potom, takode kroz konzolu, mogu se postaviti i ostali parametri kretanja koji se
odnose na nacin i brzinu kretanja izmedu sukcesivnih ta¢aka. Ovakav nacin programiranja
robota zahteva veliko prakti¢no znanje o primeni robota, pa i dobar osecaj o tome da li
robot moze neki pokret obaviti u nekom delu radnog prostora uz dodatnu sloZenost zadatka.
Tipi¢na konzola za programiranje data je na S. 9.6.

Komande menija  Komande kretanja %7 Hold-to-run
p
Prozorske | | Al e e e e e 78 9
i o
funkcije | EIG
il T 123
[ ] T oo -
Prozor || % [ 2] N
1Y o B
P1 P2 -
F1 e i bl e b P3 )
1 ! . ,j
\. I I —
I—Fur\kcijski |—Navigacioni
tasteri tasteri

Sl. 9.6. Konzola (teach pendant) za programiranje robota.

Kretanje robota programira se nizom manjih pokreta izmedu pozicija u koje Zelimo robot
da dode ili da pored njih prode. ZavrS$na pozicija robota zadaje se ili manuelnim
pomeranjem robota (jogging) upotrebom palice na konzoli, ili se direktno zadagje,
tastaturom. U neku tatku robot moze dodi ili tako da se u njoj zaustavi, ili tako da prode
kroz nju zadatom brzinom. U ducaju da treba samo da prode pokraj tacke, vrednost
odstupanja je odredena parametrima kao $to su brzina kretanja, veli¢ina alata koji robot
nosi, zadate orijentacije itd.

Zaustavljanje Fly-by tacka
¥ ¥ J Zadato

l \j { odstupanje

Sl. 9.7. Primeri tataka u kojima se robot zaustavlja i pored kojih prolazi.

Brzina kretanja robota zadaje se na jedan od slede¢ih nacina:

- uspoljasnjim, kartezijanskim koordinatama u jedinicama mm/s,

- vremenom potrebnim da se dostigne programiranja pozicija, (9), ili

- kao brzinareorijentacije alataili rotacije spoljasnjih osa kretanja(°/s).
Na ovaj nafin mogu se korigovati mnogi nedostaci koji poti¢u od nedovoljno precizne
izrade robota ili promena nastalih usled dugotrajnog koris¢enja. Uracunavanjem

kompenzacije u greSskama pozicioniranja, recimo usled netaéne geometrije, od tacke do
tacke, programer robota moze bitno popraviti kvalitet procesne operacije. Kod slozenih
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zadataka, ovakav na&in programiranja je mukotrpan i veoma teSko se moze predvideti
konacan ishod. Po pravilu se zavrSava riskantnom probnom voznjom. Ukoliko je potrebno,
programer mora da promeni parametre kretanja, obi¢no vreme izvrSenja podzadataka, da bi
se trajektorije mogle ostvariti. Poseban problem, medutim, predstavlja potreba da se robot
ubrza do krajnjih mogu¢ih granica u datom zadatku da bi se zadatak obavio za $to krace
vreme. To, kod slozenih trajektorija, predstavlja problem koji se preko konzole, ne moze
resiti. U tu svrhu razvijeni su sloZeni softverski alati koji omoguéavaju off-line
programiranje, uz kompletnu podrsku numerickih alata i ekspertskog znanja.
Softverski alati za programiranje robota napredovali su do toga da korisnik i ne mora da
poznaje tehnologiju robota do detalja. Umesto toga, dovoljno je da je korisnik upoznat sa
performansama robota, jezikom za programiranje ili radom konzole za obucavanje, a
posebno, da poznaje konkretnu aplikaciju robota (opsluzivanje masina, zavarivanje,
farbanje i di¢no). Softver za programiranje robota danas obuhvata mnoge funkcionalnosti
kao sto su:

- hijerarhijskai modularna struktura.

- sadrzi funkcije, procedure, rutine kao i globalne i lokalne podatke, aritmeticke i

logicke izraze,

- unos podataka u vidu strukturai nizova, kao i CAD modela objekata

- korisni¢ka imena promenljivih, rutina, ulaza i izlaza,

- sveohuhvatna kontrolaizvrsavanja programa, rukovanje interaptima i greskama,

- izvrsavanje u pozadini
Skup instrukcija i funkcija koji ¢ine operativni sistem kontrolera dat je u nastavku. Nove
instrukcije mogu se generisati formiranjem makroa sadinjenim od niza standardnih
instrukcija. Dodaci osnovnog softvera koji se koriste pri programiranju specijalizovanih
aplikacija kao §to je, na primer, farbanje, sadrze dodatne instrukcije koje ne samo da
objedinjuju komande kretanja u forme karaketeristi¢cne za farbanje, ve¢ sadrze i
specijalizovane naredbe u kojima se nalazi ekspertsko znanje o farbanju, kao i komande za
upravljanje alatom za farbanje.

Pored ovih osnovnih komandi jezika, softverska podrska robota obuhvata i komande koje
se odnose na specifiéne aplikacije kao $to su: zavarivanje (elektroluéno i tackasto),
lepljenje, bojenje, paletizacijai sli¢no.

9.4.2 Programiranje koris¢enjem korisnickog sotfvera visokog nivoa

Korisni¢ki softver prisutan je kod svakog proizvodaca savrmenih robota. Simulacijom
robota i okruzenja moze se dobiti realisti¢na slika radnog procesa, koja se moze dopuniti
uvodenjem CAD modela u raznim formatima (IGES, STEP, VRML, ACIS, CATIA). Time
programer moze za vrlo kratko vreme generisati tatan plan kretanja koji je neophodan za
proveru moguénosti realizacije planiranog zadatkai optimizaciju njegovog izvrsavanja.
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