1. Odrediti:

a) Y parametre kola sa dva para krajeva (oznacenog isprekidanom linijom)
b) Ulaznu admitansu kola sa slike.

\

\

+ |
VuI(t)C) lvl 0.5Q 31>

\

|

Resenje:

a)
|:|1:|:|:y11 y12 :||:Ul:|
I2 y21 y22 UZ
L=y, U +y, U,

Iz =Y 'U1+ Y2 'Uz

Ekvivalentno koloza U, =0:

2Q

Vi| 0.5Q 31, 2V1 V=0

o

20,+21,=0 = y, =2=-1
Vl
1 3 |
U, =05(1, =81,) =2+ 2U; = v, zu_ll:_l
Ekvivalentno koloza U, =0:
l1 L
2Q
Vi=0 31, Vs




1
V,-2l,=0=y, =—2==
2 2 y22 U2 2
| 3
A,=1, = U,==1, = y12=U—12=§
1 g
y= 1
I
2
b)
U, =-4l,

6l,+2U, =0=1, =—%Ul

3
-U,+-U
v oo t 22 U -6l

! U 1 Ul Ul

2=1S

2. Primjenom Laplasove transformacije odrediti napon na kondezatoru.

4+2h(t) * 1
[mA] 2kQ IuF —— [Uc(t)

ReSenje:

u.(07)=8v

Za t>0 primjenom Laplasove transformacije i metoda potencijala ¢vorova dobijamo:

5D waf] wm= @on

1

u,(s)-(0.5-10° +10°°s) = 8107 +8.10°
S

12 4
u.(s)=—-
s 500+s

u, (t) =12h(t) + 4 ()




3. Odrediti:
a) Y parametre oznacenog kola sa dva para krajeva
b) Ulaznu admitansu kola sa slike.

\ 2F \
\ \
| | | |
| | | |
\ \
20| 25 | 1
—__ F>— ] -
\ \
\ I . I
Vul(t) C) Vil 1F L 18| Vo—e——
‘ \ 1F
\ |
L ]
Resenje:
|:|1:| |:y11 y12:| |:Ul:|
a) = .
I2 y21 y22 U2
|1 =Yu 'U1 + Y, ‘Uz
Iz =Yn 'U1 + Yy 'Uz
Ekvivalentno koloza V, =0:
Lh(jw ) l(jw )
0—>—
Va(jw ) — _wlsSl | [2+2jws]
O
1= Il(J:CO) =2+3jw
Vl(Jw)
V(joy =242 LUD) 5 o,



Ekvivalentno koloza V, =0:

b)

l,(jo)=-V,(jo)- 1+ jo) =
_Vz(ja)) : (1+ Ja)) = y21vl(jw) + yzzvz (Jw)
YoV (jo)

V. (jw) =
00 = o ya)

2jw [S]
| |
|
—25 la(jw )
| ] <0
T~
; A .
") IR — s | Vilio)
o]
_LUo) 5 45,
“ V(jo)
L39) _ 5 5,
7V (jo)
_ l,() _ iV (jo) + y,,V, (j)
v V,(je)

Uvrsavanjem poslednjeg izraza u polaznu jednacinu dobijamo:

_ I, (o) _ Y1, Vi (Jo) + Y.V, (jo) _
ul — - - . - yll +
V;(jo) V;(jo)

y12y21 :3+4j6()

(Yo +1+ jo)

Kada uzmemo u obzir i otpornost naponskog generatora, ukupna admitasa kola je

x 3+djo
748w



4. Odrediti funkciju prenosa W (s) :U°—(S) kola sa slike.

9

Ug(t) Uo(t)

]

Resenje:
Jednacine metod potencijala ¢vorova:

Cvor 1: (L+1+145)V,(s) = V,(5) —U,(s) =U, (s)
Cvor 2: (L+5)-V,(s)~V,(s)—sU,(s) =0

Kako je V,(s) =0, dobija se:

V, (s) = —sU, (s)
Uo(s) _ -1

W(S):ug(s) T s(B+s)+1

5. Odrediti y parametre kola sa slike. Pod kojim uslovom je dato kolo simetri¢no?

uy, R

Us R Uz

Resenje:

U: U




Ulzzll'll_zlz Iz
U22221'|1_222'|2
U 1
Sion U=,
2 n
| 1
—Il=—:> I, =nl;
2 n
=1+, =1=1-1,=nl -1,
U, =RI

U,=nRI,-Rl, = z,,=nR z,=R

U',—RI-RI',+ U, =0

C

1

= Rnl, —RI, +Rnl, — z(nR1, —RI,)
n

U, = (2n°R-un’R)I, —n(R - uR)I,
= 7, =2n°R—un’R 1z, =(R—uR)

Na osnovu z parametara lako se izvode y parametri kola:

1 1-u
_|nR R
21 2—u
"R R

Uslov simetri¢nosti je:

Yii = Y2
1 2-p
nR R
1
n=
2—pu

6. Odrediti y parametre mreZe sa dva para krajeva. Poznato je: R=1/3Q a C=3/8F.

U.

Uz




ReSenje:

Rastavicemo mreZu na dvije podmreze A i B, a zatim odrediti y parametre za svaku od njih.

Podmreza A je data na slici ispod.

o e

Ux C U2

Primjenom drugog Kirhohovog zakona jednostavno dobijamo y parametre kola A:

Ya

joCl2 —joCl2 | |3jwl/16 -3jw/16
—joCl12 joCl2 | |-3jw/16 3jw/16

Podmrezu B ¢ini ostatak kola:

R R
o |lB > | —— :_ |2B
Us c—— R c—— v
R R

° L1 [ ———o
L

Y parametre kola B dobijamo u dva koraka. U prvom koraku napon U, postavljamo na 0, i

raunamo parametre yi1 i y21. U drugom koraku pretpostavljamo da je napon Ui jednak O, i
raunamo parametre y1 i ya.

Pri uslovu da je U»=0, kolo se moZe uprostiti na sledeci nacin:

IlB

o >
U. Oo— 8R/3
o
Stoga, dobijamo:
yl(lB) :Il_B: Ja)C +i:3j_a)+g
U, 8R 8 8

Imajucu u vidu polaznu Semu kola za U,=0:



U. C—

|l
Py

(o,

Primjenom Kirhohovih zakona dobijamo i y21 parametar:

| —;4
® 3+8jwRC *®
1 3
. =—— .y®y =y
?®  3+8jwRC Yati =gt
L, 3
(B) _ 28 _
yZl U1 8

Pri uslovu da je U;=0, dobijamo:

(B) — IlB

Y1z U_2=8

-1 3jo 9
(B) _ 28 _2J% 7
2= "7 '3

Zadato kolo dobijeno je paralelnom vezom kola Ai B, pa je konacno resenje:

9ja)+9 3jo 3
16 8 16 8
= —+ =
V=YY Tl 350 3 9o 9
16 8 16 8

7. Odrediti a parametre kola sa dva para krajeva, a zatim odrediti otpornost R pri kojoj je mreza
recipro¢na.

L R 10 1/3H |1T 4
o — 00—
Us 10 é 0.5Rl; |Uz
(o] 0

Resenje:

Predstavicemo mrezu u formi dvije kaskadno vezane podmreze (A i B) i naéi a parametre za
svaku od njih nezavisno.



Prva podmreza (A):

| R 10 "
Lo
° L L °
Us 1Q Uaa
o o

Primjenom Kirhohovih zakona dobija se:
I, =U,,+21,,
U, =1+R)U,, +1+2R)1,,

® _ {1+ R 1+ ZR}

a
- 1 2

Druga podmreza (B):

1/3H 40
Lo || — b
| —
Uz 0.5Rl U2
[e, -0

l, =1, +05RI, = 1+ 05R)I,
U, -U,-41, -1, 12

jo I =0

1 jo R
—U, =U,+ |2(4+J_—w+‘?(1+5))

1 4+_i+1—w(1+5)
®) jo 3 2
(i[ =
0 1+B
2

Konacno resenje:

1+R  (1+ R)-(4+_i+j—w(1+5))+(l+ 2R)(1+5)
jo 3 2 2

‘ 1 6+_i+1—w(1+5)+R
jo 3 2

Uslov reciprocnosti je det{q} =1. Iz ovog uslova dabija se da je R=0.



8. Odrediti napon na kondenzatoru nakon otvaranja prekidaca resavajuci kolo u s-domenu.
Pretpostaviti da je kolo prije otvaranja prekidaca bilo u stacionarnom stanju. Poznato je:
E=12V, R=10 Q, C=2F, L=1H, b=2.

bUC

Resenje:

Pocetni uslovi za t<0:
... 3

|| (0 ):gA
u,(07)=6v

Ekvivalentno kolo za t>0:

1/sC

6/s

Ve (8) =U.(s)

1 1 1 1
(E+E+I)VA(S)—EUC(S) =

bU,(5) 3
R 5s

1 1
(sC + E)UC (s)— EVA(S) =6C

Resavanjem sistema jednacina dobija se:

U, (s) = 2248 +119.4
4s° +19.8s+1
u, (t) = 6e***cosh (2.424t)+6e>*"'sinh (2.424t)



9. Za mrezu sa dva para krajeva koja je prikazana na slici odrediti:
a) ,,z“ parametre;

b) vrijednost koeficijenta m tako da je parametar z1; konstanta (ne zavisi od s).

S

\ \
|1 | 2H | | I,
\ \
\ \
\ \
\ | Ux
‘ mUx ‘
! |
o B L L U,
\ \
\ \
\
| 13F —— |
\ \
— il
\
‘ 1H 4Q |
Resenje:
a)

Posmatrac¢emo kolo kao rednu vezu dva kola: Ai B.

Sema kola A:

\
(o}

UlA UZA

mU:za
(o) ©

Resavanjem kola u s-domenu dobijamo sledeée jednacine:

UZA—mUZA—Z(Il—IZ)+£I2 =0
2z A ML 2/ 2

2 2s+1
=>U,,=—I-——1
22 1-m2+ s-sm-2

U,-mu,,-2(l,-1,)-2sl,=0

2m 2ms+m

=>U,=L(——+2+25)-1 +2
14 —1(1—m )= L( S—sm )
_Zm +2+28 2ms+m+2
(A _ 1-m S—sm
~ 2 2s+1

1-m S—sm




Sema kola B:

13F ——

1H

U =21~ 21, 451, = (54 )1, - 21,
S S S S

L125 +4|_z _g(ll_lz) =0
S
L_JZB :§|_1_§|_2 _4|_2 :§|_1_(§+4)lz
S S S S
3
S+—
S

L
s

Z(B) _

3
S
4+§
S

Parametri redne veze:

2—m+2+33+§ 2ms+m+2+

; =W, ,® _|1-m s s—sm

- - - 2 3 2s+1 3
—t— +4+—
1-m s S—sm S

b)

212:2m3+m+ +§:2—m+2+1(3+l)

S—sm s 1-m S 1-m

. m .
Pri uslovu 3+l— =0, parameter ne zavisi od s.
-m

Iz jednakosti slijedi: m = g

S

4Q

Y



10. Odrediti ,z” parametre kola sa dva para krajeva sa slike. Poznato je R=2Q), C=1F i L=1H.

R
1
I

% ™

Resenje:

Zadato kolo posmatrac¢emo kao rednu vezu dva kola A i B koja ¢e biti nezavisno analizirana.

Sema kola A:
. —R_ I,
. . . °
< -
UlA UZA
R
o  — .
. ° . °
“z” parametri kola A su:
® R
;A _ 2 2 _ 31
* R |3
2 2
Sema kola B:
C C
[ [
UlB UZB

P
[ @

“yn
z

parametri kola B su:



i+sL sL l+s S
,® _ sC _|S
i sL i+sL S l+s
sC S

Zadato kolo se moZe konstruisati rednom vezom kola A i B, pa su njegovi “z” parametri:
1

3+—+s 1+s
s

1+s 3+l+s

S

11. Odrediti napon na kondenzatoru nakon komutacije prekidaca. Parametri kola su: E=12V,
R=10/3Q, L=10H i C=0.1F.

R
—
SR[ 6R
@ %’ ||
1
C
L EC*
R
1
| I |

ReSenje:
Pretpostavimo da je prekidac u poloZaju (1) i da se kolo nalazi u stacionarnom stanju:

10/3Q

W sl

1) Uc(0-)
SR R

Yo

i(0-)

10/3Q
1
 E—

Pod ovim uslovima odredujemo napon na kondezatoru i struju kroz kalem:

u,(07) =11v
i, (0)=0.2A



Sada analiziramo scenario kada je prekidac u poloZaju (2) i primjenjujemo Laplasovu
transformaciju:

10/3Q
10Q 20Q
A I
10s _/ [
11/s 10/s
<+> Uc
<_>2 12/5 -
10/3Q
1
L T
Kolo je moguce dodatno uprostiti:
10Q
A I
10s / [
11/s 10/s
<+> Uc
2 12/5 -
is) 10/3Q
]

|0(S) |o(5)'|1(5)

Primjenom Il Kirhohovog zakona dolazimo do sledec¢ih jednacina:

10I0(s)+1OSIO(s)—2+%(Io(s)— 1,(s))=0

_E+E|1(s)+2—9(|0(5)_ |1(S)) =0
s s s 3

Resavanjem sistema dobijamo:

55+4
10(s® +4s+2)
Uc(s)=1—1+gll(s):g+ 253+4 _13_ 135 064
s S s s(s"+4s+2) s s+341 s+0.58

= u, (t) =13h(t) —1.35¢ *“h(t) — 0.64e ***'h(t)

|1(S) =



12. Za kolo na slici poznat je napon u(t) = 4e™'h (t-3).

a) Odrediti udio ukupne energije koji se disipira na otporniku R1 koji otpada na opseg ucestanosti

\/§ <w< 3«/§ rad/s.

b) Odrediti funkciju prenosa definisanu kao H(s)=U(s)/U, (s), ako su parametri kola: R=9Q, L=2H,
C=2/7F, Ri=2Q), Ry=5Q).

Ug(t) —; R,

Resenje:
a)

u(t) = 4eh(t —3) = 4e e In(t-3)
-15
U(jo)= oo
5+ jo
. 47
U(jo)=—
25

+0?

Ukupnu disipiranu energiju racunamo primjenom Parsevalove teoreme:

16~
10R,

1 ooy e o2
EW=§;L|Uandw:

Energija koja se disipira na otporniku R; a otpada na opseg uc¢estanosti \/§ <w< 3«/§ rad/s:

—-30
16e (arctan % —arctan ﬁ)
5R 7 5 5

1 3B, . 2
EO:@ B |U(ja))| dow=

Procentualno, udio ove energije je:

33 3

arctan —— —arctan —
5 5

Vo =

zl?2



b)

H(s)= 26
U, (s)
1
R+R,) —
Z _ ( 1 2) SC 7
C Il (R +Ry)

1~ 2541
+R,)+—
(R+R,)+

7
:>UC(S)= 25+1

7
U,(s)=———U_(5)
[¢] 2 9
+94 725 4s° +20s+16

25+1
R, 2
U(s)= U (s)=—U_(s
®) R +R, () 4s® +20s+16 ()

2
=>H@B)=——-——
®) 4s® +20s+16

13. Ako je kolo bilo bez pocetnih uslova za t<0:

a) Odrediti funkciju prenosa kola ako je ulazna veli¢ina napon generatora, a izlazna veli¢ina
napon u.

=h(t)-h(t-3).

b) Za tako odredenu funkciju prenosa odrediti odziv kola na pobudu u vidu pravougaonog
impulsa U, (t) =
c) Ako je za t<0 kolo bilo u stacionarnom stanju, a napon generatora dat izrazom

u, (t)=3h(-t)+ 28"3th(t) , nacrtati odgovarajuéu $emu kola u s domenu i odrediti struju
kroz kondenzator.

1H
L+
Ug(t) =—1/2F 1Q D U
ReSenje:
a)
2,
7 S __°
CIlIR g+1 2+5
S
2
__2+s _ 2
Ues) = 2 Ug(s)_sz+25+2ug(5)
———+5
2+S
= H(s) = 2



b)

Ug(s)=1—£e‘3S
s s

1 2 1 2 1 S+2 1 S+2
U@)=H@GB) U () =——————— “3s ——_ _e—3s -
O =HE U= 705758 o2 s o G s
1 s+1 1 35,1 s+1 1
uis)==- — > _e3(__
S (s+D)°+1 (s+1)°+1

s (s+1?+1 (s+1)? +1)
u(t) =h(t)—e*cost—e"sint—h(t—3)+e " cos(t—3) +e ¥ sin(t - 3)

c) Ako pretpostavimo da se za t<0 kolo nalazilo u stacionarom stanju, ocigledno je da su
pocetni uslovi kola:

o (0)
i, (07) = -
u.(07)=u,(07)=3v

=3A

Laplasova Sema kola za t>0:

S 3V
— 0 —0
Ic(s)
2ls = H
+ 1Q
U
96 O 5
6s+22 3s 1 257
U.(s) = 5 += = +—
(s+3)(s°+2s+2) s°+25+2 (s+3) (s°+2s5+2)
3
Uc(s)_f

()= S 1545, (25°7)s
2 2(s+3) 2(s*+2s+2)

S

Preko inverzne Laplasove transformacije dobijamo izraz za struju u vremenskom domenu

i, (t) =—1.5e*h(t) +1.5¢ " cost —3.5¢ ' sint



14. Za kolo sa slike odrediti napone na oba kondenzatora ako je kolo prije t=0 bilo u stacionarnom
stanju.

40 t=0
— A
L
+
6V
— 0.05F ::T
Uct 0.05F Uc2

0 D ©

Resenje:
Analizom kola za t<0 dolazi se do sledecih pocetnih uslova:

ucl (07) = ucz (07) =12v

Ekvivalentna $ema kola u s-domenu za t>0 (prilagodena primjeni metoda potencijala

¢vorova):
A 49 8
20/ 20/s—L
Ha© 12/s Uez(s)
12/s 12/s 6/5<D
40 %
1
V()=
1 3
(2_o+4+Z)V (5)-5 Ve (s)— +
N =2
NS =g+
Ua() =V, (8) = ot

S +1O s(s+10)
= U, (t) =12 h(t) +9(L—e")h(t) = 9h(t) —3e"*h(t)
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OB IACEES S
S

CENe(9)- =

Ve(®) -5

U.,(s) =V (s)-V.(s) = §+5—is

= u,, (t) = 6h(t) + 6e *h(t)

15. Za kolo sa slike poznato je: R1=2Q, R=10 Q, L1=1H, L,=2H, C=1/2F, m=0.5. Odrediti:

a) z parametre kola.

b) funkciju prenosa H(s)=l2(s)/l1(s) ako se kolo zatvori otpornikom R=1Q), a potom i step odziv kola.

ReSenje:

Kolo se u s-domenu moze predstaviti na sledeéi nacin:

Z1nry 2 2s 2/s
A

0.5U,
U;

10Q

2-s

Ziym = 245

Pri uslovu ;=0 odredujemo parametre z1,i z22:



U, +101,-0.5U, +(2s +Z)I_2 =0
S
2
-0.5U, =(10+2s+-)1,
s
2, :—g: 20+4s+ﬂ
I, S
U, =05U,-101, = -0.52,,1, ~101,

U
=27, =———1=20+2$+g
I, S

Pri uslovu 1,=0 odredujemo parametre z11i z21:

2s
Q1=S+—2|_1+le
U, =0.5U,+101,
U
:>Z21:__2:20
I
2s U 22s+40
U, =(———+20)I, > z,, ===
U =5 0L = 2= =20
b)
!2:1'12
Qz = Zlel _Zzzl_z :>lz +Zzzl_z :Zzll_1
= H(S):I__2: ZZl = 7 205
1, 1+z,, 4s°+21s+4
c)

Hs) 20
s 4s?421s+4)
i, (t) = (L0365 —1.03e ") (t)

I,=H (5)11 =

16. U kolo na slici poznat je napon generatora u (t) = e (h(t) - h(t - 2) ) . Odrediti napon na kondezatoru

primjenom konvolucionog integrala ako je poznato daje u (07) =0V .

50

— ]

+
Ug(t) fb) 30  ———1/15F | Uc(t)

Resenje:
Funkciju prenosa kola naci ¢emo resavanjem kola u s-domenu.

Uocimo da se kolo moze ekvivalentirati rednom vezom otpornika od 5Q i impedanse:
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3.2
Zsanc :—S:£
3+% s+5

Prekom naponskog razdjelnika odredujemo napon na kondezatoru:

ZI%QIIC 3
U @)=——U_(s)=——-U_(s
(%) Zioyc+3 g() $+8 g()
U,(s) s+8

Inverznom Laplasovom transformacijom funkcije prenosa dobijamo impulsni odziv sistema:
g(t) = 3e¥h(t)

Napon na kondezatoru (u vremenskom domenu) nalazimo kao konvoluciju impulsnog
odziva i pobude sistema: u_(t) = g(t) *u, (t) = _[jmg(t—r)ug (r)dz .
A

u, () = e (h(t)—h(t—2))
g(t) =3e*h(t)

Primjenom graficke metode moZemo uociti 3 intervala u kojima konvuluciona funkcija
mijenja oblik:

linterval: t<0
u,(t)y=0

Ilintereval: 0<t<2
u(t) = 3'[[e’fe’8“’”dr = E(e" )
C 0 7

Il interval: t>2

u (t) = j: 3e "8 dr = ;(e14 ~1)e™



17. Grafickim metodom odrediti konvoluciju funkcije f(t) i funkcije g(t)=h(t+4).

Af(t)
***** 2
1 : !
2 1 4 5¢
fffff 1

Resenje:

Za odredivanje konvolucije koristimo sledeci integral:
y =[" f()gt-0)dr
Kako funkcija g(t—7) ima oblik:

Agﬂ—ﬂ

1

4+t

<

uocavamo da se konvoluciona fukcija mijenja u slede¢im intervalima:

Interval l: 4+t<-2t<-6
y{t)=0

Interval ll: -2<4+t<-1< -6<t<-5
t+4

y(t)=.f72 2d7 =2t +12

Interval lll: -1<4+t<1< -5<t<-3

_ -1 t+4 t2

y(t) —j_z 2d7+.[_1 rdr:5+4t+9.5

Interval IV: 1<4+t<4 < -3<t<0
-1 1 t+4

y(t)= [ 2dz+[ zdr+[ dr=t+5

Interval V;: 4<4+t<5 < 0<t<1

2

-1 1 4 t+4 t
y(t) :I-z 2dz’+J._le2'+.[1 d2'+.[4 (5-7)dr :_E+t+5



Interval VI: 4+t>5 < t>1

y) = 2de+[ rdr+ [ de+ [ (5-r)dr =55

18. Grafickim metodom odrediti konvoluciju funkcije f(t) i funkcije g(t)=h(t+2).

Redenje:

Za odredivanje konvolucije koristimo sledeci integral:
y = [ f()gt-r)dr
Kako funkcija g(t—7) ima oblik:
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2+t

I

uocavamo da se konvoluciona fukcija mijenja u slede¢im intervalima:

IntervalI: t+2<-2 < t<-4
y(t)=0
Interval Il: -2<t+2<1< —-4<t<-1
t+2 t2
ya)sz(r+ndr:>E+3t+4
Interval lll: 1<t+2<3& -1<t<1
yO = [ (c+Ddz+[ 20z =2t+35

Interval IV: 3<t+2<5&1<t<3



0= (r+Ddr+ [2de+ [ 2G-r)de =— L +at+3
y()—J._Z(r+) T+L T+L (5-7) r——E+ t +
Interval V: t+2>5<t2>3

yO = [ (e +Ddz+ [ 2dr+ [ (5-7)dr =75



