PRIMJENA FURIJEOVE TRANSFORMACIJE U KOLIMA

1. Za kolo prema Semi odrediti:

U (jo)

U, (i)

b) Ako je kolo bez pocetne energije i ako je:
U, (t)=e""h(t)V odrediti u(t), t>0.

a) funkciju kola W ( jo) =

1Q
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A j-“} 1
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Ekvivalentna elektri¢na S§ema zadatom kolu je
1Q iz
e 1Q
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+
+
Ug C) 1= <> MUy 1F ==
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Napon U je preko naponskog razdjelnika
U :—1 !g = ... = ng
' jeC 1.1 1+ jo
jaC
analogno, traZeni napon je
I S O P
T jeCy 1T l4jo (14 jo)
jaC
sada je traZzena prenosna funkcija
Y,
. U(jw 1+ jo 2 1
W (jo)- Ulio) (o) _

U,(je) U,  (1+]jo)

b) Na pocetku, potrebno je odrediti FT napona Ug, a znajuéi tabli¢ni izraz

at 1
F {e h(t)}_a+ja)
sada vazi

1
= 2+ jw

tada je
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-B-C=0
A+3B+2C =0
2A+2B+C =1
dobija se
A=1 B=-1 c=1

1 1 11 1

= +
2+ jo (1+ jo)  (1+jw) (+jo) 2+jo
Prema tabli¢nim izrazima
F‘l{ 1 }:t”‘le‘at
(a+ jo)' (n-1)!
slijedi

u(t)=(e*-e"+te)h(t)=[e' (t-1)+e™ |h(t)

2. Primjenom FT odrediti struju i(t). Pocetna vrijednost struje i(t)=0, a struja izvora je ig(t)=10h(t).
Skicirati i(t) u funkciji od t.
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I =1070 (w)+—
o (10)=1025(0)+
Iz strujnog razdjelnika vidi se:
| (jo) =212 1025 () + 22 | = 202 1075 (@) 4 2712 10
4+ jo Jo| 4+ o 4+ jo Jo

Sada je potrebno dobijeni izraz prevesti u vremenski domen. Ako se posmatraju odvojeno oba
sabirka, prvi je

. 3+ jw . 1 o 3+ iw » o
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drugi sabirak
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sada je
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Dakle, trazena struja ima vremenski oblik:
i(t) =i, (t)+i,(t)=3.75+3.75sgn (t) + 2.5¢ “h(t) = (3.75+3.75sgn (t) + 2.5¢ * )h(t)
sgn(t)h(t)=1-h(t) >i(t)=(7.5+2.5e* )n(t) [A]

i(t)

10
7.5

—i,(t)= %sgn (t)+2.5e™h(t) =3.75sgn(t)+2.5e “h(t)

ol
3. U prostom, rednom RC kolu djeluje generator napona ug(t)=Ume?h(t), a>0. Parametri R i C su
poznati. Pomocu Furijeove transformacije dokazati da napon kondenzatora ima oblik:

t
U (1) = 1—URmCa (ea‘ —eRCj h(t)

R
R C
I uc(t)
Ug
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kako bi se preslo u vremenski domen potrebno je razloziti izraz na pojedina¢ne razlomke
. B
U, (jo)=— +—
1+ joRC a+ jw
dobijaju koeficijenti se

_ RCU, g Yn
~ aCR-1 ~1-aCR
sada je konacna forma
. RCU 1 U 1 RCU 1 U 1
Uy (Joo) = e e — =t = _
(aCR-1) (1+ joRC) (1-aCR)(a+ jw) (aCR-1) RC(RlCJFjw} (1-aCR) (a+ jo)
. U 1 U 1
U, (jo)= m + o :
. (10) (1—aCR)(RlC+jwj (1-aCR) (a+ jo)

sada je vremenski oblik napona

g _Ly U U 1y
t)=| —2-e R +——0_—e® h(t)=—DL—|e ™ —e R |h(t
te (1) L—aCRe "1acr® }() 1—aRC(e ° J()




4., Struja kroz otpornik R=40Q je i(t)=20e?h(t) A. Koji dio ukupne energije potrosnje u otporniku
otpada naopseg 0<w < 23 rad/s?

R

Relejeva teorema ili teorema energije je

j f2 dt——J' |F ( ja)‘ dw— Parservalova jednacina
[ 1 dt_—j F(jo) do

J, fz(t)dt:;IO IF (jo) do—f(t)=0 zat<0
Energija potroSena u otporniku je

W0 —I R' dt—40j 400e*'dt = 16000 o4t /oo

=4000 J - ukupna energija

Ako se radi pomoc¢u FT

() =F (i(0) =575~ o= 2= o) =570

Sada je prema Parservalovoj jednaéini
40 _ 40 ¢~ _400 16000 dw 160001
W4OQ I ‘ ‘ do - I

do= . —arctg—/‘”—4000J
T 0 W T 2
4(1+[2j ]

0 4+’
Energija koja ide na opseg 0 < < 2+/3 rad /s dobija se

8000
B3
Wy =20 [0 400 4, 160001, @ a5 80007 8000, | "5 g en,
7% 4to r 200072 7 3 3 4000

5. Za kolo prema slici, za uo(0)=0, i ulazni napon ui(t)=eh(t). Naéi energiju kondenzatora.
40
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d | I |

u () u8F == | u)

R
Energija ulaznog signala je:

I ) [ .-at 2 L [* et _l
W= u?(t)dt=]"[eh(t)] dt=[ "edt=
Furijeova transformacija ulaznog napona je prema tablicnim izrazima
. 1
U (Jo)=
(Je) 3+ jw
Ako se primjeni Parservalova jednaéina

WA——J‘ ‘U ja)‘ da)——j

3+ja)

1 0] 1
=—arctg—/"==1
3 935075



Prenosna funkcija je odnos izlaznog i ulaznog signala (napona)

UO(ja)) jo 2

'_I(jw)u,(ja))(4+ SJZZHCO

Jo

Sada je trazeni napon kondenzatora
1

. j .
U,(Jo U (Jo)= -
()= -0 (10} =55
jaC
Energija kondenzatora prema Parservalovoj jednacini

U, (jo)=H(jo)V,(jo)

2
+ jo|

|2

1 . 1~ . .
W= [0 o) do=2 [ (o) b, (o do=2 | P

dw 4 1 1 1
;IO (4+a)2)(9+w2)dw=§ 0 [4+w2_9+w2]dw:EJ

6. Napon na krajevima otpornika od 50Q je v(t)=4teh(t). Koliki procenat od ukupne energije
pripada frekvencijskom opsegu 0 < w < J3rad/s?

R
Furijeova transformacija napona je prema tabli¢énim izrazima
. 4
V(io)=—=
(1+ ja))
Prema Parservalovoj jednacini, ukupna energija za otpomik od 1Q je:
W, ——j U (joo) \ da):— S — :—J' EF( za) +arctg wﬂ/? =
1+ Ja) 1+ ®° 7|2\ +1
=4
a energija za zadati opseg
W, ——j U(jo) do="2| 1[ -2+ arctge | |1 =16 33115760,
7|2\ +1 87 6
Procenat je
100 _

Dakle u posmatranom opsegu frekvencije prenosi se najveci dio energije. lako su rezultati dobijeni
za otpornik od 1Q, procenat utroSene energije je isti i za otpornik od 50 Q.

G
7. Za kolo sa slike poznato je i(t)=1,h(t) i u(t)= é(l—e_CtJh(t). Odrediti konfiguraciju kola.



ig(t) u(t)

Z(jo)
R
Potrebno je odrediti ulaznu impedansu,

Z(ja)):m gdje su

| (i)
otie)=F 0} {gfie% oo {gto] = [ o] g mton )i

| (jo)=F {i, (t)}=F {In(t)} =1 {ﬂ5(w)+_i]

)
sada je impedansa (uzimajuci u obzir f (t) 5(t) =f (0)5(t) )

(wr 2}

z(jw)=tf((jja“)’)) - ,(ﬁ5(w)+;)j:+ Jo =éé(ﬁ5(w)+jlh(g+ ja)j _

jaC
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Dakle radi se o paralelnoj vezi provodnosti G i kondenzatora C, tj.

° ‘ |
+ ! i
i) u o | c==!
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8. Moduo funkcije kola je
1, —BB<w<-1
W (jo) =11 1<o<+3
0, ostalow

ulazni signal je u, (t) = 4e’th(t) naci energiju izlaznog signala Wo.



ui(t) W(jo) Uo(t)
——] ——o

R
Ako se zna da vazi

) U, (jo)
W(jw)=——"—=
sada je

. _ 4
U (jo)=F {4e th(t)}=1+ -

trazeni izlazni napon

U, (jo)=W (jo)U,;(jo)

Prema Parservalovoj teoremi energija izlaznog signala je
(2 1 g ENY:

W, = quo (t)dt —ELO U, (ja))‘ do

zna se da vazi

U, (io)|=W (jo)|u, (jo)

U (jo) =
‘ ( )‘ 1+ o’
sada je
1 (= N Y 1 1, 16 1 53, 16
W =— o) U (jo) do=—1] _1 do+—1| 1
° ZnI—wM(J )H '(J )‘ 27z-|.—J5 1+ @? 27z~[1 1+ @?
8 8 8( = =\ 8(n =xn) 4
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Vs 997 T Jeh z\ 4 3) n\3 4) 3
1. Odrediti konvoluciju signala sa slike
a) graficki
b) rezultat provjeriti Laplasovom transformacijom
f(t) 4 [0k
2 4
t t
1 2 3 1 3
-1 A

R

Prema definiciji konvolucija je

y(t): f (t)*g(t):ji f (T)g(t—r)dz':_[jog(r) f (t—r)dz'
posmatraju se intervali gdje dolazi do preklapanja
t<1— y(t)=0 jer nema preklapanja funkcija

L1<t<3-y(t)= (-1)2dzr =2(1-1)



3t Ttz 3

I<t<4—> y(t):f(—l)Zdr:—4
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w
A

4<t<6—>y(t):.[3

-3+t

A -3+t
/
17 :
1 2 3 ”
14
t>6— y(t)=0 jer nema preklapanja
t<1, 0
1<t<3, = 2(1-t)
y(t)=1 3<t<4, —4
4<t<6, -2(6-t)
t>6,  y(t)=0
b) Na pocetku, posmatrane funkcije su
f(t)=2[ht)-h(t-3)]
g(t)=h(t-3)-h(t-1)
Nakon Laplasove transformacije funkcija
2 2 1 1
F _£_= -3s G _= -3s _ — S
(s) - e (s) 5 e 5 e

sada je konvolucija u Laplasovom domenu
2 2 1 1 2 2 2
F S G s)= ___e—SS _e—Ss__e—s :_e—Ss__e—s__e—tBs
O 6(E)=(2-2e% |lev-tes)-Zew Lo ]
sada je

y(t)=L7{Y(s)}



4 4

2.Naci u(t) za t>0 u kolu sa slike ako je u(0)=0.
20 A

—
| S |
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Posmatrano kolo u s-domenu ima oblik
2Q A

—
T

+

(D=e U(s)‘__;: OLE

gdje su
1 S+3 4 . .
C== E (s)=2————— | (s)=— iz tablica.
6 g() (S+3)2+62 g() S

Ako se primjeni metod potencijala ¢vorova na ¢vor A,
I(S)+Eg(s) 4, s¥3
E S ?
UA£l+st=Ig(s)+ o(8) Ly - 2 S (s+¥+6 4 6

2 ;+sC ;+3c s(s+3) (s+3)2+62

8 8 6

—_— + 5

S $+3 (s+3) +6°

sada inverzna Laplasova transformacija daje
u(t)=8-8e—e*sin6t, t>0

3. Odrediti signal f{(t) ¢ija je Laplasova transformacija data izrazom

_ 2(s+10)
RRNEECs
) I:(S)Z(SJrl)(s"’S+25+2)
10s® +4
) F(s)= s(s+1)(s+2)2
R

Kako bi se lakSe uocili tabli¢ni izrazi, potrebno je prethodno razloziti posmatrani izraz na parcijalne
razlomke:



F(s) 2(s+10) A .. B
(s+1)(s+4) s+1 s+4
Koeficijenti se dobijaju na sljedeci nacin

A=(s+1)F(s)/,_, = ? ~6
B=(s+4)F(s)/, :2;;5 _ 4
sada se moze pisati
6 4

F(s)=———"

(5) s+1 s+4
ovdje se prepoznaju tabli¢ni izraz

1

L e—at -

i -
pa je trazena funkcija
f(t)=6e" —de™

b) Ako se izraz transformise
F (S) _ S _ S - _ - A N B . B -
(s+1)(s°+25+2) (s+1)(s+l-j)(s+1+]) (s+1) (s+1-j) (s+1+])

koeficijenti su

*

A=(s+DF (s)/, =2 =-1
. 4j o 1-j 1
B=(s+1-j)F(s)/,_ , =——F=—"=—F7+/-45°
« 1+ 1
B =—=—/45°
2 2
ili
F(s) = S __A , GCs+D _ As®+2As+2A+Cs’+Cs+Ds+D
(s+1)(s’+2s+2) (s+1) (s°+2s+2) (s+1)(s*+2s+2)
_(A+C)s’+(2A+C+D)s+(2A+D)
- (s+1)(s*+2s+2)

gdje je
A=(s+1)F(s)/,_,=-1
a koeficijenti C 1 D se dobijaju uporedivanjem osnovnog i transformisanog oblika izraza
A+C=0->C=1
2A+D=0—>D=2
time je transformisani oblik izraza
- s+1)+1 s+1

F(s)— 1+28+2 :_1+( )2 :_1+( 2)+ 12

(s+1) (s*+2s+2)  (s+1) (s+1)°+1 (s+1) (s+1)'+1 (s+1)°+1
ovim su dobijeni tabli¢ni oblici, pa je jednostavno odrediti inverznu Laplasovu transformaciju jer se
zna

L {e‘a‘ sin a)t} =

0] S+a

- L {e‘a‘ oS a)t} =

(S+a)2+a) (s+a)2+a)2

paje



f(t)=—e" +e" cost+e™" sint

c) Potrebno je transformisati izraz
10s’ +4 A B c . D

F(s)= =—+

2 = + 2
s(s+1)(s+2)" s s+l (s+2) (s+2)
koeficijenti su

10s” +4 A B C D

F(S)= 2 =—+ + 2 +

s(s+1)(s+2)° s s+l (s+2)° (s+2)
A=sF(s)/_,=1
B=(s+1)F(s)/,_,=-14
C=(s+2) F(s)/,_,=22

d 2 d (10s*+4

D =£|:(S+2) F(S):|/S=72 =£[Wj/s=2 =13
Tako za opsti slucaj vazi
F(s)= ety g K

- — ot
(s+p) (s+p) S+p

1 d" n
SR O] [
a za zadati problem dobija se

1 14 22 13

F(s)=—- f(t)=h(t)-14e" +22te * +13e™*
(5) S s+1+(s+2)2+(3+2)_> (t)=h(t)-14e™ +22te™ +13e
prema tabli¢nim izrazima
1 1 n!
L {h(t)}== L ite®l=—"— L {t"e™| =
{()} S { } (s+a)2 { } (s+a)”+l

4. Time-shift ili time delay osobina tj. osobina vremenskog kasnjenja ima oblik

L{f(1)}=F(s)
L {f(t-a)h(t-a)}=e™F(s)

Ako se posmatra periodi¢na funkcija kao na slici

f(t)

»

f1(t)

\ 4

\ 4

) T 2T

fa(t)

o

T

O<t<T
inace

2T

3T

Ista funkcija moze se predstaviti kao suma

/_\ pomjerenih funkcija

f.t) 7 f (t):{

»
>
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AKo se primjeni osobina vremenskog kasnjenja:
F(s)=F(s)+F(s)e™+R(s)e™™+F(s)e”™ +..=F(s)(l+e " +e ™ +e ™ +.)=
1
=F(s

1 ( ) 1_ e—Ts
Zakljucuje se da je Laplasova transformacija periodi¢ne funkcije jednaka Laplasovoj transformaciji
prve periode funkcije podijeljene sa (1-e7™).

primjer: Ako je data periodi¢na funkcija na slici. Odrediti njenu Laplasovu transformaciju

A

0 a T T+a 2T 2T+a 3T

1 a 1 1 1-e™®
F _ —stdt —_- —st /a —
(S) 1 e—sT j07e s1— e—sT € 0- s (1_e—sT )

5. Za kolo prema slici poznato je L, C, k, e=E,. Kolo je bez pocetne energije. Prekidac¢ se prvobitno
nalazi u polozaju (1). U kojim se trenucima prekida¢ moze prebaciti u poloZaj (2) pa da u kolu, koje
je na ovaj nac¢in odvojeno od generatora ne bude struje.

(1)

. > b L
O
I

R
Ako se posmatra prekidac u polozaju (1)
EO

=1 L=t {Enm) =5

Za lijevu konturu moze se pisati relacija
E

0o

E ( 1 j 5 CE

—° —| sL+—+skL I(s)—>|(s): =...= 0

s sC sL+t+skL 1+s°LC(1+k)
S

Potrebno je dobiti vremenski oblik struje, pa je neophodna transformacija dobijenog izraza prema
nekom od tabli¢nih izaraza radi jednostavnijeg prelaza iz s-domena u vremenski domen, stoga




CE CE E 1

0 0 — 0

1(s)=—, - - ;
e LC(HK){LC(LK)HZ] L(1+k)sz+[ LC(LK)]

iz dobijenog izraza prepoznaje se

1
“T\LC(1+k)
sada je

E 1

H(8)="rr

L(1+K) $% + (o)’

a kako je tabli¢ni izraz oblika

L {sinwt} =
{sin wt} .
tada se dobija
E w
I — 0
(s) L(1+k)o s* + (@)’
Sada je vremenski oblik struje
. E : E . 1
t)=——2—- t = 2 t
=T T LC(1rK)
LA+K) [~
LC(1+k)
napon na kalemu je:
u (t)=Lﬂ+kLﬂ=(1+k)Lﬂ=(1+k)LLa)COSa)t=E cos wt
; dtdt dt L(1+k)w °

napon kondenzatora je
uc (t)=E, —E, coswt = E, (1—cos at)

Kada se prekidac prebaci u polozaj (2), kolo je u slobodnom rezimu. Struje nece biti u kolu ako se
prekida¢ prebaci u trenutku kada su struja kalema i napon kondenzatora jednaki nuli.
i, (t)=i(t)=0—>sinwt=0
U (t)=0—>1-coswt=0
dobija se
sinwt=0

—>ot=2nr, n=12,3...
cosot =1
_2nz

@
Dakle, ukoliko se prekidac prebaci u definisanom trenutku t, nece biti struje u kolu koje je odvojeno
od izvora.

t =2nrx (1+k)LC

6. Zadato je kolo sa idealnim transformatorom poznatih parametara L, C i m=1.



E

+
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U % % u, —— 2C

A€ e

Eo Eo -

of T=2zJ2LC

Prekidac se prvo dovodi u polozaj (1). Posto se u kolu uspostavi stacionarni rezim, prekidac se
prebacuje u polozaj (2). Odrediti stuju kalema i1 napon uz kondenzatora u prelaznom rezimu koji
nastaje poslije dovodenja prekidaca u polozaj (2). RijeSenjadatiza O<t<T it>T .

0

R

Prekida¢ je u polozaju (1). Posto kondenzator kojim su zatvoreni krajevi sekundara idealnog
transformatora nema pocetno opterecenje, kolo se moze ekvivalentirati tako Sto se posmatrani
kondenzator svede na primar tj. zamjeni kondenzatorom koji je priklju¢en na primar sa kapacitetom
2C/m?=2C, pa je $ema

2C | L
>—"tYY Y\
I 1
R R Q
. Cc = 2C—— | uy > . ;:20
Eo

Kada ne bi bilo prigusenja oscilacije bi se odrzavale beskona¢no dugo u kolu. Medutim, priguSenje
je neizbjezno 1 kolo dolazi u stacionarni rezim poslije odredenog vremena, a tada kalem predstavlja
kratak spoj a kondenzator prekid u kolu, pa vazi

=0 Q=2CE,

Za prekidac u polozaju (2) Sema kola je

i L
—rY YN
q
. I-2C
(D
gdje su pocetni uslovi
i(0)=0 q(0)=Q =2CE,
Zadata ems ez se moze napisati kao
e, (t):%t[h(t)_h(t_T)]:%th(t)_%(m ST)h(E-T)=

=22 h(1)-=(t-T)h(t-T)-Eh(t-T)



sada je Laplasova transformacija

E E E
E,(s)=L {e(t)j=—3-—=¢e"T ——¢
2( ) { 2( )} TSZ TSZ S
Ako se napiSe jednacina prema konturnim strujama

(sL+&j 1(s)=E,(s)+F(s)

gdje je u opstem slucaju

F (S) = z [i Li (0) F %C(:))j - opSti izraz koji uzima u obzir pocetne uslove

pokonturi

za posmatrano kolo

F (S) — _M — _i
s2C s2C

sada je jednacina

(2LCs? +1)1(s) =2CsE, (s)-Q
2CsE, (s) Q

I(s)= " I
2LC (52 +j 2LC (sz +j
2LC

2LC

ako se definise

1
RNETRS
vazi
I (s)— SE, (s) Qw

L(s’+0?) 2LC(s*+?)
ako se zamjeni ems
E 1 E 1 « E 1 Qo’ : . .
I — o =0 _ = a5 _To ST _ =] I | "
O T Bsmra Lt e O OO
Sada je potrebno naci vremenski oblik pojedinih funkcija
: E
LI =——|1- t
{1'(s)} 5 [1-coswt]

2
w

L1 (s)} = LTE;Z [1-coser(t—T)]h(t-T) = LTE° [1-cosat]h(t-T)

2
@

L1 (s)} :L—i)sina)th(t—T)

L *{1"(s)} =Qusin ot

pa je trazena struja

i(t)= LEO _ (1—coscot)[1—h(t —T)}—{QaHrL—Ewh(t—T)}sin wt

Tw

uintervalu 0<t<T —>h(t-T)=0-i(t)= L'IFEO (1-coswt)—Qewsin et
[0
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i(t)=Eo,/g{i(l—coswt)—sina)t}, 0<t<T
L |27

Usslu¢aju t>T > h(t-T)=1

/ 2
i(t)=—(Qa)+ 5 jsina)tz— 2CE, | Evele sinot =—E, ,/4C +,/2L2C sin ot
) J2LC L 2LC L

slijedi
i(t)=-2E, /%sina)t, t>T

7. Za kolo sa slike zadato je L,C, m=1 1 pocetno opterecenje Q. Odrediti us.
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Q *

C %: Uq up

m:1

R

Za idealni transformator sa slike moZe se napisati

Ui(s) _ L(s) _ 1

U.(s) lo(s) m
Ako se napise relacija prema KZN za lijevu konturu

1 10, .
Ul(s)+(Ls+&](ll(s)— Iz(s))+a“‘(|l—|2)dt‘t:0 =0

Q
Struja kroz desni kondenzator se moZe napisati kao

l,(s)=Cs(U,(s)-U,(s))

sa Seme je poznato

U,(5)=-mU, (5) s (5)-U (5) === U, (5)
1(6)=-2) 1 (5) 1, (9)=- 2 )
dobija se
Ul(S)—ltnm(LSCCSHJ'z(S)?%

1+m

M esu, (s) =1
—=CsU, () =1,(5)
slijedi



1+m

Ul(s)+(—jz(L32C +1)U, (s

m
ako se uvedu smjene

Q

Cs

)=

1+m 1+ a?
—=a 0=,—
m a’LC
U, = —L(l—cos wt)
(1+ aZ)C

Primjena Laplasove transformacije u kolima sa po¢etnim uslovima razli¢itim od 0.
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8. Naci uc(t) u kolu sa slike. Pretpostaviti da je uc(0)=5V

10Q

——1
+

10e't[V]<> 10@[] Uo=—0.1F CT 25(t) [A]
R
Ako se kolo prevede u s-domen
10Q
—L 3
+
% > 100] Usl®) ::% <T> 0.5 [A] <T>2[A]

Ako se primjeni metod potencijala cvorova

Uo(s)(i+i+ij:0.5+2+ 10
10 10 10 (s+1)10
dolazi se do

25s+35
U =
()= Gr1(s+2)
potrebno je transformisati izraz
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