TOPOLOSKE MATRICE

B, =[b,1,,, — matrica kontura gdje su
p — broj kontura

b — broj grana

¢ — broj ¢vorova

m — broj nezavisnih kontura

m=b-n=b-c+1
B=[b, ]m matrica nezavisnih kontura
B

~ Lmxm ]mxh

Matrica presjeka

Q“ = [qik ]sxb
Q = [qik ]nxb
Q= [QT QL]—matrica nezavisnih presjeka

o, nxm] — matrica osnovnih presjeka

0, =1,

s — broj presjeka
n — broj nezavisnih presjeka

r(Q.)=r(Q)=r(g)=n

Matrica ¢vorova ili matrica incidencije

Aa = [aik ]be
[ 1k ]nxb
A = [ | A ]—matrica nezavisnih ¢vorova

:I matrica osnovnih ¢vorova

()()()=”

Centralna topoloSka teorema ima oblik

QaBaT :Q QBT :Q Q~_fT :Q
AaBaT:Q ABT:Q QfBT:Q
Ba aT:Q BQT:O AE{"T:Q



Kirhofovi zakoni
Naponi i struje grana mogu se zapisati

U, L

u, . b
I’/-t = . L =

u, L,

Kirhofov zakon za struje je
Q.i=0
Ai=0

~d~ ~

Kirhofov zakon za napone je

Bu=0
MoZe se napisati
i=B'j

gdje je
Jj—proizvoljan sistem nezavisnih struja

takode vazi
u=Q'v=A"y

v —proizvoljan sistem nezavisnih napona

Vazne relacije su
B=B,B, —» B, =B, B

0=0,0,~0,=0,"0

1. Data je matrica osnovnih presjeka Q. Odrediti matricu osnovnih kontura B, za isto

stablo.
Rjesenje

Prema centralnoj topoloskoj teoremi vazi

T _

B9, =0

Ako se zna da vazi

Bf = I:B_fT lmxm:l Qf = |:lnxn Q_fL:|
onda je

T lnxn
9 =0,



zamjenom u pocetnu relaciju

Lo
I:BfT lmmj||:g_fLT}:Q

BfT+QfLT =0

_ T
B fT = _Q 1L
sada je traZzena matrica

B, :I:BfT | lmxm}:[_gflT ‘ lmxm]

2. Data je matrica nezavisnih kontura za stablo T, B=[§T | BL]. Odrediti matricu
osnovnih presjeka O, za isto stablo.

RjeSenje

Qf = |:lnxn QfL:|

Prema centralnoj topoloskoj teoremi vazi
Q,B"=0

slijedi
=T _
n } LB_LT} =0

=)
~

L

BTT+Q/‘LBLT =0
QfLBLT :_BTT /(BLT )_

QfL = _BTT (BLT )_1 = _BTT (BL_I )T = _(BL_IBT )T
sada je trazena matrica

0, =| L, | (8.8, |

B, je kvadratna nesingularna matrica pa postoji inverzna matrica.

3. Data je matrica nezavisnih presjeka Q za izabrano stablo. Potrebno je odrediti matricu

nezavisnih kontura B za isto stablo.
RjeSenje

Q:[QT |QL:| B:[BT |6L]

Prema centralnoj topoloskoj teoremi



Slijedi jedna znacajna relacija
B=B,B, »>B,=B,'B
a analogno vazi i

0=0,0,-0,=0"0

4. Dat je graf kola kao na slici, i matrica nezavisnih kontura B. Za izabrano stablo

T={a,b,c} odrediti matricu osnovnih kontura B

mpy b
d @Ae Af
@

~

Y o

o) 4

410 0 0[1 -1 0
|
B:;uzl 1 0:0 1 OZ[BT:BL]
0 1 170 0 1
Rjesenje

MoZe se napisati

B=[B, | B,]=B,[B,"B |1,,]|=8.B,

\—V—_J
B

1z zadatka vazi



1 -1 0 1 10
B, =0 1 0 - B'=|0 10
0 0 1 0 0 1
paje
I 1 00 0 O 1 10
B 'B,=|0 1 0|1 1 O|=1 10
0 0 1|0 1 1 011

dobija se
a b cld e f
41 101 00
B,=u|1 1 010 1 0
410 1 170 0 1

5. Data je matrica osnovnih kontura iz prethodnog zadatka za stablo T1={a,b,c}. Odrediti
matricu B, za stablo T,={a,b,f}.

a b cld e f
41 1001 00
|
B,=u,)1 1010 1 0
4]0 1 170 0 1
RjesSenje
Za novo stablo, potrebno je promjeniti red kolona matrice i dobija se
a b flc d e
41 1010 1 0
B=u|1 1 OEO 0 1:[6T2:6L2]
410 1 171 0 0
slijedi
B,=[B,, | B,,1=B,,| B, 'B;, | L., |=B.,B,» = B,,=|B,,"'B;, | 1
22 212 | P12 ~L2| FL2 T2 |~mxmv RL22f2 272 2r2 212 | Smxm

By,

ostatak je analogan prethodnofn zadatku.

6. Zadata je matrica nezavisnih ¢vorova A jednog orjentisanog grafa elektri¢nog kola:
a b c¢c d e f

Ir -1o0 0 0 O
A=2/-1 0 0O 1 -1 1
3]0 01 -1 0 O



Za stablo T={b,c,e} formirati matricu osnovnih kontura B, i matricu osnovnih presjeka

Q, inacrtati graf.

RjeSenje
Ako se preuredi matrica A tako da se prvo napiSu kolone koje odgovaraju granama stable
pa onda kolone koje odgovaraju granama kostabla

b ¢c e a d f
Il-1r o 0 1 0 O
4=2/0 0 -1 -1 1 1|=[4]4]
30 1. 0 0 -10
Prema centralnoj topoloSkoj teoremi

B, A" =0 B, =[B, | 1,,]
slijedi
ATT
o111
B, A" +4," =0

Bﬁ@’rT = _ALT /(ATT )_1

By =-A7(47) ==(474) =8 =|~(474) 1.,

Prema zadatim podacima

-1 0 0
A'=0 0 1
0 -1 0
b ¢ ela d f
w1l 0 -111 0 0
B,=i,|0 1 110 10
40 0 1,0 0 1
0 =[Lu | Q]
iz prvog zadatka vazi
-1 0 0
QfL:_BfTT:AT_1~L: 0 -1 0
~ 1 -1 -1

pa je trazena matrica osnovnih presjeka



b ¢ e a d f
v[1 0 0l-1 0 0
Q,=v,|0 1 010 -1 0
v,/0 0 171 -1 -1

Potrebno je sada formirati graf kola. Poznato je da matrica A, jednoznacno definiSe graf.
Na osnovu poznate matrice A formira se matrica A,. Takode je poznato da se matrica
nezavisnih ¢vorova dobija iz matrice ¢vorova A, tako Sto se ukloni vrsta koja odgovara
odabranom referentnom ¢voru. Dakle, potrebno je dodati tu nedostajucu vrstu vec
poznatoj matrici A kako bi se dobila traZena matrica A,. Kako bi se odredili elementi
nedostajuce vrste koristie se osobina matrice A, da u svakoj koloni ima dva elementa
razli¢ita od O (1 i -1 jer svaka grana ima dva kraja koja pripadaju posebnim ¢vorovima),

tj. da je suma svih elemenata matrice po koloni jednaka 0. Tada je
a b ¢ d e f

Itr -1 0 0 0 O
2l-1 0 0 1 -1 1
A =
30 0 1 -1 0 O
40 1 -1 0 1 -1
pa je trazeni graf

©) R @)
f
b A Yd
e
® ° ®
7. Zadata je matrica osnovnih presjeka grafa elektricnog kola.
a b c d e f g
vii-1 0 0 0 0 0 1
v,i1 1. 00 0 1 0
o, =
— v;;0 O 1 1 01 O
v,{0O 0 01 1 0O

a) Odrediti koje grane grafa obrazuju stablo grafa T.

b) Koristeci centralnu topoloSku teoremu odrediti matricu osnovnih kontura By.

¢) Nacrtati odgovarajuci graf.
d) Provjeriti KZ za struje za osnovni presjek.

Rjesenje

a) Zadata matrica se preuredi tako da je prva submatrica jedini¢na matrica reda 4x4:



g b c e a d f
v[1 00 0i-100
V01 0011 01

= 7yo 01 00 11

v 0 00 1i0 1 0

Lo Qn

Stablo obrazuju grane T={g, b, c, e}, a kostablo L={a, d, f}, m=3.
b)

T
5,0, =0
5 =Byt
-1 0 o]
5 0 1 01
T =L 0 1 1
0 1 0

g b ¢ e a d f
411 -1 0 011 0 O
B,=u4,0 0 -1 -10 1 0O
4;/0 =1 -1 00 0 1
Bir Linm
c) T={g, b,c, e}, L={a,d,f}

1, o, 13 — fundamentalne konture
V1, V2, V3, V4 — fundamentalni presjeci.

V3

d) Nezavisne jednacine na osnovu IKZ:
Qi =0



_ig -
ib
iC .
il
i= =...
, i
id
i
_ig -
ib
1 000 -1 0 0},
i,
0100 1 0 1]°
i, |=0
0010 0 1 1},
i
0001 0 1 0]l
Ly
_if_
Odakle se dobija set jednacina:
i,—i,=0
i, +i,+i, =0
i.+i,+i, =0
i +i,=0

8. Ako je i matrica kolone struja grana grafa, i;=[i, i, if]T matrica kololone struja spojnica,
—i, +i,

a matrica kolone struja grafa stabla i, =| i, —i, |, odrediti matricu osnovnih kontura By i

id _ie
nacrtati odgovarajuci graf.
RjeSenje
i ] [+ ] [-1 00 1]
i, i, — i, 1 0 -1
. ) i
. lT lc ld _le 1 _1 O T.
== |F = i |=B i
i i i I 0 0], —
L ‘ i
I, I, 0O 1 O
iyl & | L0 0 1]




d e f
-1 11 1 00
B, =i, 0 0 -1 010

i1 -1 0 0 0 1
Graf ima 6 grana sa m=3 osnovne konture i n=3 osnovna presjeka, c=4 ¢vora.

9. Koriste¢i topoloSke matrice, metodom nezavisnih napona (nezavisni naponi su
odredeni osnovnim presjecima) odrediti struje #; i i;. U kom reZimu rade pojedini izvori u
kolu?

OBy WO ®
8 40 ih

SCD ?o 2.50 () 64

+




T={a, b, c}, L={d, e, f}.

Naponi grana stabla ¢ine nezavisan sistem napona, struje spojnica ¢ine nezavisan sistem
struja, pa zato za grane stabla biramo grane sa nezavisnim i zavisnim naponskim
izvorima, a do punog broja grana dopunjavamo pasivnim granama.

U=9,'U,
a b c d e f
vl 0 0 0 -1 -1
Q,=v,|0 1 0 i -1 1 0
T w001 i1 o0 1
Or On
]
u,
u, | [U,
U= =
u, U,
ue
Us
W1 T o o
u, 0O 1 0
w | o o 1fffe| HaTTHFH
Ha Tloo— [ty ® =~u, +u, (naponi SI_’Ojnica izraiglni preko nezavisnih
u, 11 0 u, U, =—u,+u, f;ipgriaéf‘} napona stabla)
L4y | -1 0 1] P
12:§d2>u,,=2—d:%1
ud:_u_d'i'uc:)uc:iud
4
U =64+
’ 4
uf=64+—ud

Da bi se odredio napon u,, potrebo je jos napisati IKZ za neki od ¢vorova (v3):
uC

=0
40

i +2.50 +i =0= L +2.5i +
8

Us i si Sy 0o, ——16i
8 40 4

IKZ za ¢vor 4 (vy):



P =250+ 5= 1.5 =—| 6441 |15
80 80 4

Odakle se dobijaju:
u, =64V

i, =8A

u, =16V

u, =80V

u, =80V

u, =144v

Da bi se odredio rezim rada, potrebno je odrediti snage:
- strujni izvor SA: -U,.I=(-80)5=-400W<0 — potrosac
- naponski izvor 64V: Ui1=64(-4)=--256W<0 — potrosac

- SKNI: 2i5(-ip); i, +Z—6 +i,=0=i =-2+4=2A, pa je 2ix(-i)=-32W<0 — potroSac
- SKSI: 2.5i1(-up)=(-10)(-144)=1440W>0 — izvor

10. U kolu datom na slici odrediti napon v, 1 struju
a) Primjenom metoda nezavisnih napona
b) Primjenom metoda nezavisnih konturnih struja

—4v 30
CDH—1rA
— + >
_/
+ 10
UJIJ§ 2Q) i 51}20
- 9A

RjeSenje
Na pocetku potrebno je formirati graf kola i oznaciti stablo grafa.

a) Kako se zadatkom traZi upotreba metoda nezavisnih napona, potrebno je oznaciti
nezavisne presjeke prema prethodno definisanom stablu



Sa slike se vidi da je stablo grafa T={b:c,d;é } a kostablo L={a,f}, pa je matrica osnovnih
presjeka:

b ¢ d el a f
vl 0 0 0/-1 0
V|01 0001 1 1)
9 = v,/0 0 1 010 1
v,]0 0 0 1;-1 -1
Naponi grana su prema definiciji
U, 1 0 0 0] U, ]
U, 0O 10 0}U, U,
- U, U=0U. = 0 01 0}U, _ U, )
~ U, = =T 0 o0 0 1|U, U,
U, 110 -1|U,| |-U,+U.-U,
U, | 10 1 1 —1] | U.+U,-U, |
dakle, naponi grana kostabla su
u,=-U,+U,-U, 3)
Uu,=U.+U,-U, 4)
posmatrajuci graf i zadate parametre kola moZe se pisati
U,=—(—4V)=4V 5)
U, =-5v, (6)
U,=—v, =-2i (7)
zamjenom relacija (5) 1 (6) u relaciju (3)
U,=-4+U_-U, (8)
a zamjenom relacija (6) i (7) u relaciju 1.4
U,=-4+5U,-U,->U,=4U,—-4 )
ukoliko posmatramo KZS za ¢vor 2
i, =i, +1, (10)

ako se zna da vazi



1 1

ihZiQZEUa i,=-2A ienge (11)
zamjenom relacija (11) u relaciju (10) dobija se
an :—2+1Ue (12)
2 3

Sada relacije (9) 1 (12) ¢ine sistem dvije jednacine sa dvije nepoznate, pa su rjeSenja
U,=4V U,=12V
Sada su trazeni napon i struja

v, =-U, =—4V i=ie=§Ue:4A

b) Ukoliko se primjeni metod nezavisnih kontura, potrebno je oznaciti nezavisne konture
na grafu

Sa slike se vidi da je stablo grafa T={b,c,d,e} a kostablo L={a,f}, pa je matrica osnovnih
kontura:

b ¢ d ela f
Bf:,u[l -1 0 1;1 0}
4,0 -1 -1 170 1
a prema definiciji metoda, struje grana grafa se dobijaju prema relaciji
i=B/'i,
sada vazi
i, ] [1 0] A
I, -1 -1 —i, —i,
i 0 -1}t =i,
i1 LJ: i, +i,
i 1 0 i
| L0 1] L]
dakle, dobija se

(13)



posmatrajuc¢i Semu vidi se da vaZzi:

i =2A (14)
paje
I, =1,
i, =—i,—2
i,=-2 (15)
i, =i, +2
takode, sa Seme se vidi
U,=-v =2i,
U,=-5v,=5U, (16)

U,=—(-4)=4V

ako se napiSu jednacine za KZN za konturu W,

Uu,+U,+U,-U_.=0 17)
ako se relacije (16) zamjene u relacije (17) dobija se
2i, +4+U,-5U,=0 (18)
a za napon grane e vazi
U,=3i

tada je
2i +4+3i,-10i, =0

3i, -8i, =—4 (19)
Sada Cetvrta jednacCina sistema (15) i jednacina (19) Cine sistem sa dvije nepoznate ¢ija su
rjeSenja

3(i, +2)-8i,=—4 > =5i, =-10 > i, =2A —i, =4A
gdje je i traZena struja, a nepoznati napon vy je prema prvoj relaciji sistema (16)
v, ==U,=-2i =-4V

X a



