1 Natkrica

Nekasu X i X topoloski prostoriip : XX neprekidno preslikavanje.

Definition 1. Za preslikavanje p : X — X se kaze da je natkrice ako za svaku
tacku v € X postoji otvoren skup U u X takav da x € U i p~Y(U) je disjunk-
ma unija otvorenih skupova u X od kojih je svaki homeomorfan skupu U preko
preslikavanja p.

Dakle,
(Vo € X) (3U C X) z € U takodaje p ' (U) = Uje,V;,
VinV;=0,i# jipy, : V; = U je homeomorfizam.

Za prostor X se kaze da je baza natkrica, a za prostor X da je prostor natkrica.
Pojam natkrica je uopstenje preslikavanja e : R — S* koji je kori§¢eno pri odred-
jivanju fundamentalne grupe kruZnice.

Example 1. Posmatrajmo kruznicu S' C R2  Preslikavanje p : R — S,
p(t) = e(t) = (cos2nt, sin2nt) je natkrice. Zaista, neka o € S*, tada je xy =
(cos2mty, sin27ty) za neko to € R. Posmatrajmo otvoren skup U = S\ {x¢}.
Tada je p~'(U) = U;czV; gdje je
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X/j:{teR:t0+j—§<t<t0+j+§}.

Svaki od otvorenih skupova V; se homeomorfno slika na U preko preslikavanja p.
Ovo pokazuje da je p : R — S natkrice.

Example 2. Pokazacemo da preslikavanje f : (—2,2) — S' C R? dato sa f(t) =
(cos2mt, sin27t) C R? nije natkric¢e. Naime, za tacku xy = (1,0) = (cos0, sin0)
ne postoji okolina U koja zadovoljava uslove iz definicije natkrica. Ako bi takva
okolina U postojala tada bi za neko 6, 0 < § < % vazilo da je Us C U gdje je

Us = {(cos2rt, sin2nt) : —§ <t < 6}.

Kako je Us otvoren skup tada bi i f~(Us) bila unija otvorenih, disjunktnih skupova
u (—2,2) od kojih je svaki homeomorfan sa Us preko p. Povezane komponente za

p~Y(Us) suskupovi (=2, —2+95), (=1—0, —140), (=6,9), (1—6,1+5) i (296, 2).

Medjutim, primijetimo da se nijedan od skupova (—2, -2 +9), (2 — 6, 2) ne slika

homemorno na Us preko f.



1.1 Realni projektivni prostor
U R™™\ {0} defini3e se relacija ekvivalencije ~ sa
(X1, Tpy1) = (Y1, - -, Yns1) ako i samo ako x; = Ay;, za A € R\{0}, 1 <i < n+l.

Neka je RP™ = (R™"!\ {0})/ = koli¢ni¢ki skup. Posmatrajmo prirodnu pro-
jekciju p : R™\ {0} — RP™ definisanu sa p(zy, ..., Tp11) = [(T1,. .+, Tna1)]-
Neka je skup RP" snabdjeven kolicnickom topologijom, odnosno U C RP" je
otvoren ako i samo ako je p~!(U) otvoren skup u R"**. Prostor RP" snabdjeven
ovakvom topologijom naziva se realnim projektivnom prostorom.

Relani projektivni prostor se moZe definisati i na drugi nacin. Posmatra se sfera
St ={(z1,...,xp11) € R"Hat + ...+, =1} C R"*! inanjoj se definiSe
relacija ekvivalencije:

(1, Tpy1) = (Y1, Ynt1) akoisamoako y; = x; 1 <i<n+1

iz, =y;, 1 <i<n+1.

Ako na koli¢ni¢kom skupu S”/ ~ uvedemo koli¢ni¢ku topologiju dobijamo pros-
tor koji je homeomorfan sa RP". Dakle, drugi nacin da se definiSe realni projek-
tivni prostor je RP" = S™/ ~.

Lemma 1. Prirodna projekcija p : S™ — RP" je natkrice.
Proof. Neka x € RP™, tada je x = {z, —x} gdje x € S". Neka je V' okolina
tatke x u S" takvadaje VN (—V) = (). Tadaje U = p(V') = p(—V') otvoren skup

uRP™, s obzirom daje p~'(U) = V U (—V). Kako su oigledno pjy : V — U i
p|(-v) : (=V) — U homeomorfizmi to je p : S™ — RP™ natkrice. N

1.2 Osobine natkrica

Proposition 1. Svako natkrice p : X=X je otvoreno preslikavanje.

Proof. Treba da pokazemo da je p(V') otvoren skup u X za svaki otvoreni skup
V u X. Neka je V C X otvoren skup i neka = € p(V) € X. Tadaje z = p(v)
za neko v € V. Neka je dalje U C X otvoren skup iz definicije natkri¢a takav
daz € U. Toznatidajep '(U) = Uje,V;, VinV; = Qipy, : V; = Ulje
homemorfizam za svako j € J. Tada v pripada nekom od skupova V}, recimo

2



v € Vj,. Neka je W, = p(V N'Vj,). Kako je V otvoren skup u X slijedi sa je
V- NV}, otvoren skup u Vj,, a kako je py; : Vj, — U homeomorfizam, to je W,

otvoren skup u U. Jasno da z € W, idaje W, C p(V). Na ovaj nacin dobijamo
daje p(V) = Uzep(v)Wa, Sto implicira da je p(V') otvoren skup. O

Odavde direktno slijedi:

Corollary 1. Natkrice p : X — X je homemorfizam ako i samo ako je bijekcija.

Proof. Tvrdjenje slijedi iz zapaZanja da je neprekidna bijekcija homeomorfizam
ako 1 samo ako svaki otvoren skup slika u otvoren skup. 0

Neka je p : X — X natkrice i neka je f : Z — X neprekidno preslikavanje, gdje
je Z neki topoloski prostor. Za neprekidno preslikavanje f : X — Z se kaZe da
je podizanje za f akojepo f = f.

Lemma 2. Neka je p : Nf( — X natkrice. Neka je Z povezan topoloski prostor
i neka su f,qg : Z — X neprekidna preslikavanja takva da je po f = pogi
f(2) = g(2) zaneko z € Z. Tada je f = g.

Proof. Nekaje Zy = {z € Z|f(z) = g(2)}. Po pretpostavci je Z # (). Pokaza¢emo
da je Zy 1 otvoren 1 zatvoren skup, pa Ce, s obzirom da je Z povezan slijediti da je
Zy= Z.Nekaz € Z,tadaje x = p(f(z)) € X, pa postoji okolina U iz definicije
natkrica takva da z € U. To znalida je p~ ' (U) = U;e V;, ViNV; = 0,0 # j
ipy, : V; = U je homeomorfizam za sve j € J. Neki od skupova V; sadrzi
f(#), oznacimo taj skup sa Vj,. Kako je p(g(z)) = p(f(z)) jedan od ovih skupova
takodje sadrZi i g(z), ozna¢imo taj skup sa V;,. Nekaje W, = f~1(V;,)Ng~*(V},).
Slijedi da je W, otvoren skupu Z1 z € W.,.

Razmotrimo slucaj kada z € Z,. Tada je f(z) = g(z) i prema tome je V;, =
V.. Slijedi da f.g : W. — Vj,. Kakojepo f =pogipy, : Vi — Ulje
homeomorfizam, to slijedi da se f i g poklapaju na W,. Zato je W, C Z,, Sto
znaci da je Z, otvoren skup.

Razmotrimo sada slucaj kada z € Z \ Z,. Kako je sada f(z) # g(z) slijedi da je
Vi, NV, = 0. Kako je f(W,) C Vi, i g(W.) C Vj, slijedi daje f(=') # g(=) za
sve 2 € W,. Zatoje W, C Z \ Z,. Dakle, pokazali smo da za svako z € Z \ Z;,
postoji otvoren skup W, takav da z € W, i W, C Z \ Z,. Slijedi da je Z \ Z
otvoren skup, Sto znaci da je Z; zatvoren. 0



Navodimo bez dokaza sledece dvije teoreme, koje su analogon teoremama koje
smo formulisali prilikom odredjivanja fundamentalne grupe kruZnice.

Theorem 1. (Teorema o podizanju puta kod natkrica.) Neka je p : X 5 X
natkrice, o : [0,1] — X put u X ineka je & € X tacka takva da je p(T) = «(0).
Tada postoji jedinstveni put & : [0.1] — X takav da je &(0) =T ipoa = a.

Theorem 2. (Teorema o podizanju homotopije kod natkri¢a.) Neka je p :
X — X natkrice, neka je F - [0,1] x [0, 1] — X neprekidno preslikavanje i neka
je & € X tacka takva da je p(¥) = F(0,0). Tada postoji jedinstveno neprekidno
preslikavanje F : [0.1] x [0, 1] — X takvo da je F(0,0) =& ipo F' = F.



