1 Natkric¢a-nastavak

U ovoj lekciji ¢emo izvesti neka svojstva natkri¢a koja omogucéavaju da se natkri¢a
primjenjuju pri izratunavanju fundamentalne grupe.

Theorem 1. Neka je p - X — X natkrice i neka su o : 0,1] - Xip:[0,1] —
X ekvivalentni putevi tj. oo = f3 (rel {0,1}). Neka su &, 3 : [0,1] — X podizanja
za a i 3 takva da je &(0) = ((0). Tada je & ~ (3 (rel {0,1}).

Proof. Nekaje xo = a(0) = 5(0)iz; = a(l) = 5(1). Kakoje v =~ [ (rel {0,1})
to postoji homotopija £ : [0, 1] x [0, 1] — X tako daje F'(s,0) = «a(s), F/(s,1) =
B(s)1 F(0,t), F(1,t) ne zavise od t € [0, 1]. Iz teoreme o podizanju homotopije
kod natkrica slijedi da postoji neprekidno preslikavanje G : [0,1] x [0,1] — X
takvodaje po G = F i G(0,0) = &(0). Tada je p(G(0,t)) = p(G(0,0)) =
p(a(0) = a(0) =z0ip(G(1,t)) = F(1,t) = F(1,0) = «(0) = ;.

Posmatramo put ¢ — G(0,¢) u X i i posmatramo konstantan put ¢ — @&(0).
Ova dva puta se poklapaju u ¢ = 0 i imaju istu projekciju na X. Iz Leme 2 sa
prethodnog Casa slijedi da se ovi putevi poklapaju to jest G(0,t) = @&(0), odnosno
G(0,t) ne zavisi od t. Analogno, putevi t — G(1,¢) i konstantan put ¢ — G(1,0)
se poklapaju u t = 0 i imaju istu projekciju na X odakle slijedi da je G(1,t) =
G(1,0), odnosno G(1,t) ne zavisi od ¢. Kako vazi :

p(G(s,0)) = F(s,0) = a(s) = p(a(s)) i G(0,0) = a(0),
to je G(0,t) = a(t). Dalje je
p(G(s,1)) = F(s,1) = B(s) = p(B(s)) i G(0, 1) = &(0) = 5(0),
to je G(s, 1) = f(s). Slijedi da je & ~ {3 (rel {0,1}). O
Kao posljedicu ovog tvrdjenja imamo sledecu vaznu teoremu:
Theorem 2. Neka je p : X — X natkrice i &y € X. Tada je homomorfizam
p. s w(X, 30) = 7(X, p(w0)) (D

monomorfizam.



Proof. Neka [a], [@1] € 7(X, %) tako da je p,([do]) = p.([@1]), odnosno [p o
ap| = [poay]. Toznatidaje po ay ~ poda (rel {0,1}). Kako je an(0) = @;(0)
na osnovu Teoreme 1 slijedi da je &y ~ @ (rel {0, 1}), to jest [ag] = [@1], Sto
implicira da je p, monomorfizam. [

Navodimo i nekoliko posljedica prethodnih tvrdjenja.

Corollary 1. Neka je p : X — X natkrice, &y € X i neka je o petlja u X u tacki
p(&0). Tada [a] € p.(7(X, &) ako i samo ako postoji petlja & u X u tacki i
takva da je p o & = .

Proof. Ako postoji petlja & u X u tacki &, takva da je pod = a, tada je p.([a]) =
[pod] = [a] tojest [a] € p,(m(X,F)). Obratno, neka [a] € p,(7(X, %)), tada
postoji petlja 3 u X u taki 7, takva da je [o] = p,([8]) = [p o B]. To zna&i da je
axpof (rel{0, 1}). Iz teoreme o podizanju puta kod natkrica slijedi da postoji
jedinstveni put & u X takav daje poda = a i &(0) = Z,. Kako iz Teoreme 1
slijedi da je &(1) = 3(1) = &, dobijamo da je & traZena petlja. O

Corollary 2. Neka je p : X = X natkrice, neka su To, T, € X tacke takve da
je p(Zo) = p(%1) i neka je & : [0,1] — X put u X takav da je &:(0) = o i
a(l) = &y. Ako [po @] € p.(m(X, Z0)) onda je & petlja u X odnosno &y = Z;.

Proof. 1z prethodne posljedice slijedi da postoji petlja B u X u tagki %, takva da
jepof =poaia(0) = £(0). Dobijamo da su & i 3 podizanja za p o & sa istim
pocetkom, pa je @ = 3, odnosno & je petljau o = ;. [

Corollary 3. Neka je p : X — X natkrice i neka sua : [0,1] — X i 3:[0,1] —
X putevi u X takvi da je a(0) = (0) = zo i (1) = B(1) = . Neka su é i
podizanja za o i § takva da je &(0) = B(0) = &y gdje je p(i(0)) = xo. Tada je
a(1) = B(1) ako i samo ako [a] - [B]" € p.(7(X, Zo)).

Proof. Ako je &(1) 3(1) onda je & * ﬁ petlia u X u talki 7 i p.[& ﬁ:]

[po(a+B) =laxf=[a][8 Zatoje [a] - [8]7* € p.(n(X, o).
Obrnuto, neka su & i 3 putevi u X takvi daje poa = «a, zatim p o B =41

@(0) = B0) = Fo i [o] - [A]7" € pu(w(X, ). Nekajev = axf-toje
petlja u p(Z). Na osnovu pretpostavke [y] € p,(7(X, Z)). Iz prve od prethodnih
posljedica slijedi da postoji petlja 7y u X u taki 7, takva da je poy = . Neka su
&:[0,1 = X i8:]0,1] — X putevi u X definisani sa

. t t
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Tada je R .

a(0) = a(0) = 5(0) = B(0),
a kako postoji jednistveno podizanje sa zadatim pocetkom, slijedi da je & = & 1
£ = (3. Dobijamo da je

Sto je 1 trebalo pokazati. 0

Koristeéi prethodna tvrdjenja dokazuje se sledece:

Theorem 3. Neka je p : X — X natkrice, pri cemu je prostor X linearno
povezan, a prostor X je prosto povezan. Tada je natkrice p : X — X home-
omorfizam.

Proof. 1z definicije natkriCa znamo da je p surjektivno, neprekidno i otvoreno
preslikavnje. Dokazujemo je je p injektivno odakle Ce slijediti da ja p homeomor-
fizam. Neka su talke %o, #; € X takve da je p(io) = p(#). Kako je X linearno
povezan, to postoji put & : [0, 1] — X takav da je &(0) = Zo i &(1) = ;. Tada je
po apetljau X u taki o = p(Zp) . Kako je X prosto povezan grupa 7(X, z¢)
je trivijalna, pa je [p o @] = [e,,]. Iz tree od prethodnih posljedica slijedi da je &
petljau X u tacki %o, paje Ty = I, Sto je i trebalo dokazati. 0

1.1 Broj listova natkrica
Neka je p : X — X natkrice pri &emu je prostor X povezan.

Proposition 1. Skupovi p~'(zo) i p~*(yo) su iste kardinalnosti za proizvoljne
To, Yo € X.

Proof. Neka zg,x; € X inekaje f : [0,1] — X put koji spaja = i yo to jest
f(0) = 291 f(1) = yo. Neka je dalje U; okolina iz definicije natkri¢a za tacku
f(t). Tada familija otvorenih skopuva {U,} pokriva put f(I), a kako je f(I)
kompaktan skup, to postoji konaéno mnogo ovih okolina koje pokrivaju f(7).
Neka su to Uy, ..., Uy, pri ¢emu pretpostavljamo da f(0) € Uy, f(1) € Uy, i
U, NUy,, #0,1 <i<n—1. Nekaje

p U, = Ujies, Vi, Vi NV = 0, p|V;i: Vi = U; homeomorfizam.
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Tada je [p~'(x)| = |p~'(y)| = |Ji] zasve z,y € U,,. OCigledno je i da vaZi
sledece: ako x € Uy, N Uy, , tadaje [p~*(x)| = |Ji| = [Jital.
Dakle, izaberimo tacke z; € Uy, NUy,,,, 1 <1 < n — 1. Kako xg, 7, € Uy,
to slijedi [p~(zo)| = |p~(z1)|. Kako z1, 79 € Uy, to je [p~'(x1)| = [p~'(x2)].
Nastavljajuci postupak dobijamo da je [p~!(xo)| = [p~ (zn_1)|. Kako x,_ 1,0 €
Uy, zaklju€ujemo da je [p~*(zo)| = [p~ (o).

[

Dakle broj |[p~!(z)| ne zavisi od tacke » € X.

Definition 1. Neka je p : X = X natkrice, pri Cemu je prostor X povezan i
x € X. Broj |p~'(z)| naziva a se brojem listova natkrica

Ako je broj |[p~!(z)| konacan, odnosno jednak nekom broju k, za natkriée se kaze
da je konacno-listno ili preciznije da je k-listno natkrice. U protivhom se kaze da
je natkri¢e beskonacno-listno.



