1 Natkric¢a-nastavak-2

U ovoj lekciji nastavljamo da se bavimo pojmom broja listova natkri¢a. U tom
smislu dokazaéemo teoremu koja daje vezu izmedju broja listova natkri¢a i odnosa
fundamentalne grupe prostora natkri¢a i fundamentalne grupe baze natkri¢a. Prije
toga podsjetimo se da je indeks podgrupe H u grupi G jednak broju elemenata u
lijevom, odnosno desnom kosetu grupe G po podgrupi H. Drugim rijecima to je
broj lijevih { Hg|g € G} odnosno desnih {gH |g € G} klasa grupe G po podgrupi
H. Indeks podgrupe H u grupi G obiljezava se sa [G : H].

Theorem 1. Neka je p :~X — X natkrice pri cemu su prostori X i X linearno
povezani, neka je Ty € X i p(Zo) = xo. Tada je indeks podgrupe p.(m(X, %)) u
grupi (X, xo) jednak broju listova ovog natkrica.

Proof. Neka #; € p~'(z,) i neka je &; : [0,1] — X put koji spaja o i 7; to
jest @;(0) = %o i &;(1) = Z;. Tada je a; = po @&; petljau X u tacki xg, pa
;] € (X, z0) = G.

Neka je H = p,(n(X, %)), neka je J = |p~'(x) i posmatrajmo skup klasa
D ={lo]-H:i€J}.

Prvo ¢emo dokazati da su svi elementi iz D medjusobno razli¢iti. Pretpostavimo
daje [o] - H = [ay] - H zaneke 4, j € J. Tada je

[ei] = lay] - [o] (D)

za neko [a] € H. Na osnovu Posljedice 1 sa pro§log ¢asa, postoji petlja & u Xu
tacki Z takva da je poa = «. Posmatrajmo put 5 u X definisan sa 8 = &; xa*a;,
on povezuje tacke Z; 1 ;. Imamo da je

Pof =0y ey,

jerje [au] - [a;] - [a] = [e4,] na osnovu (1). S druge strane ako posmatramo kon-
stantnu petlju £;, u tacki z;, dobijamo da su Bi €z, dvije petlje sa istim pocetkom
o obije se projektuju u konstantnu petlju €,,. Slijedi da je B = €z,, Sto dalje znaci
da je a; = & * ;. Na taj naCin se 1 njihovi krajevi poklapaju, odnosno z; = 7;,
zato je &; = &j, pajei [oy] = [ay].

Sada ¢emo doakzati da skup D obuhvata sve desne kosete grupe GG po podgrupi
H. Neka g € G i posmatramo klasu gH. Tada je g = [f] za neku petlju S u X u
tatki zo. Neka je /3 podizanje za /3 takvo da je 5(0) = &,. Tada 3(1) € p~'(x),
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to jest 3(1) = #;. Dobijamo da je &, * /3 petlja u X u tacki Zo, odnosno [&; x 3] €
(X, Zg). Zato je [ * 8] € p.(7(X,T)), odnosno

(o]t [B] € H tojest [B] € [a] - H,

Sto je i trebalo dokazati. Dakle skup D se poklapa sa skupom desnih koseta grupe
G po podgrupi H, pa je
|D| = |J| =[G : H],

¢ime je tvrdjenje dokazano. 0

Prethodna teorema ima Siruku primjenu pri odredjivanju fundamentalne grupe
prostora. Ilustrovac¢emo to kroz nekoliko primjera.

1. Nekajep: X — X n-listno natkrice pri ¢emu su prostori X 1 X linearno

povezani. Ako je (X, xo) = Z odrediti fundamentalnu grupu 7(X, ),
gdje je zg = p(Zo).
Rjesenje. Znamo da je p,(m(X, %)) podgrupa grupe m(X, x), a to je po
uslovu cikli¢na aditivna grupa cijelih briojeva Z. Poznato je da je svaka
podgrupa cikli¢ne grupe cikli¢na, pa slijedi da je p.(7(X, Zo)) generisana
nekim brojem k € Z, odnosno p,(m(X, %)) = kZ. S druge strane, kako se
radi o n-listnom natkriéu, to je [7(X, z0) : p.(7(X,%0))] = [Z : kZ] = n,
odnosno n = k. Dakle 7(X, o) = p,(7(X, &) = nZ = Z.

2. Nekaje p : X — X 2-listno natkrice pri ¢emu su prostori X i X linearno

povezani. Ako je m(X,%,) = 1 odrediti fundamentalnu grupu 7 (X, z),
gdje je o = p(Zo).
Rjesenje. Kako je [m(X,x0) : p.(m(X,%0))] = 21 grupa p,(7(X, i) =
7(X, %) = 1, slijedi da grupa 7(X, x,) ima dva elementa. Poznato je da
je svaka grupa koja ima dva elementa izomorfna grupi Z,, pa slijedi da je
7T<X, ZE()) = ZQ.

3. Odrediti fundamnetalnu grupu 7(RP", ) realnog projektvinog prostora R P,
gdjejen > 2.

Rjesenje. U ranijim lekcijama smo vidjeli da postoji 2-listno natkrice p :
S™ — RP™. Kako je sfera S™ prosto povezana zan > 2, odnosno 7(S", z) =
1zan >, to na osnovu prethodnog zadatka zaklju¢ujemo da je 7(RP", z) =
Zozan > 2.



1.1 Klasifikacija natkric¢a

Definition 1. Za natkricap : X — Xiq:Y — Y se kaZe da su (topoloski)
ekvivalentna ako postoje homeomorfizmi f : X — Y ig: X — Y takvi da je
gof=gop.

Drugim rijecima sledeci dijagram je komutativan:
X 1.y
O
X 2=V

Uglavno se razmatra slucaj izomorfnih natkri¢a nad istom bazom. Zato navodimo
1 sledecu definiciju.

Definition 2. Za natkrica p, : Xl — X ipy :~X2 —>~X se kaZe da su (topoloski)
ekvivalentna ako postoji homeomorfizam h : X1 — X, takav da je p; o h = p;.

Koristeci prethodno moze se izvesti kriterijum koji ustanovljuje kada su dva natkri¢a
nad istom bazom ekvivalentna. Prije toga formulisaéemo tvrdjenja koja ¢emo ko-
ristiti pri dokazivanju tog kriterijuma.

Podsjetimo se da se za dvije podgrupe H, i H; grupe G kaze da su konjugovane
ako postoji element g € G takav da je H; = gHg . Preslikavanje ¢ : G — G
dato sa cp(g/) = gg ¢~ je automorfizam koji se naziva unutranjim automorfiz-
mom grupe (G. Na taj nacin se moZe re¢i da su podgrupe Hj i H; konjugovane
ukoliko postoji unutrasnji automorfizam ¢ grupe G takav da je p(Hy) = H;.
Ocigledno je da u ovom slu¢aju vazi da je Hy = g ' H,g odnosno ¢! (H,) = H,.

Proposition 1. Neka je p : X — X natkrice pri ¢emu je prostor X linearno
povezan. Neka su tacke %o, %, € X takve da je p(&o) = p(iy) = xo i neka je
Hy = p,(n(X, %)), Hy = p.(n(X,#)). Tada su podgrupe Hy, H; < 7(X, )
konjugovane u (X, x0). Stavise, ako je H podgrupa u w(X, ) koja je konjugo-
vana sa Hy tada postoji tatka & € X takva da je p() = &y i p.(7(X,%)) = H.

Proof. Kako je X linearno povezan, to postoji put VE 0,1] — XuX takav da je
f(O) = Zoi f(1) = #1. Neka je & petlja u X u tacki x1. Tada je f * & * f petljau
X u tacki Zg.



Neka je f = po f. Kako je p(Zo) = p(i1) = o slijedi da je f petljau X u talki
ro. Posmatrajmo unutra$nji automorfizam ¢ : 7(X, z9) — 7(X, x¢) definisan sa
elB] = [f1-[8]- [fI7" =[f =B = f]. Kakojepo (f xax* f) = fx(pod) = fi
po ajepetljau X utacki . to slijedi da je

p(fraxf))=[f]-pod-[f]" = ¢(podl) = plp.(a]).

Kako [f % & * f]) € m(X, %), ovo znadi da ¢(p,([d])) € p.(7(X, &)) za svako
(@] € m(X, %), odnosno da je ¢(H,) C Hy.

Ako posmatramo unutra$nji automorfizam o' : (X, ) — (X, x¢) koji je dat
sa o Y([B]) = [f]7* - [B] - [f], na analogan nacin se dokazuje da je o~ !(Hy) C
H,. Dakle, zakljucujemo da je ¢(H;) = Hy, odnosno da su podgrupe Hy i H;
konjugovane u 7 (X, xg).

Neka je sada H podgrupa u 7(X, () koja je konjugovana sa H,. To znali da
postoji petlja a u X u tacki z, tako da je H = [a] - Hy - [a]7!. Iz teoreme
o podizanju puta slijedi da postoji jedinstven put & : [0,1] — X takav da je
poda = aia(0) =T, Nekaje z; = &(1). Tada je na osnovu prethodnog

p(m(X,31)) = [a] - Hy - [o] " = H,

Sto je i trebalo pokazati.

Sledeéu teoremu navodimo bez dokaza.

Theorem 2. Neka je p : X — X natkrice i [ Z — X neprekidno preslikavanje,
gdje je Z povezan topoloski prostor. Neka vaZi

f-(7(Z. 2)) C p«(n(X, T0)),

gdje su tacke zy € Z i1 €~)~( takve da je f (20) = p(Zo). Tada postoji jedinstveno
neprekidno preslikavanje f : Z — X takvodajepo f = fi f(z) = Zo.

Kasnije ¢e nam biti od koristi sledeca oc¢igledan posljedica.

Corollary 1. Neka je p : X — X natkricei f : X — X neprekidno preslika-
vanje, pri cemu je X povezan topoloski prostor. Ako je f X o5 X neprekidno
preslikavanje takvo da je p o f fi f (To) = To za neku tacku &y € X tada je f
identicko preslikavanje prostora X.



Prvo tvrdjenje u smislu karakterizacije ekvivalentnih natkrica je sledece.

Theorem 3. Neka su p; : Xl — X ipy: Xg — X natkrica, pri cemu su prostorl
X0 X, povezani, dok je prostor X povezan i linearno povezan. Neka su &, € X,
i &y € X, tacke takve da je py(Z1) = po(&s). Tada postoji homeomorfizam h. -
X, —>~X2 takav da je pyo h = py i h(Z1) = 5 ako i samo ako je p*(ﬂ()zl, 7)) =
P (m(X2, 22)).

Proof. Ako takav homeomorfizam h postoji tada on indukuje izomorfizam h.
(X1, 1) — m(Xg, T2) i pra = P« © hy. Zato je

pra(m(X1, 7)) = pou(ha(m( X1, 51))) = pau(m(Xs, &2)),

¢ime je jedan smjer tvrdjenja dokazan.

Obrnuto, neka vazi p, (m(Xy, %)) = p.(w ()N(Q,@)). Posmatramo natkriée ps :
X, > Xi neprekidno preslikavanje p; : X; — X, tada na osnovu Teoreme 2
postoji jedinstveno neprekidno preslikavanje A : X, — X2 takvo da je pooh = p; i
h(Z1) = ¥». Analogno ako posmatramo natkrice p; : X, — X ineprekidno pres-
likavanje p, : Xo» — X to na osnovu Teoreme 2 postoji jedinstveno neprekidno
preslikavanje ¢ : X, — X takvo daje p1 o g = po i g(Z2) = Z;. Tada je
progoh=pyoh=pyi(goh)(Z)= &;. Naosnovu Posljedice 1 slijedi da je
g o h identicko preslikavanje za X,. Na isti nacin, kako jepeohog=piog=0ps
i (hog)(iy) = &y zakljuCujemo da je h o g identi¢ko preslikavanje za X,. Dakle
h: X; — X, je homeomorfizam &ije je inverzno prelikavanje g i vazi p,oh = py,
¢ime je i drugi smjer tvrdjenja dokazan. [

Koriste¢i prethodno dobijamo vaZan kriterijum za karakterizaciju ekvivalentnih
natkrica.

Theorem 4. Neka su p, - Xl — X ips: X2 — X natkrica, pri cemu su prostori
X1i X, , povezani, dok je prosto X povezan i linearno povezan. Neka su Ty € X,
i Ty € X tacke takve da j je p1(Z1) = p2(Z2). Data natkriéa su ekvivalentna ako i
samo ako su podgrupe pl*(w(Xl, £1)) i pou(m(Xs, T9)) konjugovane u m(X, o),
gdje je xo = p1(T1) = pa(Ta).

Proof. Pretpostavimo da su data natkri¢a ekvivalentna i neka je h : X; — Xo
homeomorfizam takav da je p, o h = p;. Tada je

Pre(m(X1, 21)) = pou(m(Xo, h(21))).



Primijetimo da je p2(Z2) = p1(Z1) = p2(h(Z1)), pa su na sonovu Propozicije 1
podgrupe po, (7(Xa, Z3)) i pas(7(Xa, h(i2))) konjugovane u (X, z). Slijedi da
su podgrupe py, (7( X1, #1)) 1 pas(7(Xs, &) konjugovane u (X, zo).
Obrnuto neka su podgrupe py, (7(X1, 71)) i pa. (7( X2, Z2)) konjugovane u (X, ).
Tada iz Propozicije 1 slijedi da postoji tatka & € X, takva da je po(i) = po(is) =
pi(71) i - ~

P1(m (X1, 1)) = pau(m(X2, 7)).
Sada na osnovu Teoreme 3 zakljucujemo da postoji homeomorfizam h : X=X
takav da je pooh = p; i h(Z1) = 7, odnosno ova dva natkric¢a su ekvivalentna, §to
je i trebalo pokazati. [



