1 éelijski prostori

U ovoj lekciji se uvodi pojam Celijskog prostora koji predstavlja topoloski pros-
tor koji se moze dobiti odogovarajuéim lijepljenjem diskova razli¢itih dimenz-
ija. Ove prostore je u matematiku uveo britanski matematicar J. C. Whitehead za
potrebe homotopske teorije, a kasnije su nasli Siroku primjenu u mnogim oblas-
tima matematike.

Definition 1. Celijski prostor (ili celijski kompleks ili CW-kompleks) je Hausdor-
fov topoloski prostor X koji moZe biti predstavljen kao unija medjusobno disjunk-
mih skupova ef, i € I, k > 0, to jest X = U2, User €¥, koji se nazivaju éelijama.
Pri tome vazi da za svaku Celiju e¥ postoji neprekidno preslikavanje p; - D¥ — X,

[0
naziva se karakteristicnim preslikavanjem, takvo da je @; X :D*— e¥ homeomor-

D
fizam. Dodatno se zahtijeva da su ispunjene sledece dvije aksiome:

(C) granica bilo koje éelije Ok = ek \ e} sadrzi se u uniji konacno mnogo éelija
Cije su dimenzije < k;

(W) podskup Y C X je zatvoren ako i samo ako je za svaku Celiju e¥ presjek
k k

3"

Y Nek zatvorenu e

Za disjunktnu uniju X = U, Uer eF se Cesto kaZe i da je Celijsko razbijanje

prostora X, a za e¥ da je k-dimenziona éelija. Jasno da su nula-dimenzione éelije
9 tatk

e; tacke.

Unija svih Celija Cija je dimenzija < n u Celijskom prostoru X, naziva se n-tim
skeletom i obiljezava sa sk, X ili X,,.

Lemma 1. Slededi uslovi su ekvivalentni:

1. A C X je zatvoren;
2. AN sk, X je zatvoren podkup za bilo koje n;

3. gai_l(A) je zatvoren u D* za karakteristino preslikavanje p; : D¥ — X
bilo koje éelije €.

Proof. 1. = 2. Neka je A zatvoren. Kako je za proizvoljnu Celiju @ C ef" U

(Uiemel,) - konacna unija i sk, X = Up<nicsef to za m > n imamo da je ' N
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sk, X = (). Zato je (AN sk, X)Ne} = 0, ato je zatvoren skup u e]". Ako je
m < ntoje el Nsk,X = ¢, paslijedi da je (AN sk, X)Ne* = ANe atoje
po uslovu zatvoren podskup u @. Dakle, A N sk, X je zatvoren skup.

2. = 3. Neka je A N sk, X je zatvoren podkup za proizvoljno n. Kako je ¢; :

DF — X neprekidno preslikavanje i ¢; . :D*— eF homeomorfizam, to slijedi

_ D
daje p;(D*) C ek C skyX. Zaklju¢ujemo da je ¢ 1(A) = p L (AN sk X),ato
¢e na osnovu pretpostavke biti zatvoren skup.

3. = 1. Nekaje p; ' (A) je zatvoren u D* za karakteristi¢no preslikavanje proizvoljne
éelije ef. Kako je ¢;(D¥) C eF slijedi da je ¢; '(A) = ;' (AN eF). Osim

s
toga preslikavanje ¢; ' : ;' (A)N D¥— AN eF je homeomorfizam. Treba da
dokazemo da je skup A N e_f zatvoren. Neka niz (z,) C AN % 1 z,, konvergira
ka tacki zy. Kako tada zy € % i % C e U (Uj<x€l), pri emu je ova unija
konacna, to slijedi da beskonacno mnogo ¢lanova ovog niza pripadaju jednoj od
ovih éelija. Zato ne umanjujuci opstost mozemo pretpostaviti da (z,,) C AN ek,

Tada postoji niz tataka (y,) C o; '(A)N D* takav da o;(y,) = z,. Kako je
(yn) C DFi D* je kompaktan, to niz (y,,) ima konvergentan podniz, obiljeZimo
ga isto za (y,). Neka je limy, = yo. Kako je ¢;'(A) zatvoren slijedi da
Yo € ;1 (A). Zato je p;(yo) = wi(limy,) = limp;(y,) = limx, = . Sli-
jedida o € p;(p; 1 (A)) C A. Dakle, 7y € ANeF, &imo je dokazano da je AN ek
zatvoren.

]

Iz Leme 1 slijedi:

Corollary 1. Neka je X celijski prostor i Y proizvoljan topoloski prostor. Pres-
likavanje f - X —'Y je neprekidno ako i samo ako su restrikcije fsi, x : skp X —
Y neprekidna preslikavanja za svako n > 0.

Remark 1. Slova ”C” i ”W” u definiciji Celijskog prostora poti¢u od engleskih
rijeci ’cell” 1 "weak topology”. Svojstvo Celijskog koje se dato slovom “W” znaci
da je topologija na X najmanja topologija u odnosu na koju su sva karakteristicna
preslikavanja neprekidna.

Celijski potprostor Celijskog prostora X je zatvoreni podskup u X koji se moze
dobiti kao unija nekih éelija u X. Primijetimo da je u skelet sk, X Celijski pot-
prostor u X za sve n > 0.



Za celijski prostor X se kaze da je konaCan ako se sastoji od konacno mnogo
¢elija, dok se kaZe da je lokalno konacan ako svaka njegova tacka ima okolinu
koja pripada nekom kona¢nom ¢elijskom potprostoru u X.

Za preslikavanje f : X — Y izmedju Celijskih prostora X i Y se kaze da je
Celijsko preslikavanje ako je f(sk,X) C sk,Y zasven > 0.

1.1 Primjeri Celijskih prostora

1. Sfera S™ ima viSe prirodnih Celijskih razbijanja. Jedno se dobija kada sferu
razloZimo na dvije otvorene polusfere €'}, e” i ekvator koji im je zajednicki. Po-

o
lusfere su homeomorfne otvorenom disku D™ dok je ekvator homeomorfan sferi
Sl Zatim ponavljamo isti postupak, sferu S"~! razlozimo na dvije kopije

otvorenog diska D"~! i sferu S™2. Nastavljajuci ovaj postupak dobijamo razbi-
janje sfere na 2n + 2 Celije e, et !, ... e, e, Celija ek se ekplicitno opisuje
sa

eX ={(zo,...,2n) €ES" 41 =... =1, =0, a3 > 0}. (1)

Takodje vaZi da je e} homeomorfna sa D*, pa su karakteristicna preslikavanja
data ovim homeomorfizmima.

2. Drugo ¢elijsko razbijanje sfere S™ se sastoji od dvije éelije: tatke e =
(1,0...,0) i skupa e® = S™ \ €°. Skup e" je jasno homemorfan otvorenom
disku D" i to moZe da se vidi i pomocu stereografske projekcije sfere iz tacke e°.
Naime, ovom stereografskom projekcijom se dobija homeomorfizam izmedju e™
1 R" = D", Za karakteristi¢no preslikavanje koje odgovara ¢eliji €” mozZe se pos-
matrati preslikavanje D" — S™ koje granicu S™ ! diska D" slika u ta¢ku. Primjer
takvog preslikavanja D™ — S™ je preslikavanje

(z 22) — (—cosmr, Zsinar, ..., 2sinnr), ako je 1 # 0,
Lo on (—=1,0...,0), akojer =0
gdjejer = \/x? + ... + 22. Zaista, ako (zy,...,x,) € S" ' tadajer = 1, pa se

tatka (x1,...,x,) slikau tacku (—1,0,...,0).

3. Realni projektivni prostor R P" se moZe posmatrati kao koli¢nicki prostor sfere
S™ po relaciji ekvivalencije x ~ y ako i samo ako je y = +x, odnosno dvije tacke
su u relaciji ako 1 samo ako se poklapaju ili su dijametralno suprotne. Na ovaj
nacin imamo prirodnu projekciju p : S™ — RP", p(x) = {z, —z}. Slijedi da, ako
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razbijemo sferu S™ na (2n + 2) éelije e, et !, ..., ek, e}, kao §to je to uradjeno

u prvom primjeru, onda svake dvije éelije %, 0 < k < n pri projekciji p imaju
istu sliku, odnosno p(ek) = €. Kako je topologija na RP™ koli¢ni¢ka topologija

[¢]
i celije e su homeomorfne sa D* slijedi da su skupovi e¥ C RP™ homeomorfni

sa D*. Na ovaj na¢in dobijamo Celijsko razbijanje prostora RP™ na n + 1 ¢éeliju,
po jednu éeliju e* u svakoj dimenziji k, gdje je 0 < k < n. Primijetimo da iz (1)
slijedi da se éelija e* moZe eksplicitno zapisati kao

P ={lxog:x .. ixy] iy A0, gy = ... =x, =0}
Odvade slijedi da je ¥ = RP*\ RP*~!. Ovdje je inkluzija RP*~! C RP* odred-
jena inkluzijom R* C R**! koja je definsana sa (1, ...,2x) — (z1,...,2x,0).
Na ovaj nadin dobijamo lanac inkluzija + = RP° ¢ RP' C ... C RP™

Karakteristicna preslikavanja ovakvog Celijskog razbijanja za RP™ su data sa
o : D¥ — RP", o, = py o iy, gdje je pp : D*¥ C S¥ — RP* prirodna pro-
jekcija, a i, : RP*¥ — RP™ opisana inkluzija.

4. Kompleksni projektivni prostor CP". To je kompleksni analog realnog pro-
jektivnog prostora R P"™. Posmatra se C""1\ {0} i na njemu uvodi relacija ekvival-
necije (2o, - .., 2n) = (wo, . . ., w,) ako i samo ako postoji A € C \ {0} tako da je
w; = Az;, 0 < ¢ < n. Drugim rijeima dvije tacke su u relaciji ako i samo ako pri-
padaju istoj kompleksnoj pravoj koja prolazi kroz koordinatni pocetak. DefiniSe
se

CPm = (C"\{0})/ ~.

Kompleksni projektivni prostor se moZe takodje opisati polazeci od sfere. Kako
je C"! = R?"*2_ pri poistovjecivanju z; = (z;,y;) to se sfera S C R?"+2
moZe zapisati kao

ST = Lz, 21,0, 20) €CMT P4 |z P+ 4 |z? = 1)

Kompleksna prava kroz koordinatni pocetak je skup tacaka oblika {\(z{, 27, ..., 20
C} za neku fiksiranu tacku (2, 2%, ..., 2%) € C"*1. Jasno da uvijek moZemo pret-
postaviti da je |29]% + [29]2 +. .. +|2%|* = 1. Presjek ove prave sa sferom S2"*1! je
skup onih tacaka prave za koje je || = 1, odnosno kruZnica S'. Zato se na sferi
S?n+1 definise relacija ekvivalencije tako da su dvije tatke z i w u relaciji ako i
samo ako postoji A € C, |A\| = 1 tako da je w = \z. Tada se CP" definiSe kao

koli¢ni¢ki prostor sfere S?"*! po ovoj relaciji.

Pokazuje se da su ove dvije definicije kompleksnog projektivnog prostora ekviva-
lentne, odnosno da daju isti topoloSki prostor.
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Pri opisu Celijskog razbijanja za CP" postupamo sli¢no kao u slu¢aju RP". Neka
je
D2n = {(2’07217 .. .,Zn) < S2n+1 T2 € R, Zn 2 O}

Ovo je zaista disk D?" jer ako (20, 21, . . ., 2,) pripada ovom skupu, to je z; =
(4,9:), 0 <i<n-—11iz, = (x,,0), z, > 0. Slijedi da je (20, 21,...,2n) =
(7o, Yo, T1, Y1, - - -, T, 0) € S*" 1 gdje je z,, > 0, odnosno ove tacke opisuju

“gornju” zatvorenu polusferu za 5", a to je disk D?". Pri ovoj korespondenciji
skup tacaka za koje je z, = 0 daje granicu diska D?" odnosno sferu S?" 1,

Vazno je primijetiti sledece: ako tacka (z9,21,...,2,) € S? iz, ¢ R, to
uzmimo A = E—:‘ Tadaje A € C, |A\| = 11 A(20,...,2,) = (wo,...,w,), gdje je

ZnZn

wy, = 2% € Riwy, > 0. Drugim rije¢ima, A - D?* = §?7*1 kada ) prolazi kroz

St. Uoc¢imo da ako dvije tacke z i w pripadaju unutrasnjosti diska D?" to ne moZe
biti w = Az za A € S jer su obje koordinate w, i 2, pozitivni realni brojevi.

Nastavimo postupak, posmatramo sferu S?"~! koja je granica za D", ona je data
uslovom z,, = 0. Zatim uo¢imo disk

DQn ? {(207 Bly e Znfl) € SQn—l 1 Zn—1 € R, Zn—1 Z 0}
Ponovo zaklju¢ujemo da je A - D?"2 = S?"~! i da na unutra$njosti diska D?" 2

nema tacaka kOJe suu relacul Ponavljajuci ovaj postupak dobljamo otvorene

diskove D2” p2n- 2, D2 D tako da skupovi \- D2” A D 2N D?
JA-DO pokrlvaju sferu S 2”“. Slijedi da se pri projekciji p : S%"*+1 —> CP" svaki

od ovih otvorenih diskova D?* homeomorfno slika na skup e**
R —Alzgrz .. 2, €ECP" 1 2, #0, 2341 = ... = 2, = 0}.

Na ovaj nacin dobijamo Celijsko razbijanje za CP™ on n celija dato sa po jed-
nom Celijom u svakoj parnoj dimenziji 2k < 2n, to jest e*, e 72 ... €2, el
Karakteristi¢na preslikavanja se kao 1 u realnom slucaju zadaju kompozicijom

D+ CP* 5 CPr.
1.2 Borsukov par.
Par prostora (X, A) je takav par u kome je A potprostor topoloSkog prostora X.

Preslikavanje parova f : (X, A) — (Y, B) je neprekidno preslikavanje f : X —
Y takvo daje f(A) C B.



Za par (X, A) se kaze da je Borsukov par (ili da ima svojstvo produZenja ho-
motopije) ako za proizvoljno neprekidno preslikavanje f : X — Z, gdje je Z
proizvoljan topoloski prostor, i za proizvoljnu homotopiju F' : A x [ — Z takvu
daje F(a,0) = f(a) (to jest Fy = f|4) postoji homotopija F:X xI— Ztakva
daje F(x, 0) = f(x) (to jest Fy=[)i F(a, t) = F(a,t) (tojest F|AX] = F).

Theorem 1. Ako je (X, A) Borsukov par i potprostor A je kontraktibilan, tada je
projekcijap : X — X /A homotopska ekvivalencija.

Proof. Kako je A kontraktibilan, to postoje preslikavannjai : x — Aij: A — %,
takvadaje joi: A — A, (ioj)(a) = * homotopno identickom preslikavanju
ids : A — A. Primijetimo da preslikavanje id 4 mozemo prosiriti do preslikavanja
tdyx : X — X. Nekaje F': A x I — Ahomotopija izmedju id4 i j o7, pri Cemu
je Fy = id4. Kako je (X, A) Borsukov par, postoji homotopija F' : X x I — A
takva da je Fy = idy i FﬂAX] = F. Odavde slijedi da je F(a,t) € A, ato dalje
znadi da p(F'(a,t)) tatka u X /A koja odgovara potprostoru A.

Neka je ) = Fixxqy : X — X. Slijedi da je Fi(a) = Fi(a) = F(a,1) = *,
odnosno F|(A) = . Zato F indukuje preslikavanje g : X/A — X definisano
sa g(x) = Fi(z), ako je z tatka razli¢ita od tatke koja odgovara potprostoru
A, dok za taku = koja odgovara A imamo da je g(z) = *. Pokazademo da je
preslikavanje g homotopski inverzno preslikavanju p odakle ¢e da slijedi da je p
homotopska ekvivalencija. Zaista, gop : X — X ijasnovazigop = F. Kako
je Fy homtopno sa Fyy = idy slijedi da je g o p homotopno sa id.

Daljejepog: X/A — X/Aip(g(z)) = p(Fy(z)), odnosno po g = po F. Kako
je F(a,t) C A to preslikavanje F, = F| X x{#} indukuje preslikavanje F: X/A—
X/A. Na ovaj na¢in dobijamo homotopna preslikavanje FiiFy=id x/A- Kako
jepo Fi=Fto zakljuCujemo da je preslikavanje p o g homotopno preslikavanju
tdx /4 Sto zavrSava dokaz. O

Zapar (X, A) se kaze da je Celijski par ako je X Celijski prostor i A njegov Celijski
potprostor. Navodimo bez dokaza sledece:

Theorem 2. Ako je (X, A) Celijski par, tada je (X, A) i Borsukov par.

Iz Teoreme 1 i Teoreme 2 slijedi:

Corollary 2. Ako je (X, A) Celijski par u kome je potprostor A kontraktibilan,
onda je koli¢nicki prostor X /A homotopski ekvivalentan sa X.



Koriste¢i prethodno moZe se dokazati i sledece vazno tvrdjenje, koje je u literaturi
poznato pod nazivom Teorema o Eelijskoj aproksimaciji.

Theorem 3. Bilo koje neprekidno preslikavanje f : X — Y Celijskih prostora
X 1Y je homotopno Celijskom preslikavanju izmedju ovih prostora. VaZi vise,
ako je f vec éelijsko preslikavanje na Celijskom potprostoru A C X to pomenuta
homotopija moZe biti izabrana u odnosu na A.

Prva primjena Teoreme 3 odnosi se na sfere.

Corollary 3. Bilo koje neprekidno preslikavanje f : S* — S™ gdje je k < n je
homotopno preslikavanju koje S* slika u tacku.

Proof. 1z Teoreme 3 slijedi da je f homotopno éelijskom preslikavanju g : S* —
S™. Na osnovu definicije ¢elijskog preslikavanja imamo da je g(skyS*) C skyS™.
Kao §to smo vidjeli, sfera S™ ima Celijsko razbijanje koje se sastoji od jedne Celije
dimenzije 0 i jedne Celije dimenzije n. Ovo znaci da je sk;S™ tacka ako je k < n
i da je sk, S™ = S™. Slijedi da je g(S*) = x, $to je trebalo pokazati. O

Ovu lekciju ¢emo zavrSiti formulacijom znacajne Whitehead-ove teoreme:

Theorem 4. Neka su X i Y povezani Celijski prostori. Neprekidno preslikavanje
f X =Y je homotopska ekvivalencija ako i samo ako je indukovani homomor-
fizam f. : m,(X) = 7, (Y) izomorfizam za svako n.

VaZzno je obratiti paZnju na sledece: Celijski prostori X i Y mogu imati izomorfne
homotopske grupe 7, (X) i 7,(Y") za svako n, ali ne moraju biti homotopski ek-
vivalentni, esencijalno je postojanje preslikavanja f : X — Y koje indukuje
izomorfizam izmedju homotopskih grupa. Recimo prostori X = S? x RP3 i
Y = RP? x S% imaju izomorfne homotopske grupe, ali nijesu homotopski ekvi-
valentni (jer se pokazuje da imaju razli¢ite homoloSke grupe).

Takodje pretpostavka u Whitehead-ovoj teoremi da se radi o ¢elijskim prostorima
je vazna, odnosno ova teorema ne vazi u opStem slucaju. Kao ilustraciju za to
se moZe se posmatrati takozvana VarSavska kruznica 7' C R? koja se dobija kao
zatvorenje krive

{(z, sini) z € (0,1} U{(0,0)},

koja predstavlja grafik funkcije f(z) = sin% nad intervalom (0, 1] zajedno sa
tatkom (0, 0), u odnosu na topologiju indukovanu iz R?. Pokazuje se da su sve
homotopske grupe za 7' trivijalne, ali da VarSavska kruZnica 7" nije homotopski
ekvivalentna tacki.



