RAM, RASP, TM

na slajdovima nije sve zapisano - treba odgledati snimak predavanja

Milenko Mosurovi¢ (Univerzitet Crne Gore) Programiranje 1/I studijska godina 2020/21. 1/29



RAM - Random access machine

Slika masine RAM:
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Spisak naredbi:

kod op. adresa

1. LOAD operand 7. READ operand
2. STORE operand 8. WRITE operand
3. ADD operand 9. JUMP label

4. SUB operand 10. JGTZ label

5. MULT operand 11. JZERO label
6. DIV operand 12. HALT —

@ Ispred naredbe moZe stajati labela pa ":".
@ Opésti oblik naredbe je:
labela: KodNaredbe operand/labela
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Adresiranje

@ Adresiranje (tj. argument operacije) moZe da bude
» Neposredno, koristi se oznaka: =/
» Direktno, koristi se oznaka: i
» Indirektno, koristi se oznaka: *i/

SadrZaj memorije - odnosno registara memorije mozemo zatati
pomocu preslikavanja ¢ : Nog — Z, gdje je c(i) sadrzaj i—tog registra
(tj. sadrzaj registra r;).

Stanje RAM masgine u odredenom trenutku je odreduju c i LC.

Na pocetku izvr8avanja je c(i) = 0 za svako i > 0, LC se odnosi na
prvu naredbu programa P, a izlazna traka je potpuno prazna.

Za operand a sa v(a) oznatavamo vrijednost operanda a i
odredujemo ga sa:

vi=i) =i, v(i)=c(i), v(xi)=c(c(i)).

o Naredbe se izvrsavaju jedna za drugom (kako su i napisane) osim kad
naidemo na instrukciju skoka.
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Znacenje naredbi

Naredba Znatenje

1. LOAD « c(0) « v(a)
2. STORE: c(i) « ¢(0)
STORE *i e¢(c(i)) + ¢(0)
3. ADDa c(0) & ¢(0) + v(a)
4. SUB a c(0) & ¢(0) — v(a)
5 MULT a c(0) < ¢(0) - v(a)
6. DIVa  c(0) ¢ [e(0)/vla)
7. READ c(i] + tekuéi ulazni simbol

READ #i  ¢(c(i)) + tekuéi ulazni simbol
8. WRITE a &tampa se n(a)
9. JUMP b LC «b
10. JGTZ b ako je ¢(0) > 0 onda LC ¢ b, a inaé¢e LC' + LC +1
11. JZERO b ako je C(O) = 0 onda LC + b, a inate LC « LC +1
12. HALT izvrSavanje se prekida
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@ RAM program P koji uitava n vrijednosti xi, ..., x, i Stampa jednu
vrijednost y na izlaznu traku a zatim se zaustavi odreduje funkciju
fp: 2" — Zsafp(xy,...,xn) =Y.

@ Za funkciju f kaZemo da je RAM izralunljiva ako postoji RAM
program P takav da je f = fp. Za takav program P kaZemo da
rauna f.

@ Funkcija f jr RAM izracunljiva akko f izralunljiva po Tjuringu.

o Neka je A={1,2,...,k} azbuka. Neka program P u&itava simbole
azbuka A sve dok ne udita nulu. Za rije¢ w = a;g - - - a, kazemo da
pripada jeziku programa P, u oznaci Lp, ako kada na ulaznu traku
upiSemo simbole a1, ..., a,,0 program na izlaznu traku upiSe broj 1 i
zaustavi se.

e KaZemo da program P prepoznaje (ili prihvata) jezil Lp.
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Tri zadatka

@ Zadatak 1. Sastaviti program za RAM koji ra¢una funkciju
f . Z — 7Z datu sa:

| n" , akojen>1
f(n){O , inake

o Zadatak 2. Neka je A= {1,2} azbuka i
L= {W € Q(A) : ent(1,w) = cnt(2, W)} jezik, gdje je cnt(i, w) broj
simbola i u rje¢i w. Sastaviti program za RAM koji prihvata L.

@ Zadatak 3. Sastaviti program za RAM koji uditava pozetivne brojeve i
smjesta ih u registre redom pocev od registra r1. U&itavanje se
zaustavlja kad se sa ulazne trake procita broj 0.
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) read R1;
g = ac if R1 < 0 then write 0 else

21 n begin RZ « R1; R3 « R1 — 1;
| n,.... " while R3 > 0 do

begin R2 «+ R2 - RI;

rgln—1,...,0
- R3 <+ R3 — 1 end;
write R2 end
READ 1 confinue: LOAD 2
LOAD 1 MULT 1
JGTZ pos STORE 2
WRITE= 0 LOAD 3
JUMP endif SUB=1
pos: LOAD 1 ~» STORE 3
STORE 2 JUMP while
LOAD 1~ endwhile: WRITE 2
SUB=1 endif: HALT
STORE 3

while: LOAD 3
JGT'Z continue
JUMP endwhile
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Ty = ac

T r
Ty d while:
D +0;
read X;
while X £ 0 do
begin
if X#1thenD «D-1
one:
else D+ D +1;
read X
end; .
! -ndif:
if D = 0 then write 1 enet
else write 0 endwhile:
output:
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LOAD=0
STORE 2
READ 1
LOAD 1
JZERO endwhile
LOAD 1 ~+
SUB=1
JZERO one
LOAD 2
SUB=1
STORE 2
JUMP endif
LOAD 2
ADD=1
STORE 2
READ 1
JUMP while
LOAD 2
JZERO output
WRITE= 0
HALT
WRITE= 1
HALT
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ac = Ty

T1

T2

T11

Tk+10

Tn+10

11,12,...,n+ 10

Ly, &L, ..., Ly

&y

Ly

R1 « 11;
1: read R2;
RO « R2;
if RO = 0 then stop else

storex 1;

R1 < R1 4+ 1;
goto 1
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read:

stop:

LOAD=11
STORE 1
READ 2
LOAD 2
JZERO stop
STORE# 1
LOAD 1
ADD=1
STORE 1
JUMP read
HALT
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SloZenost programa za RAM

@ Interesuje nas vremenska i prostorna sloZenost programa za RAM.

@ Treba da preciziramo $ta je jedan korak tj. cijena jednog koraka i $ta
nam je jedna prostorna (memorijska) jedinica.

o U slu¢aju kriterijuma uniformne cjene (najcesée se koristi)
izvrSavanje jednoe naredbe programa za RAM je jedan korak, a jedan
registar predstavlja jednu memorijsku jedinicu.

@ Za dati ulaz broj koraka koji koristi RAM program predstavlja njegovu
vremensku sloZenost na tom ulazu, a broj registara koji koristi RAM
program predstavlja njegovu prostornu sloZzenost na tom ulazu.

@ Kao i ranije sloZenost za ulaz veli¢ine n u najgorem slu¢aju predstavlja
maksimum sloZenosti po svim ulazima veli¢ine n.

@ Slozenost (vremenska/prostorna) za ulaz veli¢ine n u prosje¢nom
(otekivanom) slu¢aju predstavlja matematitko olekivanje (obi¢no
aritmetitku srednu) slozenosti po svim ulazima veli¢ine n.
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@ Komanda "ADD 100" kod uniformne cijene zahtjeva jedan korak.
Medutim ako sabirci imaju po nekoliko miliona bita onda oekujemo
da e to sabiranje znatno duZe trajati od sabiranja recimo 2 + 3.

@ Za preciznicu ocjenu sloZenosti kad su operandi (argumenti) veliki
koristimo kriterijum logaritamske cijene.

@ Cjelobrojnu logaritamsku funkciju ¢ : Z — 7Z definisemo sa:

N logo |il| +1 , i#0
0i) = { g | , i=0"
Napomena. Za binarni zapis broja i treba [log, |i|] + 1 bita.

@ Ako program koristi registar r; onda kao negovu prostornu cijenu po
logaritamskom kriterijumu uzimamo:

— £(c(f)) za trenutni sadrzaj c(i),
— {(maxy cx(1)), gdje je cx(i) u stvari c(i) nakon izvrienja k-te
naredbe.

o Logaritamsku cijenu za operand a, u oznaci t(a) definisemo sa:
t(= 1) = £(i),

t(i) = £(7) + £(c(i)) i
(i) = £(i) + £(c(i)) + £(c(c(i))).
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Logaritamska cijena komandi:

Naredba

1. LOAD «
2. STORE ¢
STORE «:
ADD a
SUB a
MULT a
DIV a
READ
READ x:
8. WRITE «
9. JUMP b
10. JGTZ b
11. JZERO b
12. HALT

NS e e
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Cijena

t(a)

Llac) + £(1)

L(ac) + £(i) +L(e(i))
{(ac) + t(a)

llac) + t(a)

flac) + t(a)

lac) + t(a)
{(input) + £(#)
£(input) + £(z) + £(c(z))
t(a)

1

{(ac)

{(ac)

1
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@ SloZenost za zadatak 1.

u. cijena | 1. cijena
v. slozenost g @1q

p- slozenost gy gq

kad n — oo
gy  dag

ap apg | O(n) O(_fn.glog2n)
| 0(1) O(nlog,n)

Ratunamo n - n¥ sa logoritamskom cjenom £(n) 4 £(n*) = O(k log n).
Najvise prostora zahtjeva n" sa cjenom ¢(n") = O(nlog n).

@ Neka u&itavamo n brojeva xi, ..., x,. Kao veli¢inu ulaza moZzemo
uzeti broj n ali je za |. cjenu ispravnije uzeti £(x1) + - - + (xn).
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RASP - Random access stored program machine

@ Sli¢an kao RAM stim $to postoje dvije glavne razlike:

1. Program se upisuje u memoriju - pa moZe biti mijenjan u toku
izvr8avanja;

2. Nema indirektnog adresiranja.

Kodovi naredbi za RASP
Naredba Kod operacije

LOAD 1 1 DIV i 10
LOAD =i 2 DIV =i 11
STORE i 3 READ i 12

ADD i 4 WRITE i 13
ADD =i 5 WRITE =i 14

SUB i 6 JUMP i 15

SUB =i 7 JGTZ 1 16
MULT i 8 JZERO i 17
MULT =i 9 HALT 18
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@ Svaka komanda se smjesta u dva uzastopna registra u prvi registar
smjeStamo kod a u drugi operand ili labelu.

@ Stanje je odredeno sa memorijskom mapom ci LC.

@ SloZenost se definide sli¢no kao za RAM stim $to u slu€aju
logoritamskog kriterijuma dodajemo i ¢(LC).

e Pr. ADD =i; AC <+ AC+H+1i; (LC)+L(AC)+ (i)

Odnos RAM i RASP

@ Teorema 1. U slu¢aju uniformnog ili logoritamskog kriterijuma za
svaki program P; za RAM vremenske sloZenosti T1(n) postoji
konstanta k = k(P1) i postoji njemu ekvivalentan program P, za
RASP vremenske sloZenosti T»(n), po istom kriterijumu, tako da je
Tz(n) < k - Tl(n).

@ Dokaz. RASP u odnosu na RAM jedino nema komandu indirektnog
adresiranja. Tako da zadrZzavamo komande koje ne koriste indirektno
adresiranje a modeliramo komande koje koriste indirektno adresiranje.
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U r; privremeno smjeStamo sadrzaj AC. Od registra r» pocinjemo da
smjeStamo kod za P, zaklju¢no sa nekim registrom recimo rs.

Pocev od registra rs11 smjeStamo podatke tako da je
CRASP(i + 5) = CRA/\//(i), i=1,2,...

P> dobijamo iz P; zamjenom odgovarajucih komandi.
Komandu SKOK i  menjamo sa: SKOK labela(i)
Komandu KOD =i menjamo sa: KOD =i,

Komandu KOD i  menjamo sa: KOD i+s

Komandu KOD %/ menjamo sa (nizom od 6 komandi):

STORE 1 c(1) < AC tj. &uva AC
LOAD s+ AC dobija indirektnu adresu
ADD =s korekcija adrese
STORE /kop +1 upisuje pravu adresu za KOD
LOAD 1 vrata AC

Ixkop: KOD — izvr8ava naredbu KOD
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Tabela: Simulacija naredbe SUB *i od strane masine RASP:

registar
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111

sadriaj

=

+ | = =
-

—_

—_

ol l=r1 el Wl Wl MR I

smisao

}

[ S N N N S —]

STORE 1 (ostavi ac)
LOAD r +1i (donesi indirektnu adresu)
ADD =r (adaptacija adrese)

STORE 111 (ostavi adresu)

LOAD 1 (vrati ac)

SUB b (oduzimanje)

U slu€aju uniformne cjene vidimo da je To(n) < 6- T1(n).
U slu€aju logoritamske cjene To(n) < (6 + 11-4(s)) - T1(n).
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@ Teorema 2. U slu¢aju uniformnog ili logoritamskog kriterijuma za
svaki program P, za RASP vremenske sloZenosti T»(n) postoji
konstanta k = k(P) i postoji njemu ekvivalentan program P; za
RAM vremenske sloZenosti T1(n), po istom kriterijumu, tako da je
Ti(n) < k- Ta(n).

e Dokaz. Napisacemo program P; za RAM (nezavisno od programa

Py) koji Ce biti interpreter bilo kog programa za RASP.

Pretpostavka je da je kod programa P, uditan u memoriju za RAM.

P1 uzima jednu po jednu komandu od P i izvrava je.

Memorijska mapa je sledeca:
r1 sluzi za pripremanje adrese,

r» ¢uva RASP-ov LC,
r3 &uva RASP-ov AC
dok je cram(i + 3) = crasp(i).

P se vrti u petlji koja uzme kod slede¢e RASP-ove naredbe, zatim

ustanovi koja je to od 18 moguéih naredbi (visestruko IF tj. switch ili

case naredba) i predaje kontrolu kodu koji izvr$ava tu naredbu.
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Program P; :

STORE 3
LOAD =4
STORE 2
loop: LOAD %2
SUB =1
JZERO m
SUB =1
JZERO ny
SUB =1
JZERO n3
SUB =1
JZERO ny4

SUB =1
JZERO ny7
HALT

c(3) < AC tj. &uva AC

AC dobija vrijednost 4

LC«+ ACtj. LC =4

Citamo KOD slede¢e komande

ako je KOD=1 skok na n; (LOAD /)
ako je KOD=2 skok na ny (LOAD = /)
ako je KOD=3 skok na n3 (STORE /)
ako je KOD=4 skok na ns (ADD /)

ako je KOD=17 skok na ni7 (JZERO 1)
ako je KOD=18 onda se zaustavljamo
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Komanda SUB i:

ng : LOAD 2
ADD =1
STORE 2
LOAD %2
ADD =3
STORE 1
LOAD 3
SUB %1
STORE 3
LOAD 2
ADD =1
STORE 2
JUMP loop
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AC dobija vrijednost LC

LC«+— LC+1

LC < AC tj. LC ukazuje na adresu
¢itamo adresu komande tj. i
izvr§imo pomjeraj adrese

¢(1) dobija adresu komande
vra¢amo sadrzaj RASP-ovog AC
izvr§imo RASP-ovu operaciju

c(3) < AC tj. &uva RASP-ov AC
AC dobija vrijednost LC

LC+— LC+1

sada LC ukazuje na slede¢u komandu
povratak u glavnu petlju
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Komanda SUB = 1:

ny :

LOAD 2
ADD =1
STORE 2
LOAD %2
STORE 1
LOAD 3
SUB 1
STORE 3
LOAD 2
ADD =1
STORE 2
JUMP loop

AC dobija vrijednost LC

LC+ LC+1

LC + AC tj. LC ukazuje na adresu
¢itamo operand komande tj. i

¢(1) dobija operand komande
vracamo sadrzaj RASP-ovog AC
izvr§imo RASP-ovu operaciju

c(3) < AC tj. &uva RASP-ov AC
AC dobija vrijednost LC

LC«+— LC+1

sada LC ukazuje na slede¢u komandu
povratak u glavnu petlju

Napomena. Prethodne teoreme vaZe i za prostornu sloZenost.
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Cetiri "slaba” modela izracunljivosti

@ Razmotramo &etri modela za koja moZemo reéi da nastaju od RAM
modela izostavljanjem nekih njegovih moguénosti.

@ Moguénosti ovih modela su znatno slabije od moguénosti modela
RAM tj. skup izraCunljivih funkcija je znatno maniji.

@ Koraci su jednostavniji pa sloZenost moZzemo preciznije da ocjenimo.

o Modeli su:
Pravolinijski program
Model sa bit operacijama

Operacije sa vektorima bita

el A

Stabla odluivanja
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Pravolinijski program

@ lzostavljamo naredbe skoka kao i naredbe READ, WRITE i HALT.
Nema indirektnog adresiranja. Podaci se ¢uvaju (kao i ulaz i izlas) u
kona¢nom broju registara koji imaju svoja imena.

o LOAD i STORE zamjenujemo sa < npr. ¢ < a + b zamjenjuje kod

LOAD a
ADD b
STORE ¢
@ Imamo pet komandi:
Z4— X1y,
Z+x—y,
Z+ XY,
z4x/yi
z + k,
gdje su x,y, z imena registara (promjenljive) a k € Z konstanta.

@ Komanda z < x 4+ y znadi da saberemo sadrZaje registara x i y a

rezultat smjeStamo u registar z i sl.
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@ Primjer programa koji raduna p(x) = azx> + axx? + arx + ag.
@ Znamo Hornerovo pravilo p(x) = ((asx + a2)x + a1)x + ao.
@ Program:

t<asz-x

t<t+ a

t<t-x

t<t+a

t<«t-x

p<t+ao

@ Vremenska sloZenost T(n)= broju naredbi a prostorna S(n)= broju
promjenljivih.

@ Za ovaj model koristimo oznaku T(n) = Oa(f(n)) kako bi ukazali da
ratunamo koliko algoritam zahtjeva aritmeti¢kih operacija.

@ Oa(f(n)) ¢itamo O(f(n)) aritmetitkih operacija.
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Model sa bit operacijama

@ Sli¢an prethodnom modelu samo promjenljive uzimaju vrijednosti iz

{0,1} a operacije rade sa bitima:
Z<4—XNYy zZ<—xVy Z4— XDy
Z 4 X z+0 z+1
o Zadatak. Nadi zbir dvobitnih brojeva.

Slijedi tekst rjesenja:

g — ag @ by Racuna:

w4 ap & by (a1an)z + (bibo)z = (eze1c0)2
viuPa

e —vd b

w4+ a; Vb

z —ulw co = ao @ bo

Y — ag & f)l €1 = {_GU & bUJ @a b bl

ez Vy ey = ((ao & bo) & (a3 V b)) V (a1 & by)

Slijedi izgled memorije:

|allaulbl|bU|(:3|c1|cu|u|v|w|:c|y|...
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Koristimo oznaku T(n) = Og(f(n)) za O(f(n)) bit operacija.
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Operacije sa vektorima bita

@ U ovom modelu promjenljive su vektori bita potrebne duzine n tj. iz
skupa {0,1}".

@ DuZina vektora nije ogranicena.

@ Ponovo izvodimo logi¢ke operacije samo se one vrse istovremeno na
svim bitima vektora.

e Npr. za x = (x1,x2,x3), ¥ = ()1, ¥2,¥3) | z = (21, 22, z3) Operacija
z <+ x Ay znati da se u jednom koraki izvrsi:
Z14—XINAY1, X0 ANyr i 234 X3\ y3

e Koristimo oznaku T(n) = Ogy(f(n)) za O(f(n)) vektorskih bit
operacija.

Milenko Mosurovi¢ (Univerzitet Crne Gore) Programiranje 1/I studijska godina 2020/21. 28 /29



Stabla odlucivanja

@ Kad u algoritmu dominira grananje onda to moZemo prikazati pomocu
stabla. Vremenska sloZenost je visina stabla. Oznaka Oc¢(f(n)).

@ Zadatak. Urediti trolani niz a, b, c.

ab, e C:téc) b,a,c <e
da/ \ne \ ne
ac,b c,ab e, b,a
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