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Uvodne napomene o predmetu

o Fond ¢asova 34-2.

o Kolokvijumi (programski jezik C) nose 50 bodova - u dogovoru sa
asistentom.

@ Zavr¥ni ispit (teorija) nosi 50 bodova.

@ Prelazna ocjena se dobija za 50 ili vise bodova. Tacnije: 0-49 ocjena
F, 50-59 ocjena E, 60-69 ocjena D, 70-79 ocjena C, 80-89 ocjena B i
90-100 ocjena A.

o Literatura: Skripta u elektronskom obliku moZe se naéi na sajtu
www.ucg.ac.me od autora M. Martinovica.
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Kratak sadrzaj predmeta

@ Tjuringova masina kao model izraéunjivosti
» Primjeri Tjuringovih masina
» Tjuringovi diagrami
» Funkcije izraCunljive po Tjuringu
» Funkcije normalno izraéunljive po Tjuringu
> Primjeri nereSivih skupova

@ Model izradunivosti RAM

@ Model izralunivosti RASP

@ Odnosi naznaenih modela
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Tjuringova masina i izralunljive funkcije
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Uvod - Intuitivni pojam algoritma

o Neka je A konacan neprazan skup koji nazivamo azbukom, a njegove
elemente slovima azbuke.

e Def. Skup svih rje&i nad azbukom A, u oznaci Q(A), je minimalni
skup koji zadovoljava sledeca svojstva: 1) prazna rije¢ \ pripada Q(A)
(ti. A€ Q(A)), 2) Ako jew € Q(A) i a€ Aonda jeiwae QA) (t.
nadovezivanjem slova a na vec postojecu rije¢ w dobijamo novu rijec
wa).

o Elemente skupa Q(A) nazivamo rije¢ima nad azbukom A.

@ Primjer. Ako je A= {x,y} onda je
Q(A) = {\, x, ¥, XX, XY, ¥YX, Yy, XXX, XXV, ... }.

o Def. Neka je Q(A) skup svih rije¢i nad azbukom A. Za skup L
kaZemo da je jezik nad azbukom A ako je L C Q(A).
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@ Drugim rije¢ima ako od skupa svih rijeci izdvojimo neke koje su
vaZee onda nam te rijeti &ine jezik. Npr. KOZE, KISELO, MLIJEKO
jesu rijedi crnogorskog jezika a ZZRVFT nije rije¢ crnogorskog jezika i
ako je to rije¢ nad crnogorskom azbukom.

o Def. DuZina rijeti w u oznaci |w| je broj slova te rijeti. Preciznije
Al =01 |wa| = |w| + 1.

@ Ako azbuka ima n elemenata onda ¢e mo je oznalavati sa A, a njene

elemente sa a1,...,an tj. Ay ={a1,...,an}.
@ Uvodimo jo$ jedan simbol ag € A koji nazivamo praznim simbolom
(blanko).
@ Za n=1 koristimo i oznaku a; = |. Tako za A; = {|} imamo
Q(AL) ={N L LI - - - O¢iti f(n) = |...] je bijekcija iz Ny u
~——
n-puta
Q(A;).
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@ Intuitivno algoritam je precizno opisan postupak za rje$avanje nekog
zadatka (problema).

@ Taj postupka treba da je napisan na nekom jeziku. Takode na nekom
jeziku treba da zadamo ulaz i rezultat naseg algoritma.

e Otuda na intuitivni pojam algoritma mozZemo gledati kao petorku
A= (P,E,A, B,n), gdjesu E, B i Aredom ulazna, izlazna i radna
azbuka (E U B C A), n je dimenzija ulaza a P je opis postupka (kako
od ulaza do¢i do rezultata) - nazivaéemo ga pravilo.

o Algoritam ulaz wi, ... ,wp, (wk € Q(E)) transvormise u izlaz
r € Q(B) koristeci pravilo P koje je zapisano u azbuci A.

@ Primjer. Euklidski algoritam: za n > m > 0 NZD(n, m) = NZD(m, n
mod m); NZD(n,0) = n
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Zahtjevi (svojstva) za pravilo P

@ P sadrZi neke "elementarne radnje” - operacije. Operacije iz P
izvrSavaju se etapno jedna za drugom i u svakom koraku jednoznacno
je odredeno koja slededa operacija treba da se izvrsi.

@ Pravilo P je jednozna¢no.

© Algoritam je deterministicki tj. da ée pri svakom izvr8avanju za isti
ulaz prolaziti kroz iste korake i dati isti rezultat.

@ Pravilo P ne koristi nikakve spoljne informacije osim ulaza.
© Pravilo P treba da bude konacno.
@ Broj koraka da se potrebnih da se izvrsi P treba da bude konacan.

@ P zahtjeva samo konacan "memorijski” prostor.
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@ Za neke zadatke nepostoji algoritam koji ih reSava takvi zadaci su
nerjesivi (neodlucivi). Gedel je 1931. godine dokazao nerjesivost
jednog zadatka u logici.

e Da bi mogli da izvodimo matematitke dokaze (npr. o nerjesivosti)
moramo imati precizan pojam algoritma.

@ Postoji vide pristupa za (matematitku) definiciju algoritma. Dokazano
je da su sve one medusobno ekvivalentne.

o Cerova hipoteza. Intuitivni i matemati¢ki pojam algoritma su
ekvivalentni.

o Ekvivalentnost je u smislu da ako za jedan zadatak postoji algoritam
u smislu jedne definicije onda e za taj zadatak postojati algoritam i u
smislu druge definicije (tj. dobijamo isti skup "izratunljivih funkcija”).
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|zracunljive funkcije

Za f-ju (tj. funkciju) f: Q"(E) — Q(B) &iji je domen skup Q"(E)
kaZemo da je potpuna ili totalna.
Za f-ju f : Dom¢ — Q(B) &iji je domen Dom¢ C Q"(E) kaZemo da je
djelimi¢na ili parcijalna.
Algoritmu A = (P, E, A, B, n) pridruzimo f-ju f4 na sledeéi na&in.
Ako algoritam A primi w = (w1, ...,w,) kao ulaz i

i) dobijemo rezultat r € Q(B) onda je w € Domy i fa(w) =r;

i) ne dobijemo rezultat onda w & Domg.

Algoritam A jednozna&no odreduje domen funkcije i samu funkciju f4.
o Def. Za djelimi¢nu f-ju f : Doms — Q(B) (Dom¢ C Q"(E)) kazemo
da je izralunljiva ako postoji algoritam A = (P, E, A, B, n) takav da
je f = f4. Tada se za algoritam A kaZe da predstavlja raunsku
proceduru za f-ju f.
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o Ne traZi se da algoritam bude "konstruisan” ve¢ samo da se dokaZe
da postoji.
o : 0 ako je Rimanova hipoteza istinita
@ Primjer. Neka je f(n) = { 29 P
1 ., inace
Da li je f-ja f izralunljiva?
@ Rimanova hipoteza. Sve netrivijalne nule Rimanove zeta-funkcije

1 1
(z)=>02 1z se nalaze na pravoj Re(z) = 5>

@ Rimanova hlpoteza je vazan matematicki zadatak koji jo$ uvjek nije
rijeSen .

@ Funkcija f je izraCunljiva jer algoritam postoji. Medutim za sada ne
znamo koji algoritam je tacan onaj koji vrac¢a nulu ili onaj koji vraca
jedinicu.
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Rjesivi skupovi

@ Neka su Mj i M5 dva skupa i neka je M1 C M. Kazemo da je
skup M rijeSiv u odnosu na M ako postoji algoritam koji moZe da
se primijeni na bilo koji element skupa Mo i koji nam u tom slu€aju
daje odgovor da li taj element pripada ili ne pripada skupu Mj.

@ Drugim rije¢ima skup je rjeSiv ako moZemo algoritamski da utvrdimo
koji elementi mu pripadaju. Medutim bitno je i u odnosu na koji skup
posmatramo. Npr. ako je M1 C My i M1 C M3 moze biti da je
M rijesSiv u odnosu na M5 a da nije rjeSiv u odnosu na Ms3.

@ MoZemo govoriti i o rjeSivosti predikata - relacija. Kako je relacija
poskup Dekartovog proizvoda skupova to se opet svodi na rjeSivost
skupova.
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Rjesivi skupovi - primjeri

@ Da li je skup M rijeSiv u odnosu na skup Mo ako je:
Moy={aixi+axx+---+ax,=b|ay,...,an,b€Zin>1}a
My 2{31X1+"'+aanIb€M2 ‘ (3041,...,0(,,6
Z) ajag + -+ apa, = b}?

@ Drugim rije¢ima da li iz skupa svih jednadina sa cjelobrojnim
kojeficijentima moZemo izdvojiti one koje imaju cjelobrojno rjesenje?

@ Pravilo. Jednatina pripada skupu M akko NZD(a1,...,an) | b.
Otuda je skup Mj rijeSiv u odnosu na Mo.

@ Primjer. Jednacina 4x; + 6x; = 34 pripada skupu Mj jer
NZD(4,6) =2 | 34. Zaista x; = 1, xp = 5 je rjeSenje.

@ Primjer. Jednacina 9x; + 6xo = 34 ne pripada skupu M jer
NZD(9,6) =3 ) 34. Lijeva strana djeljiva sa 3 a desna ne.
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o Neka je p(x1,...,xk) = > aaxil---xi" gdje je a, € Z, ji € N

a=(J1,-jk)
ij1+j2+ -+ Jjk < n(polinom n-tog stepena s cjelobrojnim
kojeficijentima). Da li jednacina p(xi,...,xx) = 0 (opsta diofantska

jednatina) ima cjelobrojno rjeSenje? Ovo je poznato kao deseti
Hilbertov problem.

@ Da li postoji algoritam koji nam moZe dati odgovor na prethodno
pitanje?

o Matijasevi¢ 1971. dokazao da je pitanje cjelobrojnih nula opste
diofantske jednadine algoritamski nerje$ivo i time rjeSio 10 Hilbertov
problem. Dok za slu¢aj k = 1 postoji algoritam.

e Otuda za My = {p(x1,...,xk) = 0},

My = {p(x1,. ., %) =0 | Gau,...,ax € Z) plas, ..., ax) = 0}
dobijamo M nerijeSiv u odnosu na Ma.
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o Def. Neka je |[E| >1,n>1iS5 C Q"(E). Za skup S kaZe se da je
rjeSiv u odnosu na skup Q"(E) ako postoji algoritam
A= (P,E,A, B,n) takav da: kada se algoritam A primijeni na bilo
koju n-torku rije¢i w € Q"(E) onda se taj algoritam zaustavlja i
saopstava kao rezultat rijel ag ako je w € S arje a3 akow € S. Za
svaki takav algoritam se kaZe da predstavlja rje$avajuéu proceduru za
S u odnosu na Q"(E).

@ Svakom skupu S (S C Q"(E)) moZemo pridruZiti karakteristi¢nu
funkciju u odnosu na skup Q"(E)

(x) = ag ,ako xe€8
X\X) = ap ,ako x¢8S

@ Teorema. Skup S je rjesiv u odnosu na skup Q"(E) akko je
karakteristi¢na funkcija x skupa S u odnosu na skup Q"(E)
izraCunljiva.

o Dokaz. ...
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Definicija Tjuringove masine

e Da bi mogli precizno da definiemo pojam algoritma (pravila P)
moramo definisati model izracunljivosti. Jedan od takvih modela je
Tjuringova masina (TM).

@ TM treba da ima radnu azbuku. Neka je to A;.

e Da bi ¢uvala informacije (zapisane na azbuci A;) TM ima jednu traku
koja je izdjeljena na polja. U svako polje trake moZe biti upisan jedan
od simbola iz A; U {ag}. Ako je upisan simbol ag kaZemo da je polje
prazno.

@ Traka ima prebrojivo mnogo polja koja su numerisana redom
brojevima 0,1,2,---.
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@ Polje oznaleno sa 0 je poletno. Desno od njega se nalazi polje
ozna&eno sa 1. Opste ako je polje oznageno sa m € Ny desno od
njega se nalazi polje koje je oznaeno sa m + 1.

@ Za ovakvu traku kaZzemo da je ograni¢ena sa lijeve strane a sa desne
da nije ograni¢ena.

@ Da bi mogla da mijenja sadrzaj polja TM ima glavu. Glava se u
jednom momentu (koraku TM) nalazi ta&no iznad jednog polja. To
polje se naziva radno polje.

e Glava moZe da protita sadrzaj radnog polja (tj. jedan od simbola iz
At U{ap}), izbri¥e njegov sadrzaj ili u radno polje upie neki od
simbola azbuke A;.
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o Kad kaZemo da TM upisuje simbol a € A; onda to podrazumjeva da
se se predhodni sadrzaj radnog polja izbrige i u to polje upise simbol
a. Dok upis simbola ag podrazumjeva brisanje sadrZaja radnog polja.

@ Postoji mehanizam za pomjeranje trake (ili glave). Ovaj mehanizam
nam omogucava da glavu TM dovedemo iznad jednog od dva polja
susjedna teku¢em radnom polju, tako da to polje postane novo radno
polje. U tom slutaju ¢emo govoriti da se radno polje (glava)
pomjerilo za jedno mjesto ulijevo ili udesno.

@ TM ima i operacioni uredaj koji moZe da se nalazi u jednom od
diskretnih stanja g € Q, gdje je @ = {qo, ..., gs} konatan neprazan
skup (skup stanja).

@ Stanje go € Q nazivamo po&etno stanje.
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@ TM ima i program koji se sastoji od niza komandi. Operacioni uredaj
u odredenim vremenskim intervalima "izvr8ava” komande programa.
Izvr8avanje jedne komande nazivamo korakom TM.

e Jedna komanda programa je Cetvorka (g, a, v, q’), gdje je q,¢" € Q,
aeArU{ao}iveAU{ao,r, !, s} Ovu Cetvorku (komandu) ¢emo
jednostavnije zapisivati sa gavq'.

e Komanda gavq’ ¢e biti izvréena ako je maSina u stanju g i u radnom
polju je upisan simbol a. Simbol v ozna&ava radnju koja treba da
bude izvrsena.

» Ako je v € A; U {ag} u radno polje bi¢e upisan simbol v;
» ako je v = r onda se radno polje (glava) pomjera udesno;
» ako je v =/ onda se radno polje (glava) pomjera ulijevo;
> ako je v = s onda se masina zaustavlja.

Nakon izvréene radnje masina prelazi u stanje ¢'.
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@ Da bi program bio jednoznacéan treba da imamo ta¢no jednu komandu
za svaki par (g,a) € Q x (ArU{ap}). Odnosno program treba da ima
(s+1)-(t+1) komandi.

e Takav program moZemo zadati tablicom koja ima (s + 1) - (t + 1)
redova i 4 kolone tj. u svakom redu je upisana po jedna komanda koja
ima 4 znaka.

@ Dogovor je da se komande pisu po leksikografskom poretku tj. prvo
idu komande koje pocinju sa gg pa onda one koje pocinju sa qi,...
Takode, od komandi koje opcinju sa g; prvo se pise komanda kod koje
je na drugom mjestu ag, pa ai,...

@ Tablicom je jednozna¢no odredena TM. Iz nje moZemo saznati i A; i
Q.

@ Napomena. U budude éemo koristiti i oznaku * umjesti praznog
simbola ag.
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Primjer. Odredi 5ta radi TM zadata tablicom:

qo0
qo
a1
qi
a2
q2

*

r
| r
* |
|
* s
| s

0
q1
a2
g2
a2
g2

Rj. Iz tablice vidimo da je @ = {qo, 91, g2} a azbuka A; = {|}.

@ Ako je u stanju go masina (bez obzira $ta je upisano u radno polje x

ili |) pomijeri glavu desno i prede u stanje qi.

@ Ako je u stanju g maina upide | i prede u stanje qo.

@ Ako je u stanju g> masina se zaustavi. Stanje u kojem se TM nalazi
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e Kada magina izvrsi komandu oblika gasq’ onda dolazi do zaustavljanja
masine. U ovom sluéaju kaZemo da je u pitanju masSinsko
zaustavljanje (MZ). TM ima lampu MZ koja se upali kada je doslo do
MZ.

@ Ako je glava iznad potetnog polja trake (m = 0) a izvrSava komandu
oblika galq’ onda ponovo dolazi do zaustavljanja magine. U tom
slu¢aju se pali lampa PT da ukaZe da je doslo do prelaska preko kraja
trake.

e Napomena. MatematiZki (opisanu) TM moZemo zadati kao &etvorku
T = (A, Q,qo,P), gdje je A konatan neprazan skup - nazivamo ga
azbukom TM, @ kona&an neprazan skup - nazivamo ga skupom
stanja TM, qo € Q - nazivamo ga po&etnim stanjem i P (nazivamo
ga programom TM) je preslikavanje
P Q@x(AUu{ag}) — (AU{ao,r,l,s}) x Q.
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Konfiguracija i pozicija TM

@ Zamislimo da je TM izvrsila odreden broj koraka a onda smo je
zaustavili. Zelimo da nastavimo izvravanje na drugoj TM (sa istom
tablicom) od koraka u kome smo zaustavili prvu TM. Koje informacije
treba da prenesemo?

@ Da bi nastavak rada na drugoj TM bio korektan moramo znati:
sadrzaj trake, poziciju radnog polja i stanje u kome se masina nalazi.
KaZemo da ove tri informacije odreduju konfiguraciju masine.

e Zapis (na traci) u oznaci J je funkcija J : No — AU {*} za koje
vazi da je skup {i € Ny : J(i) # %} kona&an.

e Intuitivno J (i) je simbol koji je upisan na i-tom polju trake.

e Tekuéa konfiguracija TM je uredena trojka C = (m, 7, q), gdje je
m > 0 redni broj tekuceg radnog polja, J tekudi zapis i g € @ tekuce
stanje.
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e Uotimo da je J(m) sadrzaj tekuceg radnog polja.

e Konfiguracija Co = (m, J, qo), gdje je qo poetno stanje se naziva
pocetnom konfiguracijom. U tom sluéaju zapis J predstavlja ulaz i
kaZemo da se TM primijenjuje na zapis J.

e Kazemo da je C' = (m', J’, q') konfiguracija koja slijedi nakon
konfiguracije C = (m, J, q), u oznaci C — C’, ako se dobija iz C
primijenom komande g J(m) v ¢', gdje je v € AU{aqg, r, I} i nije
(v=1im=0). Tatnije akojev=rondajem =m+1, J =7,
akojev=/londajem=m—-1, 7 =7, akojev=aec AU{a}
ondaje m =m, J'(m)=aiJ (k) = J(k) za svako k # m.

@ lzostavili smo sluéaj v = s jer se tada masina zaustavlja i nema
sledece konfiguracije, kao i slu¢aj PT tj. nije (v =11 m=0). Za ove
slu¢ajeve C nazivamo zavr$nom konfiguracijom masine.
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@ Niz konfiguracija C = Gy, C1, (o, ... za koje je Ci_1+— C;,zai >0
nazivamo izraunavanje koje odgovara pocetnoj konfiguraciji
Co = (m7 J, qO)'

@ (; je konfiguracija poslije i tog koraka TM.

@ Ako je niz (izratunavanje) C bezkonaan onda masina radi vje¢no.
Ako je C konatan niz i C; poslednji &lan toga niza (zavrina
konfiguracija) onda kaZzemo da se TM zaustavlja poslije j koraka.

@ Ponekad nas ne interesuje stanje TM otuda ako je C = (m, 7, q)
konfiguracija onda je S = (m, J) pozicija.
e Koristimo oznake bgb; ... b7, ... - za konfiguraciju i boby ... bmy ... -

za poziciju, gdje je b € AU{ao} i g € Q.
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Koristimo i oznake kod zapisa, pozicije, konfiguracije:
» ~ - dio zapisa, od uzastopnih simbola, koji nas ne interesuje,
» — - jedan simbol koji nas ne interesuje ili ga ne znamo,
> ] - pocetak trake,
» x... - na kraju zapisa oznatava da su dalje u zapisu (na traci) sve
znaci *.

Neka su S, S’ dvije moguée pozicije za TM T. Koristimo oznaku

S L S’ da bi ukazali da ako je § poletna pozicija TM T ondase T
zaustavi i S’ je njena zavrina pozicija.

Primijeniti T na zapis poslije (ispred) rije¢i w zna&i da se kao poletna
pozicija magine uzima | *w?.. (Jrw*...).

@ Primijeniti T na zapis poslije (ispred) n-torke rije¢i wi,...,wp znadi
da se kao pocetna pozicija masine uzima | xwy * + -k wp * ...
)

(]}?Wl*'”*wn*-n)-
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@ Primijeniti T na praznu traku zna&i da se kao poletna pozicija masine
uzima | x ...
T

e KaZemo da se masina T zaustavlja poslije (ispred) rijedi w ako
zavrdna pozicija masgine T glasi | ~ *wa{ (] ~ a%w*).

o Ako je | ~ *va< zavr¥na pozicija tada je razlog zaustavljanja MZ (jer

je m > 0 - u najgorem slu¢aju ima bar dvije * jednu u nultom polju a
drugu u polju na poziciji 1 koje je radno polje).
@ Primjer. Slici odgovara konfiguracija (4,7, q), gdje je J(0) = *,
J)=J2)=|IB)=| J4) =] J05)=] J6)=~*
J(7) = *, ... Dok poziciju moZemo zapisati sa | % |[||| * ...
4
4 q

ININEIEIEIEIE:

| | *
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[ 1]
0 1
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\ * | x| *
2 6 7 8
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Funkcije izracunljive po Tjuringu

e Mozemo reci da je algoritam TM (ili Tjuringova tablica). Kao i kod
intuitivnog pojma algoritma prvo ¢emo TM dodjeliti funkciju, a zatim
definisati izréunljivu funkciju po Tjuringu.

o Def. Neka je T TM sa radnom azbukom A i neka je dalje EUB C A
i n > 1. PridruZimo magini T funkciju f : Dom¢s — Q(B)

(Dom¢ C Q"(E)) na slededi natin: ako se masina T primijenjena na

zapis poslije n-torke & = (w1, ...,wp) € Q"(E), zaustavlja poslije
rijeti w € Q(B) onda je & € Domy i f(@) = w, u suprotnom
@ ¢ Domgy.
o Otito za @ € Domy vazi:
T
]*wl*---*wna{... = ]N*f(wl,...,wn)a{.
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@ Ako TM primijenjena na zapis poslije n-torke & vje€no radi ili prede
preko kraja trake onda & ¢ Domg.

o Def. Djelimi¢na funkcija f : Doms — Q(B) (Dom¢ C Q7(E)) naziva
se izralunljivom po Tjuringu ako postoji TM T ¢&ija je radna azbuka
A (EU B C A) tako da se funkcija fr : Doms, — Q(B)

(Domg, C Q"(E)) pridruZena masini T poklapa sa f. Za svaku takvu
masinu T kaZemo da raluna f.

@ Uotim da ako smo TM pridruZili funkciju nad ulaznom azbukom E i
E’ C E neprazan skup onda toj TM moZemo pridruZiti i funkciju nad
ulaznom azbukom E’.

@ Umjesto funkcija izaréunljiva po Tjuringu koristi se i termin
izraCunljiva funkcija. Naime dokazano je da se skupovi izraéunlji
funkcija za razli¢ite modele poklapaju - to je skup parcijalno
rekurzivnih funkcija. Zato ne naglasavamo model.
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o Def. Djelimi¢na funkcija f : Doms — Q(B) (Dom¢ C Q"(E)) naziva
se normalno izraéunljivom po Tjuringu ako postoji TM T koja ra¢una
f i jo§ ispunjava slede¢a dva uslova:

a) ako & = (w1,...,wn) € Q"(E)\Dom¢ onda se masina T poslije
primijene na @ nikad ne zaustavlja;

b) ako je & = (w1, ...,ws) € Doms onda
]*wl*---*wna{... L ]*w1*~--*wn*f(wl,...,wn)?...

@ Ako je funkcija normalno izralunljiva po Tjuringu onda je ona i
izraCunljiva po Tjuringu. Dokaz je oligledan. Kasnije ¢emo dokazati i
deugi smjer.

o Def. Za skup S C Q"(E) kaZemo da je rjesiv (odlugiv) po Tjuringu u
odnosu na skup Q"(E) ako postoji TM T sa svojstvom: ako se
magina T primijeni na zapis poslije n-torke & = (w1, ...,wy) € Q"(E)
onda je zavr¥na pozicija | ~ *a{ ako weS,a |~ *aka ako

& ¢ S. (Tj. ako je karakteristi¢na funkcija skupa izraunljiva).
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Elementarne TM i Tjuringovi dijagrami

Za radnu azbuku A; = {a1,...,a;} uvodimo t + 3 elementarne masine
koje oznatavamo sa r, [ i a; i € {0,1,...,t}. Tablice tih magina su:
a; r /
go a ai Go a r q G a | ¢
do a a q o a r qi G a | ¢
g d S q1 g a0 S q1 g d S q1
g ar s qi g a s q g atr s qi
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@ TM a; upisuje slovo a; u radno polje i onda se zaustavi na tom polju.
Pri tome ne mijenja druga polja zapisa.

@ TM r pomjera radno polje za jedno mjesto udesno i onda se
zaustavlja. Pri tome ne mijenja zapis.

e TM [ ako je pozicija radnog polja m > 0 onda ona pomjera radno
polje za jedno mjesto ulijevo a zatim se zaustavlja. Pri tome ne
mijenja zapis. Ako je pozicija radnog polja m =0 onda TM / se
zaustavlja i pali lampu PT (prelazak preko kraja trake). Pri tome ne
mijenja poziciju.
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@ Zadatak. Napisati tablice za slede¢e TM.

a) TM T; ima radnu azbuku A;. Ona pomjeri radno polje za tri mjesta
udesno, zatim upiSe ag u tekuée radno polje i zaustavi se.

b) TM T, ima radnu azbuku A; = {|} i
T,
]N*cg)ka... = ]N*w*waTk...;
tj. kopira rije¢ w € Q(A1).
@ Napraviti tablicu za TM T3 je jednostavan zadatak. Tabela je data
niZe.
@ Opisimo ideju za pravljenje tablice za TM T,. Ova ideja se koristi i u
drugim zadacima. Kopiramo slovo po slovo iduéi s lijeva u desno. Na

polje simbola koji se kopira upisujemo x da bi znali mijesto povratka
(tj. vratamo se do druge x).
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Tablica za T;. Nakon svakog pomjeranja udesno prelazimo u novo stanje

tj. stanje nam pamti broj pomjeranja.

qdo

qo
q1

qi
q2

az
gs

q3
qa

q4
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Tablica za T».

qo
qo
qi
qi
q2
q2
a3
a3

*

|
*
|
*
|
*
|

/

e e

q1
q1
q2
q1
a3
a3
q9
q4

g4
da
as
as
de
de
qr
qr

*
|
*
|
*
|
*
|

—_ — S — S S — =

qs
0
de
qs
qr
de
as
qr

qs
gs
99
99

a2
as
99
d9

S 0 - —

@ Na osnovu tablice tesko je ispratiti rjeSenje zadatka. Da bi razumjeli
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ideju zapisati konfiguracije magine za slu¢ajeve w = |||, w = | i w = A
(tj. prazna rijet).
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Posmatrajmo poziciju | ~ *w1 w2 x w1 x ... gdje je w = wi|wz a wy

kopirani dio. Da bi kopirali | iz radnog polja treba:
Na mjesto | upisati x da bi zapamtili poziciju polaznog polja.
[¢i desno dok ne nademo drugu

U to polje upidemo | (tj. kopirali smo jo¥ jedan simbol)

©0 00

I¢i lijevo dok ne nademo drugu x (vratamo se na polje od koga smo
posli)
@ U to polje upiemo | (tj. vratamo njegov stari sadrzaj).

Pozicija nakon koraka 5 je | ~ *wi|wa xw1| x... tj. kopiran je jo¥ jedan
)

simbol. Treba da se pomjerimo desno za jedno polje da bi nastavili
kopiranje sledeceg simbola.
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Tjuringov dijagram

@ |z tablice masine T, tesko je razumjeti $ta zapravo ona radi. Zato je
bilo neophodno da se taj prikaz uprosti " rastavljajuéi” masinu na
jednostavnije (npr. elementarne) masine za koje znamo tablicu i 3ta
one rade. U tu svrhu koristimo Tjuringov dijagram.

@ Pretpostavljamo bez umanjenja opstosti da sve TM koje se spominju
rade nad istom azbukom A; = {a1,...,a:}. Naime ako neka TM radi
nad azbukom A, C A; onda modifikujemo njenu tablicu tako 3to za
svako njeno stanje q i svaki simbol a € A;\A, dodamo komandu
gasq. Tj. TM se zaustavi kad naide na nepoznat simbol.

@ Tjuringov dijagram D definide jednu TM T. Paralelno sa opisom
njegove konstrukcije (sintakse) mi opisujemo i njegovu semantiku
(znakenje).

@ Koristimo skraéenicu TD za Tjuringov dijagram.
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Sintaksa i semantika TD

@ TD D ima simbol - (tatka) koji se pojavljuje samo jednom. Ona
ukazuje gdje pocinje rad masine T.

@ TD koristi i simbole My, ..., M. Svaki od simbola M; predstavlja
jednu TM ¢&ija je tablica poznata (nazivamo je komponentom masine
T) i moze se u TD D pojavljivati vide puta.

@ Za svaki simbol a € A; U {ap} i svaki nacrtan simbol
M e {My,..., My} U{-} iz simbola M polazi najvise jedna strelica
ozna&ena simbolom a i ta strelica vodi do nekog drugog simbola M’
TD D. Znal&enje je sledece. i) Ako se TM M MZ iznad simbola a
(tj. izvrsila komandu gasq) onda se rad predaje TM M’ ako postoji
strelica inale dolazi do MZ TM T. ii) Ako TM M vje&no radi onda
¢e i T vjeéno raditi. iii) Ako je doslo do PT kod ma%ine M onda
dolazi do PT i kod masine T.

Milenko Mosurovi¢ (Univerzitet Crne Gore) Programiranje 1/I studijska godina 2020/21. 38 / 104



Primjeri TD
@ Slede¢i TD odgovara TM T3
ao ao ao ao

@ Navedimo jo¥ jedan TD. On odgovara TM koju éemo oznalavati sa
R. TM R pomjera radno polje za jednu rije¢ udesno tj.

| ~ —wx §>]N—W*

.
NS

r ap .-
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Uproscavanje TD

o Ako od nekog simbola M ka simbolu M’ vode strelice sa simbolima a;
za svako j € {0,1,...,t} onda te strelice mogu biti zamijenjene sa
jednom strelicom bez simbola ili izostavljene a simboli M i M’ se pidu
jedan za drugim tj. pisemo MM'.

e Ako od nekog simbola M ka simbolu M’ vode strelice sa simbolima a;
za svako j € {0,1,...,t}\{k} onda te strelice mogu biti zamjenjene
sa jednom strelicom od M ka M’ koja je oznalena sa # ak. Sli¢no
ako nedostaju dvije strelice. Itd.

@ Ako od tatke - ka simbolu M vode strelice sa simbolima a; za svako
J€{0,1,...,t} onda tatka i te strelice mogu biti izostavljene a
simbol M se oznadi kao poletni tako $to se zaokruZi ili napiSe lijevo
od svih drugih simbola.
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@ Pisa¢emo M"” umjesto M ... M.
—

n-puta

e Kad uprostimo TD za TM Ty on postaje:  r3ag.

@ Takode TD za TM R moZemo prikazati sa:
# ao

o]

ili sa:

r #+ ap
ili na neki sli¢an nadin.
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Konstrukcija tablice za dati TD

Neka u TD D uéestvuju simboli TM My, ..., M, &ije su tablice poznate.
Stim da se isti simbol ne javlja dva puta. Na osnovu ovih tablica pravimo
tablicu za TM T koja odgovara TD D.

@ Zapisemo sve tablice masina M; jedna za drugom stim da izvr$imo
prenumeraciju stanja tako da se simboli stanja za razne masine ne
preklapaju i da u toj novoj numeraciji ne koristimo qg.

@ Neka je u novoj numeraciji gj,, stanje koje odgovara potetnom stanju
masine M. Za svaku strelicu - — M dodaje se u tablicu red qoaagqi, -
A za strelicu - — - dodaje red gopaaqo. Ako takva strelica ne postoji
za slovo a dodaje se red gpasqo.

@ Ako u TD postoji M’ —+ M onda u tablici svaki red koji odgovara
tablici M’ oblika gasq’ treba prepraviti u red qaagj,,.
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Dijagrami vaZznih (pomo¢nih) TM
@ Navodimo neke TM koje koristimo pri konstruisanju sloZenijih TM.
Navodimo simbol, opis, radnu i dijagram tih TM.
e TM R—idi udesno za jednu rije¢: | ~ }kw* L | ~ *w»Tk Dijagram:
L #+
e TM L—idi ulijevo za jednu rije&: | ~ *WT( = | ~ >Tkw* Dijagram:
C#

o TM R—idi udesno za niz rijedi X = wy *wp * - -+ *x wp:
]NaTcX** LY ]N*X’T(* Dijagram: R 7 * |
| S—

*

o TM L—idi ulijevo za niz rijedi X = w1 *xwp * - - * wp:
]N**Xka £ ]~*>TkX* Dijagram: | 75** ,
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e TM K—kopira jednu rijet: ]N*waT<... LY ]N*w*wu;...

*
R

a1

/—_> *R?a1%a
Dijagram: | :

4 .

a
[\—t> *R?a.1%a,

o TM W, —brige desnu rije: | ~ aT«,u* % ]N*---aT( Dijagram:

r *
#* %

e TM W,—brige lijevu rije&: | N*w%( W | ~ %(* Dijagram:

| ———— %

# %
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e TM /—stvara inverznu rije¢ tj. w™! koja se dobija kada se slova rijeti
w zapidu u obrnutom redoslijedu (npr. za w = abcd imamo

w™ ! = dcba): ]N*waT<... 5N ]N*w*w_laT<... Dijagram:
* R2
x *R?a1[%a
a
[\—t> *R?a;l%a, T
e TM K,—kopira prvu rije¢ od n (n > 1) rijeci:
]N*U.)]_*Wz*"'*wn?... X ]N*wl*wg*---*w,,*w;l?...

Za n =1 dobijamo masinu K tj. K1 = K.
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*
R"

a
/—1_> *R™ g LM
Dijagram: ;» :

/4

at
1&\—) *Rn+latl_n+lat

e TM V—isjeca jednu rijet: | ~ *w1 *wga{... X ] ~ *wga{...
Iz poletne i zavrine pozicije vidimo da TM V primjenjujemo na zapis
od dvije rijedi i da prva rije¢ nestaje a drugu zadrZzavamo. Na primjer:
| * azasaiax x aga1az ,T( L X | x azaiaz ﬂTk o
Ulazna azbuka masine V je , kao i za prethodne TM,

A: = {a1,...,a:}. Medutim njena radna azbuka je
Atv1 =1{a1,...,at,at41}. Pomoéno slovo a;i1 ¢emo oznalavati sa §.
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Dijagram:

*/ *R

* /
K§L3§W2
L *fj # *

@ Vidimo da se pomocu § oznalava poletak i kraj podruéja koje nas
interesuje.

@ V kopira drugu rije¢ i izbriSe rij¢i koje su date. Zatim krece sa
premjestanjem kopije druge rijedi.
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@ Sledece masine rade nad azbukom A; = {|} a sa X oznatavamo
X =wi*wy*---*wpzan >0, gdje je |w;j| > 1. Otigledno X je
prazna rije¢ za n = 0.

@ TM T,—translira udesno za jedno mjesto:
| ~*X ... ;]N**X*...
T t

r—|>*R| ]

Dijagram:
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@ TM T;,—translira ulijevo za jedno mjesto:
]~ *xX*... lﬁ]~|*X*...
T 1)

|
| % rR l—>*L]

*

Dijagram:
|

|——r

@ Za prethodno navedene masine treba znati konstruisati TD. Takode
treba znati njihovu funkciju i one mogu da se koriste pri konstrukciji
sloZenijih TD.

@ U nastavku navodimo jo§ TD maSine za mnoZenje dva broja.
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Masina za mnoZenje dva broja

@ Interesuje nas da ratunamo funkciju f: Ny x Ng — Np definisanu sa
f(n,m)=n-m.
@ Neka koristimo azbuku A; = {|} (tj. unarni brojni sistem). Tada je
Zeljena funkcija u stvari f: Q(A1) x Q(A1) = Q(A1) i
f(wi,w2) = w3 gdje je [ws| = [wil - Jwal. Npr. F([],[I)) = [IIII]
—~
6-puta
@ Podsjetimo se TM K koja kopira jednu rije&:

| ~xw ... X | ~rwrwk. ...

) )
Sta ako K primjenimo na poziciju | ~ *wﬁw* ... 7 Dobijamo:
]N*wa{w*... é]w*w*wwa{....

@ Dakle, ako vel postoji neka rije¢ @ iza rije¢i w koja se kopira onda se
kopija rije¢i w nadovezuje na postojecu rije w.
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@ Ideja: Treba da na rezultat nadoveZemo drugu rije¢ (koriste¢i TM K)

jo$ onoliko puta kolika je preostala duzina prve rijedi.
@ TM P—nalazi proizvod unarno zapisanih brojeva:
P
]N*wl*wz*... = ]N*wl*WQ*WQ”-CU2*...
T —"

|w:|-puta
|
[ ]
/I e
Dijagram: 125 r
|
\‘*R2KL3

—
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TD od elementarnih masina

o Def. Neka TM M i M’ imaju istu radnu azbuku A;. KaZemo da TM
M’ modelira (u jakom smislu) TM M ako za datu poletnu poziciju
ispunjavaju:

@ dolazi do MZ (odnosno PT) masine M akko dolazi do MZ (odnosno
PT) masine M’. U oba slutaja zavrine pozicije masina M i M’ se
poklapaju.

@ Niz tekudih pozicija masine M jeste podniz niza tekuéih pozicija
magine M’.

o Teorema. Neka je TM M nad azbukom A; definisana tablicom T.
Toj tablici moZe se na efikasan nacin (tj. algoritamski) pridruZiti
dijagram D sastavljen od simbola r,/, ag, ..., as i tatke, takav da TM
M’ definisana tim dijagramom modelira maginu M.

e Dokaz. TD D se sastoji od tatke i od po jednog simbola masine v (s
imenom vg,q) za svaki red tablice T oblika gavq’ gdje je v # s.
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Za svaki simbol v s imenom vgga.« povucimo strelicu oznalenu sa a;
od tactke ka tom simbolu v.

Od svakog simbola v/ s imenom v,.q povucimo strelicu oznaZenu sa
aj do svakog simbola v s imenom vgg ..

Ostaje da se provjeri da TD D konstruisan po prethodno navedenim
pravilima ispunjava uslove 1 i 2 definicije.

@ Primjer.
qoasrqz By
qsa1lgs
/i> ai
g3 a4 a1 qy

tablica T — dijagram D

!Koristimo * kao zamjenu za neki od moguéih simbola.
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Funkcija ¢

@ Zelimo da nademo funkciju v¢s @ Q(A¢) — Q(As) koja zadovoljava
uslove:
@ Funkcija ;s je bijekcija (tj. "1-1" i "na"; Dom(v:,s) = Q(A:)).
@ Funkcije v; s i fyt_sl su izralunljive po Tjuringu.
@ Prvo konstruisemo funkciju ¢ = v¢.1, pri tome Q(A;) poistoveujemo
sa Ny (pa koristimo +, ).

Ye(A) =0 (1)
yi(wa)) = t-y(w)+i, zal <i<t, weQ(A) (2)

@ Primjer. 1°) y¢(azasaza;) = 2t3 + 5t% + 3t + 1 tj. sli¢no kao brojni
sistem sa osnovom t samo $to nemamo cifru 0.
2°) Za t =3 imamo v3(a1) = 1, 13(a2) = 2, 13(a3) = 3,
v3(a1a1) =3 +1 =4, y3(a122) = 5, 13(a133) =6,
”)/3(3231) =2-341=7, "}/3(3232) =8, ....
@ Svaki simbol je bitan ajaz # as; dok broj 02 = 2.
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o Zadatak. Dokazati da je v; bijekcija.
_ _ _ n ..
0 771(0) = X 7 (n+1) = 7 1(| 3] )i, gl Je n € No 2
i=(nmodt)+ 1.
@ Zadatak. Dokazati da su funkcije v; i ’yt_l izralunljive.

@ Zadatak. Provjeriti da li dati TM racuna 3. Gdje je TD za Kom:
(KL)™ 1Kl 2% xLayR.

R2V

*R2 Kzal rL231
ay
az

| |———%R?Ks(a1r)?[%a,

K/‘
*Rzkz(alr)3L2a3
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® Sada je: 7es(w) =75 (1:(w)), za w € QA:) i Y54 (W) = 75 ' (3s(w)),
za w € Q(As).

@ Slika za 76:

Q(A:) Q(A1) Q(As)

@ Vidimo da je ,},t—sl = Vst

@ Zadatak. Dokazati da je 7¢,s bijekcija i da su ¢ s i 7;51 izralunljive
funkcije (po Tjuringu).
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Funkcija o

o | za funkciju of : Q"(A:) — Q(A:) zahtjevamo da zadovoljava
uslove:

@ Funkcija of je bijekcija
@ Funkcije of i (0f)~! su izratunljive po Tjuringu.
e Funkcija o, kodira n—torku rijeci & = (w1, ...,wy) € Q"(A¢) s
jednom rijeti w € Q(A).
o Pisatemo (of) ' = (of4,...,0h ). gdje je o} x k—ta komponenta
funkcije (of)~t.

@ Slu¢aj t > 1 svodimo na sluéaj t = 1, jer vazi:

on(wr,. o wn) = 7 H(Op(re(wr), - ve(wn))) (3)
) e (0,1 (w))) (4)

@ Koristimo oznake o, i 0, ; redom umjesto oznaka cr,l, i a; i
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o Slika za ol:

At Al

Yt

@ Takode slu¢aj n > 2 svodimo na slu¢aj n = 2 sa:

U,,(wl,...,w,,) :ag(an_l((wl,...,wn_l),w,,) (5)

oni(w) =op-1i(021(w)), i < n;  opp(w) = o22(w). (6)

o Da bi definisali oo : Q%(A1) — Q(A1) prvo ¢emo definisati pomoénu
funkciju o @ Q%(A1) — Q(A2) koja je takode bijekcija.
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o ljeja je da umjesto ”," stavimo novo slovo as tj. (w1, w2) € Q%(A;)
kodiramo sa wiawy € Q(Az). Problem je $to na ovaj natin ne¢emo
dobiti sve rijeci iz Q(Az). Da bi to postigli kodira se i wp € (A7) sa
7 Hw2) € Q(A2) .

o Tatnije (kod wy "brisemo” jedan | da bi dobili rije&i koje po&inju sa
a):

wo , akojew; = A
(wl — 1)82")/2_1(WQ) s ako je w1 7& A

U(wl,(,u'Q) = {
e Onda je oo(w1,w2) = 72(0 (w1, w2)).

@ Zadatak. Dokazati da je o bijekcija i napisati formule za 031 i 025.
Zatim dokazati da su funkcije 02, 02,1 i 022 izraCunljive.
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@ 02 smo mogli konstruisati i na druge nadine npr. redom numeracijom
elemenata na dijagonalama kao 3$to je to prikazano na slici.

A00) (0.1) (0,2403) (0,4)
(1,0) (1,1) (1,3) (1,4)
(2,3) (2,4)

(3,3) (3,4)

(4,0) (4,1) (4,2) (4,3) (4,4

@ Uotimo da je zbir brojeva para na istoj dijagonali konstantan i za
jedan manji od broja dijagonale, odnosno od broja elemenata na toj
dijagonali.

(m+n)-(m+n+1)

e Tako moZemo pisati ap(m, n) = 5 +n+1
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Normalna izracunljivost po Tjuringu

@ Zelimo da dokaZemo da se skup normalno izratunljivih funkcija po
Tjuringu poklata sa skupom izra&unljivih funkcija po Tjuringu. Da bi
to pokazali treba nam niz pripremnih koraka.

a) Konstrukcija TM na osnovu date TM T koja zadovoljava prvi uslov
normalne izratunljivosti. Takvu TM oznatavamo sa T§.

b) Konastukcija magine M’ koja obavlja isti zadatak kao magina M a
koja ima radnu azbuku A;. Ovo zahtjeva: 1°) Konstrukciju TD od
elementarnih masina; 2°) "modeliranje” TM /;  3°) "modeliranje”
TM r; 4°) "modeliranje” TM a;;  5°) "modeliranje” strelica (veza).

c) Konstrukcija magine koja zadovoljava i drugi uslov normalne
izralunljivosti.
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Ma&ina T8

o Neka je f: Doms — Q(B) (Dom¢ C Q"(E)) izrakunljiva funkcija i T
TM koja ratuna f s radnom azbukom A; (E U B C A;
tj. B = As,s < t).

e TD masgine T9 koja nastaje od TM T dat je na slici.

dly...,ds *

"

/
*
* # *,a1,...,38s
e ﬂ -

o Tvrdenje. Neka je & = (wy,...,wn) € Q"(E) i neka se TM T3
primjeni na poziciju | x w1 *wp * -+ *wp *.... Tada
a) ako & ¢ Dom(f) onda T?¥ vjeZno radi !
b) ako & € Dom(f) onda ¢ée se T9 zaustaviti i to poslije rije¢i
w="f(®)eQB),tj.]~ *wa{ je zavrdna pozicija.
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@ Nakon djelovanja komponente r§rK], ; dobijamo poziciju
]*wl*wz*---*wn*§*w1*w2*---*wna{....

Na nju djeluje komponenta T.

@ Ako T vjetno radi onda i T% vjetno radi. Ako kod T dode do PT
onda ta komponenta u T$ se zaustavlja "na slovu” § i rad se predaje
komponenti (zaokruzena plavom bojom) u T5 koja vjetno radi. Sli¢no
je ako se T zaustavi na slovu # *.

N

7{* #*7317"'735/ \
r /

r§riiia —.

@ Ako se T zaustavlja na poziciji | ~ *W’T( onda se rad predaje

komponenti (zaokruzena crveno) u T% koja provjerava da li je
w € B = As. Ako nije nastavlja komponenta koja vje¢no radi.
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Postavka zadatka o modeliranju nad azbukom A;

@ Na osnovu TM 90 koja radi nad azbukom A; konstruisaéemo TM 0
koja radi nad azbukom A; i koja "oponasa” TM 9.

o Za rije w € Q(A;) kazemo jo3 i da je svojstvena rije&, dok za
w € Q(A: U{ap}) kaZemo da je nesvojstvena rije¢. Drugim rije¢ima
nesvojstvena rije¢ u sebi moZe da sadrZi i prazne simbole.

@ Ako znamo da su sva polja na traci nakon polja k prazna onda
takvom zapisu moZemo pridruZiti nesvojstvenu rije¢ w koja sadrzi sve
simbole upisane na traci zakljuéno sa poljem k.

@ Na osnovu w jednozna&no mozemo rekonstruisati zapis. Dok jednom
zapisu mozemo pridruZiti vie nesvojstvenih rije&i (koje se razlikuju
samo u broju praznih simbola na kraju rije&i).

@ Ako nas interesuje kodiranje pozicije pomocu nesvojstvene rije¢i onda
moramo obuhvatiti i radno polje.
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Kodiranje u azbuci A;

e Zelimo da poziciju TM zapisanu u azbuci A;, t > 1 kodiramo sa
pozicijom koja je zapisana u azbuci A;.

@ Nesvojstvenoj rijeti w € Q(A: U {ag}) mozemo pridruZiti
(jednoznatno) nesvojstvenu rije¢ @i € Q({*,|}) tako 3to svakom
slovu a; pridruZimo niz slova x| ---|. Npr. ako je W = apazaiagasao

——
j+1
onda je @y = | x [[[[ 5 [[ x [+ [[[[[| x |-

e KaZemo da je nesvojstvena rije¢ od * i j + 1 simbol | kod za simbol a;.

@ Za zapis J uvedimo funkciju /7 : No — {0,1,...,t} odredenu sa
I7(j) = k akko J(j) = ak. Tj. 17(j) pamti indeks slova upisanog u
polje j.

e Za funkciju /7 i broj j sa j7 oznatavamo broj j; = Z{:;é(lj(i) +2).
Broj ]':7 nam u stvari kaZe od kog polja bi poceli da upisujemo kod za
slovo J(j) u azbuci {*,] }.
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e Za poziciju S = (J, m) definid§imo broj
k(S) = max{{m} U {i: J(i) # *}}.

@ Za polja s indeksom j < k(S) kaZemo da su upotrebljena, a k(S) je
najveci indeks upotrebljenog polja.

e Poziciji S = (J, m) u azbuci A, t > 1 pridruZimo poziciju
S = (J, m) u azbuci Ay, gdje je m = 7 a za k = K(S)

T(i) = | zai<kg+lg(k)+1i (% <k)i#jy
1 * , inake
e Za S kaZemo da je kod pozicije S.

@ Nova radno polje je na potetku koda (tj. na %) slova koje je bilo
upisano u staro radno polje.

@ Primjer. Poziciji S =] x azay *’T(' .. pridruZzujemo poziciju
§=]*|*|III*|II*|$!*---

Vidimo da je: k =k(S)=m=4;17(0)=0, I7(1) =3, I7(2) =2,
Ij(i):Ozai>2;ﬁ:rﬁj:kj:13
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Modeliranje u slabom smislu
o Def. Neka TM M i M imaju redom radne azbuke A; i A;. KaZemo
da TM M modelira (u slabom smislu) TM M ako za po&etnu poziciju
S masgine M masina M dobija poletnu poziciju S, kod pozicije S, i pri
tome zadovoljava sledece uslove:

@ dolazi do MZ (odnosno PT) masine M akko dolazi do MZ (odnosno
PT) magine M’. U oba slutaja zavrina pozicija masine M je S, a
zavréna pozicija magine M je njen kod S..

@ Ako je S0, 51,5, ... (gdje je So = S) niz tekuéih pozicija magine M
onda je niz, nihovih kodova, Sg, S1, S5, ... podniz niza tekuéih pozicija
magine M.

@ Sada ¢emo za datu TM M konstruisati mainu M koja modelira
masinu M u slabom smislu.

@ Kao $to je prethodno refeno ovo zahtjeva pet koraka: konstrukciju
TD od elementarnih masina, modeliranje TM /, r i a;j; " modeliranje”
strelica (veza).
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Modeliranje nad azbukom A;

(1) Konstruisemo TD od elementarnih magina TM M’ koja u jakom

smislu modelira TM M. Ovaj korak je ranije opisan.

(2) Svaki simbol / u TD zamjenimo simbolom TM 7 &iji je TD: R

v . I . .
Ova masina radnju | ~ aja; ~ = ] ~ a;aj ~ TM | modelira radnjom
T

£
[i
]N*|’*||*N = ]N*||*||*N
T~~~ T~~~ ~—~
i+l j+1 i+l j+1
Dok ako se primjeni na poziciju ]’T( ~ dolazi do PT.

(3) Svaki simbol r u TD zamjenimo simbolom TM 7 ¢&iji je TD:

o,
|

*

o _ . r .
Magina 7 radnju | ~ ajaj ~ = | ~ aja; ~ modelira sa
T T
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] ~ ] *---|*~;]~*| | * | % ~
T~ TN~~~
i+1 j+1 i+1 j+1
Dok | ~ aj * = ]Na,-aTk. modelira sa
0
|~ x| |* L | ~* | | * .
T~ S~~~ T
i+1 i+1

(4) Svaki simbol a; u TD zamjenimo simbolom TM 3; &iji je TD dat nize.
Masina 3; bi trebala da "upi¥e” kod za a; (tj. *|---| gdje se | javlja
i+ 1 put) na mjesto koda postojeteg simbola (to je opet *| - - - | gdje
broj je simbola | jednak j + 1 i moZe biti razli¢it od i + 1).

Znadi ako je i = j ne moramo mjenjati sadrzaj trake.
Ako je i > j onda na traku treba da umetnemo i — j simbola |.

Ako je i < j onda sa trake treba da isje¢emo j — i simbola |.
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r r r
T Tt T? T, T T? TN T

Pomerimo se udesno na prvi Stap. Zatim izvr§imo jo$ jedno
pomjeranje udesno.

Ako je tu x (to znati da je j = 0) onda moramo izvrditi i— pomjeranja
udesno (masina T;) kako bi stvorili prostor da upiemo i Stapova.
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Ako je tu | onda vr§imo jos jedno pomjeranje udesno... Znat&i
pomjeramo se udesno dok god je |.

» Ako smo predli j Stapova, j < i i naisli na x onda to zna&i da moramo
izvr¥iti translaciju udesno za i —j (magina T/7/) mjesta kako bi tu
upisali / — j Stapova. Nakon translacije udesno vraéamo se ulijevo i
umjesto stvorenih x upisujemo |. Nakon toga se vratamo ulijevo dok ne

dodemo na * od koje smo krenuli.
Ti—J
T k|| ooe]dkm e Tk ko ~
~—~T —— T
j jooi

» Ako smo presli j Stapova, j = i i nai8li na x onda nakon toga se
vracamo ulijevo dok ne dodemo na % od koje smo krenuli.

» Ako smo presli j Stapova, j > i i naidli na x onda to zna&i da moramo
izvr3iti translaciju ulijevo za j — i mjesta (masina T/™") kako bi izbrisali
viSak Stapova. Nakon toga se vra¢amo ulijevo dok ne dodemo na x od
koje smo krenuli
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(5) U prethodnim koracima svaki simbol elementarne magine E zamjenili
smo sa simbolom E a tacka je ostala ta¢ka tj. - = -

Sada i sve stare veze izmedu simbola menjamo na odgovarajuéi na&in.

Neka u starom diagramu od simbola E vodi taéno k strelica ka
simbolima Ej,...,Ex. Neka je strelica od E ka E; oznaena sa aj;,
j=1,..., k. Pretpostavljamo da je numeracija takva da vazi

i1 < ip < --- < ik (inake bi izvr3ili prenumeraciju).

U novom dijagramu simbol E povezujemo sa simbolima Eq,..., Ej
kao Sto je to prikazano u dijagramu nize.

Simbol a;, kodiramo sa | - --| gdje se | javlja i1 + 1 puta. Zato ako
iza * stoji tatno i1 + 1 simbola | onda treba dalji rad predati magini
E1. Naravno prije predaje, kao i prije zaustavljanja, glava treba da se
vrati (ulijevo) na polaznu *.
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ik-puta
i1-puta

(i2 — il)‘Ptha
_ | |
Er r——

Ch et

*

]

*
E, 3

E>
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Teorema o normalnoj izracunljivosti

o Neka je f : Q(Ay,) — Q(Ay,) izrakunljiva funkcija. Kazemo da TM
T koja raluna f ne koristi dodatna slova ako je njena radna azbuka
A: gdje je t = max{t, t}.

e Teorema. (o normalnoj izralunljivosti) Ako je funkcija izracunljiva po
Tjuringu onda je ona i normalno izralunlijva po Tjuringu. Pri tome
postoji TM T> koja normalno raduna f i ne koristi dodatna slova.

@ Dokaz. Neka TM T raduna funkciju f. Od ranije znamo da ¢e tada
madina T% racunati f i zadovoljavati prvi uslov normalne
izralunljivosti. Ako uzmemo masinu T% onda ona nece koristitj
dodatna slova.

Da bi mogli da primjenimo masinu 7 koja radi nad minimalnom
azbukom A; treba prvo da kodiramo ulaz.
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Neka masina V), stvara kod ulaza (ne mjenjajuéi ulaz). Tj.

v,
]*wl*wz*---*wna{... =

]*wl*wz*---*wn**wl*wg*---*wnaT(...
Takode treba dekodirati izlaz (rezultat). Neka to radi masina E.
Masina E treba da isjee i eventualne nizova Xj i X simbola %, | koji

se mogu pojaviti prije i nakon rezultata. Tj.

E
| xwikwa ke kwp kA X KOk * Xg k... =
T

| xwp xwp k- Kk wpxw k...
T

Otuda traZena masina koja normalno racuna funkciju f i ne koristi
dodatna slova je T = V,,7§E.
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@ U prethodnom dokazu izostavljeni su dijagrami masina V,, i E. Ove

masine ne treba da koriste dodatna slova.

@ Za masinu V,, moZemo uzeti masinu r2]rV,,1 VP gdje masina V,;

pravi kod i-te rijedi i * iza te rijedi tj.
Vi _
]*wl*-u*wn**X»Tk... = ]*wl*«--*wn**Xw,-*aTk...

Diagram za V,; kada je t = 3:

*

/

. a . .

£Ln—l+2 r 2 *Rn7:+2Rr(‘r)3ELnfl+222
as

RnfiJrerlr
*Rn7i+2Rr(‘r)2£Lnfi+2al

*Rn7i+2Rr(‘r)4ELnfi+233

@ Dijagram masine E napravite sami.
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Superpozicija funkcija koje su izracunljive

Teorema. (o superpoziciji) Neka su t1, tp, t3, n,m > 1. Neka su dalje
gk : Domg, — Q(A,), Domg, C Q"(Ay,), k =1,..., m izralunljive
funkcije i neka je h : Domy — Q(A¢,), Domy C Q7 (Ay,) izralunljiva
funkcija. Tada je i funkcija f : Doms — Q(A¢;), Doms C Q"(Ay)

definisana sa:

f(wiy...,wn) = h(gi(wi,...,wn)s- -, &m(wi,...,wn))
izralunljiva funkcija.

n=1m=1

w = W1

f(w) = h(gr(w))
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o Dokaz. Kako su funkcije gi1,...,8m i h izralunljive to postoje
Tjuringove masine T1,..., Ty i T koje redom normalno radunaju te
funkcije. Na osnovu ovih masina definis§imo masinu M koja ¢e
raunati funkciju f sa:

M= TiKI ToKI A Ts o K2 TonK i 1yn e mK(m-2)nim - - K T

o Uvedimo oznake & = (w1,...,wy), f = F(Q) i & = gi(&) za
i=1,...,m
o w e Doms < & € Domg,, 1 <i<mi(g,...,&n) < Domy

o Ako je ©® € Dom¢ onda TM M izratuna g1 (masina T;) pa onda
napravi kopiju ulaza (masina K/, ;) i na toj kopiji izratuna g (masina
T>) pa opet pravi kopiju ulaza -od prethodno napravljene kopije

(masina K/, ;) i izratuna g3 (masina T3). Ovaj postupak se nastavlja.
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| *wi*--
| *wix--
| *wp * -

| xwix--

T; ~ Kis1
CkWp k... = KWk kW kG k... =
) )

a T
-*w,,*gl*wl*---*w,,}k... =

X . Kia
-*wn*gl*wl*--~*wn*g2¥... =

~ ~ T
-*w,,*gl*wl*---*wn*gg*wl*---*w,,?... :g

Na kraju ove faze se napravi kopija ulaza -od prethodno napravljene
kopije (masina K/, ;) i izratuna g, (masina Tp,).

Nakon toga se kopira g1 (masina K(;_1)n4m. tj. prva rije¢ od (m —1)
kopija ulaza od po n rijedi i m rezultata g;). Pa se zatim kopira &
(madina K(m—2)nt+m) itd. Na kraju ove faze se kopira g, (masina Ki,).

]*wl*---*w,,*gﬂ*---*gm_l*wl---*wn*gAm*gA’l*---*gAmaT(...

Primjenom T na kraju dobijamo f = h(gi,...,&m)
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]N*g“m*g”l*---*g“m*f?..

o Ako je & ¢ Domy onda (3j) & & Domg; (ako postoji vise takvih j uzeli
bi najmanje) ili (g1, ...,&m) & Domy 30 znati da ¢e masina T; ili
masina T vjetno raditi, pa ¢e i masina M vje€no raditi.

@ Napomena. Vazna stvar u prethodnom dokazu je da masina T;
normalno ra¢una g; pa tako na traci iza ulaza upisuje samo vrijednost
za g;. Drugim rije¢ima ne ostavlja neke pomoéne podatke na traci
koji nam mogu smetati. Dok ne moramo zahtjevati da T normalno
racuna h (jer je to kraj ratuna).

@ Funkcija gx ne mora zavisiti od svakog w; tj. neki od w; su fiktivni
parametri. Uvodimo fiktivne parametre radi simetrije.
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Primjeri nerjesivih skupova

o Teorema. Neka je M C Q(A). Skup M je rjediv u odnosu na Q(A)
akko postoji TM ¢&ija je radna azbuka A a koja (normalno) racuna
karakteristi¢nu funkciju skupa M u odnosu na skup Q(A).

@ Obitno se izostavlja "u odnosu na skup Q(A)" jer se to podrazumjeva.

e Dokaz. (<) : Direktno na osnovu definicije rjeivog skupa.
(=) : Ako je M rije8iv skup onda postoji TM koja ratuna ratuna
karakteristi¢nu funkciju skupa M. Na osnovu teoreme o normalnoj
izraCunljivosti tada postojati i TM koja ne koristi dodatna slova,
tj. radi nad azbukom A, i koja (normalno) ratuna karakteristi¢nu
funkciju skupa M.

o Da bi dokazali postojanje nerjeSivog skupa mi ¢emo koristiti poznatu
metodu svodenja na paradoks.
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@ Pr. Berberin iz jednog puka brije tatno one vojnike toga puka koji
sami sebe ne briju. Da li berberin brije samog sebe?
Ne moZemo odgovoriti na ovo pitanje jer i za odgovor "DA" i za
odgovor "NE" ispostavlja se da dobijamo suprotan odgovor
tj. dolazimo do paradoksa.
Npr. ako ne brije sebe on spada u grupu vojnika koji sami sebe ne
briju $to znadi da on brije takvog vojnika tj. brije sebe.

@ Zelimo da izaberemo skup tako da TM koja ratuna njegovu
karakteristi¢nu funkciju "igra ulogu berberina” tj. dovodi do
paradoksa kad se nekako odnosi na samu sebe.

@ Da bi postigli prethodno svaku TM kodiramo sa jednom rjeéi. Takvu
rije¢ nazivamo masinskom rje¢i jer odgovara nekoj TM.

@ Sada "nekako odnosi na samu sebe” moZemo i precizirati. Naime TM
se primjeni na masinsku rje¢ koja kodira bas$ nju.
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Masinske rijeci
Neka je azbuka A = A; za t > 1 fiksirana. Zelimoda TM T ¢ija je radna
azbuka A pridruZimo rij¢ wt € Q(A). To radimo u 3 koraka.

@ Tablici TM T pridruzimo rije€ w” tako ¥to komande (Zetvorke
simbola) redom nadoveZemo jednu za drugom. Ako je skup stanja
Q ={qo,---,qs} onda tablica ima (t + 1)(s + 1) komandi a rije¢ w”
ima 4(t + 1)(s + 1) slova. Za zapis w” pored slova iz A koristimo i
slova g; € Q, ag, s, r il $to je ukupno t + s+ 5 slova
tj. W € Q(Arysis).

@ Rijeti w” mozemo pridruZiti rije¢ w’' = Yeis45:(w”) € Q(A). Da bi od
w' dobili w” treba nam s koje nije fiksirano (ne znamo ga). Zato rijeti
w’ pridruZujemo par (s,w’) gdje je s unarno zapisano.

© Paru rijeti (s,w') € Q2(A) pridruzujemo rijet wr = oi(s,w’) € Q(A).

e Dakle, T — " — (s,w’') = w7. VaZi i obrnuto
wr = (s,0) =" = T.
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@ Masinsku rije¢ za TM T smo oznadili sa wt, dok éemo masinsku rije
za TM M oznaditi sa wyy i sl.

e Uotimo da wr dobijamo efektivno (algoritamski) na osnovu tablice za
TM T. VazZi i obrnuto, tablicu za T dobijamo efektivno na osnovu
wT.

e Kodiranje je jednoznatno (1-1) tj. vazi My # My < wp, # w,.

e Kodiranje nije "NA". Jer nije svaka rije¢ w € Q(A) maSinska rijec.

@ Postoji efektivna procedura koja za ulaz w € Q(A) provjerava da li je
w masinska rijeV. Naime na osnovu w uz pomo¢ funkcija oblika o i«
nademo s i w”. Zatim provjerimo da li w” odgovara tablici neke
ma$ine. Uzimamo redom po 4 simbola iz w” i provjeravamo da li je to
odgovarajuc¢a komanda magine. Ako smo uzeli j(t + 1)+ i-tu &etvorku
ona treba da bude oblika gjajvq’ gdje je v e AU{ao,/,r,s}iq € Q.
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@ Pr. Poletak kodiranja za masinu r u azbuci A; izgleda:
w" = qoa0rq1qoa1rq191205G1G1a15G1 pa
(1,3- 78 +1-7¥% 4673 +4.712 1 ... 1 5.7+ 4), gdje je uzet
poredak slova ag, a1, qo, 91, S, r, | u azbuci As.

@ Mogli smo izabrati i drugadije kodiranje. Npr. 3to u komandi gavq’
slovo a; i stanje g; (tj. simbole g, a, q’) kodiramo sa slovom B i j
simbola A, a radnju v kodiramo sa slovom B i k simbola A gdje je
k=izav=a;, k=t+1lzav=s, k=t+2zav=rik=t+3
zav=1

Tako kod sa prethodno spomenutu masinu r izgleda:
BBBAAAABABBABAAAABABABBAABABABABAABA

Koristimo samo dva simbola tj. kod je zapisan u azbuci A,.
Dekodiranje je jednoznacno jer kodovi komandi pocinju sa 4k + 1-ve
pozicije slova B.
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Jedan nerjesiv skup (M)

@ Za TM M pisaéemo M(w) = ' da ozna&imo da se magina M poslije
primjene na w zaustavi u kona&no mnogo koraka poslije rije¢i w’.

o Def. Za datu azbuku A definisemo skup:
M={weQA) : (3TMT nad A)w =wr i T(w) = a1}

@ Otigledno svi elementi skupa M su masinske rije&i.

@ Ako je T neka maSina i wt njena masinska rije¢ onda vazi
wrT E M & T(wT) = az.

e Teorema. Skup M nije rjediv (skup M je nerjesiv).

@ Dokaz. Dopustimo da je skup M rijeSiv. Tada postoji TM Ty nad A

koja ratuna karakteristi¢nu funkciju xp(w) = { /‘\ :Il:Z : Z %

skupa M.

Oznadim sa wr, masinsku rije¢ masine Tg.
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Pitamo se da li je wy, € M?

1) Ako je wr, € M onda je xm(wr,) = A tj. To(wr,) = A pa po
definiciji skupa M dobijamo w, ¢ M. Dobili smo protivre¢nost.

2) Ako je wr, € M onda je xpm(wr,) = | tj. To(wr,) =| pa po definiciji
skupa M dobijamo wt, € M. Ponovo dobijamo protivre¢nost.

Dobili smo paradoks, $to nam ukazuje da je skup M nerjeSiv.

@ Uslovi u definicija skupa M su suprotni uslovima u definiciji
karakteristi¢ne funkcije. To nas i dovodi do paradoksa kao kod uslova
"brije one koji sami sebe ne briju”.

@ Teoremu smo mogli formulisati: Karakteristi¢na funkcija skupa M nije
izralunljiva.

@ Prethodnim smo dokazali da nije uvjek moguce napraviti algoritam,
jer takav algoritam ne postoji.
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Drugi nerjesivi skupovi (M), (M)
e Za TM M pisaéemo M(w) ~~ Z da oznatimo da se magina M poslije
primjene na w zaustavi u kona¢no mnogo koraka. Dozvoljeno je i PT.

o Def. Za datu azbuku A definiSemo skupove:
Mi={weQA) : (FTMT nad A)w =wr i T(w) ~ Z}.

My={weQ(A) : (3TMT nad A)w =wt i T(A) ~ Z}.
@ Za My i M nije bitno §ta TM T vraca, bitno je samo da se zaustavi
u konaéno mnogo koraka. Dozvoljeno je i PT.
@ Jasno je da My i M5 sadrZe samo masinske rijeci i da je M C M.
@ Teorema. Skupovi My i My su nerjeSivi.

@ Dokaz. Dopustimo da je M rjesiv. Tada postoji TM T; koja raduna
njegovu karakteristi¢nu funkciju.
Zelimo da provjerimo da li je neka rije¢ w € M.
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Pomocu T; provjerimo da li je w € M;. Ako w &€ M; odgovorimo

w ¢ M. Ako w € M; onda je w masinska rije¢ pa postoji TM T takva
da je wr = w. Sada primjenimo TM T na wr. Znamo T(w7) ~~ Z.
Ako je T(w7) = a1 onda odgovorimo w € M u suprotnom
odgovorimo w & M.

Dakle, opisali smo algoritam koji nam daje odgovor na pitanje da li je
w € M. Znamo da takav algoritam ne postoji. Dobili smo
protivre¢nost. Pa je My nerjeSiv.

* Dopustimo sada da je M, rjesiv. Tada postoji TM T, koja raduna
njegovu karakteristi¢nu funkciju.
Zelimo da provjerimo da li je neka rijet w € M.
Provjerimo prvo da li je w masinska rije¢ pa ako nije odgovaramo
w & M. Ako je w = a;, ... aj, masinska rije¢ onda postoji TM T
takva da je wr = w. Neka je wys masinska rije¢ TM
T =raj...ra rT.
Ocigledno, w € My < wrr € Ms.
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Pomo&u T, provjerimo da li je wrr € M. Ako wys ¢ M, odgovorimo
w ¢ M. Ako wt € M, onda odgovorimo w € M.
Dobilismo da je M; rjeSiv, §to je u suprotnosti sa prethodno
dokazanim. Dakle, skup Ms je nerjesiv.
Univerzalna Tjuringova masina

@ U prethodnim dokazima na osnovu masinske rije¢i wr zakljucili smo
da postoji TM T ionda T primjenjili na neku rije¢ '.

@ Ne moramo da prvo rekonstruiSemo tablicu za T, jer postoji TM U

koju nazivamo univerzalna TM, koja kao ulaz dobija kod w7 masine
T i ' i modelira rad magine T na ulazu «’.

@ Upravno savremeni raunari rade kao univerzalne TM. Dobiju kod
programa i ulaz i rade kao masina koja odgovara tom programu.
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@ Ako je ulaz magine T n-torka (w1, ...,wn) onda TM U dobija kod te
rije¢i w = o5(n, ok(w1,...,wn)).

@ Funkcionisanje TM U na polaznoj poziciji | x wt *w?.. odgovara
funkcionisanj masine T na polaznoj poziciji | xwy x - - - *wnaT<...

@ Prethodno znadi ili obije masine vje¢no rade, ili obij prelaze preko
kraja trake ili kod obije dolazi do masinskog zaustavljanja. U sluéaju

MZ onda se T zaustavlja poslije neke rije¢i akko se U zaustavlja
poslije neke rijeéi i pri tome se te rijeci poklapaju.

Zadatak o zaustavljanju

o Neka je wr € Q(A), & = (w1,...,wn) € Q"(A) i w = gh(n, ok (D)),
gdje je A = A; azbuka. Definis§imo skup:

H={(wr,@) : ATMTw=wr i T(®)~ Z}
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e Zadatak provjere da li je (w1,w2) € H nazivamo zadatak o
zaustavljanju ili halting problem.

@ Naime zadatak se svodi na provjeru da li se TM T primjenjena na
polaznu poziciju | x wy * -+ - * wp aT< ... zaustavlja nakon kona¢nog
broja koraka.

e Teorema. Zadatak o zaustavljanju je algoritamski nerjediv (tj. skup
H je nerjesiv).

o Dokaz. Ako bi dopustili da je H rjeSiv onda bi i skup My bio rjesiv,
$to nije ta¢no. Naime algoritam provjere da li je w € M bi glasio.

Ako w nije masinska rije¢ onda je odgovor "NE". Ako je w maSinska
rije¢ onda uzimamo odgovor na pitanje da li je (w,w) € H, gdje je
w=o051l,w).

@ Navedene probleme nazivamo i problemi samoraspoznavanja.
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@ Navedimo jo$ nekoliko problema koji su nerjeSivi a sli¢ni su sa
problemom zaustavljanja. 1°) Da li je funkcija koju ratuna TM:
konstanta, periodi¢na, ogranitena,...; 2°) Da li data TM za dati
ulaz tokom svog rada bar nesta odstampa; 2°) Da li dati broj pripada
skupu vrijednosti funkcije koju ra€una data TM; itd.

@ Rjesiv je npr. problem: Da li data masinska rije¢ kodira TM koja ima
vise od 10 stanja?

Razni primjeri nerjeSivih skupova

@ Zadatak 1: Da li opsta diofantska jednacina ima cjelobrojnih
rjeSena? (ranije spomenuto).

@ Zadatak 2: Konteksno slobodna gramatika. Data je gramatika G i
rije¢ w da li rije¢ w pripada jeziku gramatike G? (U¢i se iz
programskih prevodilaca).

@ Zadatak 3: Asocijativni raun u polugrupi. Dat je spisak dozvoljenih
zamjena i dvije rijedi wy i wo.
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Da li se wo, moZe dobiti iz wy korid¢enjem dozvoljenih zamjena (tj. da
li su wy iwsy ekvivalentne rijeci)?

@ Zadatak 3: Problem poplo¢avanja.
Plo¢a je kvadrat dimenzija 1 x 1 &ije su ivice obojene sa bojama iz

nekog skupa boja B. Plofa ne dopusta simetrije i rotacije. Obi&no
bojimo odgovarajuce trouglove umjesto ivica.

Matematicki plou moZemo zadavati kao uredenu Eetvorku
t=(I,b,r t) € B*
Neka je 7 C B* skup (tipova) plota.
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Opsti problem poploavanja. Dat je skup 7 plo¢a i skup D C Z X Z
(tj. D je dio ravni) izdeljen na kvadrate dimenzija 1 x 1. Da lise D
moze pravilno poplo&ati sa plo¢ama iz 77 Pravilno poplo&avanje znad&i
da ploce sa zajedni¢kom ivicom imaju istu boju na toj ivici.

o
N7

a

Ako je D = 72 onda je problem poplotavanja nerjesiv.
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Model izradunivosti RAM, RASP, TM
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Algoritmi i njihova sloZenost

Ako je funkcija izraunljiva onda postoji TM koja je ratuna. Ta&nije
postoji vise TM (algoritama) koje ratunaju tu funkciju.

Da bi izabrali najbolji algoritam (TM) koji ratuna datu funkciju treba
da uvedemo mijeru koliko je neki algoritam dobar tj. koliko zahtjeva

resursa.

Najcesce nas interesuje koliko algoritam zahtijeva vremena i prostora,
pa govorimo o vremenskoj i prostornoj sloZenosti.

Vrijeme izvrSavanja algoritma je vrijeme koje protekne od momenta
kada algoritam po¢ne da radi do momenta dok se algoritam ne
zaustavi.

Vrijeme izvrS8avanja algoritma zavisi od veli¢ine ulaza kao i od masine
na kojoj se izvr8ava (njene brzine takta).

Zelimo da procjenimo vrijeme izvrSavanja algoritma bez njegovog
pustanja u rad.
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@ Za tu procjenu nam sluZi vremenska sloZenost algoritma.

@ Vremenska sloZenost algoritma ne zavisi od masine na kojoj ¢emo
izvr8avati algoritam, zavisi samo od ulaza. Zato je izraZzavamo kao
funkciju od veli¢ine ulaza.

@ Intuitivno vremenska sloZenost algoritma predstavlja broj elementarnih
koraka koje taj algoritam treba da izvrsi.

@ Treba precizirati i §ta je elementarni korak. Npr. kod savremenog
racunara kao elementarne korake moZemo uzeti: sabiranje dva broja,
mnoZenje dva broja, poredenje dva broja, i sl. Ali moZemo uzeti i
jedan takt (3to je preciznija mjera).

Kod TM elementarni korak bi bio prelaz sa jedne na drugu
konfiguraciju.

@ Pr. y = x+ 3 je jedan korak algoritma. Pa je vremenska sloZenost 1.

o Nekad je tesko prebrojati taan broj koraka pa se koriste asimptotske
oznake poput O-notacije, Q-notacije i ©-notacije.
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@ Nekasuf : N— Nig : N— N dvije funkcije. Tada,
f(n) = O(g(n)) & (3c € R")(Ing € N)(Vn > ng) f(n) < c-g(n)
f(n) = Q(g(n)) & (3c € R™)(3ng € N)(Vn > no) c-g(n) < f(n)
f(n) = ©(g(n)) < (f(n)=0(g(n))) A (f(n) = Qg(n))).

@ Kod O-notacije zanemarujemo sve vrijednosti nizeg reda kao i
konstantne &inioce. Npr. 5n% — n? +7n + 100 = O(n®).
e Vazi O(f(n)) + O(f(n)) = O(f(n)).
@ Pr. SloZenost ugnje?dene dvije FOR petlje je O(n?).
FROi=1TO n DO
FOR,j=1TO n DO
s =5+ Xj
END FOR
END FOR

Tesko je reci koliko ta¢no ima koraka. Jer postoje i skriveni koraci
poput uvelavanja i za jedan, poredenja i san,. ..

Milenko Mosurovi¢ (Univerzitet Crne Gore) Programiranje 1/I studijska godina 2020/21. 99 / 104



@ Treba da preciziramo i kako ra€unamo veli¢inu ulaza.
o Neka je data TM M.

@ Veli¢inu ulaza kod TM M je broj upotrebljenih polja u pocetnoj
poziciji. Smatramo da podetna pozicija odgovara ulazu.

@ Preciznije ako je S¢ pocletna pozicija TM M koja odgovara ulazu w
onda je velitina ulaza |w| = n = k(So) + 1.
Za definiciju k(S) i upotrebljenog polja pogledati: Kodiranje naz
azbukom Aj.

@ Oznatimo sa Cp(w) izraunavanje TM M koje odgovara ulazu w a sa
¢(Cpm(w)) broj konfiguracija u izra&unavanju Cy(w). Preciznije
(Cm(w)) = oo ako TM M vje&no radi a ¢(Cp(w)) = j ako se TM M
zaustavlja poslije koraka ;.

e Upravo ¢(Cp(w)) predstavlja vremensku slozenost TM M na ulazu w.
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Def. Neka je data TM M. Funkcija T : N — N definisana sa

T(n) = ‘m|ax £(Cpm(w)) je vremenska slozenost TM T na ulazu
w|=n

velic¢ine n.

Otigledno T(n) = oo ako postoji ulaz veli¢ine n na kome TM M
vje€no radi.

Za ovakvu sloZenost kaZemo da je sloZenost u najgorem sluéaju jer
traZimo maksimum (tj. od ulaza date veli¢ine biramo sloZenost onog
ulaza koja je najgora).

Pored vremenske defini$e se i prostorna sloZenost.

Prostorna slozenost TM M na ulazu w ra¢uamo tako $to za svaku
konfiguraciju u izratunavanju Cps(w) nademo broj upotrebljenih polja,
a zatim nademo maksimum tih brojeva.

Prostornu sloZzenost TM M na ulazu veli¢ine n oznaavamo sa S(n) i
ra¢unamo kao maksimum prostornih sloZenosti po svim ulazima w
velicine n.
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@ Kod klasi¢nog racunara za veli¢inu ulaza moZemo uzeti broj bajtova
potrebnih da se taj ulaz zapiSe. Takode prostorna sloZenost prestavlja
maksimalni broj bajtova koje smo iskoristili u toku izvr8avanja

programa.

@ SloZenost zadatka (vremenska/prostorna) je sloZenost najboljeg

algoritma za taj zadatak.

o Kad kaZemo samo sloZenost obi¢no mislimo na vremensku sloZenost.

@ Za zadatak kazemo da je lak ako za njega postoji algoritam ¢ija je
sloZenost polinomijalna. Inae kaZemo da je zadatak tezak. Npr.
zadaci koji imaju slozenost T(n) > 2" su teski.

laki

teski

algoritamski nerjesivi zadaci

algoritamski rjeSivi zadaci
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@ Znamo da je zadatak o cjelobrojnim nulama diofantske jedna&ine
nerjesiv.

@ Zadatak o poluprogirenom regularnom izrazu (bi¢e formulisan kasnije)
je tezak.

e Zadatak o podjeli (particiji): Dat je skup S = {xy,...,x,} C N. Da li
postoji S’ C S tako da je suma brojeva skupa S’ jednaka sumi brojeva
skupa S\ S’? Za ovaj zadatak se ne zna da li je lak ili teZak.

@ Zadatak o Ojlerovom ciklusu: Da li u neusmjerenom grafu postoji
Ojlerov ciklus? Ovaj zadatak je lak.

e Dijagram TM K:

*
R SloZenost:

*R?a;%a; T(n)=2n*+8n+3

Lr :
a
[\—t> *R?a:1%a, T

ai
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