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Neka su funkcije f1 i fo analiti¢ke u oblasti D i u toj oblasti zadovoljavaju
diferencijalnu jedna¢inu f(™(z2) = P(z, f, f',..., f™ 1), gdje je P poli-
nom svojih promjenljivih. Dokazati da ako u nekoj tacki zg € D vrijede
jednakosti f1(z0) = fa(z0), f1(20) = f3(z0), -, /7" (20) = f3""'(20),
onda je f1(z) = fa(2).

Neka je f(z) analiticka funkcija na ¢itavoj kompleksnoj ravni koja zado-
voljava uslov |f(z)| < e”. Dokazati da je f(z) = ce® za neku konstantu
c:le] <1

Odrediti sve funkcije koje su analitickeuoblasti D = {z € C': |z—1| < 1}
azakoje je f(n/n+1) =1 —1/(2n? 4 2n + 1). Odrediti sve analiticke
funkcije koje u nekoj okolini tacke zp = 0 zadovoljavaju uslove: f(2z) =

f(32), f(0) = 1.

Dokazati da je sin 2z = 2sin z cos z.

Laurentov red. Izolovani singulariteti

U prethodnom paragrafu dokazali smo da se svaka funkcija koja je analiticka u
krugu mozZe predstaviti stepenim redom, i obrnuto, da je funkcija koja je predstavl-
jena stepenim redom analiticka u krugu konvergencije tog reda. Odgovarajuca
formula nazivala se Taylorovom formulom. Laurentova formula je uopstenje Tay-
lorove formule; ona se odnosi na funkcije analiticke u kruZnom prstenu, a ¢lanovi
odgovarajuceg reda su funkcije oblika a(z — zp)™, pri Cemu stepeni n mogu biti
proizvoljni cijeli brojevi.

Teorema 3.5.1 (Laurentova teorema). Ako je funkcija f : K — C analiticka u
prstenu K = {z € C : r < |z — 2| < R}, onda je

gdje je

1
n:/f(n)mdn?n:o,:tl,:l:l,
2mi 7(7)—2‘0)

pri Cemu je v kruznica |n — zo| = p,v < p < R.

Dokaz. Nekajey={z€C:|z—2|=piKi={2€C:r <|z—2 <

Ry},

priemujer < r1 < p < R < R. Vidi sliku:
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K;

Slika 3.4: Laurentova teorema i Cetiri kruga

Funkcija f je analiticka u K7, pa na osnovu Cauchyeve integralne formule
slijedi da za svako z € K vaZi:

f(2) = 11(2) = fa(2),

gdje je
f1<z>:2m_/ W gy= L f;lz_zodn,
In—zol=Fa 1 n—zol=Ry 1 =20 1 — 2=22
1 fn 1 f(n 1
fz(z):2,/ ()dnzz' ()Wn-
T S in—zol=r1 M~ # ™ In—z=R1 z2—201— =
Ako je [ — 20| = Ri, ondaje |22 | = £ < 1, paje

LY (222) sl
—_— = , N — 20| = .
1 — 2=20 Pt n—z n 0 1

1—%20 0

n—*%0

zZ—20

1 Z n—2z F
—_ 0 —_—
1= k=0 <Z ZO) I =20l =1

z—20

Sli¢no, ako je | — zo| = r1, onda je

— 1 3
=7 < 1,paje
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Na osnovu Weierstrassovog kriterijuma slijedi da je u oba slucaja konvergen-
cija ravnomjerna, pa se odgovarajuéi redovi mogu integraliti ¢lan po ¢lan. Tako
dobijamo

1 f(n) 1
z) = d
fl( ) A}_m' X zZ—20 n

2me n—2zpl— .
1 f(n) = <Z—Zo)k - k
=5 dT/: Ck(Z—ZO) 9
2mi |n—zo|:R1 [77 — 20 k:ZZO n—zo k:ZZO
gdje je
1 / f(n) 1 / f(n)
Ck =5 ——dn=— [ ———5=dn,k=0,1,....
270 Jiy—so=ry| (N — 20)F*1 2mi )., (n— z0)k+?
Takode je
1 fln) 1
pe =g [ Iy
2710 Jiy—zpl=r, 2 — 201 — Z_jg
1 2 n—z20\"
= f(n) 2(77 Zo> dn
270 Jy—zol=r, | Z — %0 PN
[e'e) 1 1 k=—o00
- _ k
= bl(z—z0> = Z ck(z — 20)",
=0 k=-—1
gdje je
1 !
1= 5 fm)(n —2)dn,l=0,1,...,
270 Sy zo)=m
1 f(n)
=b_ =— | —————=dn,k=0,1,....
Cl k+1 omi /y (77 — Zo)k+1 m, ) Ly
Odavde slijedi da za svako z € K vaZi:
oo
f2)= Y calz—20)"
n=—oo

Posto su r; i Ry proizvoljni realni brojevi koji zadovoljavaju uslov r < r; <
R < R, odavde slijedi tvrdenje teoreme. O

Red

o0

Z en(z—20)", 2z € K,

n=—oo
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gdje je
1 f(n)
= — | ———=dn,n=0,£1,£2,...

se naziva Laurentovim redom funkcije f. Takode se govori da je formulom iz
tvrdenja teoreme dato razlaganje funkcije f u Laurentov red. Pri tome se za red
Yoo Cn(z — 20)™ kaZze da je pravilni dio a za red S en(z — 2)" daje
glavni dio Laurentovog reda y > cp(z — 20)™.

U sljedecoj teoremi govori se o jedinstvenosti Laurentovog reda analiticke
funkcije.

Teorema 3.5.2. Ako je funkcija f : K — C analiticka u prstenu K = {z € C :
r < |z — zo| < R}, onda se ona na jedinstven nacin razlaZe u Laurentov red.

Dokaz. Neka je

o0 o0

f(z)= Z cn(z —20)" = Z an(z —20)", 2 € K.

n=—o00 n=-—o00

MnoZeci gornju jednakost sa (z—29) ™! i integralje¢i duz kruZnice |z — zo| = p,
dobijamo da je a,, = c,.

Primijetimo da se u prethodne dvije teoreme dopusta da je r = 0 (ili) R =
+o00. U slucaju r = 0, razlaganje funkcije u Laurentov red moZe biti kori§éeno
za izuCavanje ponasanja funkcije f kada z — 2.

Definicija 3.5.3. Tacka 2 je izolovani singularitet funkcije f ako postoji pozitivan
broj r, takav da je funkcija f analiticka u skupu {z € C : 0 < |z — z0| < r}a
nije analiticka u krugu {z € C : |z — zo| < }.

Ako je tacka zg izolovani singularitet funkcije f, onda se funkcija f moZe
razloziti u Laurentov red:

—1
f(z) = Z n(z—20)"ze K={2€C:0<|z— 2| <r}.

n=—oo

Zavisno od toga koliko ¢lanova sadrzi glavni dio Laurentovog reda funkcije f,
singulariteti se klasifikuju na sljedeci nacin:

(a) Ako je c_,, = 0 za svako n > 0, onda se Laurentov red svodi na nje-
gov pravilni dio i tada se kaZe da je zp otklonjiv (prividan) izolovani singularitet
funkcije f;

(b) Ako glavni dio Laurentovog reda sadrZi kona¢no mnogo ¢lanova, tada se
kaze da je zp pol funkcije f. Pri tome, ako je m prirodan broj za koji je ¢_,, # 0
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i c_; = 0 zasvako k > m, tada se kaze da je 2y pol reda m funkcije f. Za pol
reda m = 1 funkcije f kaZe se da je prosti pol te funkcije..

(c) Ako glavni dio Laurentovog reda sadrZi beskona¢no mnogo ¢lanova tada
se kaZe da je z( esencijalni singularitet funkcije f.

U sljedecoj teoremi dato je nekoliko kriterijuma pomocu kojih se moze utvrditi
da li je zg otklonjivi izolovani singularitet funkcije f.

Teorema 3.5.4. Neka je zy izolovani singularitet funkcije f. Sljedeéi uslovi su
ekvivalentni:

(a) Tacka zg je otklonjiv izolovani singularitet funkcije f;

(b) Postoje co € C' i > 0 takvi da je funkcija

r — S 0 < — <
Flz) = { [(2) ze{z:0<]z—=l<r}
analitickau {z € C : |z — zp| < r}.

(c) Postoji lim,_, ,, f(z).

(d) Postoji v > 0, takvo da je funkcija f ogranicena na K(zo,7) \ {20} =
{z€C:0<|z— 2] <r}.

Dokaz. Ako je zg otklonjiv singularitet onda je

f(z)=cotci(z—z0)+ - +en(z—20)"+ - ,z€{z2€C:0< |z—2| <7}
Ako funkciju f definiS§emo stepenim redom

fR)=cotca(z—20)+ +ealz—2)"+ - ,2€{z€C:|z—2|<r}

tada je f analiticka u krugu {z € C': |z — 2| < r}.

Dakle, (a) < (b). Iz (b) slijedi da je lim,_,,, f(z) = lim,_,,, f(2) = co, $to
znadi da (b) < (c). Dalje, ako je ispunjen uslov (c) i ako je lim,_,,, f(z) = co,
onda postoji krug K (zp,7) takav da je |f(z) — co| < 1 za svako z € K (zp,T).
Odavde slijedi da je |f(z)| < |co| + 1, odnosno (¢) < (d). Na kraju, pret-
postavimo da je ispunjen uslov (d). Tada je za dovoljno malo r funkcija f ograni
Cenana{z € C: |z — 29| < r}, pazazasvakon € N ikruznicuy = {z € C :
|z — 20| = r} vazi:

1 f(n) 1 £ ()]
]c_n|:|2 / n+dn§2/ 7n+1ds
mi J, (N — 20) T Jy In — 2ol
1
< Mz—r”_l < 2mr = Mr"™ — 0 kadan — oc.
7r
Odavde slijedi da je c_, = 0, pa je zg otklonjiv singularitet funkcije f. To

znali da (d) < (c¢). Ukupno, imamo da (a) < (b) < (¢) & (d) < a), Eime je
teorema dokazana. OJ
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Racunanjem grani¢ne vrijednosti lim,_,,, f(z) moze se utvrditi i da 1i je
izolovani singularitet zg pol funkcije f.

Teorema 3.5.5. Izolovani singularitet 2 funkcije f je pol te funkcije ako i samo
ako je lim,_, ., | f(z)| = oo

Dokaz. Pretpostavimo da je zg pol reda m > 1 funkcije f. Tada postoji r > 0,
takvo da je

f(2)=cm(z—20) "+ Z ci(z— %), z€{z€C:0<|z— 2| <r}.
i=—(m—1)

Odavde slijedi da je 2 otklonjiv singularitet funkcije

9(z) = (z—20)" f(2) Zoocj m(z—2),z€{2€C:0<|z—z|<r},
7=0

. _ymo_
Jim g(z) = lim f(2)(z — 20)™ = cm # 0.
Odavde je lim, ., | f(2)| = +oo.
Obrnuto, ako je lim,_,, | f(2)| = +o0, tada postoji r > 0, takvo da je f(z) #
0za0 < |z — 29| < r. Posmatrajmo funkciju

fl(Z)Z{ f(lz), ze{z:0< |z— 2| <1}
0, z =2y

Posto je lim,_,,, f1(z) = 0, to je funkcija f; analiticka u krugu k = {z € C :
|z — 20| < 7}, pri ¢emu je zp jedinstvena nula funkcije f; u tom krugu. Zbog
toga postoji m tako da je je f1(z) = (z — 20)™¢g(2), gdje je funkcija g analiticka
u krugu £, g(zp) # 0. Slijedi da je i funkcija g1(z) = ﬁ analiticka u k, pa je

w1 = :
f)=(z—29)™ z—zOch@z—ZO Zch —29)",
g(z) =0 i=—m
0 < |z — 20| <7, c_pm # 0. To znadi da je zy pol reda m funkcije f. 0

Teorema 3.5.6. Neka je zg izolovani singularitet funkcije f. Sljedeci uslovi su
ekvivalentni:

(a) Tacka zq je pol reda m.

(b) Za svako k < m tacka zy je pol funkcije hi(z) = (z — 20)* f(2) i otklonjiv
singularitet funkcije g(z) = (z — z0)™ f(2).

(c) lim, oy (2 — 20)™ f(2) = B, gdjeje B # 0 B # oc.
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(d) Tacka zq je nula visestrukosti m funkcije

fl(Z):{ (ﬁ, z€{z:0< |z — 2| <7} ‘

zZ =2

Dokaz. Neka je ispunjen uslova (a). Tada je
f)=comz=—20)""+ - +ealz—20) " +a+ - tealz—2)"+ -,

c-m#0,2€ K(z0,7) ={2€C:0<|z—20| <r}.Tadajezak <m
(2—20)F f(2) = com(z—20) ™4 deo(z—20)F - Aen(z—20) T4
com # 0, z € K(z9,7) = {2z € C : 0 < |2| < r}, odakle slijedi da je za tacka
zo pol reda m — k funkcije hg, dok je za k = m tacka zg otklonjiv singularitet
funkcije g = h,,,. Dakle, (b) = (a).

Pretpostavimo da je ispunjen uslov (b). Tada je zp pol funkcije hp,—1(2) =
(z — 20)™ 1 f(2), pa postoji 7 > 0 takvo da je

hm_l(z):bfl(Z—Zo)_l+"'+bo+b1(z—20)+"'+bn(z—2:0)n+"',

0 < |z — 20| < gdiejeb_; # 0. Posto je zy otklonjiv singularitet funkcije
9(2) = (2 — 2)" f(2) = (2 — 20)hm—1(2), imamo da je

g(z) =b_i(z— zo)_“’l b bo(z—20) 4+ H bz — ) T4

Laurentov red funkcije g(z) se sastoji samo od pravilnog dijela, pa iz uslova b_; #
0, slijedidajel =11

9(2)

(z —z9)™

f(z) = = c_m(z—20) "+ Feoter(z—20)+ - Fen(z—20)"+ -

( To znadi da je zp pol reda m funkcije f. Dakle, (a) = (b), odnosno (a) < (b).
Ponovo pretpostavimo da je ispunjen uslov (a), odnosno da je zg pol reda m
funkcije f. Tada postoji r > 0, takvo da je

f(z)=com(z—20)"" + - +cot+ec(z —20)+,
0 < |z — 20| < r, gdje je c_,,, # 0. Odavde slijedi da je

lim (z — 20)" f(2) = B,

Z—20

gdjeje B =c_p # 01 # oo. To znadida (a) < (c).
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Obrnuto, ako postoji lim,_,,,(z — z0)™f(z) = B # 0, tada je 2z otklonjiv
singularitet funkcije g(z) = (z — 29)" f(z), pa postoji realan broj r > 0, takav
daje

oo
g(z) = sz(z —20)"bo # 0,0 < |z — 20| < 7.
i=0
Odavde slijedi da je

[e.9]

[ =(z—z0)g(x) = Y eile —z0), 0< |z — zo] <,

i=—m

gdje je c_y, = bg # 0. To znaci da je zo pol reda m funkcije f. Uzimajuéi u obzir
prethodna razmatranja, zaklju¢ujemo da je (a) < (c).

Dokazimo da je (¢) < (d). Posto je zg izolovani singularitet funkcije f, pos-
toji 71 > 0, takvo da je funkcija g(z) = (2 — 20)™ f(2), analiticka u skupu
{z € C : |z — 29| < r1}.Postavimo g(z¢) := lim,_,, g(2) # 0. Zbog neprekid-
nosti funkcije g postoji » > 0 takvo da je g(z) # 0 za |z — 29| < r. Tada
je fi(z) = (z — 20)"h(z), gdje je funkcija h(z) = 5z definisana u krugu
|z — zp| < r, analiti¢ka u tom krugu i razli¢ita od nule. To znaci da je zo nula reda
m funkcije f.

Pretpostavimo da je zg nula reda m funkcije f;. Tada je

f1(2) = (2 = 20)"h(2),
pri ¢emu je h analitiCka funkcija u krugu |z — 2| < r1, takva da je h(zg) # 0.
Odavde slijedi da je h(z) # 0 u nekom krugu |z — 2p| < 7, pajeza 0 < |z —
20| <, fi(2) = (2 — 20)™g(2), gdje je g(2) = ﬁ analiti¢ka funkcija u krugu
|z — 20| < r. Tada je

h(z) = bi(z — 20)",bo #0,
=0

o
f(z) =(2—20)""h(z) = Z ci(z — 2)", pri éemu je ¢_,, = by # 0.
=—m
To znadi da je zo pol reda m funkcije f. Dokazali smo, dakle, da (d) < (a).
Uzimajudi u obzir i ranije dokaze, imamo da (a) < (b) i (b) < (¢) <= (d) <= (a),
¢ime je teorema u potpunosti dokazana. O

Ostaje da primijetimo da se izolovani singularitet zg funkcije f prepoznaje
kao esencijalni tako Sto se negiraju dvije preostale moguénosti: da je otklonjiv
singularitet i da je pol. To znaci da je izolovani singularitet zo funkcije f(z) je
esencijalni singularitet te funkcije ako i samo ako (u C ne postoji lim, ., ().
Odavde slijedi tvrdenje:
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Teorema 3.5.7. Neka je zy izolovani singularitet funkcije f neka je f(z) # 0 u
nekoj okolini tacke zy. Tada je zy esencijalni singularitet funkcije f ako i samo

ako je zg esencijalni singularitet funkcije %

Primjer 3.5.8. Neka je f(z) = ex. Akoje z, = 1 tada z, — 01 f(2,,) = €" —
+o0o kada n — oo. S druge strane, ako je z, = —%, tada z, — 01 f(2z,) — 0
kadan — oo. Ako je w € C,w # 0, tada postoji a € C, takvo da je e* = w.

Ako je zp = ——. tada 2, — O kadan — coi f(z,) = w.

U prethodnom primjeru tacka zy = 0 je esencijalni singularitet funkcije

1

f(z) = e,

Pri tome, za svako € C postoji niz (z,) takav da 2, — 0 a f(z,) — w kada
n — 0.

Teorema 3.5.9 (Teorema Sohockog). Izolovani singularitet 2o funkcije f je esen-

cijalni singularitet te funkcije ako i samo ako za svako w € C' postoji niz z,, — 2o,
takav da f(z,) — w kada n — oc.

Dokaz. Jedan dio tvrdenja je direktna posljedica teorema o otklonjivom singu-

laritetu i polu funkcije: ako za svako w € C postoji niz (z,), takav da z, — 2o i

f(2zn) — wkadan — oo, onda je z( esencijalni singularitet funkcije f.
Pretpostavimo da je 2 esencijalni singularitet funkcije f. Tada je

-1

)= fi(2)+ f2(2) = D calz—20)"+ D enlz — 20)",

n=—oo n=0

ze€ K={2€C:0 < |z— 2| < r}. U toku dokaza Laurentove teoreme
dokazano je i da red fi(z) = S.°1 _ cn(z — 20)" konvergira za svako z €

n=—oo
C \ {z0}. Slijedi da je funkcija g(n) = c_1m + c_on® + -+ c_pyn™ + - -
analiticka u cijeloj kompleksnoj ravni. PoSto ta funkcija nije konstantna, ona je,
prema Liouvilleovoj teoremi, neogranicena. Slijedi da postoji niz n,, — oo, takav
da g(nn) — oo. Tada niz z, = 2o + 17% — 20, @ f1(zn) — co, fo(zn) — o0, pa
f(zn) — oo kadan — cc.

Neka je w € C. Ako je zp tacka nagomilavanja skupa A = Null (f) nula
funkcije h(z) = f(z) — w, onda postoji niz (z,) tacaka skupa A, takav da z,, —
20. Tada f(z,) — w. Ako 2¢ nije tatka nagomilavanja skupa A, onda postoji krug
K (20, ) koji ne sadrzi ni jednu nulu funkcije h. Funkcija ¢ = % je analiticka u
skupu K (z9,¢) \ {z0}. TaCka zy je esencijalni singularitet i funkcije & i funkcije
. Pri tome postoji niz (z,) takav da z, — zp i p(2,) — oo kadan — oo. Tada
h(zp) — w, odnosno, f(z,) — w kadan — oco.

O
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Iz teoreme Sohockog slijedi da ako se posmatraju svi nizovi (z,,) koji kon-
vergiraju ka esencijalnom singularitetu zg funkcije f, onda je skup svih tacaka
nagomilavanja odgovarajuéih nizova (f(z,)) proSirena kompleksna ravan.

Situacija se bitno razlikuje od situacije kada je zp pol (tada je skup svih taaka
nagomilavanja nizova (f(z,)) tacka co), ili kada je z( otklonjiv singularitet (tada
je skup svih tataka nagomilavanja nizova (f(z,)) neka tacka iz C'). Tako, dakle,
ponasanje funkcije f u okolini izolovanog singulariteta zavisi od glavnog dijela
Laurentovog reda u okolini tog singulariteta

Bez dokaza dajemo sljedecu teoremu, koja sadrZi opstiji rezultat od teoreme
Sohockog.

Teorema 3.5.10 (Picardova teorema). Ako je tacka zqg € D esencijalni singular-
itet funkcije f : D — C, onda za svaku okolinu O(z0) C D tacke zy i za za svako

w € C sa izuzetkom najvise jedne vrijednosti, postoji beskonacno mnogo tacaka
z € O(zp) tako da je f(z) = w.

Primjer 3.5.11. DokaZimo da je tvrdenje Picardove teoreme tacno za funkciju
1

f(z) =e=. Zaw # 0ir > 0jednatina e'/* = w, |t| < r je ekvivalentna sa

jednadinom e® = w, za |z| > 1. Neka je z = = + iy i w = u;v. Tada je |w| = €

i e = e, Slijedi da su rjeSenja polazne jednacine z = log |w| + i(v + 2k7),
ke Z.

Razmotrimo posebno slucaj kada je izolovani singularitet funkcije f tacka
z9 = oo. To znati da postoji r > 0, takvo da je na skupu {z € C : |z| > r}
funkcija f analiticka. Slijedi da je funkcija ¢(n) = f (%) analiticka na skupu
{n:0<n < %} pa je n = 0 izolovani singularitet funkcije ¢. To znadi da u
okolini tacke 0 funkciju ¢ moZemo razloZiti u Laurentov red:

o) —1 [e’e)
P =F()= 3 ant= 3 art+ Y aat
k=0

k=—0o0 k=—oc0
odakle slijedi da je
-1 oo 00 e
f(z)= Z ezt 4 chz*k = Zc,kzk + chz*k.
k=—o0 k=0 k=1 k=0

KaZemo da je gornjom formulom dato razlaganje funkcije f u Laurentov red u
okolini tacke co. Pri tome se red > -, c_2" naziva glavnim dijelom a red
Y oreo ¢z~ ¥ pravilnim dijelom ovog Laurentovog reda. Klasifikacija izolovanog
singulariteta zp = oo funkcije f vrsi se na uobicajen nacin: ako glavni dio Lau-
rentovog reda funkcije f u okolini beskonac¢no udaljene taCke sadrzi beskonacno
mnogo C¢lanova, onda je zg = oo esencijalni singularitet funkcije f; ako je za
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svako k > mc_p = 01ic—,, # 0, onda je zgp = oo pol reda m funkcije f; ako
Laurentov red sadrZi samo pravilni dio onda je zg = oo otklonjivi singularitet.
Ukupno, beskonacno udaljena tacka je esencijalni (pol reda m, otklonjiv singu-
laritet) izolovani singularitet funkcije f ako i samo ako je tacka n = 0 esencijalni
singularitet (pol reda m, otklonjiv singularitet) funkcije ¢(n) = f (%) Odavde se
lako izvodi zakljucak da sve teoreme iz ovog paragrafa koje se odnose na izolo-
vane singularitete vaze i kada je izolovani singularitet beskona¢no udaljena tacka.

3.5.1 Zadaci

1. Razviti u Laurentov red funkcije po stepenima z — a u oblasti D ako je

a)f(z):m,a:(),D:{zec1<|Z|<2},

3

b)f(Z):(Z_ziw,a:—l,D:{Zec0<|Z+1|<3}

2. Ispitati karakter singulariteta funkcije f ako je

a) f(z) = ezil,
b) f(2) = 5% —

¢) f(z) =sin =15
U sljedeéim zadacima date funkcije razloziti u Laurentov red na datim
prstenima ili u (Supljim) okolinama datih tacaka.

Ako se trazi razvoj funkcije f u okolini tacke z = a onda treba naci razvoj
po stepenima z — a. Ako se pak trazi razvoj funkcije f u tacki z = oo
onda se podrazumijeva da treba naci razvoj po stepenima z ili, $to je isto,
po stepenima 1/z.

3. w= ; 1)z=0, (i) z=o0.
z—2
1 . : . ..
4, w = ——= (a # 0, k prirodan broj); () z=0, (ii)z = oo.
(z —a)k
1
5. w= ;2=0,b+# a.
z—a
6. w=——-; ()2z=0, ()z=1, (ii)z=occ.
z2(1—2)
1
7. w=————(0<|a| < b]);

(z—a)(z—0)

()z=0, ()z=a C(@i)z=o00, @v)|a<]|z|<]b].
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22— 2245
8‘ = - 1 = i 1 2.
w CEDEEEE Hz=00, ()1<]z]<
0. w= 1 (=i ()=
.w—(z2+1)2, z =1, 2z = 00.

10. w=+/(z —a)(z — b) w(+00) = +0); 2z = 0.

ow=—g -+ Hz=0 (i)z=oc.
—Z

1,sini‘ )
12. w=ez (z—i)2’ = 1.

13, w=eT2; (i)z=1, (i) 2 = co.

1 . 1
14, w=¢e*T= +sinzsin—; 0<|z| < oco.
z

15. w=sin——: @)z=1, (i) z= oo
11—z

(u posljednjem slucaju ograniciti se na prvim trimja clanovima reda).
16. w=ctgz; z=0.
17. Dokazati da je svaka funkcija koja je meromorfne na C' racionalna.
18. Neka je funkcija f : D +— C analiticka u krugu D = {z : |z — zo| < r}i

neprekidnana D = {z : |z— 29| < r}. Koristeéi Poissonovu i Schwartzovu
formulu, dokazati da je tada

_ 1 n—2z +z .

f(Z) - i ‘77720':7' Re f(”) (77 o Z)(n . Zo)dn + i Im f(ZO)
1 n—2z)+ 2 )
- o n—z|=r Im f("?) (77 — Z)(n — Zodn + Re ('ZO)a

rett + pe'®

reit — pei®

Re f(z) = Re [;ﬁ /027r Re f(z0 + re™)

1 /27 2 p?

R it
e f(zo +e )7.2 + p? — 2rpcos(vo — @)

= dt,
2T 0

gdje je z = zg + pe’?.
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3.6 Rezidium. Primjena na izracunavanje integrala kom-
pleksnih funkcija

Definicija 3.6.1. Rezidum u tacki zo € D C C funkcije f : D — C, analiticke
na skupu D \ {zo}, je kompleksan broj koji se oznacava sa Res(f; zo) i definise
formulom

Res(fiza) i= 5 [ Fl2)dds
’Y+

gdje je v dio po dio glatka zatvorena kriva orijentisana suprotno kretanju kazaljke
na satu, koja ograni¢ava oblast Q) C D, pri Cemu zg € L.

1z definicije rezidiuma i Cauchyeve teoreme slijedi da ako je funkcija f anal-
iticka u tacki zp, onda je Res(f; z9) = 0. Ako je z izolovani singularitet funkcije
f, tada se unekom prstenu {z € C': 0 < |z— 29| < r} funkcija f moZe razloziti u
Laurentov red i Res(f, z0) = c_1, gdje je c_1 koeficijenat uz (z — zp) ~!. Odavde
slijedi da ako je zo otklonjiv singularitet funkcije f, onda je Res(f; z9) = 0.
Ako je zg pol reda m funkcije f, onda je
C—m

f(Z):W‘F"'vLC—l(Z—Zo)*l-i-co—i-'",0<]z—zo|<r.

Funkcija
9(2) = (2 = 20)" () = Co b+ ea(z = 20)™ b oz = 20)™ 4o

je analiticka u krugu {z : |z — 29| < r}. Diferencirajuci gornji red (m — 1) puta
dobijamo

g(m_l)(z) = (m — 1)!6_1 + (Z - ZO)QIZ)agl(ZO) # 0.

Odavde slijedi da je

1 dm—l

Res(f;20) = c-1 = =1 Jim o [(e = 20)" f(2)]

Specijalno, ako je zg prost pol, onda je

Res(f; 20) = lim (= — z0)(2).

zZ—20

Ako je f(2) = igg gdje su funkcije ¢ i ¢ analiticke u 2o, p(20) # 0,%(z0) =

0,%'(20) # 0, onda je zg pol prvog reda funkcije f, pa je
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Res(f;20) = zli_{rzlo(z — zo)zgzi = Zli_glo % _ Tfl(éoo)).

Pretpostavimo da je funkcija f analiticka u skupu {z € C : |z| > r}, gdje je
r > 0. Rezidium funkcije f u tacki zp = oo definiSe se formulom

Res(fioc) =~ [ f(:)d
27i ),
gdjejey = {z : |z| = p}, kruznica poluprecnika p > r. Ako se funkcija f razlozi
u Laurentov red u okolini tacke zg = oo, onda je njen rezidium u tacki 2y jednak
koeficijentu uz % sa promijenjenim znakom. Primijetimo da se taj koeficijent
nalazi u pravilnom dijelu Laurentovog reda.
1z definicije rezidiuma funkcije u datoj tacki slijedi da, pod izvesnim uslovima,

vazi jednakost

271 - Res(f;20) = /f(z)d z.
gl

Odavde slijedi da integrale kompleksnih funkcija po zatvorenim krivim linijama
mozemo racunati pomocu rezidiuma. U vezi sa ovom primjedbom vazi sljedece
znacajno tvrdenje.

Teorema 3.6.2 (Cauchyeva teorema o rezidiumima). Neka je D oblastu C i A =
{z1,...,2n} C D. Ako je funkcija f analiticka na skupu D \ A, onda za svaku
konturu v C D koja ogranicava oblast 2 O A, Q) C D, vazi

[ £z =Y Res(si )

k=1
Dokaz. Neka su 71, ...,7,(C Q) konture opisane oko tataka z1, ..., z,, takve
da njima ogranicene zatvorene oblasti €27 C €2,..., €, C € nemaju zajednickih

tataka. Primjenjujuéi Cauchyevu teoremu za visestruko povezane oblasti, dobi-
jamo

/f(z)dz:Z/f(z)dz:Z%TiRes(f;zk):27riZRes(f;zk).
v k=17 k=1

k=1
O

Primjedba 3.6.3. Pretpostavimo da su 1,72, . - . , ¥, konture u C' koje su granice
oblasti 21,9, ..., €y, pri Cemu je za i # j presjek £2; N €2; prazan skup. Neka
je dalje yo kontura koja obuhvata konture 71, . . ., 7y, 1 ogranicava oblast )g. Sa D
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ozna¢imo viSestruko povezanu oblast € \ (€21 U ---€,,) a sa 9D granicu oblast
koja se sastoji od konacnog broja zatvorenih kontura, orijentisana tako da kada
se obilazi granica 0D, oblast D ostaje sa lijeve strane. Neka je A C D konacan

skup a funkcija f analiticka na D \ A i neprekidna na D \ A. Tada, ponovo iz
Cauchyeve teoreme, slijedi da je

f(z)dz =2mi Z Res(f;zp).

oD zL€A

Ako skup izolovanih singulariteta funkcije f sadrZi i beskonac¢no udaljenu
taCku, onda vazi sljedece tvrdenje.

Teorema 3.6.4. Ako je funkcija analiticka na skupu C\ A, gdje je A = {z1,...,2,}
konacan skup, onda je

> Res(f;2k) + Res(f;00) =

k=1

Dokaz. Neka je v krug koji obuhvata tacke 21, . . ., z,, orijentisan suprotno kre-
tanju kazaljke na satu. Tada je, prema prethodnoj teoremi,

f( z—2mZResfzk

S druge strane, na osnovu definicije rezidiuma funkcije f u tacki oo, vazi jed-
nakost

2mi Res(f; 00 / f(z

Iz gornjih formula slijedi tvrdenje teoreme. 0

Na sljedeCem primjeru pokazujemo kako se integrali po konturama mogu
racunati pomoc¢u rezidiuma.

Primjer 3.6.5. Izracuna¢emo f ) d z, gdje je v

(a) polukrug {z : |z| = r,—r S Re z <r,Im z > 0},

(b) krug {z : |z| =1}, (r > 0,7 # 1), orijentisan suprotno kretanju kazaljke
na satu.

Izolovani singulariteti funkcije f(z) = W
to su polovi reda m. Ako je r < 1, onda je i u slucaju (a) i u slucaju (b) funkcija
f analiticka u oblasti ograni¢enoj krivom +, pa je u oba slucaja f,y f(z)dz = 0.

Ako je r > 1, onda je u slucaju (a) potrebno izraCunati rezidium funkcije f u tacki

sutaCke z1 = 1129 = —i 1
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z1 = ¢ auslucaju (b) rezidium iste funkcije u taCkama z; = i1 zo0 = —¢. Imamo
daje
1
-3 =1L _a\m (m=1) _ li (m-1) _
Res(f:1) = lim((2 )" () ™) = im )
(D™ Im(m 4+ 1) (2m — 2) . (2m—2)!
lim - = —3 .
e (i + 2)2m-1 22m=1((m — 1)1)?
Slijedi da je u slucaju (a)
1 . . (2m — 2)!
L 7(1 A =2miRes(f;1) = 27T22m*1((m SEIEE

3.6.1 Zadaci

1. IzraCunati
a) Res{ze% cz=1}. b)Res{t- :2z=1}

sinmz

. 1,
C)RGS{ZS_H;F74:Z:1}. d) Res{ 5 : z = 1}.

e) Res{ﬁ tz =1}

2. IzraCunati integrale:

zd z 3
D = ez —1 =1,
(a) oD (22_1)(22+1)27 {ZEC |Z Z| < 2}
zd z 3
D= =t < =
© [ i D={zeC:lz| <3}
op P —3) VR IEISEh
z
(d) achosz+1dz, D={zeC:|z| >2},

z—1

1 1
(f) /el—zdz)
14

gdje je [ zatvorena dio po dio glatka kriva.

(e) / : e ?dz, Dz{zGC:|argz|<z}.
oD 4

3. Odrediti rezidiume sljede¢ih funkcija u svim izolovanim singularitetima i u
tacki z = oo i provjeriti da li su te funkcije meromorfne funkcije u cijeloj
kompleksnoj ravni ili pak u proSirenoj kompleksnoj ravni:
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2,2 Z2n
lw=-———-= 22w=———-meN). . w=———-.
v (22+1)2 v (14 2)2 (n ) v 2(1 —22)
2242-1 sin 2z e®
tw="700 bw= 6.w=— o
TP YT )3 YT 202 1)
1 1
7. w=—. 8.w=ctg3z. 9. w = 23 cos .
sin z z—2
1 2442—-1
10.w:ez+%. 11.w = sin zsin —. 12.w:cosz+7z
z z+3
1 \/E
13.w=————— (h#0). 14. w = .
v z(1 —e~h#) (h #0) v sin \/z
t
15. w = 0% (n-prirodni broj). 16. w =T(z) = [;*t* e "dt.
Z’n,

4. Odrediti rezidium funkcije

1
VvV2—z—-1

w(z) =

utatkiz =1 (/1 =1).

5. Funkcije w = f(z) utatki z = 0 ima razvoj w = > 7, cpz~ ". Odrediti
Res[f(2)]".
z=

3.7 Primjena rezidiuma za izracunavanje odredenih in-
tegrala

U ovom dijelu ¢emo pokazati kako se Cauchyeve teoreme o rezidiumima mogu
koristiti za izraCunavanje odredenih integrala realnih funkcija. Za pocetak posma-
tracemo integrale tipa

2m
I:/ R(cos p,sin p)dyp,
0

gdje je R racionalna funkcija. Gornji integral se moZe racunati uvode¢i novu
promjenljivu z = €?,0 < ¢ < 2m. Tadaje cosp = 3(2 4+ 1),sinp = & (z —

1 s .o . .
=), dz = izdy. Slijedi da je

1 1.1 1 1
I= L|:1R <2(2+ ;), Z(Z — Z)> EdZ

= Ri(z)dz = 2m'ZReS(R1;Zk)7
z|=1 k
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pri ¢emu se sabiraju rezidiumi funkcije R; u izolovanim singularitetima te funkcije,
koji se nalazi u krugu |z| < 1. Primijetimo da je funkcija R; racionalna, pa su
njeni izolovani singulariteti ili otklonjivi ili polovi. To znaci da se za izraunavanje
rezidiuma mogu primijeniti ranije opisani postupci.

Primjer 3.7.1. Izracunacemo integral I = OQW Wrbdc+@)2, gdjejea > b > 0.
i —ip ] 1 2 d
Iz cosp = eere uvrstei z = €', dobijamo cos p = tz ide = i
] 2 2z 1z
Zato je

/27r de N 4/ zdz
o (a+bcosp)?  ib% J, =1 (14 2a/bz + 22)?

B 4/ zdz
N b2 |z|=1 (Z - 2’1)2(2’ — 22)2

cgdiejezy = =5 ++/(3)? —lize = —§ —/(§)? — 1. Lako se pokazuje da je

|z1] < 11i|z2| > 1, paje

2 dey 4 z
s ) 5 S
/0 (a+ bcosp)? b2 ieésl (z = 21)%(z — 22)?
_ 8w z ! B 2ma
T2 (z _ z2)2 _— - (a2 _ b2)3/2‘

Vratimo se opStijim pitanjima. Pretpostavimo da je funkcija f neprekidna na
Im z > Oianalitickanaskupu {z € C': Im z > 0}\ A, gdjeje A = {z1,..., 2}
skup izolovanih singulariteta funkcije f koji leZe u gornjoj poluravni Im z > 0.
Pretpostavimo dalje da postoje M > 0,7 > 016 > 0, takvi da za |z| > r, vazZi:
lf(2)] < M% Pokazimo kako se tada moZe izraCunati integral [ f(z)d .
Akopolukrug K, = {z € C: |z| =7,Im 2 > 0}U{z € C:Im 2z = 0,| Re 2| <
r} obuhvata sve tacke z1, 29,...,2zp1akoje v, = {z € C: |z| = r,Im 2z > 0},
onda je

r k
o f(z)dz= Tf(as)d:c—i—/ f(z)dz:2mZRes(f;zi).

r =1
M 2 M
[ s < [ e < [ =T

/ f(2)dz — 0O kadar — oo.
Yr

Pri tome je

Slijedi da
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Zbog toga je

r—0

. k
lim/ flz)dx = 27riZRes(f;zi),
-r i=1
odnosno,

- k
/ flx)dx = 27m'ZRes(f;zi).
—00 i=1

Pokazaéemo kako se mogu racunati integrali oblika

/OO f(z)e*®dz, /OO f(x)cosazxdx /00 f(z)sinazd z,

gdje je a realan broj, a > 0. Prethodno ¢emo formulisati i dokazati jedan pomo¢ni
rezultat.

Lema 3.7.2 (Jordanova lema). Nekaje D = {z € C :Im 2z >0} f: D — C
neprekidna funkcija na D i A = {z1, 22, ..., 2} skup izolovanih singulariteta
funkcije f koji leZe u gornjoj poluravni Im z > 0. Neka je dalje funkcija f anal-
iticka na skupu {z € C : Im z > 0} \ A i lim, 00 tmz>0 f(2) = 0, pri cemu
Jje konvergencija ravnomjerna u odnosu na arg z. Ako je v, = {z € C : |z| =
r,Im z > 0}, tada

/ f(2)e¥*d z — 0 kada r — +oo.
Tr

Dokaz. Ako sa M, ozna¢imo maksimum funkcije |f| na skupu ~,, onda iz
uslova teoreme slijedi da M, — 0 kada r — oo. Koristeéi nejednakost sin ¢ >

%gp, koja vazi za 0 < ¢ < 7, dobijamo

/ f(2)6i2d2’| _ |/ f(Teicp)eircos@—rsinpriei@d¢| <
- 0

T T
/ ’f(reup)ewcosgafrsmgorieup|d(p < MTT‘/ efrsmcpdso —
0 0

-2

Wwd@ _ 2M,.rm

i) =

3 . 3
2Mrr/ e Py < 2MTr/ e
0 0

< M,m — O kadar — oo.
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Dalje je
. T . . k
f(z)e"**d z = f(z)e'**dx + / f(z)e'**d z = 2mi Z Res(f;z;).
Ky -r r i=1

Ocijenimo integral f% f(2)e"*d z. Uvedimo smjenu az = w. Neka je I', =
{we C: |w| = ar,Im w > 0}. Primijetimo da funkcija f1(w) = f(%),a > 0,
zadovoljava sve uslove iz Jordanove leme, pa

. 1 )
(2)e'*dz = — f(g)e“”dw — O kadar — oo.
Tr a Iy a

Odavde slijedi da je

[e) r k
/ f(z)e"®dz = lim / f(z)e"®d z = 2mi Z Res(f(z)e'; z;).
—o0 - i=1

r—+00

Primjer 3.7.3. Izracunademo integral

I:/Oosinxdle/*msinxdx.
0 x 2 ) _ =

U vezi sa ovim integralom posmatraéemo integral

Pri tome je
1
I=-ImI.
g

Posmatrajmo zatvorenu krivu I' = 1 Uya Uyg U4, gdje suy; iy3 duZiays i
4 polukrugovi: vy = {z € C:Im2=0,—-R < Rez < —r}, o ={z€C:
|zl =r,Imz>0},13={2€C:Imz=0,r <Rez< R},yu={2€C:
|z| = R,Im z > 0}, pri ¢emu je r < R. Pretpostavimo da je kriva I orijentisana
suprotno kretanju kazaljke na satu. Tada je

iz iz —r iz iz R _iz
0= e—dz: edz—i—/ edz—i—/ edz+/ e—dz.
T z o VA -R z ~3 z r VA

Na osnovu Jordanove leme slijedi da

eiz
—d z — 0kada R — oo.

a7
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Da bismo ocijenili drugi integral po polukrugu s, primijetimo da za z # 0 vazi

; oo
e 1 n 1.,
—:f+gcnz,cn:—'z.
Z z = n!

Pri tome je funkcija h(z) = Y7, ¢, 2" analitiCka u C. Odavde slijedi da je

1z 1
/edz: dz+/ h(z)d z.
v2 ? v2 # V2

Postavljajuéi z = re’?, 0 < ¢ < 7, dobijamo

z x Te

1 o1
/ —dz= ——rie"Pdp = —im.
ip
72
Funkcija h je ograni¢ena u okolini tacke z = 0, pa vazi:

| | Rh(z)dz|] < [ |h(2)|ds < const - 7r — 0 kada r — 0.
2 72

Slijedi da
62‘2
/ —dz—0kadar —0
2 #
Ukupno vazi:

—reiz Reiz
/ dz~l—/ —dz — —imrkadar — 0, R — oo,
z
,

R *
+oo iz
(& .
—dx = —im.
oo T

Odavde slijedidaje 2/ =Im I} =71

0o -
Sin T s

der = —.

0 X 2

Razmotrimo jo$ integrale tipa I = f0°° "1 f(x), gdje je o realan broj (in-
teresantan je jedino slucaj kada « nije cio broj), a f(x) = gg; racionalna funkcija.
Pretpostaviéemo da funkcija @@ nema nula na [0, +00) i da je P(0) # 0. Dalje

pretpostavljamo da vaZzi:

odnosno,

: (0% — : (0% _
lim [2[%f(2) = lim [2[*f(2) = 0.
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Odavde slijedi da je o > 0, a za takve vrijednosti parametra o, posmatrani inte-
gral I = fooo 2! f(x) konvergira. Pri tome postoji cijeli broj & > «, takav da
je f(z) ~ ZA,Q gdje je A # 0. Da bismo koristili prethodne metode za izvodenje
odgovarajucih formula, treba definisati analiticku funkciju koja ¢e se na [0, 4-00)
poklopiti sa podintegralnom funkcijom. Osnovna razlika u odnosu na prethodna
razmatranja je ta $to je funkcija z*~! viSeznaéna. Izdvojimo jednu njenu anal-
iticku granu na sljedeéi nacin. Sa D ozna¢imo kompleksnu ravan sa razrezom
[0, +00). Neka je h analiticka grana funkcije 2! koja je pozitivna na gornjoj
granici razreza. U oblasti D je h(z) = r®~1e(@=1 0 < ¢ < 27. Na gornjoj
granici razreza (o = 0) je h(z +i0) = h(z) = 21 > 0,2 > 0, dok je na
donjoj granici (¢ = 27), h(z — i0) = z* 1?71 = h(z)e?™ z > 0. Tada
je

flx—1i0) = ei%af(x).

Neka je I' = 1 U 2 U3 U ~s, gdje su, kao i u prethodnom primjeru, v2 i y4
polukrugovi, a 7y; i1 73 duzi, Tada je

T

/F 2L f(2)dz = L ez / 2027 () d

-R

/ 227 f(2)d 2 + /R 27 f(x)dx = 2mi Zn: Res(227 1 f(2); 21),
3 r k=1

pri emu se sabiraju rezidiumi u svim singularitetima funkcije 2%~ f(z) koji pri-
padaju skupu C' \ {0}.
Ocijenimo prvi i treci integral. Neka je

M, = max{|z°7 f(2)| : |2| = r} = r* P max{|f(2)| : |z| = r}.

Tada
r- M, = r®*max{|f(z)|: |z2| =r} = Okadar — 0.

Odavde slijedi da
| / 227 f(2)d 2| < M, - 27 — 0 kada  — 0.
71

Na sli¢an nacin se dokazuje da

/ 2271 f(2)dz — O kada R — oo.
3
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To znaci da je
2mi Z Res(2° 7 f(2); z)

k=1
. R
= lim (/ 2 e f () d x +/ 2 f(z)d :r) ,

r—0,R—0c0 R

odnosno

/OO z Hf(x)de = ;2771' Z Res(22 7 f(2); z1).
k=1

0 1— ei27ra

3.8 Primjena logaritamskog rezidiuma

Logaritamskim izvodom funkcije f naziva se funkcija

f'z) _ d
= = —(1 .

o = 4G
Svaki izolovani singularitet funkcije f je izolovani singularitet funkcije ¢. Pored
toga, i nule funkcije f su izolovani singulariteti funkcije . Zbog toga je prirodno
da rezidium funkcije  sadrzi informaciju o nulama i singularitetima funkcije f.

p(2)

Teorema 3.8.1. Nekaje D C C oblast u kompleksnoj ravni C; A = {z1, ..., 2}
C D skup polova reda my, . .., my funkcije f u skupu D, a B = {aq,...,an}
skup nula reda l1, . . ., 1, iste funkcije u oblasti D. Ako je f analiticka u oblasti
D\ A, aT C D kontura koja obuhvata sve polove i sve nule funkcije f onda je

1 PE NN,
5 pf(z)dz_;lz ;mz.

Dokaz. 1z uslova teoreme slijedi da je funkcija ¢(z) analitika na skupu D\ (AU
B). Pri tome, za svako j € {1,...,n}, postoji okolina O; = {z € C': [z —a;| <
7;} tatke a;, takva da za z € O; vaZi jednakost: f(z) = (z — a;)¥g(2), gdje je
funkcija ¢ analiticka u O; i g(a;) # 0. Odavde slijedi da je za z € O,

L g
2= ge)

p(z) =

To znaci da je z = a; pol prvog reda funkcije ¢, pa je rez(p; a;) = I;.
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Dalje, za svako ¢ € {1,...,k} postoji r; > 0, takvo da ako z € U; = {z €
C:0<|z—z| <r}, tadaje

72 = iz 0.

(z — %)

Pri tome je z; otklonjiv singularitet funkcije h, pa je za z € Uj,

—m; B (2)
#lz) = Z— 2z * h(z)"
To znali pa je i tatka z; pol prvog reda funkcije ¢, a Res(p; z;) = —m;.

Prema teoremi o rezidiumu, odavde slijedi da je

1 R G PR
5 go(z)dz—% Ff(z)dz—;lz—;mz-

T

Prethodna teorema ima zanimljivu geometrijsku interpretaciju.

Teorema 3.8.2 (Princip argumenta). Ako su ispunjeni uslovi prethodne teoreme,
onda je razlika ) ;| l; — Zéﬂ:l m; izmedu broja nula i broja polova funkcije f
Jjednaka broju obilazaka krive vy = f(I') za jedan obilazak krive T'.

Dokaz. Posto je

. a 1 [ f(2)
2= mi= s e s

1=
dovoljno je dokazati da je integral

L)
omi Jr 7207

jednak broju obilazaka krive +. Dalje, iz jednakosti In f(z) = In | f(2)|+iarg f(2),
slijedi da je

1L [fiz), 1 _ 1
5 Ff(z)dzfﬁ Fdlnf(z)f%Aargf(zﬂr,

gdje je sa A arg f(z)|r oznaCena promjena argumanta vrijednosti funkcije f kada
se obide kontura I'. Odavde, s obzirom da se obilaskom krive ~ argument f(z)
promijeni za 27, slijedi tvrdenje teoreme. O
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Primjedba 3.8.3. Tvrdenje teoreme vazi i ako se pretpostavi da je funkcija f
analiticka u D \ A ineprekidnana D \ A, a kontura I' ograni¢ava D.

Za dokaz sljedece teoreme, potreban je jedan pomo¢ni rezultat.

Lema 3.8.4. Ako su o1 : [a, 8] — C i 2 : [, ] — C zatvoreni dio po dio
glatki putevi i ako je a € C kompleksan broj takav da je

(Vt € [, B]) Im(t) = 72(8)] < la = n ()] + |a = 22()];

onda je
Ind,, (a) = Ind, (a).

Dokaz. Iz uslova teoreme slijedi da tacka a ne pripada nijednoj od krivih v; =
{p1(8) - t € [ B8]} 72 = {¢at) : t € [0, B]}, paje funkeifa p(t) = ZH=
definisana na [«, ]. Pri tome vazi

Pt _ e (D)

Y Nn—a y—a

Dalje, iz uslova teoreme slijedi daje |1 —~(t)| < 1+|y(t)|, zasvakot € [a, (]. To
znadi da krivay = {p(t) : t € [a, ]} pripadauglu A = {z : —27/3 < argz <
27 /3} koji je prosto povezana oblast u C. Funkcija h(z) = In(z) = [] % je

definisana i analiticka na A i pri tome je 1'(z) = 1/z. Odavde, s obzirom da je ¢
zatvoren put, slijedi:

Ind.(0) = L /dlz— ! 1h’('y(t))*/(lt)dt

_% z _% 0
_ L o=k h ~0
= oni ), $( (v(t)))dt = h(v(B)) — h(v(a)) = 0.

Odavde i definicije indeksa krive slijedi da je Ind., (0) = Ind,, (a)—Ind,,(a). O

Teorema 3.8.5 (Roucheova teorema). Neka su funkcije f : D— Cig: D — C
analiticke u oblasti D i I' C D kontura koja obuhvata oblast Q) C D. Ako je za
svako z € T',|f(2) + g(2)| < |f(2)| + |9(2)|, onda funkcije f i g imaju isti broj
nula u Q.

Dokaz. Napomenimo da se u iskazu teoreme podrazumijeva da se svaka nula
racuna onoliko puta kolika je njena visestrukost.

Broj nula funkcije f i broj nula funkcije g oznac¢imo sa N (f) i N(g). Neka je
v = f(I') i72(s) = g(I'). Ispunjeni su uslovi prethodne leme (za a = 0), pa je
Ind ,, (0) = Ind ~,(0). S druge strane je

1 dz 1 [ f(»)
Ind“(O)_m/ﬂz_ o e Fl2) 47
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d 1 !
Ind, (0) = 27r/ S L5
vo r 9(2)

1 /

Odavde, s obzirom da je prema teoremi 3.8.1 N(f) = — / ! (Z)dz iN(g) =
2mi Jr f(2)

1 [4()

— d z, slijedi daje N(f) = N(g). O
ami Jo (o) 7 Sliedidaje (f) (9)

U formi posljedica dajemo jo§ dvije formulacije Roucheove teoreme.

Posljedica 3.8.6. Neka su funkcije f : D — Cig: D — C analiticke u oblasti
D iT' C D kontura koja obuhvata oblast Q) C D. Ako je za svako z € T,

l9(2)| < | f(2)|, onda funkcije f i F = f + g imaju isti broj nula u .
Dokaz. Iz uslova slijedi da, za svako z € I, vazi

l9(2)| = | = f(2)| <0< |f(2) +9(2)] = [F(2)],
pa je

[F()|+ 1= f(2)] > [9(2)] = [F(2) + (= f(2))], zasvako z € T".

Odavde, primjenom Roucheove teoreme, zaklju¢ujemo da funkcije F' i — f imaju
isti broj nula u €.

Posljedica 3.8.7. Neka su funkcije f : D — Ci g : D — C analiticke u oblasti
D iT' C D kontura koja obuhvata oblast ) CD. Ako za svako z € T vaZi
|f(2) — g(2)] < |f(2)|, onda funkcije f i g imaju isti broj nula u 2.

Dokaz. Primjenom prethodne posljedice na par funkcija f i G = g— f, dobijamo
da funkcije f i G + f = g imaju isti broj nula u 2. O

I jedno svojstvo jednolisnih funkcija moze se izvesti kao posljedica cka zg je
Roucheove teoreme.

Posljedica 3.8.8. Ako je funkcija f : D — C jednolisna u oblasti D onda je, za
svako z € D, f'(z) # 0.

Dokaz. Neka je a € ( proizvoljna tatka. Treba da dokazimo da je f'(a) # 0.
Po Taylorovoj formuli imamo da je

f(z) =ap+ Zak(z —a)¥, |z —a| < R = dist(a, Q). (3.8.3)
k=1

Jasno je a; = f’(a). Treba dokazati da je a; # 0. Pretpostavimo suprotno. Neka
jen = min{k : ax # 0}. Takav n postoji, inace bi funkcija bila identi¢ki jednaka
nuli (na osnovu teoreme o jedinstvenosti).
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Dakle imamo
f(z) —ao = (2 — a)"p(2),

gdje je ¢(z) funkcija koja je razlicit od nule za z = a pa i u nekoj d—okolini od
a.
Kako je

Fi(2) = n(z=a)"lo(2) + (2= a)"¢'(2) = (2 —a)" " (nep(2) + (2 — a)¢' (),
slijedi da moZemo izabrati takvo J tako da je
f'(2) #0, za, 0<|z—a|] <4. (3.8.4)
Neka je
m = min{|p(z)],|z — af < 0}
= (na osnovu principa maksimuma) = min{|p(z)|, |z — a| = d}.

Neka je 0 < a < ¢™m i posmatramo funkcije ¢ (z) = f(z) —ap = (2 —

a)"o(2) i ¢(z) = P(z) — a.

Tada imamo
[(2) — ¢(2)] = |a] < "m < |P(2)], |z—al =0

Na osnovu Teoreme Rouche, vazi da ¢ i ¢ imaju isti broj nula na |z — a| < 9,
ukljucujuéi visestrukost. Funkcija ¢» ima n nula, prema tome toliko nula ima i
funkcija ¢(z) = f(2) —ap— . Kakoje ¢'(z) = f'(2) #0za0 < |z—a| < ¢ (na
osnovu (3.8.4) i kako je ¢(a) # 0, slijedi da su nule od ¢ proste (Ako neka nula b
nije prosta, onda je ¢'(b) = 0). Otud slijedi da postoji n razlicitih tacaka zj, k =

1,...,niz|z—a| < ¢ koje zadovoljavaju jednakost ¢(z) = f(2x) —ap—a = 0.
Ovo protivureci injektivnosti funkcije f na (2. Zakljucak je da je n = 1, odnosno
F'(a) #0. O

Posljedica 3.8.9 (Osnovni stav algebre). Polinom P,(z) = ap + a1z + -+ +
an 2", an # 0 nad poljem kompleksnih brojeva ima ta¢no n nula.

Dokaz. Ovu znacajnu teoremu dokazali smo ranije. Dokaz koji ¢emo ovdje
prezentirati zasnovan je na primjeni Roucheove teoreme.
Primijetimo da je
|Po(2) | = |anz" + 12" 1+ tarz + aopl

1 1 1
anz" (1 + bn_1; + ot blﬁ + bo;ﬂ)‘

)

1 1 1
> |anz"| <1 = |bn—tli = — |b1|W - |b0|’2n|> ,

2]

1 1 1
> |anz"| <1 bn71;+"'+b1F+bozfn
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gdje je b; = 7*. Posto postoji r > 0, takvo da za |z| > r vazi

1 1 1 1
by 1| — + -+ + by |—— + |bo|— < =
Onalgy e Il + ol
paza |z| > rvazi: |P,(2)] > ‘a”;n‘. Neka je g(z) = Py(2), f(2) = —an2™.
Tadaje,zaz € I'={z€ C:|z| =1},
1f(2) + 9(2)| = |an—12""" + -+ + a1z + ag|
1 1
= ‘an2n| bnflg by g
< ‘anzn| <|bn—1’1 ’b1’ n_1 ’bO‘ n)
] | | |27
anz"
] Janet < 17E) + g

Odavde, primjenom Roucheove teoreme, zakljucujemo da funkcije g(z) = P,(2)
i f(z) = —anz" imaju isti broj nulau Q@ = {z € C : |z| < r}. Taj broj nula
jednak je n, Sto znaci da polinom P,, ima n nulau C.

Primjer 3.8.10. DokaZimo da jedna¢ina 3 + 22 = 2¢%* ima ta¢no jedno rjeSenje u
otvorenoj gornjoj poluravni. Posmatrajmo funkcije f(z) = 22+3i g(z) = —2¢%*.
Neka je Q = {z : |z| < R,z > 0} polukrug u gornjoj poluravni poluprecnika
R > /5. Tadazaz € [-R,R], |f(2)] > 2 = |g(2)|. Dalje, za z = Re® vazi
If(z)] > R? =3 > 2, |g(z)| = 2¢~fs"t < 2. Prema Roucheovoj teoremi,
funkcija f + g ima isti broj nula na 2 kao i funkcija f, dakle jednu. PoSto je R

proizvoljan broj veéi od v/5, odavde slijedi da jednacina 3 + 22 = 2¢’* ima tacno
jednu nulu na gornjoj poluravni.

3.8.1 Zadaci

+oo d +o0o 2d +o0 d
1. a)/ i b)/ z )/ _dz
41 oo (a+bz?)n

) )/+°° sinzd z )/+°° cosxd z o /+°° cos rd
. a , —
o #2241 (22 +1)3 e 121

+o00 +o00o
3. a) / sin?® zd z, b) / cos?" z cos 2mad z,
—0o0

“+o0
cosnxdx
c aec (—1,1).
)/ 1—acosz’ ( )
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oo 42 lnxdaz T rdx T a4
4, S 1).
a)/o T2+ 1 )/ 44—1’0)/C>c> 1—|—e$7a€(0’)

5. Izradunati I = [;° xjﬁd:c Rez. [ = ”\[

6. IzraCunati integrale [ > Smxaxdx Rez. §

7. Izratunati integral [° ©502-c0s 82 g Reg, T-0),
8. IzraCunati integrale I1 = [°cosz*dx, Iy = [ sinz*dx. Rez. I} =
I =Y,

dm0<a<1 Rez. X

T+l sin a7 *

9. IzraCunati f,y

. a—1
10. Izracunati f% xl?d z,0 <a<1. Rez. m-cotam.

11. Izraunati integral [;° 9% . Rez.

s
2n in -2—
1+x 2n sin Ty

12. Odrediti broj nula polinoma P5(z) = 25 + 523 + 22 a) krugu |2| < 1;b)u
prstenu 1 < |z| < 2;¢)uprstenu 2 < |z| < 3.

13. Odrediti broj rjeSenja jednaCine u oblasti D :
)zt —924+1=0, D={z€C:|z| <2},
b) 22" + 422" 1 4+14+1=0,D={2€C:Re z>0}.

14. Dokazati da za veliko n € N jednacina
2-2-3243-422 4+ + (=D (n+ 1D (n+2)2"=0
nema rjeSenja u oblasti D = {z € C': |z] < 1}.

15. Dokazati da jednaine a) zsinz = 11 b) tanz = z imaju samo realna
rjesenja.
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