Theorem 0.1 (Theorema Rouche). Ako su f i g dvije analiticka preslika-
vanja definisana u oblasti D koja sadrzi Zordanovu konturu v zajedno sa
njenom unutrasnjosti 2 i ako vazi nejednakost |g(z) + f(2)| < |f(2)|+ |g9(2)]
za svako z € vy, onda f i g imagju isti broj nula na Q, t.5. N(f,Q) = N(g,Q).

Skica dokaza. Imamo da je

1 dz
Indy(a) = 271-/ T
g

Ako je I' = f(), onda na osnovu principa argumenta je
(= dz 1 dz
= — [ — =1Indr(0).
L 27r/ ndr(0)

Slicno se dobija za I'y = g(7)

N(g, Q) = % / 9/5272 % df — Tndr, (0).

Sada se pozivamo na tvrdjenje koje se odn031 na indeks krivih.
Ako imamo dvije krive o i 8 koje zadovoljavaju uslov |a(s) + B(s)| <
la(s)| +15(s)|, onda Ind,(0) = Indg(0).
O

Theorem 0.2. Ako je f injektivna analiticka funkcija defininisana u nekoj
oblasti Q kompleksne ravni, onda je f'(z) # 0 za svako z.

Dokaz. Neka je a € Q proizvoljna tacka. Treba da dokazimo da je f'(a) # 0.
Po Taylorovoj formuli imamo da je

(0.1) f(z)=ao+ > ar(z—a)¥, |2—a| < R = dist(a,00).

Jasno je a1 = f'(a). Treba dokazati da je a; # 0. Pretpostavimo suprotno.
Neka je n = min{k : ax # 0}. Takav n postoji, inace bi funkcija bila
identicki jednaka nuli (na osnovu teoreme o jedinstvenosti).

Dakle imamo

f(z) —a0 = (z — a)"¢(2),
gdje je p(z) funkcija koja je razlicit od nule za z = a pa i u nekoj —okolini
od a.
Kako je
F'(2) = n(z—a)"lo(2) + (2 = a)"¢'(2) = (2 = a)" " (np(2) + (z — a)¢' (),
slijedi da moZemo izabrati takvo ¢ tako da je
(0.2) f'(2) #0, za, 0<|z—a|] <9
Neka je
m = min{|p(2)], |z — a| < 6}

= (na osnovu principa maksimuma) = min{|p(2)|, |z — a| = 0}.
1



Neka je 0 < a <
¥(

a)"(z) 1 ¢(z) =

Tada imamo

[¥(2) = 0(2)| = o] <0"m <[¢(2)], |z —al=0.

Na osnovu Teoreme Rouche, vazi da 1 i ¢ imaju isti broj nula na |z —a| < J,
uklju¢ujudi visestrukost. Funkcija 1 ima n nula, prema tome toliko nula ima
i funkcija ¢(z) = f(2) —ap —a. Kako je ¢/(z) = f'(2) #0za 0 < |z—a| < ¢
(na osnovu (0.2) i kako je ¢(a) # 0, slijedi da su nule od ¢ proste (Ako neka
nula b nije prosta, onda je ¢'(b) = 0). Otud slijedi da postoji n razlicitih

5"m i posmatramo funkcije ¥(z) = f(2) —ag = (z —
z) —

tacaka zp, k = 1,...,n iz |z — a|] < § koje zadovoljavaju jednakost ¢(zx) =
f(zk) —ap—a = 0. Ovo protivuredi injektivnosti funkcije f na Q. Zakljucak
je da je n =1, odnosno f'(a) # 0. O

1. KONFORMNA PRESLIKAVANJA

Definition 1.1. Pretpostavimo da se krive a: [-1,1] - Cig:[-1,1] - C
sijeku u tacki a = a(0) = £(0). Ugao 0 = Z(«a, ) se definise kao ugao koji
zaklapaju tangente krivih v i 8 u tacki a. Drugim rije¢ima:

(o/(0), 5'(0))
o/ (0)] - 5"(0)"

Definition 1.2 (Geometrijksa definicija). Kazemo da C! preslikavanje f :
Q — D, koje ¢uva orijentaciju, izmedju dva otvorena domena kompleksne
ravni konformno ako f ¢uva ugao izmedju krivih. Drugim rijecima, ako je
v = f(a)id = f(B), onda £(a, B) = Z(7,6), pod pretpostavkom da se « i
B sijeku.

cosf =

Definition 1.3 (Analiti¢cna definicija). Kazemo da C' preslikavanje f =
u+ v : Q — D izmedju dva otvorena domena kompleksne ravni konformno
ako je f holomorfno i f/'(z) # 0.

Theorem 1.4. Analiticka definicija je ekvivalentna geometrijskoj definiciji.

Proof. Pretpostavimo da je f holomorfna, i pretpostavimo da je f/(z) # 0
za z € ). Neka su « i 5 glatke krive u 2 koje se sijeku u tacki a pod uglom
0. Tada imamo

) ((0),5(0)
o) [3'0)]

Neka je 6" ugao izmedju krivih v 1§ u b = f(a).
Tada je

COS

('(0),6(0))
V()] - [&"(0)]

cosf =



Kako je 4'(0) = f'(a)d’(0) i §'(0) = f'(a)B'(0), slijedi da je
(+/(0),8'(0)) _ Re(7/(0)9'(0))
HO- 150 ~ (O 70 >\
~ Re(f'(a
\f’(a)a
(
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cost =

_ |f'(@)PRe
OE
_ (@), oy .
 a(0)] - 18/(0)]
Odavde slijedi da je 8 = 6', jer je ugao izmedju krivih uvijek broj iz
intervala (0, 7) na kojem je funkcija kosinus injektivna.
Obratno. Pretpostavimo da funkcija zadovoljava geometrijsku definiciju
konformnosti. Neka je A = f.(a) = 5(fo —ify) i B = fz(a) = 5(fs +ify).
Neka je a € Qinekasu a(r) = a+re?’, i B(r) = a+re!@T™/2) r e (—¢e).
Tada krive «v i 3 se sijeku u tacki a = «(0) = 3(0) pod uglom 0 = 7 /2. Zato
je cos® = 0. Neka je v(t) = f(a(t)) i d(t) = f(B(t)). Tada je

7' (0) = Ad/(0) + Ba/(0

§'(0) = AB'(0) + BF'(0).
Kako je 8’ = /2, slijedi da je
Re (7/(0)3'(0)) =0,

za svako ¢.
Dalje imamo da je

Re (7/(0)97(0)) = Re[(4/(0) + Ba’(0)) (AB'(0) + BF(0))]
Kako je o/(0) = e¥' i 5/(0) = ie¥, slijedi da je
(Acd/(0) + Ba/(0))(AB'(0) + BB'(0)) = 2Re(iABe*?") 4 i(|B|* — |A]?).
Zato je

Re((Ad/(0) + Ba/(0))(AB'(0) + BB(0))) = 2Re(iABe2#') = 0

za svako . Sada postoji ¢ € [0,27] tako da je iABe?' = |AB| = 0.
Kako je |A| > |B| (jer J(f,z) = |A|> — |B|> > 0, jer f ¢uva orijentaciju),
zakljucujemo da je B = 0. Zakljucak je da je fz(a) = 0, a ovo je ekvivalentno
sa Cauchy-Riemannovim uslovima.

Naime

fo= e+ ify) = 5 (e +ive) + iy + i) = 0

ako i samo ako u; = vy i uy = —v;.



Teorema je dokazana.



