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14. Dokazati da ako je P polinomik = {z : |z — a| = R} kruZnica, tada
je

/ P(z)dz = —27miR*P(a),
k

pri ¢emu ako je y : [to,t1] — C glatka kriva k, onda [, f(2)dz :=
o F(B() ¢ ().

15. Integraleéi funkciju f(z) = e=*2* duz konture pravougaonika Q(—R, R, R+
i, —R + «i), i pustajuéi da R — oo, dokazati da je

+o00 1
/ e cos 2\az dz = \/?6/\“27
0 2V A

gdje su A i a pozitivne konstante.

16. Dokazati da ako je funkcija f analiticka i ograni¢ena u konveksoj
oblasti D, tada za bilo koje dvije tacke z; 1 29 iz oblasti D vaZzi

[ e < maxlf@)les - a1

1
17. Dokazati da je | —dz| < 4.
|z—1]=2 #

2 Cauchyeva teorema, Cauchyeva integralna formula
i Cauchyev integral

U teoriji analitickih funkcija centralno mjesto zauzima sljedeca teorema.

Teorema 2.1 (Cauchyeva teorema). Ako je D C C prostopovezana oblast,
[+ D — C analiticka funkcija u D i v C D zatvorena dio po dio glatka
kriva, onda je f7 f(z)dz=0.

Dokaz teoreme u slucaju kad je v = A kontura trougla. U iskazu teoreme
nije bitno kako je kriva ~y orijentisana, jer se promjenom orijentacije mijenja
samo znak integrala. Neka je M = | [\ f(z) dz|. Tri srednje linije dijele
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Slika 3.1: Opadajudi niz trouglova A,, n € N.

trougao A (vidi sliku 3.1) na &etiri nova trougla A, A2, A3, A%, Pri tome

je
/A2 f(z)dz /A3 f(z)dz

R W C AR R ETE

/A f(2)dz

Odavde slijedi da je bar jedan od brojeva | fAi f(z)dzl],i = 1,2,3,4, veci
ili jednak od %. Taj trougao oznac¢imo sa A;. Dakle,

+ + +

f(z)dz
Al

f(z)dz
A4

>

=M.

M
1

f(z)dz| >
Ay

Dalje, srednjim linijama trougao A; dijelimo na Cetiri trougla i biramo
trougao Ao, za koji je

M
N f(z)dz| > =
ProduZavanjem ovog postupka dobija se niz trouglova A1, Ag, ..., Ak, ...
takav da je
M
N f(z)dz| > e




2. CAUCHYEVA TEOREMA I CAUCHYEVA FORMULA 147

Presjek svih ovih trouglova je tacka zg.
Neka je € > 0. Posto je funkcija f diferencijabilna u tacki zg, postoji
realan broj § > 0, takav da

f(2) = £(z0)

—f'(20)| <e &
Z— 20

|z — 20| < 0 =
|f(2) = f(20) — f'(20)(2 — 20)| < €|z — zo|-
Pri tome, postoji prirodan broj ng, takav da krug k(zo,9) := {z : |z — 20| <
6} sadrzi sve truoglove A;,i > ng. Uzimajuéi u obzir da je [ A, dz =
f AP dz = 0, dobijamo da za indekse i > ng vazi:

/Ai £(2)dz

/ (F(2) = F(z0) — /(20 (= — 20) dz
A

/(z—zo)dz

Ay

35/ |z — zolds
Ay

<e. / 1A ds
A

<e

== (1A
gdje je I(A;) obim trougla A;. Pri tome je I(4A;) = l%), pa je za svako
) Z no

0 < M < diamA; - I(A))e,
odakle slijedi da je M = 0. U

Da bismo dokazali da je tvrdjenje tacno za svaku zatvorenu dio po dio
glatku krivu ~ , dokazimo prethodno jedan pomo¢ni rezultat.

Lema 2.2 (Goursat). Ako je D C C' prostopovezana oblast, f : D — C
analiticka funkcija u D i v C D zatvorena dio po dio glatka kriva, onda
za svako € > 0 postoji poligon vp sa tjemenima na krivoj -y, orijentisan
saglasno sa krivom vy, i takav daje | [ f(z)dz — [ f(z)dz| <e.

Dokaz. Neka je D; oblast ograni¢ena konturom . Skup D1 := Dy U~ je
kompaktan (zatvoren i ograniCen), pa je funkcija f ravnomjerno neprekidna
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na Di. Nekajee > 0ie; = 5, gdje je I = () duZina krive . Tada
postoji & > 0, takav da

|2/ =2 <6 =|f(Z) - f(Z")| <e.
Tackama zg, 21, . . ., 2 podijelimo krivu 7 na djelove vy, ..., 7V, tako da
duZzina svakog od njih bude manja od §. Sa yp ozna¢imo granicu poligona

P ¢ija su tjemena tacke zg, ..., 2. Pretpostavimo da je podjela takva da i
poligon P lezZi u oblasti D. Tada je

k
JRCIED SECICHEES
Y =0

k
[/ ey =3 1) A K

k
- (f(2) — (1)) dz
ZZO/i
k
< (F(2) — (1)) dz
k
z)— f(z)|ldz
gl:(]/%\fu f(z0)lldz]
k
<ad 0w =5
1=0

Dalje, vazi i sljedeca nejednakost:

<<
5"

k
f(z)dz =" f(zi) (i1 — 20)
P i=0

flz)ydz— | f(2)d
/7 ] (2)dz /7 (2)dz
Lema je dokazana.

Vratimo se dokazu teoreme. Za zadato € > 0 i datu dio po dio glatku
zatvorenu krivu y konstrui§imo poligon vp, koji leZi u D, takav da je

Odavde slijedi

<e.

<e.

. f(z)dz—/vf(z)dz
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Ako poligon P, Cija je granica poligonalna kriva yp, podijelimo na trou-
glove Ay, ..., Ay, tada Ce vaziti:

k
) f(Z)dzzzZ:;/Aif(Z)dzz

L £(2)dz

Posto je € > 0 proizvoljno, to je f7 f(z)dz=0. O

odakle slijedi da je

<e.

Primjedba 2.3. Do

kazali smo jednu od centralnih teorema teorije funkcija komoleksne
promjenljive. Tvrdjenje teoreme vazi i ako se pretpostavi da je funkcija
f D — C analiticka u oblasti D ograni¢enoj konturom -, a neprekidna u

D = D U ~. Dokaz ovog tvrdjenja neéemo izvoditi.

1z teoreme direktno slijedi

Posljedica 2.4. Ako je funkcija f : D — C analiticka u prostopovezanoj
oblasti D, onda integral f,y f(2)dz po krivoj v C D ne zavisi od izbora
krive ve¢ samo od pocetne i krajnje tacke.

Primjedba 2.5. Ako se pretpostavi da je funkcija f : D — C, f(z +iy) =
u(z,y) + iv(x,y) analiticka u D a izvodi uy, uy, vy, v, neprekidni u D,
onda se dokaz teoreme izvodi direktnom primjenom Greenove formule.
Zaista, ako kriva v ogranicava skup €2, onda, zbog ispunjenosti Cauchy-
Reamannovih uslova, na osnovu Greenove teoreme slijedi:

/f dz—/udx—vdy+z/vd:p+udy
// —Uy — Uy) dx dy
+i//(ux—vy)dasdy:().
Q

Primjedba 2.6. Ako je D C C prostopovezana oblast, f : D +— C anal-
iticka funkcijau D i I',vq, ...,y zatvorene dio po dio glatke krive koje
leze u D, pri ¢emu kriva I" obuhvata svaku od krivih 71, yo, . . ., v; a oblasti
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ogranicene krivima 7; i y; za ¢ # j nemaju zajednickih tacaka, onda vazi
Cauchyeva formula za viSestruko povezane oblasti:

k
/Ff(z) dz:z f(z)dz.

i=0 Y7

U gornjoj formuli podrazumijeva se da se svaka od kontura I',~;, ...,V
obilazi suprotno kretanju kazaljke na satu.

U vezi sa Cauchyevom formulom za viSestruko povezane oblasti vazi
primjedba sli¢na primjedbi 3.2.3. Ako konture I, 71, ..., zadovoljavaju
uslove iz prethodne napomene i ako je D oblast koja se nalazi unutar kon-
ture I' a van kontura vy, ...,7, a funkcija f : D +— C analiticka u D i

neprekidnau D := D U dD, onda je

[ s dz [ 100

Gornja formula se, ponekad, kratko piSe u obliku

f(z)dz =0,
oD

pri ¢emu se podrazumijeva da se granica § D oblasti D obilazi tako da oblast
ostaje sa lijeve strane (vidi sliku 3.2).

Dokaz formule za viSestruko povezane oblasti izvodi se tako §to se pored
kontura I', v;, 7 = 1,..., k, posmtraju krive l1,, lo,, . .., l,, lg+1 koje spa-
jajuredom I' sa 1,71 sa~ya,...,v sal (vidi sliku 3.2). Oblast ograni¢ena
konturom I se, na taj nacin, dijeli na dvije prostopovezane oblasti D i Dy
¢ije su granice dio po dio glatke zatvorene krive 0D i 0D5. Tada je

(2)dz = f(z)dz=0.
8D1 BDQ

Sabirajuéi ove dvije jednakosti i uzimajuéi u obzir da se po svakoj od krivih
l1, ...,y integrali dva puta, pri ¢emu sa suprotnimm orijenatacijama, do-
bijamo Cauchyevu formulu za visestruko povezane oblasti.

Teorema 2.7 (Cauchyeva integralna formula). Neka je D C C prostopovezana

oblast, v C D zatvorena dio po dio glatka kriva koja obuhvata tacku z i
funkcija f : D — C analiticka u D. Tada je

16 = g [ F2 an
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Slika 3.2: Orijentacija granice viSestruko povezane oblasti

Dokaz. Oko tacke z opiSimo krug k, poluprecnika r, koji je obuhvacen
krivom ~y. Tada je, prema Cauchyevoj teoremi za viSetruko povezan oblasti,

/( f(n) iy = f(n) .

n—z ke 11— 2

Dalje je

JEL Ny P R O
k k

n—z L=z b N—2
=2mif(z) + Jo) = /(=) dn.
ke M=%

Ocijenimo posledniji integral. Neka je £ > 0. Tada postoji realan broj
6 > 0, takav da

n—zl <d=1|f(n) - fz] <e

Ako je r < 4, tada je

Mdn‘ < Mds < Somr = 2ne.

0< <
ky n—=z kr In — 2| r
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Kako prethodni lanac nejednakost vazi za svako € > 0, to je

=&,
ke M—~%
Dakle, imamo da je
/ Ha) dn = 2mif(z),
v
a odavde slijedi tvrdjenje teoreme. O

Primjedba 2.8. Cauchyeva integralna formula je tacna i ako se pretpostavi
daje f analiticka u D i neprekidnau D = D U ~.

Primjer 2.9. Neka je 0 < p < 1. Tada je, prema Cauchyevoj teoremi,

eZ
dz = 0.
/2|=p 1+22% ’

Ako je p > 1, tada oko tacaka z; = —% 1 zo = ¢ postoje kruniice k; i k2 koje
su obuhvacene kruznicom k = {z : |z| = p}. Tada je, prema Cauchyevoj
teoremi za viSestruko povezane oblasti

1 1 1
dz = dz—i—/ dz.
/Z|_p1—|—22 /kll—i—z2 gy 1+ 22

Primjenom Cauchyeve integralne formule dobijamo da je

z .
—1

1 e ,
/ 5dz :/ 220 dz = 27 e. = —qe !
g Ltz k21 —i—1

z

e? 5+' ei .
——dz = 2 dy = 21— = we'
by L+ 2 ey 2 — 1 1+

Odavde slijedi da je za p > 1,

z . .
/ 1:172dz =mn(e'—e ") =2misin 1.
l2l=p + T Z
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Kasnje ¢emo razviti i druge metode za racunanje integrala funkcija kom-
pleksne promjenljive.

Formulisaéemo i dokazati jo§ jednu teoremu o integralima tipa

1
1 f(n) i
2 Jyn—z

Neka je, dakle, v dio po dio glatka krivai f : D — C funkcija definisana
na nekom skupu D koji sadrzi krivu «y. Pretpostavimo da je f neprekidna

) = o [ T2

na . Tada je sa

C2mi ) on—=z
definisana funkcija F' : C \ v — C. Za integral na desnoj strani gornje
jednakosti se kaZe da je Cauchyev integral. U sljedecoj teoremi i njenim

posljedicama utvrdiéemo neka svojstva funkcije definisane Cauchyevim in-
tegralom.

Teorema 2.10. Ako je v C C dio po dio glatka kriva, funkcija f neprekidna
navy,zo € C\v,r >0i K(z9,7) ={2€C:|z—2| <r} CC\~, onda
je

F(z)= ch(z —20)", 2z € K(20,7),
n=0

gdje je
1
/f(n)dn?n:0,1,....
~

"7 ami ), (n— 2t

Dokaz. Na krivoj « postoji (bar jedna) tacka najbliZa tacki zg, pa je ras-
tojanje d od tacke zy do krive v pozitivno. Neka je 0 < r < d. Tada je
Z20|% < 1zasvako z € K(zp,r) isvakon € v. Slijedi da je

n—%0
fln) 1 1L ) < (z—zo>” =
gdje je
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Pri tome, uzimajuéi u obzir da je f ograniCena (jer je neprekidna) na -y,
imamo:

<5

M Z— 2 n
(v € ) (V2 € K (z0,7))lgn ()| < : (5)" <

~n— 20l |n— 20

gdje je 0 < ¢ < 1. Odavde, prema Waierstrassovom kriterijumu, slijedi da
red neprekidnih funkcija » 7 ) g»(n) konvergira ravnomjerno na -+, pa ga
mozemo integrliti ¢lan po ¢lan. Integraljenjem dobijamo:

F(z) = 217”/77{@2 dn = %L;g"(n)dn: ;Ti;/wgn(n)dn

O]

Posljedica 2.11. Ako je v dio po dio glatka kriva i funkcija f neprekidna na
v i F funkcija iz prethodne teoreme, onda za svakon € N i svako z € C'\~y

postoji F"™)(2) i pri tome je

FM(2) = n! /wﬂ%dn'
gl

T 2mi —z)

Dokaz. Fiksirajmo tacku zp € C \ 7. Na osnovu prethodne teoreme
slijedi da postoji krug K (zo,r) takav da je F'(z) = Y °cn(z — 20)",

z € K(zg,r), pri Cemu je ¢, = ﬁ f7 (n_fg])lﬂ dn. Na osnovu posledice
(6.9) dobijamo da je ¢, = F(n:L!(ZO)’ odnosno F'(™)(z) = nlc, a odavde, na
osnovu prethodne teoreme slijedi tvrdenje. O

Posljedica 2.12. Neka je v : [to,t1] — C dio po dio gladak zatvoren put u
C sa nosacem v*. Tada je

1 dt
z) = Ind7 z z e N.
1) (2) / e

Tomi L t—2

cjelobrojna funkcija koja je konstantna na povezanim komponentama skupa
C\~*. Pritome je na neogranicenoj komponenti povezanosti Ind.,(z) = 0.
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Dokaz. Funkciju Ind, () nazivamo indeksom tacke z u odnosu na put ~.

gt
Ind ~(a) =3 ai
Ind - (b) = 2
Ind~(c) =1
Ind o (d) =0
Ind 4, (a1) = -1 by

Ind .y, (b1) =0
Ind 4, (c1) =1 51

Slika 3.3: Primjeri indeksa tacaka u odnosu na puteve

Na slici 3.3 je data geometrijska interpretacija indeksa tacke u odnosu
na put.

Primijetimo da je 5 (: ﬁ f7 Cdfz> cio broj ako i samo ako je e =1,

Sto je ekvivalentno sa uslovom 1) (t; 1, gdje je

s A/ (t)dt

¢(3) = elto v()—=

Pri tome, u tackama diferencijabilnosti preslikavanja v vazi:

7'(s)
v(s) — 2

¥/(s) = (s).

Posto je v dio po dio glatko preslikavanje, tacaka u kojima funkcija 1) nije
diferencjabilna ima kona¢no mnogo. Isto svojstvo ima i funkcija {(s) =
P(s)

i u tackama diferencijabilnosti je
Y(s) — =

C W) s
S i o s s R

Odavde slijedi da je £(s) = ¢. Kako je ¥(ty) = 1, to je

B(s) = £(5) (7(s) —2) = £(to) (4(s) —2) = L&) = 2) _ Als) ==

v(to) — 2 v(to) — 2
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Posto je vy : [tg, t1] — C zatvoren put, to je y(tg) = y(t1), odnosno ¢(t1) =
1. Odavde slijedi da je f(z) = Ind(2) cio broj. Funkcija f je analiticka (v.
teoremu 2.10), pa je slika f(D) svake komponenete povezanosti D povezan
skup. Pri tome je f(D) podskup skupa cijelih brojeva, $to znaci da je on
jednoclan. Pored toga, iz definicije slijedi da je, za dovoljno veliko z, indeks
|Ind,(2)| < 1, odakle kona¢no dobijamo da je Ind,(z) = 0. O

Zadaci

1. IzraCunati

COs 2
(a) f|z+1l|:1 o 4%,

dz
(b) f|z\:2 22410

e*dz

© Jomrjz1y2 ey

2. IzraCunati integral / ako je v kontura i ako

dz
7224—4

(a) Tacka 2¢ pripada oblasti ograncenoj krivom =, a tacka —2¢ leZi
u neogranicenoj oblasti odredjenoj sa 7.

(b) Tacka —2i pripada oblasti ogranc¢enoj krivom -, a tacka 2¢ lezi
u neogranicenoj oblasti odredjenoj sa 7.

(c) Tacke 2i i —2¢ pripadaju oblasti ograncenoj krivom .

(d) Tacke 271 —2¢ pripadaju oblasti neogranc¢enoj krivom ~.

3. Neka je v kriva koja ne sadrZi ni jednu od tacaka 0, 7, —¢. IzraCunati

integral

4. IzraCunati integrale

(a)

/ zdz o1
a .
|z—al|=a 24 =1 7
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10.

(b) Izracunati integral

/ sin(72?) + cos(mz?)
=3 (2 —=1)(z—2)

2

(c) Izracunati integral

zt 102
/ P g >0
z=2 (22 +1)

. Neka je f analitiCka funkcija u krugu |z — a| < R. Dokazati da je

1 2

o ; fla+re*?)dp = f(a).

Neka je r pozitivan realan broj, a i b kompleksni brojevi takvi da je
la| < r < |b|. IzraCunati

1
/|Z=T (z=b)(z—a)™ dz.

. Objasniti zaSto f|2|=1 %dz nije moguce racunati po Cauchyevoj
integralnoj formuli sa f(z) = Re z. Dokazati da je za |z| = 1,

Re z = (2 + 2~ 1)/2 a zatim izraénati ovaj integral.

. Neka je R > 1ineka je f analitiCka funkcija u krugu {z : |z| < r}.

IzraCunati

1 /(2)

21 |z|=1 z—a

ako je (a) |a| < 1, (b) |a|] > 1.

dz,

Dokazati da za funkciju F' definisanu Cauchyevim integralom vaZi:
lim,_,~ F(z) = 0.

Dokazati da je indeks zatvorene dio po dio glatke Jordanove krive
u odnosu na neku unutrasnju tacku jednak 1 ako je kriva pozitivno
orijentisana i jednak —1 ako je ona negativno orjentisana.
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11. IzraCunati indeks tacke O u odnosu na put ~y ako je
(a) -y nastao nastavljanjem puteva y1,vy2 i y3: Y& (t) = (5/2 — k) +
ket t € [0, 27];

(b) ~ nastao nastavljanjem segmenta [—2, —1], puta —I'1, segmenta
[1,2] i puta I', ako je v (t) = ke't, t € [0, 7];
(c) - nastao nastavljanjem segmenta [—5, —1] i puta y1: 1 (t) =

te' /7, t € [m, 57).

12. Neka su 77 i 72 dio po dio glatki zatvoreni putevi: v, : [to,t1] — C
i7yg : [to,t1] = C,ivyiD putevi v(t) = y1(t)y2(t), I'(t) = 1 (t) +
’)/2(t),t € [to,tl].

(a) Dokazati da su «y i I' zatvoreni putevi.

(b) Dokazati da ako 0 ¢ ~y; U 72, tada vazi Ind,(0) = Ind,, (0) +
Ind,, (0).

(c) Dokazati da ako je |y1(t)| > |y2(t)|, za svako t € [to, 1], tada
je Indr(0) = Ind,, (0).

3 Posljedice Cauchyevih teorema

U ovom paragrafu formulisatemo i dokazati nekoliko znacajnih teorema
kompleksne analize, koja se mogu smatrati posljedicama teorije izloZzene u
prethodnom paragrafu.

Teorema 3.1. Neka je D C C oblasti f : D w— C analiticka funkcija u D.
Tada za svako z € D i svaki prirodan broj n postoji f(”) (z) i pri tome je

n n! f
fl )(Z):m/vm_(:))nﬂd%

gdje dio po dio glatka zatvorena kriva v C D orijentisana suprotno kretanje
kazaljke na satu, obuhvata tacku z i ograni¢ava oblast G C D.
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Dokaz. Neka je v proizvoljna kriva iz formulacije teoreme. Na osnovu
Cauchyeve integralne formule slijedi da je

f(z) = 217”/7 hf@z di.

Odavde i iz teoreme 3.2.10. slijedi tvrdjenje. O

Teorema 3.2 (Taylorova formula). Ako je funkcija f : D +— C analiticka u
oblasti D i ako K (z9,7) :={z € C : |z — 29| <r} C D, onda je

f(z) = ch(z —20)", 2z € K(20,7),
n=0

gdje je
1
Cp = /f(n)dn,n:O,l,....
v

= o (n — z)n+l

Dokaz. Tvrdjenje teoreme je posljedica Cauchyeve integralne formule, teo-
reme 3.2.9. i prethodne teoreme. O

Posljedica 3.3. Ako je funkcija f : D — C analiticka u oblasti D onda je i
funkcija f' : D — C analiticka u D.

Dokaz. Za svako zp € D funkcija f : D — C moze se predstaviti ste-
penim redom u nekom krugu K (2o, 7), pri ¢emu polupre¢nik konvergencije
r > 0 zavisi od zp. Na osnovu teoreme 2.6.8, u krugu K (zo,r) stepenim
redom se moZe predstaviti i funkcija f/(z), paje i f analiticka funkcija u
tacki zg. O

Posljedice Taylorove teoreme o razvoju analiticke funkcije u red su dva
zanimljiva svojstva analitickih funkcija, koja dokazujemo u sljede¢im dv-
jema teoremama.

Teorema 3.4 (o nulama analiticke funkcije). Ako analiticka funkcija f :
D — C u oblasti D nije identicki jednaka nuli, onda je skup Nul(f) :=
{z € D : f(z) = 0} najvise prebrojiv, nema ni jednu tacku nagomilavanja
u D i za svako zy € Nul(f) postoji tacno jedan prirodan broj n = n(zp),
takav da je f(z) = (z — 20)"g(2), gdje je g(2) analiticka funkcija u D, pri
Cemu je g(z9) # 0.
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Dokaz. Neka zy € Nul(f) proizvoljna nula funkcije f i neka je K (zp, ) :
{z€C:]z—2)| <r} CD.Tadaje

f(z) = ch(z —20)", z € K(z0,7).
n=0

Primijetimo da je c¢o = 0 (jer je f(z9) = 0), a nije identi¢ki jednaka nuli, bar
jedan od koeficijenata ¢, je razli¢it od nule. Uo¢imo ¢,, # 0 sa najmanjim
indeksom m € N. Tada je

F(2) = em(z=20) " +ema1 (2=20)" 4 = (2=20)"g(2), 2 € K (z0,7),

gdje je
9(z) =cm + ems1(z — 20) + -+, 2 € K(20,7).

Pri tome je g(z0) = ¢ # 0. Funkcija g je analitiCka u K (29, r). Odavde
slijedi da je g neprekidna u zg, pa postoji okolina O(zg) C D tacke zp u
kojoj je g(z) # 0. To znaci da je f(z) # 0 zasvako z € O(zp) \ {20}, pa
je zo izolovana nula funkcije f(z). Ako bi a € D bila tatka nagomilavanja
skupa Nul(f), onda bi, zbog neprekidnosti funkcije f, tatka a pripadala
skupu Nul( f). Tada bi a bila izolovana tacka skupa Nul( f), §to je suprotno
sa dokazanim svojstvom nula funkcije f. Odavde slijedi i da je skup Nul(f)
najvise prebrojiv. 0

Broj n = n(zp) iz iskaza teoreme nazivamo redom nule z funkcije f a
taCku zg nulom n-tog reda te funkcije.

Teorema 3.5 (o jedinstvenosti analitiCke funkcije). Ako su funkcije f : D —
Cig: D — C analiticke u oblasti D i ako je f(z) = g(z) na nekom skupu
A C D koji ima tacku nagomilavanja, onda je f(z) = g(z) za svako z € D.

Dokaz. Funkcija F'(z) = f(z) — g(z) je analiticka na D i jednaka je nuli
na A. Na osnovu prethodne teoreme slijedi da je F'(z) = 0 na D, §to znaci
daje f(z) = g(z) zasvako z € D. O

Primjedba 3.6. Teorema o jedinstvenosti analiticke funkcije u bliskoj je
vezi sa tehnikom analitickog produZenja. Ako je funkcija f : D — C
naliticka u oblasti D a funkcija F' : E — C analiticka u oblasti £ 2
D,E # D,iakoje F(z) = f(z) za z € D, tada se kaze da je F’ analiticko
produZenje (sa D na F) funkcije f. Prema teoremi o jedinstvenosti, ne mogu
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postojati dva razli¢ita analitika produZenja funkcije f. Kao primjer, moZemo
posmatrati funkcije

o0

1
f)=) (-1D)"2"iF(z) = .
;:0 1+2

koja je analiticka postoji, ono je jedinstveno. Funkcija f je analiticka u
D = K(0,1) = {2z : |z| < 1}, (to je krug konvergencije stepenog reda
> oo2 o(—1)"2™), dok je funkcija F" analiti¢ka u oblasti £ := C \ {—1}. Pri
tome je F'(z) = f(z) za |z| < 1, pa je F analiti¢ko produZenje sa D na E.
Zanimljivo je da ne postoji analiticko produZenje funkcije f sa D na oblast
koja sadrzi skup D = {z : |z| < 1}, (zasto?).

Naravno, ponekad nije moguce analiticki produZiti funkciju koja je anal-
iticka u oblasti D # C. Ako Zelimo pokusati da produzimo funkciju f,
definisanu stepenim redom, tada je prirodno da se u krugu konvergencije
K (zp,r) izabere neka tacka z; # 2z i napiSe Taylorv red te funkcije u
okolini tacke z1, tj. da se posmatra funkcija

© £(n)(,
gz) =3 LBy
n=0

n!

Moze se dogoditi da ovaj novi red konvergira u krugu K (z1,71), koji nije
sadrzan u K (zp,r). Tada funkciju f moZemo analiticki produziti postavl-
jajuéi F(z) = fi(z) za z € K(z1,r1) (pri tome ostavljamo F'(z) = f(z)
za z € K(zp,)). Postupak moZemo ponavljati vise puta. Recimo, ako je

oo

£(2) =Z(2(_‘)L

n=0
konvergira u krugu K (i, v/5) ka funkciji g(z) = 5. Funkciju g(z) moZzemo
razviti u Taylorov red oko tacke O :

o n

z
g9(z) =) g 2 € K(0,2),

n=0

koji nije dio kruga K (i,/5). Na taj nadin imamo analiticko produZenje
F funkcije f sa kruga D = K (i,4/5) u oblast £ = K (i v/5) U K(0,2)

definisano sa /s
z), z¢€ K(i,
Fle) = { A S
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Postupak moZemo nastaviti praveéi razvoj funkcije f, na primjer, u okolini
tacke zo = 7 + 2 i tako dalje.

Pitanje moguénosti i nacina analitickog produZenja ima vaZnu ulogu u
teoriji funkcija kompleksne promjenljive. Recimo, u izu€avanju svojstava
Riemmannove zeta funkcije i dalje u iz€avanju svojstava prostih brojeva,
vaznu ulogu ima pitanje analitickog produzenja. Mi ¢emo ova pitanja, i
pored njihove nesumnjive vaznosti ostviti po strani.

Sljedeca teorema se moze smatrati inverznom Cauchyevoj teoremi.

Teorema 3.7 (Morerina teorema). Ako je funkcija f : D — C neprekidna
na nekom otvorenom skupu D i ako je za svaki trougao A C D

/A f(2)dz =0,

onda je f analiticka u D.
Dokaz. Nekaje zo € D, 1 K(zp,7) = {z € C : |z — 29| < r} krug koji
leziu D i F : K(zg,r) — C funkcija definisana formulom
F(z) = f(n)dn.
[2072]
Ako je z € K(zp,r), tada za dovoljno malo h trougao A, &ija su tjemena

tacke 29, z, z+h, leziu K (zg, r) padakle iu D. Tada je, prema pretpostavci
teoreme,

/ Fdz= [ f(2)de+ / F(2)dz + / F(2)dz =0,
A [20,7] [z,2+h] [z+h,z0]

Odavde slijedi
Feeh)-F@ = [ - [ gan= [ oy
[20,7] [20,2+h] [2,2+h]

gdje se integrali po duzima [z, 2], [20, 2 + h] i [2, 2 + h], koje, ponavlajmo,
za dovoljno malo h, pripadaju krugu K (zg, 7). Neka je € > 0. Tada postoji
d > 0, takvo da je

n—zl <d=1[f(n) - f(z)] <e
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Izaberimo h € C, takvo da je |h| < d. Nekajei ¢ : [0,1] — C, gdje je
©(t) = z + th, parametrizacija duZi [z, z + h|. Tada je

z+h 1
/ f(n)dn:/ f(z+th)hdt

z 0

1 1

:/ [f(z+th) —f(z)]hdt—i—/ f(z)hdt

0 0
1

= [ 1+ th) = s+ £

Odavde i iz pretpostavljene neprekidnosti funkcije f slijedi:

‘ F(z+h) - F(2)

1
=D gt =| [ - senar

1
< /0 Flz+th) — £(2)| dt
1

gs/ dt = e.
0

To znadi da je funkcija F' diferencijabilna u svakoj tacki z kruga K (zo,7) i
pri tome je F'(z) = f(z). Dakle, F je analiticka funkcija, pa za svako z €
K(29,7) postoji F"(z), odnosno, za svako z € K (zp,r) postoji f'(z) =
F"(z). Kako z moZe biti proizvoljna tatka skupa D, slijedi da je funkcija f
analititicka u D. O

U nekoliko sljedecih tvrdjenja koristicemo pojam primitivne funkcije,
odnosno neodredjenog integrala kompleksne funkcije.

Definicija 3.8. Analiticka funkcija ' : D — C je primitivna funkcija
funkcije f : D +— C ako je F'(z) = f(z), zasvako z € D.

Lako se dokazuje da ako je F' proizvoljna primitivna funkcija funkcije
fuoblasti D C C, tadaje {F + ¢ : ¢ € C} skup svih primitivnih funkcija
funkcije f.

Primijetimo da je u toku dokazivanja Morerine teoreme dokazano je i
sljedece tvrdjenje.
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Teorema 3.9. Ako je funkcija f : D — C neprekidna u prostopovezanoj
oblasti D i ako je za svaku konturu vy C D, integral f,y f(2)dz = 0, onda je

za svako zy € D funkcija F(z) = f[ZO . f(n)dn primitivna funkcija funkcije
I
Sljedeca dva tvrdjenja su neposredne posljedice ove teoreme.

Posljedica 3.10. Ako je funkcija f : D — C analiticka u prostopovezanoj
oblasti D i zy € D, onda je F(z) = f[ZO . f(n)dn, z € D, primitivna
funkcija funkcije f u oblasti D.

Posljedica 3.11 (Newton-Leibnizova formula). Ako je funkcija f : D — C
analiticka u prostopovezanoj oblasti D i F' proizvoljna primitivna funkcija
Sfunkcije f, onda za bilo koje dvije tacke zy, z1 € D vaZi:

/[ Sy = P(e1) = Pl

4 Posljedice Cauchyevih teorema - nastavak

U ovom dijelu dokazujemo jo$ nekoliko posljedica Cauchyievih teorema o
integralima kompleksnih funkcija.

Teorema 4.1 (Cauchyeva nejednakost). Ako je funkcija f : K(zp,7) — C
analiticka u K (zo,7) i ako je |f(z)| < M za svako z € K (zg,r), onda je

.ml
£ (z) < M

Tn

Dokaz. Nekaje 0 < d < r. Tada je

n n! f
7 (z0) = / L

211 — 20

gdje je v krug {z : |z — 20| < ¢}. Slijedi da je

n! n!
o= [ ) o2 [l
7|, = =0) 27 ), Tn— 2l
nof M nl M M-nl
R A e R T e R T

Gornja nejednakost vazi za svako § < r, a za § — r dobijamo tvrdjenje
teoreme. O
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I u sljede¢em svojstvu analitickih funkcija moZe se vidjeti znacajna ra-
zlika u pojmu diferencijabilnosti funkcija realnih i kompleksnih funkcija.

Teorema 4.2. Akored ) > | fn(2) funkcija fy,(z) analitickih u oblasti D C
C konvergira ravnomjerno na svakom kompaktnom podskupu D' C D,
onda je suma f(z) tog reda analiticka funkcija na D i za svaki prirodan

broj l red % > | f,sl)(z) konvergira ravnomjerno na svakom kompaktnom
podskupu skupa D. Pri tome je

O =3 1(),2€D.
n=1

Dokaz. Dovoljno je dokazati da je tvrdjenje tacno za | = 1. Neka je v C
D kontura koja ograniava oblast A C D. Na osnovu teoreme 3.1.5. o
integraciji funkcionalnog reda, slijedi da je

L f(2)dz = i / fulz)dz =0,

a odavde, na osnovu Morerine teoreme slijedi da je f analiticka funkcija na
D.
Pretpostavimo sada da je D’ C D kompaktan skup. Sa s,,(z),z € D,

ozna¢imo sumu Y, fn(z). Jasno je da je, za svaki prirodan broj n sy
analitiCka funkcija na D. Pri tome, niz (s, ) konvergira ravnomjerno na D’
ka funkciji f. Izaberimo r > 0 takvo da Q := J, ., K(z,7) € D. Skup

2 je kompaktan. Na osnovu Cauchyeve nejednakosti slijedi da je, za svako
z e K,

sup,ca | (1) — sn (1)
r

f'(2) = sn(2)] <

Odavde, uzimajuéi u obzir da niz (s,) konvergira ravnomjerno na D’ ka
funkciji f, slijedi da niz (s,) konvergira ravnomjerno na D’ ka funkciji
1l O

Neposredna posljedica Cauchyieve nejednakosti je sljedece svojstvo ci-
jelih funkcija.

Teorema 4.3 (Liouvilleova teorema). Svaka ogranicena cijela funkcija je
konstanta.
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Dokaz. Pretpostavimo da za cijelu funkciju f : C — C postoji pozitivan
realan broj M, takav da je | f(z)| < M, za svako svako z € C. Posto je
f cijela funkcija, ona je za svako r > 0 analiti¢ka u krugu k(0,r) = {z :
|z| < r}. Slijedi da je za svako z € C i za svako r > 0,

Fe<

r

Odavde, pustajuéi da r — +oo, slijedi f/(z) = 0 za svako z € C, i dalje,
f = const. O

Primjer 4.4. Pretpostavimo da je funkcija f holomorfna u C i dokazimo
da je tada ona konstantna. Zaista, tada je f ograniCena funkcija, (jer je f
analiticka u beskonacno udaljenoj tacki), pa je, Liouvilleovoj teoremi ona
konstantna.

Isljedeée svojstvo je posljedica Cauchyeve teorije integralima komplek-
snih funkcija.

Teorema 4.5 (Princip maksimuma modula). Neka je D C C oblast, f :
D — C analiticka funkcijau D i K (zo,7) :={n € C: |n— 20| <r}. Tada

(i) |f(20)] < max{|f(z0 + 7€'0)| : 0 < 0 < 27}, pri Cemu jednakost
vaZi ako i samo ako je f = const;

(ii) Ako funkcija f nema nula na skupu K(zg,r), onda je |f(z0)| >
min{|f(z0 +re?)|: 0 <0 < 27} ;

(iii) Ako funkcija f nije konstantna na D, onda |f| ne dostiZe najvecu
vrijednost na D.

(iv) Ako je v C D dio po dio glatka zatvorena kriva koja obuhvata tacku
20 € D iograni¢ava oblast Q2 C D, onda je |f(z0)] < max{|f(z)|: z €
~}, pri demu jednakost vazi ako i samo ako je f = const.

Dokaz. Imamo da je

| f(z0)] =

1/ f(n) dn
270 Jg—zo)|=r M ~ 2

1 ol

27 [n—zo||=r |77 - ZO‘

1
— p— 20| =7} 2
< o max{|f(n) |: |y — zo| =r} - 2mr

= max{|f(z0 + re?)] : 0 < 6 < 27},
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pri ¢emu jednakost vazi ako i samo ako je funkcija f konstanta. Tvrdjenje
(i) je dokazano.
Tvrdjenje (iii) je direktna posledica tvrdjenja (i).

Dalje, skup 2 = Q U~y C D je kompaktan, funkcija | f| je neprekidna
na €, pa postoji tacka z1 € €2, takvadaje | f(z1)| > | f(2)| za svako z € Q.
Tada je z1 # zg, jer bi u protivnom, na osnovu (iii), funkcija f morala biti
konstantna na (2, a prema teoremi o jedinstvenosti analitiCke funkcije, tada
bi f bila konstantna na D. Time je dokazano tvrdjenje (iv).

Za dokaz tvrdjenja (ii) treba primijetiti da ako je f(zo + re'®) # 0 za
svako 0 < 0 < 2, onda je dovoljno primijeniti tvrdjenje (i) na funkciju
g= %, a ako je za neko 0,0 < 0 < 27, f(z + re'?) = 0, onda je tvrdjenje
(ii) ocigledno tacno . ]

I poznata osnovna teorema algebre moZe se izvesti kao posljedica Li-
ouvilleove teoreme, koja je opet skoro neposredna posljedica Cauchyeve
teorije o integraciji kompleksnih funkcija.

Teorema 4.6 (Osnovna teorema algebre). Nekaje Py, (z) = 2" +ay,_12" 1+
-+« 4 a1 2+ aq polinom stepenan > 1 sa koeficijenmtima iz polja komplek-
snih brojeva. Tada postoji tacka zy € C za koju je P, (zy) = 0.

Dokaz. Pretpostavimo da je P, (z) # 0 za svako z € C. Tada je

1
Z) =
cijela funkcija. Pri tome je
lf(2)] < L — Okada |z| —
z z 00.
~ 2 = omallz T = = Jaal2] = ol

Slijedi da postoji » > 0, takvo da je |f(z)| < 1 za |z| > r. Kako je za
lz| < r|f(2)] < M,toje|f(z)] < My := max{l, M}, za svako z € C.

Medjutim, prema Liouvillovoj teoremi, cijela funkcija +=, koja o¢igledno
. . : 1)

nije konstanta, ne mozZe biti ogranicena na C. O

Sljedece zanimljivo tvrdjenje je posljedica principa maksimuma mod-
ula.

Teorema 4.7 (Schwartzova lema). Ako je funkcija f : D — C analiticka u
krugu D = {z : |z| < 1}, i ako je f(0) = 0i |f(z)| < 1 na D, onda je
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|7/(0)| < 1i|f(2)] < |z| na D. Ako je pri tome ispunjen jedan od slledeca

dva uslova
(i) Za bar jedno zy € D, zg # 0, |f(20)| = |20

i) [ f'(0)] =1,
onda je ispunjen i drugi i tada je f(z) = az, gdje je |a| = 1.

>

Dokaz. Ako je f(z) = 0, onda je tvrdjenje ofigledno, ta¢no. Ako je
f(z) # 0, onda, na osnovu teoreme o nulama analiticke funkcije, slijedi da
je f(z) = zg(z), gdje je g(=) analiticka funkcija. Ako je |z| < r < 1, onda,

na osnovu principa maksimuma modula, slijedi da je

: ret?
9(2)] < max{lg(u)] : I = r} = lg(rey| = LU

Pustajuéi da » — 1 dobijamo da je
lg(2)| < 1zasvako z € D,

odakle slijedi da je za svako z € D,

1f(2)] < =
Kako je f'(0) = ¢(0), to je |f(0)] < 1. Ako je ispunjen uslov (i) onda
je lg(z0)] = 1, pa je, prema principu maksimuma modula, g = const,
odnosno, g(z) == a, pri ¢emu je |a| = |g(z0)| = 11 |f(0)] = |a| = 1.

Ako je ispunje uslov (i), onda je |¢(0)| = | f'(0)| = 1, §to znadi da funkcija
|g| najvecu vrijednost na D dostiZe u ta cki z = 0. Odavde, prema prinicpu
maksimuma modula, slijedi da je tada g(z) = consti f(z) = az, |a| = 11

[F'(0) = 1.

Dakle, ako je ispunjen jedan od uslova (i) ili (ii), onda je f(z) = az,
gdje je a = €'?; ako je z = pe'?, onda je f(z) = pe'(®t?) i preslikavanje f
je rotacija za ugao ¢. O

Koriste¢i Cauchyevu teoremu dokazademo da su vrijednosti real nog
(imaginarnog) dijela analiti¢ke funkcije u unutrasnjosti kruga odredjeni odgo-
varju¢im vrijednostima te funkcije na granici kruga.

Teorema 4.8 (Poissonova formula). Neka je funkcija f : D — C analiticka

ukrugu D = {z : |z| < 1} i neprekidna na D. Tada za svako z = pe'¥ € D
vazi:

2 _ 2 .
Re(f()) = 217r/0 1-2p ccl)s(tp— BEYA (F(e)dt.)
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Dokaz. Akojez € Dondaz,=1/z€ C\ D,paje

o) = 1 G f(n) .

= — , =
2mi In|l=11— % 2mi [n)l=1 " — %«

Oduzimanjem druge jednakosti od prve, zatim postavljanjem z = pei‘f’, z=
pe ¥,z = (1/p)e®,0 < p < 1,0 < p < 21, = €*,0 <t < 2m,
dobijamo

dt.

iy _ L [T (1= p*)f(eM)dt
Jpet?) = 27r/0 1 —2pcos(t — p) + p?

Razdavajajuci u prethodnoj formuli realni i imaginarni dio dobijamo Pois-
sonovu formulu i sli¢nu formulu za Im f(z2) :

1 27 1_p2 ;
Im f(z) = 277/0 = 2pcoslt — ) 7 2 Im (f(e™))dt.

Primjer 4.9. Odrdimo rjeSenje Dirishletove jednacine
Au(z,y) = 0,(z,y) € D = {(z,y) € R*: (2)* + (y)* < 1?}
koje je neprekidno na D = D U d(D) i koje zadovoljava uslov:
u(e,y) = g(z,y) nadD = {(z,y) € R?: (2)* + (y)* = r’},
gdje je g neprekidna funkcija na 0D.
Kako je v harmonijska funkcija, ona je relani dio neke analiticke funkcije
f, pa je, prema prethodnoj teoremi,

1— |2

mdzzx"_ly,

2w
u(z,y) = 27?/0 g(cost,sint)
Dalje je
U(.%', y) - g(x()v yO)

1 2w ) 1_|Z|2 2w 1_|Z’2
=5 {/0 g(cost,smt)iwt — z!th —/0 o Pdt

12 1—|z

=5 ; (g(cost,sint) — g(xo,yo))r
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Odavde, uzimajuéi u obzir ravnomjernu neprekidnost funkcije g na kruznici
0D, slijedi da u(z,y) — g(xo,yo) kada (z,y) = (x0,y0) € OD.

Teorema 4.10 (Schwartzova formula). Ako je funkcija f : D — C anal-
iticka u krugu D = {z : |z| < 1} i neprekidna na D, tada je, za svako
z=pe¥eD,

1 27 ; eit+z )
f(2) /0 Re f(et)mdt—i—zlm £(0).

:27T

Dokaz. Funkcija

1 271' ’it
o2 = o [ Re S5
0 -

2T ett

je analiticka u D i pri tome je Im g = 0. Iz Poissonove formule slijedi da se
njen raelni dio poklapa sa realnim dijelom funkcije f, pa je njihova razlika
f — g konstantna na D i ta je konstanta jednaka f(0) — g(0) = ¢Im f(0).
Dakle, f(z) = g(z) + ¢Imf(0), odakle slijedi Schwartzova formula. [

Zadaci

1. Dokazati da ako je F' primitivna funkcija funkcije f, ondaje {F +c:
¢ € C} skup svih primitivnih funkcija funkcije f.

2. Neka je funkcija f analiticka u oblasti D = {z € C : |z] < r},
|f(z) <M,z € D, f(29) = 0,2 € D. Dokazati da je

(a)
f(z) < m z€D.
® Mr
|f'(20)] < PR

3. Dokazati da polinom P, (2) = 2" + a 12" ' 4+ -+ + a1z + ag (n
prirodan broj > 1) sa koeficijentima iz polja kompleksnih brojeva ima
tacno n nula u C.
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10.

Neka je f analiticka funkcija koja preslikava jedini¢ni disk u jedini¢ni
disk D. Neka je z = 0 nula viSestrukosti n funkcije f. Dokazati da je
|f(2)] < |z|" za z € D. Dokazati da ako pri tome u nekoj tacki diska
D vazi jednakost | f(2)| = |z|™, onda je f(z) = c2™, gdje je |c| = 1.

. Neka je f analiticka funkcija koja preslikava jedini¢ni disk na sebe.

Dokazati da ako f ima dvije fiksne tacke, onda je f(z) = z.

. Pretpostavimo da je f analiticka funkcija na jedini¢nom disku D i

neprekidna na granici 0D. Dokazati da ako je |f(z)| < M za z €
OD,Re z > 01 |f(z)] < Mazaz € OD,Re z < 0, tadaje |f(0)| <
VM - My. (Uputstvo: funkcija g(z) = f(z2) - f(—=) je analititka
na jedini¢nom disku i na granici zadovoljava uslov |g(z)| < M M,.
Zato je |g(0)] = |72(0)] < My M)

. Neka je f analiticka funkcija na jedini¢nom disku D i neprekidna na

granici dD. Dokazati da ako za svako k = 0, ...,n — 11isvako z koje
zadovoljava uslov 2k7/n < arg z < 2(k + 1)7/n, vazi | f(z)| < M

za z € 9D, tadaje |f(0)| < M'

. Neka je funkcija f analiticka na pravilnom n—touglu M, sa jednim

tjemenom u tacki z = 1 i centrom u 0 i neprekidna na granici OM.
Dokazati da ako za svako k£ = 0, ...,n — 11 svako z koje zadovoljava
uslov z € 0D, 2k /n < argz < 2(k + 1)m/n vazi |f(z)] < My,

tada je | £(0)| < {/TTjZg M-

. Dokazati da ako je funkcija f analiticka u oblasti D, razlicita od kon-

stante, tada jednacina f(z) = a ne moZe imati beskonatno mnogo
rjeSenja u oblasti D.

Da li postoji funkcija f koja je analiti¢ka u nekoj okolini tacke nula i
koja zadovoljava uslov

(a) f(%):cos’%,nzlﬂ,...;
0

(b) f( )zsin%,nzl,?,...;
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(©) f(%) =e "F,n=12,..;

(d) ‘f<1>‘<6_”,n:1,2,...;
mn
(e) 2”<‘f <1>‘<21”
n
1\ (-1
® ‘f<n>_2n+1

11. Odrediti analiticke funkcije u okolini tacke zg koje zadovoljavaju uslove

1

n2’’

_ 1 1.
n+1>_1_2712+2n+1’zo_1’

1 cosZn
© f<n> "o =0

12. Odrediti sve analiticke funkcije takve da je f(0) = 1 i koje u nekoj
okolini tatke zp = 0 zadovoljavaju uslov f(2z) = f(3z).

13. Dokazati da je sin 2z = 2sin z cos z za svako z € C.

14. Neka su funkcije f; i f2 analiticke u oblasti D i u toj oblasti zadovol-
javaju diferencjalnu jednalinu f’(z) = P(z, f(z)), gdje je P(z,w)
polinom. Dokazati da ako u nekoj tacki zp € D vazi jednakost
fi1(z0) = fa(20), onda je fi(z) = fa(z) na D.

15. Neka su funkcije f; i fo analiticke u oblasti D i u toj oblasti zado-
voljavaju diferencjalnu jedna¢inu f(™)(2) = P(z, f, f',..., f™ 1),
gdje je P(y1,v2,--.,Ym) polinom. Dokazati da ako u nekoj tacki
2o € D vaze jednakosti f1(z0) = f2(20), f1(20) = f5(20), .-,

"(20) = f5"""(20), onda je f1(z) = fa(z) na D.
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16. Neka je f cijela funkcija koja zadovoljava uslov | f(z)| < e*, gdje je
x = Re z. Dokazati da postoji konstanta ¢ € C, |¢| < 1, takva da je

f(z) = ce?.

17. Neka je f cijela funkcija. Dokazati sljedeca tvrdjenja:

(a) Akoje f(z+2m) = f(2)i f(z+2mi) = f(2) zasvako z € C.
tada je f konstanta.

(b) Akoje |f(z)] > M zasvako z € C, tada je f konstanta.
(c) Ako je ef ograni¢ena funkcija, tada je f konstanta.

(d) Ako je Re f ograniena funkcija, tada je f konstanta.
(e) Ako f(z) — oo kada |z| — oo, tada je f(z) = 0.

S Laurentov red. Izolovani singulariteti

U prethodnom paragrafu dokazali smo da se svaka funkcija koja je anal-
iticka u krugu moZe predstaviti stepenim redom, i obrnuto, da je funkcija
koja je predstavljena stepenim redom analiti¢ka u krugu konvergencije tog
reda. Za formulu kojom se uspostavlja jednakost analiticke funkcije i nekog
stepenog reda govorili da je Taylorova formula. Laurentova formula je
uopstenje Taylorove formule; ona se odnosi na funkcije analiticke u kruZznom
prstenu, a ¢lanovi odgovarujuceg reda su funkcije oblika a(z — zp)™, pri
¢emu stepeni n mogu biti proizvoljni cijeli brojevi.

Teorema 5.1 (Laurentova teorema). Ako je funkcija f : K — C analiticka
uprstenu K = {z € C :r < |z — z0| < R} # 0, onda je

o0

f(Z) = Z Cn(z - Z())n? z € Ka

n=-—oo
gdje je
1 f(n)
ehn=— [ —————dn,n=0,£1,+£2, ...,
" 2772[,(77—20)"“ !

pri Cemu je y kruznica |n — zo| = p,v < p < R.
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Dokaz. Neka je z € K fiksirana tacka iz prstena K i r1 i R; pozitivni
brojevi, takvi da je r < r1 < |z — 29| < R1 < R. Na osnovu Cauchyeve
integralne formule slijedi da je tada

K

Slika 3.4: Laurentova teorema i Cetiri kruga

f(2) = fi(2) — fa(2),

gdje je
! WU 1 fop 1
fl(z):2‘/ | )dnzz'/ W dn
T In—zol=Fu 11~ 2 T Jpyzglmry 1 — 20 1 — 22
1 / 1 f 1
fa(z) = 2/ (n) dn = e (n) ——dy
T Sin=zol=r1 11— % T Jlp—zol=r1 # — 201 — z—2zo

Ako je |n — zo| = Ry, tada je <1, paje

1 s Z—z k
B — 20
=== ()

n—z0

z—20
n—2z

n—%20
Z2—20

1 (="
1_TIZOZZ<Z_ZO) :

Z—20 k=0

Sli¢no, ako je |n — zo| = r1, slijedi da je = % < 1, paje
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Na osnovu Weierstrassovog kriterijuma o ravnomjernoj konvergenciji
slijedi da u oba slucaja prethodni geometrijski redovi konvergiraju ravnom-
jerno po 7, pa se mogu integraliti ¢lan po ¢lan. Integraljenjem dobijamo

1 f(n 1
fl(z) - / ( ) zZ—20 dn
270 Jip—zgj=Ry M — 201 — =20

n—=20
1 / HORS (z—zo)k > K
=5 dn=> ck(z—20)"
27TZ ‘U—ZO‘ZR1 [77 — 20 ;) n—=zo ;)
gdje je
1 f(n)
Ck = - ————dn,k=0,1,....
270 Jjy—zol=ry (N — zp)kt+1
Takodje je
1 f(n) 1
o=t | 1,
21 J-zolm 7~ 201 — 122
1 s —2\"
:./ f(n) Z(U Zo> dn
2710 Jy—zol=r, | Z — %0 o \F 20
0o 1 l k=—0o0
Yu(25) = X et
gdje je
1
bl:i‘ f(n)(n_z())ldnal:oalw“?
211 |77—ZO|:7“1
1 f(n)
=b_ = — ———dn,k=0,1,....
o e 2mi |n—z0|=r1 (77_ ZU)k+1 G o

Na kraju, primijetimo da u formulama za koeficijente cy, prema Cauchyevoj
formuli za viSestruko povezane oblasti, integraciju po kruznicama |n—zo| =
r11|n— 20| = R1 moZzemo zamijeniti integracijom po proizvoljnoj kruznici
v ={n:|n— 20| = p}, gdje je r < p < R (i ¢ak po proizvoljnoj konturi
koja obuhvata kruznicu |n — zp| = 7 i leZi unutar kruznice |n — zp| = R).
Odavde slijedi tvrdjenje teoreme.
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Red

[e.e]

Z en(z—20)", 2z € K,

n=-—00
gdje je
_ 1 f(n)
2w ) (g — )t

naziva se Laurentovim redom funkcije f. Takodje se govori da je formulom

dn,n=0,+1,42, ...

iz tvrdjenja teoreme dato razlaganje funkcije f u Laurentov red. Pri tome se
zared )7 cn(2—20)" kaze da je pravilni dio a zared S en(z—20)"
da je glavni dio Laurentovog reda y > ¢n(z — 20)™.

U sljedecoj teoremi dokazuje se jedinstvenost razlaganja analiticke funkcije
u Laurentov reda

Teorema 5.2. Ako je funkcija f : K — C analiticka u prstenu K = {z €
C :r < |z — 20| < R}, onda se ona u Laurentov red razlaZe na jedinstven
nacin.

Dokaz. Neka je

oo o0

f(z) = Z cn(z —20)" = Z an(z —20)",z € K.

n=—o0 n=—o0
MnoZeéi gornju jednakost sa (z — z) ™"~ ! i integrale¢i duZ kruZnice |z —
20| = p, 7 < p < R, dobijamo da je a,, = ¢,, za svaki cijeli broj n. O

Primjer 5.3. Razviéemo funkciju
1
R
(koja je analiti¢ka na skupu C\ {0, 1}) u Laurentov red po stepenima (z —1)
na dva razli¢ita nacina, odnosno u dva razli¢ita prstena. U prstenu {z : 0 <
|z — 1] < 1} vazi
1 1 1 1
Cz(1-2)2 (z-12 14+ (2—1)

LS
= D"z —-1)"
(2_1)271:0
“+o0o

=) (-D"z-1"0<|z—-1| <L

n=—2
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S druge strane, u oblasti {z : |z — 1| > 1}, Laurentov razvoj funkcije f ima
oblik

&) =T
1 1
(z—1)3 . 1—|—Zi1

1 =

BCESIE Z(—l)"(z -7
n=0
-3

= > )" E-D) -1 > 1

Napomenimo da ¢injenica da postoje razli€iti razvoji funkcije f u Laurentv
red po stepenima z — 1 ne protivrjeci teoremi o jedinstvenosti Laurentovog
reda, jer se tada (i u ovom primjeru) radi o razvojima u razli¢itim oblastima.

Naravno, funkciju moZemo razviti i u prstenu {z : 0 < |z| < 1} po
stepenima z. Naime, tada je

f(z) = 1(1_12)2 = %Z(n—i— 1)2" = Z (n+2)2",0< 2| < 1.
n=0 n=—1

Primjer 5.4. Razmotrimo dva specijalna slucaja.
(a) Ako je R = +o0 i funkcija f analitika i ogranicena u oblasti {z :
|z — 20| > r, tada za svako n > 0 i svako p > r, vazi

f(z)dz 1 f(z M
JC N Py =
2—z0]=p (2 — 20) 2 —p |2 — 20| P

odakle, s obzirom da p > r mozZe biti proizvolno veliko, slijedi da je ¢,, = 0
zan > 0, odnosno, tada je

ea] = =
Cp|l = —
" 2

0

flz) = Z en(z —20)", |2 — 20| > 7.

n=—oo

(b) Ako je r = 0i funkcija f analitika i ograniCena u oblasti {z : 0 <
|z — 20| < R, tada za svako n < 01 svako p < R vazi

d M
/z—zoip@'f—(zl)i“ S/ IOl g < Mg

z—zo\:p ’Z _ zO|n+1 _

1

len| = %
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kada p — 0.
Odavde slijedi da je ¢, = 0 zan < 0, pa je Laurentov red funkcije f u
prstenu 0 < |z — 29| < R sadrZi sao pravilni dio

0

f(z) = Z en(z —20)", 0 < |z — 20| < R.

n=—oo

Primijetmo da se u prethodne dvije teoreme (i u prethodnim primjerima)
dopusta da je » = 01 (ili) R = 4o0. U slu€aju r = 0, razlaganje funkcije u
Laurentov red moZe biti kori§éeno za izu¢avanje ponasanja funkcije f kada
zZ — 20.

Definicija 5.5. Tacka zq je izolovani singularitet funkcije f ako postoji poz-
itivan broj r, takav da je funkcija f analiticka u skupu {z € C : 0 <
|z — 20| < r} a nije analiticka u krugu {z € C : |z — z| < r}.

u

Ako je tacka zq izolovani singularitet funkcije f, onda se funkcija f
moZe razloziti u Laurentov red:

—1
f(z) = Z en(z—20)",2€ K={2€C:0< |z—2]| <7}
n=-—o00
Zavisno od toga koliko ¢lanova sadrZi glavni dio Laurentovog reda funkcije
f, singulariteti se klasifikuju na sljedeci nacin:

(a) Ako je c_,, = 0 za svako n > 0, onda se Laurentov red svodi na
njegov pravilni dio i tada se kaze da je zo otklonjiv (prividan) izolovani
singularitet funkcije f.

(b) Ako glavni dio Laurentovog reda funkcije f sadrzi kona¢no mnogo
¢lanova, tada se kaze da je zo pol funkcije f. Pri tome, ako je m prirodan
broj takav da je c_,, # 01 c_; = 0 za svako k > m, tada se kaze da je z
pol reda m funkcije f. Za pol reda m = 1 funkcije f kaZze se da je prosti pol
funkcije f..

(c) Ako glavni dio Laurentovog reda funkcije f sadrzi beskonacno mnogo
Clanova tada se kaze da je zq esencijalni singularitet funkcije f.

U sljedecoj teoremi daje se nekoliko kriterijuma pomoc¢u kojih se moze
utvrditi da li je zg otklonjivi izolovani singualritet funkcije f.
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Teorema 5.6. Ako je zg izolovani singularitet funkcije f, tada su sljedeci

uslovi ekvivalentni: o o . N
(a) Tacka zg je otklonjiv izolovani singularitet funkcije f;

(b) Postoje cy € Cir > 0 takvi da je funkcija

F — 0< — <
- { G 93-al <
analitickau {z € C : |z — zp| < r}.

(c) Postoji lim,_, ., f(z).

(d) Postoji v > 0, takvo da je funkcija f ograni¢na na K (zo,7)\ {20} =
{zeC:0<|z— 2| <71}

Dokaz. Ako je zg otklonjiv singularitet onda je

f(z) =coter(z—z0)+ - Hen(z—20)"+ - ,z€ {2 € C:0< |z—20| < r}.
Ako funkciju f definiS§emo stepenim redom

f(2) = cotci(z—z0)++en(z—20) "+ ,z€ {2z € C : |z—2]| <r}.

tada je f analiticka u krugu {z € C': |z — 2| < r}.
Dakle, (a) = (b).

Iz (b) slijedi da je lim,,., f(z) = lim,,,, f(2) = co, $to znali da
(b) = (c).

Dalje, ako je ispunjen uslov (c) i ako je lim,_,,, f(2) = co, onda postoji
krug K (zg,r) takav da je | f(z) — co| < 1 za svako z € K(zg,r). Odavde
slijedi da je | f(2)| < |eo| + 1, odnosno (¢) = (d).

Na kraju, pretpostavimo da je ispunjen uslov (d). Tada je, za dovoljno
malo r, funkcija f ogranienana {z € C : |z — 29| < r}, pa za za svako
n € Nikruznicuy = {z € C:0 < |z — 2| = r} vazZi:

1 f(n) L |f ()]
= o [ <3 [t

1
< M?TH_I'QWT:M’F” — O kadan — oo.
T

Odavde slijedi da je c_,, = 0, pa je 2o otklonjiv singularitet funkcije
f. To znati da (d) = (c¢). Ukupno, imamo da (a) & (b)) = (¢) =
(d) = a), ¢ime je teorema dokazana. O

Racunanjem grani¢ne vrijednosti lim,_, ., f(z) moZe se utvrditi i da li
je izolovani singularitet zg pol funkcije f.
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Teorema 5.7. Izolovani singularitet zy funkcije f je pol te funkcije ako i
samo ako je lim,_, . |f(z)| = oo

Dokaz. Pretpostavimo da je zg pol reda m > 1 funkcije f. Tada postoji
r > 0, takvo da je

f(z) =em(z—20) "+ Z ci(z—2)z€{z€C:0<|z—2| <r}.
i=—(m—1)
Odavde slijedi da je 2 otklonjiv singularitet funkcije
oo
9(2) = (z—20)"f(2) = Y cjmm(z—20),z€{2€C:0<|z—2]| <r},
j=0

lim ¢g(z) = lim f(2)(z — 20)™ = ¢m # 0,

Z—r20 Z—r20
paje lim; ., | f(z)] = +o0.
Obrnuto, ako je lim,_,, | f(2)| = +oo, tada postoji r > 0, takvo da je
f(z) #0za0 < |z — 29| < r. Posmatrajmo funkciju

ho-{ g Dslwl<r

zZ =20

Posto je lim,_, ., f1(z) = 0, to je funkcija f; analiti¢ka u krugu K (zp,r) =
{z € C: |z— 2 < r}, pri Cemu je zy jedinstvena nula funkicje f1 u
tom krugu. Zbog toga postoji prirodan broj m, takav da je f1(z) = (z —
20)"g(z), gdje je funkcija g analitiCka u krugu K (29, r), g(z0) # 0. Slijedi
da je i funkcija g1 (2) = ﬁ analiti¢ka u K (zg,r), pa je

f(z2)=(z—2) "—
() ( 0) g(Z)
(z — 20) Zb z—29)"
:szz—zo
=0
= Z cj(z—20),0 < |z — 20| <7, c_m = by = g(20) # 0.

Sto znacdi da je zg pol reda m funkcije f. O
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Teorema 5.8. Ako je zg izolovani singularitet funkcije f, tada su sljedeci
uslovi ekvivalentni:

(a) Tacka zq je pol reda m.

(b) Za svako k < m tacka zq je pol funkcije hy(z) = (z — 2z0)*f(2) i
otklonjiv singularitet funkcije g(z) = (z — z0)"™ f(2).

(c) lim,suy (2 — 20)™ f(2) = B, gdjeje B # 0 B # oc.

(d) Tacka zq je nula visestrukosti m funkcije

fi(z) = f(lz), ze{z:0<|z— 2| <r}
0, zZ =2

Dokaz. Neka je ispunjen uslova (a). Tada je

F(2) = comlz—20) "+ e (z—20) "ot e (2=20) L eom # 0,
z€ K(z0,7)\ {20} ={2€C:0<|z—2| <r}.Tadajezak <m

hi(2) = (2 = 20)" f (2)

=com(z—20) 7" + -+ co(z — 20)
z € K(z0,7) \ {20},

Fpoealz— 20

odakle slijedi da je za tacka zg pol reda m — k funkcije hy, dok je za k =
m tacka zq otklonjiv singularitet funkcije g(z) = hp,(2) = (2 — 20)™ f(2).
Dakle, (a) = (b).

Pretpostavimo da je ispunjen uslov (b). Tada je zg pol funkcije h,,—1(2) =
(2 — 20)™ L f(2), pa postoji r > 0, takvo daje za 0 < |z — zo| < 7,

hm_1(2) = b_j(z—20) "4 bo+bi1(z—20)+- - +bu(z—20)"+-- -,
gdje je b_; # 0. Posto je z( otklonjiv singularitet funkcije

9(z) = (2 — 20)" f(2) = (2 = 20) hin—1(2),
imamo da je

g(2) = b_y(z—20) " 4 b+ bo(2—20)+ -+ b (2—20)" T
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Laurentov red funkcije g sastoji se samo od pravilnog dijela, pa iz uslova
b_; #Oslijedidajel=1,b_1 #0i

Zb z—zoj'H

j=—1
Odavde dalje slijedi
o g9lx») —m n
f(z) — 7(’2_20)7” — C—m(Z_ZO) ++CO++CH(Z_ZO) + R

gdje je ¢y, = b_1 # 0, paje zo pol reda m funkcije f. Dakle, (b) = (a),
odnosno (a) <= (b).

Ponovo pretpostavimo da je ispunjen uslov (a), odnosno da je zy pol
reda m funkcije f. Tada postoji r > 0, takvo da je

fz)=com(z—20)""+-Fcot+eci(z—2)+-, 0<|z—2| <,
gdje je c_,,, # 0. Odavde slijedi da je
lim (2 — 20)" f(2) = B,

Z—20

gdjeje B =c_p # 01 # oo. To znadi da (a) = (c).
Obrnuto, ako postoji lim,_, ., (2 —20)™ f(2) = B # 0, tada je zo otklon-
jiv singularitet funkcije g(z) = (z — 29)™ f(z), pa postoji realan broj r > 0,

takav da je
o0
= Zbl(z —20)', bo #£0,0< |z — 20| <.
Odavde slijedi da je
o0
f(z)=(2—20)""g(z) = Z ci(z—20), 0 < |z — 2| <1,
i=—m

gdje je c_,, = by # 0, §to znaci da je 2z pol reda m funkcije f. Uzimajuci
u obzir prethodna razmatranja, zakljucujemo da je (a) <= (c).

Dokazimo jo§ da (¢) = (d). Pretpostavimo da je izpunjen uslov (c) i
posmatrajmo funkciju g(z) = (z — 20)" f(z), koja je, za neko r > 0, anal-
iticka u prstenu {z : 0 < |z — zo| < r}. Postavimo g(zp) := lim,_,,, g(2).
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Tada je, prema uslovu (c), g(zo) # 0. Odavde, zbog neprekidnosti funkcije
g u krugu {z : |z — 29| < r}, slijedi da postoji r; > 0, takvo da je
g(z) # 0za |z — 29| < 7. Funkcija fi1(z) = % = (z — 2z0)"h(2),
gdje je h(z) = ﬁ analiti¢ka i razli¢ita od nule u krugu |z — 29| < r1. To
znaci da je zo nula reda m funkcije f1, odnosno da (¢) = (d).

Pretpostavimo da je izolovani singularitet zy funkcije f nula reda m
funkcije f1. Tadaje fi(z) = (2—20)"h(z), pri Cemu je h(zp) # 0. Funkcija
h(z) = fi(2)(z — z9)~™ je analiticka (pa dakle i neprekidna) u nekom
krugu {z : |z — 29| < r1}, a odatle slijedi da je h(z) # 0 u nekom krugu
{z : |z — 29| < r}. Odavde sijedi da je i funkcija g(z) = ﬁ analiticka u
krugu {z : |z — z0| < r}ida je pri tome g(zo) # 0. Tada je

9(z) =Y bi(z = 20)", bo #0,
=0

e}

f(z) = (z—20) "g(2) = Y cilz = 20)", pri&emujec_y, = by # 0.

i=—m

To znaci da je zy pol reda m funkcije f. Dokazali smo, dakle, da (d) =

(a).
Uzimajuéi u obzir i ranije dokaze, imamo da je (a) <= (b), (a) <
(¢), (¢) = (d) = (a), ¢ime je teorema dokazana u potpunosti.

Ostaje da primijetimo da se izolovani singularitet zy funkcije f prepoz-
naje kao esencijalni singularitet tako $to se negiraju dvije preostale mogucnosti:
da je to otklonjiv singularitet i da je pol. To znaci da je izolovani singularitet
2o funkcije f(z) esencijalni singularitet te funkcije ako i samo ako (u C) ne
postoji lim,_, ., f(z). Odavde slijedi sljedece tvrdjenje:

Teorema 5.9. Ako je zg izolovani singularitet funkcije f i ako je f(z) # 0

u nekoj okolini tacke zy, tada je zg esencijalni singularitet te funkcije ako i
samo ako je zy esencijalni singularitet funkcije %

Primjer 5.10. Neka je f(z) = ex. Ako jezn =1 tadaz, = 01 f(z,) =
e" — 400 kadan — oo. S druge strane, ako je z, = —%, tada z, — 01
f(zn) — 0kadan — oo. Ako je w € C,w # 0, tada postoji a € C, takvo
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1

1 a __ 1 —
daje e = w. Ako je zn = o

tada z, — O kadan — oo f(z,) = w.

Dakle, tatka zop = 0 je esencijalni singularitet funkcije f (2) = ex. Pri
tome, za svako w € C postoji niz (zy ), takav da z,, — 0 a f(z,) — w kada
n — oo.

Teorema 5.11 (Casorati-Weirestrassova). Izolovani singularitet zy funkcije

f je esencijalni singularitet te funkcije ako i samo ako za svako w € C
postoji niz (zy,) koji konvergira ka zy, takav da f(z,) — w kada n — oc.

Dokaz. Jedan dio tvrdjenja je direktna posljedica teorema o otklonjivom
singularitetu i polu funkcije: ako za svako w € C postoji niz (zy,), takav
da z, — 201 f(zn) — wkadan — oo, onda je zy esencijalni singularitet
funkcije f.

Pretpostavimo da je 2 esencijalni singularitet funkcije f. Tada je

-1

f(2) = f(z) + fa(z) = Y enlz—20)" + ) ealz = 20)"

n=—o0o n=0

2eK={2€C:0<|z— 2| <r},

pri ¢emu je beskonacno mnogo koeficijenata c,, sa negativnim indeksom n
razli¢iti od nule. U toku dokaza teoreme o Laurentovom redu dokazano je

datadared S 1 ¢, (z — 20)"(= fi(2)) konvergira za svako z € C \

n=—oo
{20}. Slijedi da je funkcija g(n) = c_1n + c_on® + -+ + c_pn™ + - -+
analiticka u cijeloj kompleksnoj ravni C. Posto ta funkcija nije konstantna,
ona je, prema Liouvillovoj teoremi, neogranicena. Slijedi da postoji niz

(Mn), Mn — o0, takav da g(n,) — oo. Tada niz z, = 29 + n% — 20, a

fi(zn) = 00, fa(zn) — 0, pa f(z,) — oo kadan — oo.

Pretpostavimo sada da je w € C. Ako je 2 tacka nagomilavanja skupa
A = Null (h) nula funkcije h(z) = f(z) — w, onda postoji niz (z,) tataka
skupa A, takav da z, — 2o, atada f(z,) — w. Ako zy nije tacka nagomila-
vanja skupa A, onda postoji krug K(zg,¢) koji ne sadrZi ni jednu nulu
funkcije /. Tada je funkcija ¢ = # analititka u skupu K (zo,¢) \ {20}
Tacka zg je esencijalni singularitet i funkcije h i funkcije ¢. Pri tome postoji
niz (z,) takav da z, — 2o i p(2,) — oo kadan — oo. Tada h(z,) — w,

odnosno, f(z,) — w kadan — oc.
0

Iz Casorati-Weirestrassove teoreme slijedi da ako se posmatraju svi ni-
zovi (z,,) koji konvergiraju ka esencijalnom singularitetu z( funkcije f, onda
je skup svih taaka nagomilavanja odgovarajucih nizova (f(z,)) proSirena
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kompleksna ravan. To je bitno drugacija situacija od situacija kada je zg pol
(tada je skup svih tacaka nagomilavanja nizova (f(z,)) tacka co), ili kada
je zo otklonjiv singularitet (tada je skup svih taCaka nagomilavanja nizova
(f(zn)) neka tacka iz C). Dakle, ponasanje funkcije f u okolini izolovanog
singulariteta zavisi od glavnog dijela Laurentovog reda u okolini tog singu-
lariteta

Bez dokaza dajemo sljedeéu teoremu, opstiju od Casorati-Weirestrassove
teoreme.
Teorema 5.12 (Picardova teorema). Ako je tacka zg € D esencijalni sin-
gularitet funkcije f : D — C, onda za svaku okolinu O(zp) C D tacke z
i svako w € C, sa izuzetkom najvise jedne vrijednosti, postoji beskonacno
mnogo tacaka z € O(zy), takvih da je f(z) = w.
Primjer 5.13. Dokazimo da je tvrdjenje Picardove teoreme ta¢no za funkciju
f(z) = ex. Zaw # 017 > 0jednatina e/ = w, |n| < r, je ekvivalentna
sa jednacinom e* = w, za |z| > 1/r. Nekaje z =  + iy iw = u + iv.
Tada je |w| = e i e™ = e". Slijedi da su rjeSenja polazne jednacine
z =log|w| +i(v+2km), k € Z.

Razmotrimo posebno slucaj kada je izolovani singularitet funkcije f
tacka zp = oo. Tada postoji r > 0, takvo da je na skupu {z € C : |z| > r}
funkcija f analiticka. Slijedi da je funkcija ¢(n) = f(1/n) analiticka na
skupu {n: 0 < |n| < %} pa je n = 0 izolovani singularitet funkcije ¢. To
znaci da u okolini tacke 0 funkciju ¢ mozemo razloziti u Laurentov red

[e'e) —1 [e'e)
w(n)=f<1> =Y anf = Y ant S et
k=0

n

k=—o0 k=—o0
odakle slijedi da je
—1 e’} 00 00
f(z) = Z cpz k4 Z cpz k= Z cpit + Z ez "
k=—00 k=0 k=1 k=0

KaZemo da je gornjom formulom dato razlaganje funkcije f u Laurentov
red u okolini tacke co. Pri tome se red Y-, c_p2" naziva glavnim dijelom
ared > oo ¢z~ ¥ pravilnim dijelom ovog Laurentovog reda. Klasifikacija
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izolovanog singulariteta zg = oo funkcije f vrsi se na uobi¢ajen nacin: ako
glavni dio Laurentovog reda funkcije f u okolini beskona¢no udaljene tacke
sadrzi beskonacno mnogo ¢lanova, onda je zg = oo esencijalni singularitet
funkcije f; ako je c_,, # 01ic_; = 0 za svako k > m, onda je zp = oo
pol reda m funkcije f; ako Laurentov red sadrZi samo pravilni dio onda
je zo = oo otklonjivi singularitet funkcije f. Ukupno, beskonacno udaljena
tacka je esencijani (pol reda m, otklonjiv singularitert) izolovani singularitet
funkcije f ako i samo ako je tacka = 0 esencijalni singularitet (pol reda
m, otklonjiv singularitet) funkcije ¢(n) = f (1/7).

Primjer 5.14. (a) Beskonac¢no udaljena tacka je izolovani singularitet funkcije
f(z) = z7!sinz. Da bismo utvrdili prirodu tog singulariteta dovoljno je
posmatrati funkciju ¢(n) = f(1/n) = nsinl/n, koja u tacki ny = 0
ima otklonjiv singularitet. Dakle, zy = oo je otklonjiv singularitet funkcije
f(z) = z"1lsinz.

(b) Ako je f(2) = e, tada je ¢(n) = f(1/n) = €'/", i posto je ny = 0
esencijalni singularitet funkcije ¢, to je zg = oo esencijalni singularitet
funkcije f.

(c) Beskona¢no udaljena tacka je pol reda dva funkcije f(z) = (z —

1)3/z.

Definicija 5.15. Ako je Q oblast u C ili u C a funkcija f analiticka u Q\ E,
gdje je E C §Q skup polova funkcije f, tada se kaZe da je f meromorfna na
Q

" Za funkciju koja je meromorfna na C kratko kazemo da je meromorfna.

Primjer 5.16. (a) Funkcija f(z) = g;:(é)), gdje su P, i @, polinomi ste-
pena n odnosno m, je meromorfna. Njeni polovi su su nule polinoma Q.

Funkcija f nema drugih izolovanih singulariteta.
(b) Jedini izolovani singulariteti funkcije

_ [ ==, 2#0
f(z)_{ ol 2l

su zp = 2kmi, k = +1,4+2,... ito su polovi, pa je f meromorfna funkcija

Primjedba 5.17. Primijetimo da ako je f meromorfna funkcija, tada je skup
E njenih polova najvSe prebrojiv. Ako je f meromorfna na C, tada je skup
njenih polova konacan. U protivnom, ako bi skup E bio beskonacan, tada
bi u C, postojala tatka nagomilavanja skupa F. To bi bila singularna tacka
funkcije f, ali ne bi bila izolovani singularitet.
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Teorema 5.18. Ako je f meromorfna funkcija, takva da je beskonacn udal-
Jjena tacka njen otklonjiv singularitet ili pol, tada je f racionalna funkcija.

Dokaz. Nekasu z1, 29, ..., 2z polovireda myi, ma, ..., mg, a zg = co pol
reda [ > 0 funkcije f. Posmatrajmo proizvod

k

9(z) = = f(2) [ (= = 2™

Jj=1

Slijedi (v. teoremu 3.5.6) daza svako j € {1,2, ..., k}, postojilim, . g(2).
Istovremeno, postoji lim,_,o, g(z). Dakle, svi singulariteti funkcije g su
otklonjivi, pa je g(z) konstanta. Odavde dalje slijedi da je

l

f(z) = 22

Sto je i trebalo dokazati. O

Zadaci

1. Razviti u Laurentov red funkcije po stepenima z — a u oblastia D ako

je
a)f(z):m,azO,D:{zeC:1<|z]<2},
b) f(2) = osirmyy 0= —LD={z€C:0<|2+1] < 3}.

2. Ispitati karekter singulariteta funkcije f ako je

/()= g
b) f(2) = %

¢) f(z) = sin ;37,

U sljede¢im zadacima date funkcije razloziti u Laurentov red na datim
prstenima ili u (Supljim) okolinama datih tacaka. Ako se traZi razvoj
funkcije f u okolini tacke z = a onda treba naci razvoj po stepenima
z — a. Ako se pak trazi razvoj funkcije f u tacki z = oo onda se
podrazumijeva da treba naéi razvoj po stepenima z ili, §to je isto, po
stepenima 1/z.
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3. w= ; )z=0, (i) z=o0.
z—2
1 . . . ..
4. w=———(a # 0, k prirodan broj); (i) z =0, (ii) z = oco.
(z —a)k
1
5 w=——;2=0b,b#a.
zZ—a
1 . ..
6. w=———; (Hz=0, (G)z=1, (1i)z=o0.
z(1—2)
1
7. w=+————(0<]a| <0]);

(z—a)(z - )

(i) z=0, (@i)z=a, (i)z=o00, (@v)]a|<]z|<]b]|.

22 —2z45
. = -— 1 = 11 1 2'
8. w EE R ()z=o00, (i)l<|z]|<
90 w= i (e—i, ()2 =
.w—(z2+1)2, z =1, z = 00.

10. w=+/(z —a)(z — b) w(+o00) = +00); 2z = oc.

z 9 1 . ..
11.w:1 g T 27ex; 1) z=0, (i) z= 0.
—z
<1
Sin ——
12, w= e 2. =4
(z —i)?

13. w=eT2; ()z=1, (i) z = co.

1 . 1
14, w=e*"> +sinzsin—; 0< |2] < .
z

15. w=sin——: @{)z=1, (i) z = oo
1—2z2

(u poslednjem slucaju ograniCiti se na prva tri ¢lana reda).
16. w=ctgz; 2z=0.

17. Dokazati da ako cijela funkcija u beskona¢no udaljenoj tacki ima pol
reda m, tada je f polinom stepena m.
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18. Konstruisati funkciju f koja je analiticka na C \ {0,1, 00}, pri ¢emu
su 0, 1 1 oo esencijalni izolovani singulariteti.

19. Nekaje f(z) = e*1/%,0 < |2| < c0.

(a) Odrediti koeficijente ¢, u razvoju funkcije f u Laurentov red u
prstenu {z : 0 < |z| < oo.

(b) Dokazati jednakost

2m
/ f(n) dn = 7,/ cos(nt — 2sint)dt.
E 0

=1 nn—‘rl

(¢) Izvesti formulu

1/% (nt — 2sin t)dt i (-1*
— — 11 = —_—.
=/ cos(n s 2 F(n 1 k).

20. Neka je zp € C pol reda m funkcije f i pol reda n funkcije g. Sta se
moZe o o tacki zg ka izolovanom singularitetu funkcija F' = f + ¢?

21. Neka je f cijela funkcija za koju postoji M > 0, takvo da je | f(z)| <
M| sin z|, za svako z € C. Dokazati da postoji K € C, takvo da je
f(z) = Ksin z.

6 Rezidum. Primjena naizracunavanje integrala
kompleksnih funkcija

Definicija 6.1. Rezidum u tacki z9 € D C C funkcije f : D — C,
analiticke na skupu D \ {zo}, je kompleksan broj koji se oznacava sa
Res(f; 20) i definise formulom

1
Res(f;20) := 5— [ f(2)ddz,
270 )+
gdje je ~y dio po dio glatka zatvorena kriva orijentisana suprotno kre-
tanju kazaljke na satu, koja ograni¢ava oblast Q C D, pri Cemu
zo € QL
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Iz definicije reziduma i Cauchyeve teoreme slijedi da ako je funkcija
f analiti¢ka u tacki zp, onda je Res(f;z9) = 0. Ako je zp izolovani
singularitet funkcije f, tada se u nekom prstenu {z € C : 0 < |z —
zp| < r} funkcija f moZe razloziti u Laurentov red i Res(f, zp) =
c_1, gdje je c_1 koeficijenat uz (z — z9)~!. Odavde slijedi da ako je
2o otklonjiv singularitet funkcije f, onda je Res(f;z9) = 0.

Ako je zg pol reda m funkcije f, onda je

Cc_
&) = gy T emiEmz0) et 0 < ezl <

Funkcija
9(2) = (z—20)" f(2) = com++ - +e_1(2—20)™ " Hco(z—20) "+ -

je analiticka u krugu {z : |z — 29| < r}. Diferencirajuéi gornji red
(m — 1) puta dobijamo

9" (=) = (m = Dle_y + (= = 20)912), 91(20) # 0.

Odavde slijedi da je
1 ] dmfl

Res(f;20) = c-1 = (m—1) =58 dzm—t

[(z = 20)" f(2)]-
Specijalno, ako je zg prost pol, onda je

Res(f;20) = lim (z — 20) f(2).

Z—20
Ako je f(z) = o z) gdje su funkcije ¢ i ¢ analiticke u zp, ¢(z0) #
0,%(20) = 0,¢'(20) # 0, onda je zq pol prvog reda funkcije f, pa je
TR - C) p(z) _ ol20)
Res(f;20) = lim (= = 20): 075 = M 502060 = wia)

Z—20
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Pretpostavimo da je funkcija f analiticka u skupu {z € C : |z| >
r}, gdje je r > 0. Rezidum funkcije f u tacki zg = oo definiSe se
formulom

2w

Res(f;00) = — - / f(2) dz,

gdje je v = {z : |z| = p}, kruZnica poluprecnika p > r. Ako se
funkcija f razlozi u Laurentov red u okolini tacke zy = oo, onda je
njen rezidum u tacki zp jednak koeficijentu uz %, sa promijenjenim
znakom. Primijetimo da se taj koeficijent nalazi u pravilnom dijelu

Laurentovog reda.

1z definicije reziduma funkcije u datoj tacki slijedi da, pod izvesnim
uslovima, vaZzi jednakost

271 - Res(f;20) = / f(z)dz.
gl
Odavde slijedi da se integrali kompleksnih funkcija po zatvorenim
krivim linijjama mogu racunati pomocu reziduma. U vezi sa ovom
primjedbom vaZi sljedece tvrdjenje.
Teorema 6.2 (Cauchyeva teorema o rezidumima). Neka je D oblast
u BbbC i A = {z1,...,2n} C D. Ako je funkcija f analiticka na

skupu D\ A, onda za svaku konturu v C D koja ogranic¢ava oblast
ONDAQCD,vazi

/ f(z)dz = 2mi Z Res(f; z)-
v k=1

Dokaz. Neka su 71,...,7,(C ) konture opisane oko tataka z1,. . .
, Zn, takve da njima ograniCene zatvorene oblasti 2; C €, ...,Q, C
() nemaju zajednickih tacaka. Primjenjujuc¢i Cauchyevu teoremu za
viSestruko povezane oblasti, dobijamo

n

/f(z) dz = Z/f(z) dz = ZQﬂiRes(f;zk) = ZWiZRes(f;zk).
v v k=1 k=1

k=1

O]
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Primjedba 6.3. Pretpostavimo da su vy, 72, . . . , 7, konture u C koje
ogranicavaju oblasti 21,9, ...,€,, pri emu je za i # j presjek
); N €); prazan skup. Neka je dalje o kontura koja obuhvata kon-
ture v, ...,7, 1 ogranicava oblast {2y. Sa D oznaCimo visestruko
povezanu oblast g \ (; U---UQ,) a sa dD njenu granicu, koja
se sastoji od kontura ~g, v1, - - - , Yn, Orijentisanu tako da kada se ona
(granica 0D) obilazi, oblast D ostaje sa lijeve strane. Ako je A =
{z1,22,...,2n} € D konacan skup izolovanih singulariteta funkcije
fypricemu z; € Q;, 9 =1,2,...,n,1iako je funkcija f analitiCka na
D\ Aineprekidnana D \ A, tada, ponovo primjenjujuéi Cauchyevu
teoremu, dobijamo da je

(z)dz = 2mi Z Res(f; z).

oD 2R €EA

Ako skup izolovanih singulariteta funkcije f sadrZi i beskona¢no udal-
jenu tacku, onda vaZi sljedece tvrdjenje.

Teorema 6.4. Ako je funkcija f analiticka na skupu C \ A, gdje je
A ={z1,...,2,} konacan skup, onda je

zn:Res(f;zk) + Res(f;00) = 0.

k=1

Dokaz. Neka je v krug koji obuhvata tacke z1, ..., z,, orijentisan
suprotno kretanjui kazaljke na satu. Tada je, prema prethodnoj teo-
remi,

/ f(z)dz = 2m'ZRes(f; 2k).
LAl k=1

S druge strane, na osnovu definicije reziduma funkcije f u tacki oo,
vazi jednakost

2miRes(f;00) = — f(z)dz.
At
1z ovih formula slijedi tvrdjenje teoreme. O

U sljede¢em primjeru pokazuje se kako se integrali po konturama
mogu racunati pomo¢u reziduma.
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Primjer 6.5. Izracunaemo f a +22)m dz, gdje je v: (a) polukrug
{z:|z| = frgRezngmzZO}, (b) krug {z : |z| = 7},
(r>0,r# 1), orijentisan suprotno kretanju kazaljke na satu.

Izolovani singulariteti funkcije f(z) = m su tacke z1 = i
29 = —1 1 to su polovi reda m. Ako je r < 1, onda je i u slucaju (a) i
u slucaju (b) funkcija f analiticka u oblasti ogranicenoj krivom +, pa
je u oba slucaja fw f(z)dz = 0. Ako je r > 1, onda je u slucaju (a)
potrebno izracunati reziduum funkcije f u tacki z; = ¢ a u slucaju (b)

reziduum iste funkcije u tackama z; = 71 20 = —¢. Imamo da je
1 1
D) =1 _am (m—1) _ 1 (m—1)
Res(f:1) = (=~ )" () ™) = im )
(D™ Im(m+ 1) (2m — 2) . (2m—2)!
= lim - = —1 .
2 (i + z)2m—1 22m=1((m — 1)!)2

Slijedi da je u slucaju (a)

1 o o (2m — 2)!
LW = 2miRes(f;i) = 27722m_1((m SETIPE

Zadaci

(a) IzraCunati
a) Res(zez%l; 1);  b) Res(

;—1);
Sln 7TZ

1
c) Res(=5%2;0) (n € N);  d) Res (e” oo>

e) Res (W;M); —22’) ;i f)Res <( € ml))3, 1/2)

2) Res <Sm ot —77) .
(b) Neka je funkcija f regularna u beskonac¢no udaljenoj tacki. Dokazati
daje Res f(2); 00) = lim, o0 2(f(00) = (2)) = —(0), gdje
jep(z) = f(1/2).
dz
op 2°(2%0 = 3)’

(c) D={zeC:|z| <3};

P
d ——dz, D= C: 2},
(d) aDZCOSerl 2, {z € |z| > 2};
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z e T
— dz, D = C: < —}.
(e) aDz—le 2, {z € |arg z| 4}

1 1
(f) / —e T dz, gdje je [ zatvorena dio po dio glatka kriva.
1 <R
22. Odrediti rezidiume sljede¢ih funkcija u svim izolovanim singularite-

tima i u tacki z = oo 1 provjeriti da 1i su te funkcije meromorfne
funkcije u cijeloj kompleksnoj ravni ili pak u proSirenoj kompleksnoj

ravni:
2 2n
z z 1
lw=-——"=ms. 2.w=-—— N). 3w= ——+—.
YT e W= g aye N 3 w= T
4 224z-1 sin 2z 6 e?
W= . DW= ——. W= .
22(z—1) (z+1)3 22(22 +9)
1 1
T.w=——. 8. w = ctg3z. 9. w = 23 cos .
sin z z—2
1 24421
10.w = e*+=. 1lw=sinzsin.  12.w=cos =1
z z+3

Vz
sin/z"
tan

15.w = : (n-prirodni broj). 16. w=T(z) = fooo t*~le~tdt.

ZTL

1
13.w:m(h7§0). 14.w=

23. Odrediti rezidium funkcije
1
VvV2—z—-1

w(z) =

utatkiz =1 (/1 =1).

24. Funkcije w = f(z) u tacki z = 0 ima razvoj w = ) 7 cpz "
Odrediti reziduum funkcije g(z) = [f(2)]? u tacki 2o = 0.

25. Neka su funkcije f i g analiticke u krugu K (a,7) = {z € C : |z —
al < r} ineka je a nula funkcije f viSestrukosti m i nula funkcije g
viSestrukosti m + 1. Dokazati jednakost

Res <§;a> = (m+ 1)&

gm+1 ((I) :
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26. Neka je funkcija f analiticka u prosto povezanoj oblasti D D ~(a, 1),
gdje je y(a,r) = {z € C: |z —a| = r}, pri Cemu je f(z) # Ona~.

Izracunati
1/ f(z)dz
2mi v(a,r) f(z)zm .

7 Primjena reziduuma za izracunavanje integrala

U ovom dijelu pokazacemo se kako se Cauchyeve teoreme o reziduumima
mogu koristiti za izraCunavanje odredjenih integrala realnih funkcija.

1. Posmatra¢emo integrale tipa

2
I= R(cos ¢, sin p)dyp,
0
gdje je R racionalna funkcija. Gornji integral se moze racunati uvodeéi novu
promjenljivu z = €?,0 < ¢ < 27. Tada je cosp = %(z + %),sincp =

L(z = 1), dz = izdy. Slijedi da je

24 z
1 1 1 1 1
I:/ R<<z+>,,<z—)>,dz
|2|=1 2 z) 2 z 1z
= / Ri(2)dz = 27TiZReS(R1; 2k),
|z]=1 k

pri ¢emu se sabiraju rezidumi funkcije /21 u izolovanim singularitetima te
funkcije, koji se nalaza u krugu |z| < 1. Primijetimo da je funkcija Ry
racionalna, pa su njeni izolovani singulariteti ili otklonjivi ili polovi. To
znaci da se za izraCunavanje reziduma mogu primijeniti ranije opisani pos-
tupci.

27 d(p

Primjer 7.1. Izracunaéemo integral I = 0 (atbcos )2’

e 4 e~
2

gdjejea > b > 0.
1+ 22,

postavljajuéi z = €*#, dobijamo: cos p = 5 i
z

Iz cosp =
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/27r do 4/ zdz

o (a+bcosp)?  ib? [, = (14 2a/bz 4 22)?
B 4/ zdz
b2 lzj=1 (2 — 21)2(2 — 22)%’

gdieje 21 = =5 +/(§)? —1ize = —¢ — \/(%)? — 1. Lako se pokazuje

daje|z1] < 11i|z2| > 1, paje

/27T _dy = 2771'i Res -

o (a+bcosp)? ib? z=21 (2 — 21)%(2 — 29)?
8 z ! _ 2ma
5 (o) e

Vratimo se opStijim pitanjima. Pretpostavimo da je funkcija f neprekidna
na Im z > 0 i analiticka na skupu {z € C : Im z > 0} \ A, gdje je
A ={z,..., 2} skup izolovanih singulariteta funkcije f koji leZe u gorn-
Jjoj poluravni Im z > 0. Pretpostavimo dalje da postoje M > 0,7 > 01
d > 0, takvi da za |z| > r, vazi: |f(2)| < M% Pokazimo kako se tada
moZe izratunati integral [ f(x) dz. Ako polukrug K, = {z € C: |z| =
r,Imz > 0} U{z € C:Imz = 0,|Re z| < r} obuhvata sve tatke
21,22,...,2k1akoje v, = {z € C: |z| = r,Im z > 0}, onda je

., k
f(z)dz = f(x)dx—l—/ f(z)dz:27riZRes(f;zi).
K =T Tr =1

Pri tome je

[YT f(z)dz

M 2 M
g/%|f(z)|dsg/% s = 225,

Slijedi da
/ f(z)dz — Okadar — co.
Y
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Zbog toga je

r—0 |

. k

lim/ f(z)dx = ZWiZRes(f;zi),
r i=1

odnosno,

00 k
/ f(z) dx:27riZRes(f;zi).
- i=1

Primjer 7.2. Da bismo izracunali integral

“+o0o d +oo d
e [y
—c0 1+$n 0 1+£Un

posmatracemo funkciju f(z) = Hﬁ’ ¢iji su jedini izolovani singulariteti
prosti polovi (rjeSenja jednaline 22" = —1): z, = e@ktDmi/(2n) } —
0,1,...,2n—1. Kontura I'; koja se sastoji od tri dijela: y1p = {2z : Im 2z =
0,0<Rez<R}={z=t:0<t<R},vor={z:|2/=R,0<
argz < w/n} = {z = Re'* : 0 < t < w/n}, 13p = {z = te™/" :
0 <t < R}, orijentisana tako da se kruzni isje¢ak koji ograni¢ava obilazi u
smjeru suprotnom kretanju kazaljke na satu, za dovoljno veliko R, (R > 1),

obuhvata tacno jedan izolovani singularitet: zy = e3n . Odavde slijedi da je,
zaR>1,

L R p ™/n Rie'tdt 0 emi/nt
/FR1+22” Z_/O x2n x+/0 1+R2ne2nit+/R 1+ ¢2n

= 2miRes(f(2); 20).

Pri tome je
1 1 1 —@rn-1)mi e;%
R . = N — = = — 2n = — .
Dalje,
T/n Riettdt
o 1+ R2ne2mt R?n _

TR

:m%OkadaR%OO
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Na taj nacin dobijamo da, kada R — oo, tada je

wi/n . .
—27i =0 +0—e™/"I = I(1—e™/m)
_ [/ (6—7ri/(2n) _ e“/@”)> — _9ig,emi/Cn) gin o
2n
Slijedi da je
1
I=2 = T — = Icosecl.
n sin 5 n 2n

2. Pokazacemo kako se mogu raCunati integrali oblika

/oo f(z)e®? da, /OO f(x) cos ax dx /oo f(x)sinaz dz,

gdje je a realan broj veci od nule. Prethodno ¢éemo dokazati jedan pomo¢ni
rezultat.

Lema 7.3 (Jordanova lema). Neka je D = {z € C' : Im z > 0} f :
D — C neprekidna funkcija na D i A = {z1,22,...,2,} skup izolo-
vanih singulariteta funkcije [ koji leZe u gornjoj poluravni ITm z > 0.
Neka je dalje funkcija f analiticka na skupu {z € C : ITm z > 0} \ A i
lim; o0 Imz>0 f(2) = 0, pri ¢emu je konvergencija ravnomjerna u odnosu
na arg z. Ako je v, = {z € C : |z| = r,Im z > 0}, tada

/ f(2)e"*dz — 0 kada r — +oc.

T

Dokaz. Ako sa M, ozna¢imo maksimum funkcije | f| na skupu ~,, onda
iz uslova teoreme slijedi da M, — 0 kada r — oo. Koristeéi nejednakost
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sin ¢ > %cp, koja vazi za 0 < ¢ < 7, dobijamo

f(2)e” dz

T
/ f(,r,eup)ezrCosga—?“smgpr,ieupdsp’
Tr 0

™ ™
S/ ‘f(reiap)eircosgp—rsincprieicp’dgp < MTT/ e—rsincpd(p
0 0
3
= QMTr/ e "My
0
g —2rp
< QMTT/ e = dy
0

_ 2Mrm
2r(1—eT)
< M,m — O0kadar — cc.

O
Ako sada sa K, oznacimo gornju polukruZnicu v, zajedno sa polupre¢nikom

[—r, 7], tada je

r k
(2)e'* dz = f(z)et® dx+/ f(2)e"* dz = 2mi Z Res(f; z).

K v i=1

Ocijenimo integral f% f(2)e"** dz. Uvedimo smjenu az = w. Neka je
Iy ={w e C: |w| = ar,Im w > 0}. Primijetimo da funkcija fi(w) =
f(%),a > 0, zadovoljava sve uslove iz Jordanove leme, pa

: 1 :
f(z)e"*dz = / f(g)e“” dw — 0 kadar — oo.
Yr a Ty a

Odavde slijedi da je

o.) r k}
/ f(z)e!™® dz = lim / f(z)e'® dx = 2mi E Res(f(2)e'; z;).
e -r i=1

r—-+00

Primjer 7.4. Izracunacemo integral

I_/Oosinxdx_l/J“oosinaﬁdw.
0 x 2/ o =z
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polazedi od integrala
+oo eix
I = / —dzx.
o T

Pri tome je

Posmatrajmo zatvorenu krivu (v. sliku) I' = ~; Uy U vz Uyg , gdje
suy; i3 duZi a y2 i 4 polukrugovi: 1 = {z € C : Im 2z = 0,—R <
Rez< —r},a=4{2€C:|z|l=r,Imz>0},13={2€C:Imz =
0,r < Rez < R},ya ={2 € C: |z] = R,Im z > 0}, pri ¢emu je
r =1/R, R > 1. Neka je kriva I" orijentisana suprotno kretanju kazaljke na
satu.

Tada je

iz iz —r iz iz R iz
m:‘zwz/em+/ em+/e@+/ew
T R o) z _R R ~3 z r z

Na osnovu Jordanove leme slijedi

1z
—dz — Okada R — oo.

742

Da bismo ocijenili drugi integral po polukrugu ~2, primijetimo da za z # 0
vazi
e 1l X, 1.,
Z—Z+§:00nz ) cn:mz .
n=

Funkcija h(z) = > o7, ¢, 2" je analititka u C. Slijedi da je

e@:/m+/maw
72 z 72 Z 2

Postavljajuéi z = re’?,0 < ¢ < m, dobijamo

z o ret

1 o1
/ —dz = —rie"Pdp = —im.
Y2 4

Funkcija h je ogranicena u okolini tacke z = 0, pa vazi

/72 h(z)dz

< |h(2)||dz| < const - mr — 0 kada r — 0.
Y2
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Slijedi da
eiz
/ —dz — —imkadar — 0.
Y2

z
Ukupno vaZzi

—rez‘z Reiz
/ dz+/ —dz — —imkadar — 0, R — o0,
z
'

_R %
+o0o ei:p .
—dx = —iT.
oo T

Odavde slijedidaje2] =Im I) =7i

0o -
SN T T
de = —.

0 xr 2

Citaocu ostavljamo da objasni zaSto u prethodnom primjeru nije po-

odnosno,

voljno posmarati kompleksni integral [ Si%dz.

Primjer 7.5. Izracunacemo integral

00 32
SN~ xr
I= 5—dx
0 X

racunjem kompleksnog integrala

1— eZiz
5—dz,
T z

gdje je I' kontura iz prethodnog primjera: I' = v U vo U 3 U 74 , koja
se sastoji od duZi 1 i 3 i polukruznica y2iy4: 71 = {z € C : Im z =
0,—R<Rez< —r}ya={2€C:|zl=r,Imz>0},y3={2€C:
Imz=0,m<Rez<R}yvw={2€C:|z| =R,Im z > 0}, pri ¢emu

jer=1/R,R > 1.
Primijetimo da je
1= /O ﬂd:p.
o T

1

U oblasti ogranic¢enoj konturom I funkcija f(z) = %m nema izolovanih

singulariteta, pa je

/F ! _262izdz = _;T f(iL‘)de—l—/w f(z)dz+/er(x)dx+A f(z)dz = 0.

< 4
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Dalje, smjenom x = —t dobijamo

—r R —2it
1—
flapts = [ 25—,

odakle slijedi da ako r — 0 tada

—r R R —2ix R 24T
1-— 1-—
f(x)dm+/ f(a:)dx:/ S — +/ ——
—R r r x? r x

R R 2
1-— 2
:2/ Cosxd:vzzl/ ST g s AT
r t2 N

Izra¢unajmo integral fw2 f(2)dzi fM f(z)dzkada R — +00, odnosno kada
r — 0. Primijetimo da je

1 — e2% 22

flz) =

z

gdje je g analiticka funkcija, koja je, dakle, ograni¢ena u okolini tacke zg =
0. Odavde slijedi da je

/ g(z)dz
Y2
—/ dz—2z/ —meztdt

/f )dz — —27 kada r — 0.
gt

2

< / 19(2)||d2] < Mrr — 0kada
72

Dalje je
Slijedi da

Ocijenimo jos i f'm f(2)dzkada R — +oo. Imamo da je tada z = Re' t €
[0, 7], pa je

™1 _ 2iRe’t ]
f(z)dz| = / L Rietdt
0

1 —2rsint 2
o < / e T <=0
0

R R

V4

kada R — +o0.
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Ukupno, imamo
41 + 27 =0,

+00 (32
SN~ T
1= 5—dr =
0 X

3. Razmotrimo jos kako se, koris¢enjem komleksnih funkcija, mogu

> x%~1 f(x), gdje je a realan broj (intere-

odakle slijedi da je

N

raCunati integrali oblika I = |
santan je jedino slucaj kada « nije cio broj), a f(x) = % racionalna
funkcija. Pretpostavli¢emo da funkcija @) nema nula na [0,+00) i da je
P(0) # 0. Dalje pretpostavljamo da su ispunjeni sljede¢i uslovi:

limn [+ f(2) = Tim [2]*f(z) = 0.

Odavde slijedi da je o > 0, a za takve vrijednosti parametra <, posmatrani
integral I = [° 2! f(x) konvergira. Pri tome postoji cijeli broj k > a,
takav da je f(z) ~ zﬁk gdje je A # 0. Da bismo koristili prethodne metode
za izvodjenje odgovarajuéih formula, treba definisati analiticku funkciju
koja ¢e se na [0, +00) poklopiti sa podintegralnom funkcijom. Osnovna raz-

o1 yiSeznacna.

lika u odnosu na prethodna razmatranja je ta sto je funkcija z
Izdvojimo jednu njenu analitiCku granu na sljedeci na€in. Sa D oznalimo
kompleksnu ravan sa rezom [0, +00). Neka je h analiticka grana funkcije
29~1 koja je pozitivna na gornjoj granici reza. U oblasti D je h(z) =
re—leiv(e=1) 0 < ¢ < 27. Na gornjoj granici reza (¢ = 0) je h(z +i0) =
h(z) = 2=t > 0,2 > 0, dok je na donjoj granici (¢ = 27), h(x — i0) =
xolei2m(@l) — p(2)e™ 2 > (. Tada je

f(z —10) = ei%af(x).

Neka je I' = v1 U 2 U 3 U 73, gdje su, kao i u prethodnom primjeru, s i
~4 polukruznice, a v i 3 duzi, Tada je

-r

a—1 _ a—1 a—1_i2ma
/Fz f(z)dz-/%z f(z)dz+/ 247 f(x) do

-R

+ / 271 f(2)dz + / "0 () do = 21 Y Res(2 (2 2.
V3 T

k=1
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pri ¢emu se sabiraju rezidumi u svim singularitetima funkcije 2%~ f(2) koji
pripadaju skupu C \ {0}.
Ocijenimo prvi i treéi integral. Neka je

M, = max{|2°7Lf(2)| : |2| = 7} = r* T max{|f(2)| : |2 = 7}.
Tada
r- M, =r*max{|f(z)|:|z| =r} - 0kadar — 0.
Odavde slijedi da

/ 2271 f(2)dz

T

< M, -2mr — Okadar — 0.

Na sli¢an nacin dokazuje se da
/ 2*71f(2)dz — Okada R — oo.
TR

To znaci da je

2mi Z Res(2 1 f(2); z1)
k=1

- ) R
= lim (/ 7 1em f (1) da + / 27 f(x) dx) ,
r—0,R—00 -R r

odnosno
00 1 n
a—1 _ . a—1 .
/ xT f(l:) dr = mzﬂ'l kgl ReS(Z f(Z),Zk).

0

Primjer 7.6. Izracunademo integral

/ Ve dx.
0 1+l‘3

Neka je f(z) = 1)53. Funkcija g(z) =7 +123 ima proste polove u tatkama
20 = —1,21 = €™/3, 29 = €"™/3. Napraviceo rez [0,00) u C, izabrati
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analiti¢ku granu funkcije z — /z definisanu sa /z = +/]z[e/2,0 < t <
2 1 integtraliti po konturi I' = v; U v U 3 U 74, gdje su 7 1 3 kruZnice
polupre¢nikar > 0i R > ra~y; = [r, R] i3 = [R, 7] segmenti

Primijetimo da je

T —ﬁ /R \/5 /R \/f
d dz = d der =2 dx.
/Mf(z) z+ 73f(z)z /Rl—i-x?’ x—i—r 1+x33: T x

Dalje je, za dovoljno malo 7,

[ L] [ Va
oy 123

2m
SA mdtézﬂ'l 3—>0kadaT—>0.
i sli¢no, za dovoljno veliko R,

\/E /27r /R|eit/2| /R
dz| < ———dt < 2 kad .
[y31+232_ Tt et S 7rR3_1—>0 ada R — +oo

Integral po konturi I orijentisanoj suprotno kretanju kazaljke na satu mozemo
racunati po formuli

2
/F vz dz = 27riZRes(f(z);zi).

3
1+ 2 =

Pri tome je

Res(f(2): %) = lim (2 — z) Y2 = Y&

2z 1+ 23 32?

Racunajudéi gornje vrijednosti dobijamo da je

(2)dz+ [ f(z)dz+ (2)dz + / f(z)dz

gat 73

2
> )= 2T
= /Ff(z)dz = 2mi v Res(f(z), Z) 3"

Ako dopustimodar — 01 R — 400, imamo

teo Vx 2

dr = —,

21 =2
0 1+$3 3
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odnosno

+oo
I:/ \/dezz
0

1+ 23 3’

Primjer 7.7. Ilustrovaéemo kako se pomocu integrala komleksne funkcije
mogu racunati neke sume. Konkretnije, dokazaéemo da je

2=
=n 6
Posmatrajmo funkciju f(z) = 5>7% i kvadrat I'y Cija su tjemena (+1 +

1)(IN+1/2). Izolovani singulariteti funkcije f su prosti polovi +1, +2, ..., 4n, ...

dok je nula pol reda tri. Pri tome, ako k € Z \ {0}, tada je

z—k mcosmz mcos km 1
. 5] = Tcoskm = .

Res(f(2); k) = lim| 12 L2

z—k SIn Tz z

paje
N
1 2
f(z)dz =2mi | 2 — —
J 5@ >
Pri tome je
. . 402N + 1)m
z)dz| < sup |f(z / lim|dzlim|=M-— -5 —0
Tn ( ) zEFN|f( )‘ 'y z—)O’ z—>0| (N—|-1/2)2

kada N — 400, odakle slijedi da je

Yo

n=1
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8 Primjena logaritamskog reziduma

Logaritamskim izvodom funkcije f naziva se funkcija

f'(z) _ d
= =—(1 .

o = )
Svaki izolovani singularitet funkcije f je izolovani singularitet funkcije (.
Pored toga, i nule funkcije f su izlovani singulariteti funkcije ¢. Zbog toga

je prirodno da rezidum funkcije ¢ sadrZi informaciju o nulama i singularite-

o(2)

tima funkcije f.

Teorema 8.1. Neka je D C C oblast u kompleksnoj ravni C, A = {z1,..., 2z}
C D skup polova redamy, . .., my funkcije f uskupu D,a B = {aq,...,an}
skup nula reda lq, ... ,1, iste funkcije u oblasti D. Ako je f analiticka u
oblasti D\ A, a’ C D kontura koja obuhvata sve polove i sve nule funkcije

f onda je
L (@), N
% Ff(z) dZ—;ll—;ml.

Dokaz. Iz uslova teoreme slijedi da je funkcija

1)

f(2)
analiti¢ka na skupu D\ (AU B). Pri tome, za svako j € {1,...,n}, postoji
okolina O; = {z € C : |z — aj| < r;} tacke a;, takva da za z € O;
vazi jednakost: f(z) = (z — a;)%g(2), gdje je funkcija ¢ analititka u O; i
g(a;) # 0. Odavde slijedi da je za z € O;,

L g
cma g

¢(2)

p(z) =

To znaci da je z = a; pol prvog reda funkcije ¢, pa je Rez(y; a;) = ;.
Dalje, za svako ¢ € {1,...,k} postoji r; > 0, takvo da ako z € K; =
{z€C:0<|z—2z| <r}, tadaje
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Pri tome je z; otklonjiv singularitet funkcije h, pa je za z € K,

—my B (z)
#2) = z—2z  h(z)
To znadi pa je i tacka z; pol prvog reda funkcije ¢, a Res(p;2z;) = —m;.

Prema teoremi o rezidumu, odavde slijedi da je

1 z
— dz = d = l; — i
21 p(2) dz = 27i (2) Z Z i

r

Prethodna teorema ima zanimljivu geometrijsku interpretaciju.
Teorema 8.2 (Princip argumenta). Ako su ispunjeni uslovi prethodne teo-

reme, onda je razlikay ;| l; — Zle my; izmedju broja nula i broja polova
funkcije f jednaka broju obilazaka krive v = f(I') za jedan obilazak krive
I.

Dokaz. Posto je

DS

' / Fl
T o (2)
dovoljno je dokazati da je integral

1 /
L[,
2mi Jp f(2)
jednak broju obilazaka krive +. Dalje, iz jednakosti In f(z) = In|f(2)| +
iarg f(z), slijedi da je

f'(2)
2mi r f(2) 2= 2ri r

=1

dln f(z) = 7Aargf(z)|p,

gdje je sa A arg f(z)|r oznaCena promjena argumanta vrijednosti funkcije
f kada se obidje kontura I'. Odavde, s obzirom da se obilaskom krive v
argument f(z) promijeni za 27, slijedi tvrdjenje teoreme. 0
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Primjedba 8.3. Tvrdjenje teoreme vazi i ako se pretpostavi da je funkcija

f analitickau D \ A i neprekidna na D \ A, a kontura I" ogranitava oblast
D.

Za dokaz jos jedne teoreme o broju nula analiticke funkcije, potreban je
jedan pomoéni rezultat.

Lema 8.4. Ako su vy : [a, 8] = Ci~y : [a, 8] — C dio po dio glatke
zatvorene krive i a € C kompleksan broj takav da je
(vt € [, B]) [7(t) —72()] < la =7 (®)] +]a —2(t)],
onda je
Ind, (a) = Ind,(a).
Dokaz. Iz uslovaleme slijedi da tacka a ne pripada nijednoj od krivih 7] =
{1(t): t € [0, ]} 173 = {r2(t) : T € [ov, 6]}, pa je funkeija
71(t) —a

)=~ =
") Y2(t) — a
definisana na [«, ]. Pri tome vazi

Yt o Ya(t

v o mt)—a ) -a

Iz uslova leme slijedi da je |1 — (¢)| < 1+ |y(t)|, za svako ¢ € [a, 5]. To
znadi da kriva v* = {v(t) : t € [a, B]} pripada uglu A = {z : —27/3 <
arg z < 2m/3} koji je prosto povezana oblast u C. Funkcija

h(z) =1In(z) = /12 dCC

je definisana i analititka na A i pri tome je h'(z) = 1/z. Dalje, odavde,
uzimajudi u obzir da je -y zatvoren put, dobijamo:

1
d,0) =5 [ F =5 [ W o
Y

:2771'1 z _Tm 0
_ 1 1dh dt =h h =0
= omi |, 5 (PO (@) dt = h(v(5)) = h(7(a)) = 0.

Odavde i iz definicije indeksa krive slijedi da je Ind,(0) = Ind,, (a) —
Ind, (a) = 0, odnosno Ind,, (a) = Ind,,(a).
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Teorema 8.5 (Roucheova teorema). Neka su funkcije f : D+— Cig: D —
C analiticke u oblasti D i I' C D kontura koja obuhvata oblast Q) C D. Ako

jezasvako z € I',|f(2)+g(2)| < |f(2)|+|9(2)|, onda funkcije f i g imaju
isti broj nula u ).

Dokaz. Napomenimo da se u iskazu teoreme podrazumijeva da se svaka
nula racuna onoliko puta kolika je njena viSestrukost.

Broj nula funkcije f i broj nula funkcije g oznac¢imo sa N(f) i N(g).
Neka je 1 = f(I') i y2(s) = g(T'). Ispunjeni su uslovi prethodne leme (za
a=0),pajeInd.,, (0) = Ind,(0). S druge strane je

Ind%(O)—lf e _ 1[G,
71

2mi z 2w Jr f(2)

1 dz 1 [4'(2)

Ind.,(0) = — = — dz.
ndo(0) =55 2 2mi Jrgz)
. . . 1 f'(z), .
Odavde, s obzirom da je prema teoremi 8.1 N(f) = — dz i
2mi Jp f(2)
N(g) = 1/ 9'G) 1. Stijedi daje N (f) = N(g) O

U formi posljedica dajemo jo$ dvije formulacije Roucheove teoreme.

Posljedica 8.6. Neka su funkcije f : D — Cig : D — C analiticke u
oblasti D i I' C D kontura koja obuhvata oblast () C D. Ako je za svako
z €T, |g(2)| < |f(2)|, onda funkcije f i F = f + g imaju isti broj nula u
Q.

Dokaz. 1z uslova slijedi da, za svako z € I', vazi
9(2)[ == F(2)] <0< [f(2) +9(2)| = [F(2)],
paje
[F(2)[+ [ = f(2)] > [9(2)| = |[F(2) + (= f(2))], zasvako z € T'.

Odavde, primjenom Roucheove teoreme, zakljucujemo da funkcije F'i — f
imaju isti broj nula u 2.

Posljedica 8.7. Neka su funkcije f : D — Cig : D — C analiticke u
oblasti D iT' C D kontura koja obuhvata oblast Q) CD. Ako za svako z € T
vazi | f(z) — g(2)| < |f(2)|, onda funkcije f i g imaju isti broj nula u 2.
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Dokaz. Primjenom prethodne posljedice na par funkcija f i G = g — f,
dobijamo da funkcije f i G + f = g imaju isti broj nula u 2. O

I jedno svojstvo univalentntih funkcija moZe se izvesti kao posljedica
Roucheove teoreme.

Posljedica 8.8. Ako je funkcija f : D — C univalentna u oblasti D onda
je, za svako z € D, f'(z) # 0.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji z9 € D, takvo da je f/(z9) = 0. Tada je
2o izolovana nula funkcije f’. U nekoj okolini O(zp) = {z € C: |z — 2| <
r} tacke zp funkciju f moZemo razloziti u Taylorov red:

f(2) = co+ cx(z — 20)" + g1 (z — 20)" T+ -+ = co + (2 — 20)"h(2),

gdiejek > 2ic, # 0, h(z) = ¢ + cgr1(2 — 20) + -+ . Pri tome je
h(zp) # 0, pa postoji 6 > 0, takvo da vazi:

(V2 € D)0 < |z — 2| < 8) = f(2) £0,

(Vz € D) |z =2 <0) = (h(z) = cx + cks1(z —20) +--- #0)..

Odavde slijedi da je m = min{|cg+cg1(z—20)+-- | : |[z—20| =0} > 0.
Posmatrajmo funkcije

p(2) = (2 = 20)"h(z) = f(2) = co, ¥(2) = —a + o(2),

gdieje 0 < |a| < m - cp(z — 20)F + cur1(z — 20)F T + - -+ . Ove funkcije
na krugu |z — zg| < § zadovoljavaju uslove Roucheove teoreme. Broj nula
funkcije ¢ u krugu |z — 29| < J jednak je n, pa je i broj nula funkcije ¢
jednak n, i sve nule su proste. To znaci da postoji n > 2 ta¢aka skupa D
koje pripadaju krugu {z € C : |z — 29| < J}, zakoje je f(2) = ¢o + . To
medjutim nije mogucde, jer je, prema pretpostavci, funkcija f univalentna.

0

Posljedica 8.9 (Osnovni stav algebre). Polinom P,(z) = ay+ a1z +---+
an 2", an # 0 nad poljem kompleksnih brojeva ima ta¢no n nula.

Dokaz. Ovu znacajnu teoremu dokazali smo ranije. Dokaz koji éemo
ovdje prezentirati zasnovan je na primjeni Roucheove teoreme.
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Primijetimo da je

’Pn(z) ‘ = ‘anzn + an—lzni1 +---+a1z+ aO‘

1 1 1
= |anz" (1 +bn_1; +--~—|—b1zn_1 —i—bozn> |

1 1
> |anz" <1 — bnflg +"‘+blzn_1 +5027 >

1 1 1
Z|an2n(1—|bn—1|m—"'—blm— 0|27)|a

gdje je b; = a;/an, i = 0,1,...,n — 1. Posto postoji r > 0, takvo da za
|z| > r vazi
1 1 1 1
bp—1|— 4+ -+ bh—— +bop— < =,
ol e Dy o <5
tada za |z| > r vazi
|anz"|
2
Neka je g(z) = Pu(z), f(2) = —ap2"™. Tadazaz € I' = {z € C:
|z| = r} vazi

|Pn(2)] >

|f(2) +9(2)] = |an—12"_1 + -t a1z + agf

1 1 1
—lan 2" by | — 4 b 4 by——
|(InZ H n l||Z‘ + + 1|2n71| + 0|Zn|
1 1 1
< a2 (1B 1] — 4 oot by ——— + hy——
< lanz"|(|bn 1||Z| +- ) + 0]
|an2"| n
< < lan2"| <|f(2) + lg9(2)|.

2

Odavde, primjenom Roucheove teoreme, zakljucujemo da funkcije g(z) =
P,(2)1 f(z2) = —apz™ imajuisti brojnulau Q@ = {z € C : |z]| < r}. Taj
broj nula jednak je n, $to znaci da polinom F,, ima n nula u C. O

Primjer 8.10. DokaZimo da jednadina 3 + 22 = ze'* ima ta¢no jedno
rjeSenje u otvorenoj gornjoj poluravni. Posmatrajmo funkcije f(2) = 3+ 22
ig(z) = —ze*. Nekaje Q = {2 : |z| < R,Im z > 0 polukrug u gornjoj
poluravni, polupre¢nika R > +/5. Tada za z € [-R, R, |f(z)] > 3 >



8. PRIMJENA LOGARITAMSKOG REZIDUMA 213

lg(z)| = 2. Dalje, za z = Re,0 < t < mvaZi: |[f(2)] > R? —3 > 2,
lg(z)| = 2e~fsint < 2. Prema Roucheovoj teoremi, funkcija f + g u
polukrugu €) ima isti broj nula kao i funkcija f, dakle jednu. Posto je R

proizvoljan broj veéi od v/5, odavde slijedi da jedna¢ina 3 4 22 = ze'* ima
tac¢no jednu nulu u gornjoj poluravni.

Zadaci

1. IzraCunati integrale

T rdx oo dz oo dz
o [ aTe [ o [ o
o U YL i@y 9 . @b

2. IzraCunati integrale

a)/+oo sin zdx
oo (224 1)

b) /+°° cos zdx
(22 +1)%
T cosa/2dx
C)/ 2_/1 ;
d) f+00 cos nxdx = (_171)'

oo l—acoszx?

3. IzraCunati integrale

T 22 In zdx
2) 2241

b) /+oo a:pdx
1+ ev’

+00 g2~ 1
C) :v+1

4. Dokazati da je
a) foo cosaz—cos fz W(ﬁ_a (o, 5 >0), b) fooo cosx?dx = fooo sin z2dx =
VT 8 C) f (SL’QT = 7'('\/»/2
5. Dokazati jednakosti
a) Zf;;% =45 b Z;L.O:fooﬁ = Zcothma (a > 0), c)
s

00 (71)n+1 _ 2
ZTL:]. TL2 - ]_ ‘
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10.

11.

12.

13.
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Neka je a prosti pol funkcije f, koja je analitiCka u prstenu {z : 0 <
|z —al < R},R > 0,b = Res(f;a)iplt) =a+re?,0 <r<
R,t € [to,t1],0 <ty < t; < 27. Dokazati da je tada

lim f(Z)dZ = ’ib(tl - to).

r—0 |z—al=r

. Odrediti broj nula polinoma Ps(z) = 2°+523+2z a) ukrugu |z| < 1;

b)uprstenu 1 < |z 4 | < 2;¢)uprstenu 2 < |z] < 3.

. Odrediti broj rjeSenja jednacine P(z) = 0 u oblasti D ako je

a)P(z)=2*—92+1, D={2¢cC:|z| <2},

b) P(z) =22+ 422" 1 4+1+1=0, D={2€C:Re z >0}

Dokazati da za veliko n € N jednacina
2-2-32+3-422 4+ +(-D)"(n+1)(n+2)z" =0

nema rjeSenja u oblasti D = {z € C: |2| < 1}.

Dokazati da jednacine a) z sin z = 11b) tan z = z imaju samo realna

rjeSenja.

Dokazati da za R > 01 dovoljno veliko /V jednacina

N .on

e

n=0
nema rjeSenja u krugu D = {z € C: |z| < R}.

Dokazati da jednacina z cos z = 0 ima ta¢no dva rjeSenja koja nisu
realna.

Neka je A realan broj veéi od 1. Dokazati da jednaCina z +e¢~% = Au
otvorenoj desnoj poluravni ima tac¢no jedno rjeSenje i da je to rjeSenje
realan broj.



Glava 4

Konformna preslikavanja

1 Geometrijske i topoloske karakteristike analitickih
funkcija. Univalentne funkcije

Afino preslikavanje f(z) = w = az + b (a # 0) koje je definisano na C
je bijekcija skupa C. Inverzno preslikavanje, definisano formulom g(w) =
z = %fw — %, takode je afino preslikavanje. Nas interesuju geometrijska
svojstva preslikavanja f.

Ako je a = 1, onda je preslikavanje f translacija. Ako jeb = 01
la| = 1, onda je a = €™ i f(z) = f(re’?) = re’?t®), §to znati da je
tada f(z) = az rotacija za ugao o = arga. Ako je a pozitivan realan broj,
onda je f(z) = f(re’¥) = are'® homotetija sa koeficijentom homotetije a
i centrom u tacki 0.

Preslikavanje f(z) = az + b tacki z = re’? pridruzuje tatku f(z) =
f(ret®) = |ale’®re'® + b, $to znadi da je f kompozicija homotetije sa cen-
trom u 0 i koeficijentom |al, rotacije za ugao @ = arga i translacije za
b.

Ako postavimo f(oco) = oo, onda se f moZe posmatrati kao preslika-
vanje iz C na C.

Iz nabrojanih svojstava preslikavanja f(z) = az + b slijedi da je ugao
Z(z1, 20, 22) koji obrazuju tacke zo, 21 i 22 jednak uglu £ (w1, wp, we) koji
obrazuju njihove slike wy = f(z0), w1 = f(z1), w2 = f(z2). Drugim
rijeCima, preslikavanje f Cuva uglove u svakoj tacki z € C.

215
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Nas cilj je da utvrdimo koja preslikavanja kompleksne ravni imaju slicna
svojstva. Preciznije, htjeli bismo da utvrdimo koja sve preslikavanja cuvaju
uglove, koja su hometiti¢na (u fiksiranoj tacki ili na nekom skupu). Potrebno
je, medutim, prethodno precizno definisati ove pojmove.

Definicija 1.1. Preslikavanje f : D — C ¢uva uglove u tacki zg oblasti
D ako postoji okolina O(zy) tacke zo, takva da je f(z) # f(z0) za svako

z € O(20) \ {20} i postoji

lim e—icpeiarg(f(zo-&-re“")—f(zo)) — ¢ % lim f(ZO + T.ez'go) — f(ZO)
r—-+0 r=+0 | f(z0 + re®?) — f(20)]

)

koji ne zavisi od .

Grubo govoreéi, ako je gornji limes jednak e’®, onda se mozZe reéi da je
u okolini tacke zg preslikavanje f (priblizno) kompozicija rotacije za ugao
a, neke homotetije i translacije.
Primjer 1.2. Preslikavanje f(z) = az 4+ b, (a # 0) u svakoj tacki zp € C

¢uva uglove (u smislu prethodne definicije).
Zaista, ako je zg proizvoljna tacka kompleksne ravni, tada je

i o fz0+7e®) — f(z20)
A o + 7o) = Feo)
a(z0 +re’?) +b — (azo + b) a

—e ¥ : =
R G la(zo + re??) + b — (azg +b)| |al|’

a odavde slijedi tvrdenje.

Definicija 1.3. Preslikavanje f : D — C ima u tacki zg oblasti D svojstvo
podjednakog istezanja u svim pravcima ako postoji okolina O(zy) tacke zo,
takva da je f(z) # f(z0) za svako z € O(z0) \ {z0} i postoji

L f o+ ) — f(z0)]
r—40 r

Y
koji ne zavisi od .

Geometrijski, za funkciju koja je univalentna u nekoj okolini tacke zy,
gornji uslov oznaCava da preslikavanje f krug malog poluprecnika pres-
likava u krivu koja je bliska krugu, odnosno da se, u smislu grani¢nog
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procesa, krug beskona¢no malog poluprec¢nika slika u krug takode beskonacno
malog poluprecnika. To je razlog zbog kojeg se gornje svojstvo naziva svo-
jstvom podjednakog istezanja u svim pravcima.
Primijetimo da ako je funkcija f diferencijabilna u nekoj tacki zp, onda
je
f(z0+h) = f(z0) + ['(20)h + |hla(h) = f(z0) + ['(20)h-

Odavde, postavljajuéi h = re'?, slijedi

lim ’f(Z() + Teiw) — f(ZO)‘ _ ‘f/(20)|7

r—0 r

nezavisno od .
Vise svijetla na gornje definicije daju teoreme i definicije koje slijede.

Teorema 1.4. Neka je D C C oblasti f : D — C diferencijabilna funkcija
u tacki 29 € D, pri demu je f'(zy) # 0. Tada vaZe sljedeca tvrdenja:

a) preslikavanje f cuva uglove u tacki zo;

b) preslikavanje f ima svojstvo podjednakog rastezanja u svim pravcima
u tacki z.
Pretpostavimo da je funkcija f joS i univalentna u nekoj okolini tacke
zo. Tada vaZe i sljedeca tvrdenja:

¢) Ako je v C D glatka kriva i zg € D, onda je I = f(~) glatka kriva i
ako je o ugao koji kriva vy u tacki zy zahvata sa pozitivnim dijelom x-
ose a o, ugao koji kriva I u tacki wo = f(z0) zahvata sa pozitivnim
dijelom u-ose, onda je o, = o + arg f'(2g)(mod2).

d) Ako su vy C D i~y C D glatke krive koje prolaze kroz tacku zg i
I'1 = f(71),T2 = f(72), onda je ugao' izmedu krivih T'y i Ty u tacki
wo = f(20) jednak uglu izmedu krivih 1 i vy u tacki zo (v. sliku 4.1).

Dokaz. Na poletku istaknimo da iz uslova f’(zg) # 0 slijedi da je funkcija
f univalentna u nekoj okolini tacke zy (v. tvrdenje 1.10). To znali da je
dopunski uslov o jednolisnosti preslikavanja f suvisan.

YPod uglom izmedu glatkih krivih koje se sijeku u tacki zo, podrazumijeva se ugao izmed
u njihovih tangenti u zg.
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s

Slika 4.1: Konformno preslikavanje u tacki.

a) Iz pretpostavke da je f’(z9) # 0 slijedi da za proizvoljno ¢ € [0, 27)
vazi
f(z0 +re'?) — f(20) = f'(z0)re"? +rd(r),8(r) — 0kadar — 0.
Odavde dalje imamo da
i flz0+ 7€) = f(20)
|f(z0 + 1ret?) — f(20)]
_ f'(zo)r +18(r)e™  f'(20)

e—ig@éi arg(f(zo+ret?)—f(z0))

= . — kada r — 0,
|f'(z0)re® +ré(r)| [f'(20)]
o znaci da preslikavanje f Cuva uglove u tacki zg.
b) Iz
W\ _ / 5
lim ’f(zo—i-?“e ) f(ZO)‘ — lim ‘f (ZO)T+T (Tﬂ _ |f/(20)|
r—+0 r r—40 r

slijedi da preslikavanje f u tacki zg ima svojstvo podjednakog rastezanja u
svim pravcima.

¢) Dalja razmatranja veZemo za okolinu O( zg) tacke zp u kojoj je funkcija
f = u + iv univalentna.

Ako je kriva -y zadata sa

v ={p(t)=rt)e" : t € [a, 8]} C O(20),
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onda je
D= f(v) = {0(t) = fle(t)) = f(r(t)e") : t € [, B]}.
Pri tome je
r(to)e™ = zg zaneko t =ty € (a, B) i wo = f(20) = W(to).

Odavde slijedi da je 1/ (tg) = f'(20)¢’(to). Tada za ugao «, koji kriva " u
tacki wy = f(z0) zahvata sa pozitivnim dijelom u-ose, vazi

fos w/(to) _ f/(ZO)(pl(tO) _ eiﬂeia _ ei(cx+B)
[’ (o)l [f(20)¢' (o) ’

gdje je 5 = arg f’(20). Odavde slijedi tvrdenje c).
Tvrdenje d) je neposredna posljedica tvrdenja c). O

U dokazu tvrdenja c) sadrZana je i geometrijska interpretacija argumenta
i modula izvoda f’(zg). Naime, argument broja f’(zy) jednak je razlici
uglova koje sa realnim osama zahvataju tangenta u tacki zg na neku krivu y
i tangenta na njenu sliku I' = f(y) u tacki wy = f(20), odnosno argument
broja f’(zp) je ugao za koji preslikavanje f rotira krive (preciznije, njihove
tangente) koje prolaze kroz (2o, f(z0)). Modul izvoda |f’(zo)| pokazuje
koliko je istezanje u svim pravcima.

VaZi tvrdenje koje je djelimi¢no obratno tvrdenju a). Preciznije, vazi
teorema.

Teorema 1.5. Neka su realni dio i imaginarni dio preslikavanja f = u+iv
diferencijabilne funkcije u tacki (xo, yo) i neka je matrica parcijalnih izvoda
Sfunkcija w i v u tacki (xo,yo) razlic¢ita od nule. Ako preslikavanje f cuva
uglove u tacki zg = xg + iyo, onda je ono diferencijabilno u zy i pri tome je

f/(Z()) 75 O.

Dokaz. Iz uslova teoreme slijedi da je

u(xo+hi, yo+h2) = w(xo, yo)+01u(zo, yo)h1+0u(xo, yo)ka+|hla(hy, ha),
,U(x()"i'hl? y0+h2) = ’U(xOv y0)+81v(m0a yO)hl—l—an(xOv yO)hQ—Hh“a(hl’ h2)7
gdje je |h| = \/h? + h3. Ako uvedemo oznake

A = 01u(zo, yo)+i01v(z0, yo), B = Oau(zo, yo)+id2v(xo,yo), h = hi+ihs,
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onda je bar jedan od brojeva A i B razliCit od nule. Tada prethodne jed-
nakosti mozZemo pisati u obliku

f(z0 +h) = f(20) + Ah + Bh + |h|a(h), a(h) — 0 kada h — 0.

Odavde dobijamo da je
, Y
i e—ieue(fGotre®)—fzo)) _ A+ B>
r—+0 |A + Be—2il

Posto preslikavanje f ¢uva uglove, koli¢nik

A + Be 2
|A + Be=2%i¥|

ne zavisi od ¢, a to je moguce jedino ako je B = 0. Medutim, tada je
f(zo+h) = f(z0) + Ah + |h|a(h),a(h) — 0 kada h — 0,

odakle slijedi da je funkcija f diferencijabilna u tacki zg i njen izvod je

f'(z0) = A#0. O

Definicija 1.6. Za preslikavanje f : D — C kaZemo da je konformno u
tacki zg € D oblasti D ako je ono jednolisno u nekoj okolini tacke zg, a u
tacki zg cuva uglove i ima svojstvo podjednakog istezanja u svim pravcima.

Iz prethodnih razmatranja slijedi da ako je preslikavanje f : D — C
diferencijabilno u zy, jednolisno u nekoj okolini tacke zq i ako je f'(zo) # 0,
onda je f konformno u tacki zg. Vazi i obratno tvrdenje.

Teorema 1.7. Ako je preslikavanje f : D — C konformno u tacki zo, onda
Jje ono diferencijabilno u toj tacki i f'(zg) # 0.

Dokaz. Oznacimo sa k grani¢nu vrijednost iz definicije uslova oCuvanja
uglova a sa p grani¢nu vrijednost iz definicije uslova podjednakog istezanja

u svim pravcima. Tada je |k| = 1, pa je k = €', Posmatrajmo koliénik

f(z0 + re'?) — f(Zo)'

rete

K =K(r,p)

Imamo

_ i flro+e) = f(20)  f(20 7€) = f(20)]
PR = e o+ re) — o)l :
= kp = pe®.
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To znadi da postoji f'(z0) i da je f'(20) = pe®. Pri tome je, prema
pretpostavci, koeficijent istezanja u tacki zg razlicit od nule, pa je, dakle,
f'(z0) # 0. 0

Definicija 1.8. Za preslikavanje f : D — C koje je definisano u oblasti
D C C kaZemo da je konformno ako je konformno u svakoj tacki te oblasti.

Nas cilj je da ustanovimo vezu izmedu konformnih preslikavanja i anal-
itickih funkcija. U tom cilju, prethodno ¢emo dokazati sljedece vazno tvrd
enje.

Lema 1.9. Neka je f analiticka funkcija u nekoj tacki a kompleksne ravni.
Tada za svako € > 0 postoji 6 > 0 takvo da za max{|z — a|, |lw —a|} < i

z # wvazZi
f(z) — f(w)

zZ—Ww

<el?

— f'(a)

Dokaz. Posto je f analitiCka u a, slijedi da postoji disk D(a,r) na kojem
je f analitiCka, pa dakle i neprekidna na. Koriste¢i Taylorovu formulu za
|z — a| < r imamo

7(2) = fla) + f'(a)( — a +§;cnz_a

Zatoza |z —a| < ri|w — a| < r imamo

) n—1
f(2) = fw) = f@)z—w) + (z=w) Y en ) (2= a)" F(w—a).
n=2 k=0
Odavde slijedi da je
f(i:i( ZC"Z (w — a)f,

n=2

odakle dalje dobijamo daza |z —a| < d<p<rijw—a|<d<p<r,
(gdje je p > 0 fiksiran realan broj), vazi:

f(z) = f(w) _ Z\cn|2\z al" Flw — a|k<6zn|cn|p
n=2

zZ— W
2Ako stavimo F(z,w) = W az # wiF(z,w) = f(2)zaz = w, iz ove
teoreme slijedi da je tada (pod uslovima iz teoreme) F neprekidna u nekoj okolini max{|z —
zol;|lw — zo| < 1}
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Posto je red > 2, nlc,|p™ konvergentan za p < r (radijus konvergen-
cije reda >, n|cy|z" je isti kao radijus konvergencije Taylorovog reda
funkcije f, vidi Posljedicu 6.7), slijedi da je

o

Zn\cﬂp" =M < oo.
n=2

Zato za unaprijed dato ¢, uzimajuéi § = min{e/(M +1), p}, dobijamo tvrd
enje teoreme.

Posljedica 1.10. Neka je funkcija f : D — C analiticka u tacki zq oblasti
D ineka je f'(z0) # 0. Tada postoji okolina O(zy) C D tacke zy takva da
Jje flo(z) : O(20) = f(O(20)) bijekcija.

Dokaz. Na osnovu tvrdenja 1.9 postoji p > 0, takvo da za |z — zg| < p i
|lw — wo| < p vazi

f(z) = f(w)

Z—w

= f'(=0)| < 1/2|f'(20)l,

$to znaci da je na tom skupu

‘W’ > 1/2|f'(20)| > 0.

Odavde slijedi da je f(z) # f(w) za z,w € {z € BbbC : |z — 2| < p) i
z # w, pa je funkcija f injektivna na O(zo, p).
[

Teorema 1.11 (Teorema o otvorenom preslikavanju). Ako je f nekonstantna
analiticka funkcija, definisana na oblasti ) C C i D C ) otvoren skup,
onda je f(D) otvoren skup. Specijalno, f(2) je otvorena oblast.

Dokaz. Nekajea € Dib = f(a). Naosnovu teoreme o nulama analiti¢ke
funkcije, postoji krug D(a, ) C D sa svojstvom da funkcija f(z) — bnema
drugih nula (osim tacke a) na tom krugu. Neka je 6 = min|,_,—, [f(2)—bl.
Tada je 6 > 0. Dokazimo da je skup D(b,/2) C f(D). Ako je D(b,d) C
f(D),ondajei D(b,5/2) C f(A). Akoje w € D(b,6)\ f(D), tada je?

1 1 1 1

< sup < sup < .
‘b - w| |z—al=r ‘f(Z) - ’LU| |z—al=r |f(Z) - b| - |b - w| o — ‘b - w|

3Ako je g analiticka na nekom skupu koji sadrzi krug D(c, r) onda je, na osnovu principa
maksimuma, |g(c)| < sup|._. =, |9(2)|. Uovom slucaju je g(z) = 1/(f(2) —w)ic=a.
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Odavde slijedi daje §/2 < |w—b|, odnosno da za svako w € D(b,§/2), w €
f(D). To znaci daje f(D) otvoren skup. Posto je skup 2 otvoren i povezan,
slijedi da je i f(€2) otvoren i povezan skup. Tvrdenje je dokazano. O

Napomenimo da se pomocu Roucheove teoreme moZe dokazati, da u
oznakama i terminima prethodne teoreme, vazi D(b,d) C f(£2).

U paragrafima (2.6) i (2.7) definisali smo funkcije log z, /2 i argz u

nekim specijalnim prosto-povezanim oblastima prostora C*. Sljedeca lema
tvrdi da je to moguée uraditi u proizvoljnoj prosto-povezanoj oblasti pros-
tora C*.
Lema 1.12. Pretpostavimo da je Q0 C C\{0} prosto povezana oblast, a, z €
Q proizvoljne tacke i v, proizvoljna dio po dio glatka kriva sa pocetkom u
tacki a i krajem u tacki z. Neka je dalje ¢ € (—m, 7] jedinstveno rjesenje
Jednacine €'Y = a/|a| (vidi paragraf 2.3). Tada je za svaki cijeli broj k,

a)
dz . ‘
gr(2) = logq x(2) == / ~ + log |a| + i@ + 2kmi, z €
Yz

dobro definisana analiticka funkcija na S, pri cemu je g)(z) = 1/z i
gr o exp = id i koja se naziva logaritamskom funkcijom (ili logarit-
mom) na €,
b)
hio(2) = Yzg, = e/M1oga k()
dobro definisana analiticka funkcija na Q) koja zadovoljava uslove

hi(z) = zi h(z) = hg(z)/(nz) (k = 0,1,...,n — 1 i koja se
naziva korijenom funkcijom na );

c)
dz
ap(z) = arggy, z = Im - et 2km
dobro definisana neprekidna i harmonijska funkcija na ), koju nazi-

vamo argumentom na oblasti ().

Dokaz. (a) Primijetimo da je, za svaki cijeli broj k, funkcija g; inverzna
funkcija eksponencijalne funkcije exp : gi(€2) — €, koju je prirodno zvati
logaritamskom funkcijom .
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Posmatrajmo funkcija h(z) = 1/z, koja je analiticka u €. Neka su ~,
i §, dvije krive sa istim poCetkom i krajem, koje leze u (2. Tada je ¢ =
v, + &, zatvorena kriva koja pripada prosto povezanoj oblasti 2. Na osnovu
Cauchyeve teoreme imamo da je [ h(z)dz = 0, odnosno,

e
’Yzz_ézz'

Odavde slijedi da je gi dobro definisana funkcija. Ako je h € C, takvo da
[2,z + h] € Q, tada, stavljajuéi v,+p := 7. + [2, 2 + h], dobijamo

z+h dz

gz + ) — gi(h) =/ <

z

Parametrizacijom [0,1] 3 t — 2z + th = p(t) € [z,z + h| duZi [z, 2 + h]
imamo da je

1. 1
alz+ ) =alo) = [ Didar= [ Srostoioyar

= log(p(1)) — log(p(0)) = log(z + h) — log z.

Odavde slijedi da je g;.(z) = 1/z, §to je trebalo dokazati.

Dakle, g, je analiti¢ka funkcija i pri tome je (g (e")—w)" = E—Z—l =0,
odnosno g (e¥)—w = const. Stavljajuéi w = ip+2kmi+log |a|, dobijamo
gr(e")—w = gr(a)— (ip+2kmi+log |a|) = 0. To znati daje g (e”) = w
za svako w € C a takode i e9(?) = 2 za svako = € C. Drugim rije¢ima, gy,
je inverzna eksponencijalnoj funkciji.

b) Iz a) slijedi A (z) = (/™9 (2) = . Diferencirajuéi posljednju jed-
nakost, dobijamo h} (z) = hy(z)/(nz). Time je dokazano da da na svakoj
prosto povezanoj oblasti postoji korijena funkcija.

¢) Za svaki cijeli broj k, funkcija aj, je harmonijska, jer je imaginarni
dio analiticke funkcije gy. Takode iz

ciak(2) . gRe gr(2) _ qok() _

slijedi da je a funkcija-argument. 0

Sljedeca tvrdenja upotpunjavaju sliku o vezi izmedu konformnosti, jed-
nolisnosti i biholomorfnosti analiti¢kih funkcija.
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Teorema 1.13. ) Ako je f analiticka funkcija u tacki a koja je nula m — 1-
og reda funkcije f', onda je f m—valentna funkcija u nekoj supljoj okolini
tacke a.*

b) Ako je f univalentna analiticka funkcija u nekoj okolini ) tacke a,

onda je f'(a) # 0.°.

Dokaz. Na osnovu teoreme o nulama analiticke funkcije, postoje prirodan
broj m i analiti¢ka na skupu D(a, r) funkcija g, takvi da je

f(2) = fa) + (z —a)"g(2), gdjeje g(z) # 0zaz € D(a,r) C Q.

Takode postoji 1 € (0, ], takvo da za za svako z € D(a,ry) vazi: |g(z) —
g(a)| < |g(a)|. Dakle, skup g(D(a,r1)) pripada krugu D = {w : |w —
g(a)| < |g(a)|}, koji je prosto povezana oblast proSirene kompleksne ravni
C. Akoje m = 1,onda je f'(a) = g(a) # 0.

Pretpostavimo da je m > 1. Na osnovu teoreme 1.12 postoji korijena
analiticka funkcija z — %/z definisana na D. Tada je funkcija h(z) =
(z—a) Y/ g(z) dobro definisana analiti¢ka funkcija na skupu D(a, ). Kako
je W(a) = %/g(a) # 0, prema tvrdenju 1.10, postoji krug D(a,r2) C
D(a, ) nakojem je funkcija h injektivna. Na osnovu teoreme o otvorenom
preslikavanju, h(D(a,r2)) je otvoren skup, pa postoji p > 0, takvo da je
D(h(a), p)) € h(D(a,72)).

Nekaje 0 < 6 < p, wo = 6 iwy, = wp - e2F™/™ | =0+1,+2....
Tada, za svako k € Z, tacka wy, pripada skupu h(D(a, p)). Prema tome,
zak = 0,1,...,m — 1, postoji tatno po jedna tacka z; € D(a,r), takva
da je wy = h(z). No, onda je f(z9) = wy’ = ¢ i, za svako takvo k je
f(zx) = 6™ - 7™ = f(z). Odavde slijedi da ako je z = a nula m — 1 tog
reda funkcije f/, onda je funkcija f m—valentna.

Tvrdenje b) je direktna posljedica tvrdenja a). Teorema je dokazana.

Teorema 1.14. Ako je f injektivna analiticka funkcija, definisana na oblasti
Qi QY = f(Q), onda je funkcija g = f~' analiticka na Q. Pri tome je
g'(w) =1/f(2), gdje je w = f(2).

Dokaz. Neka je b = f(a) proizvoljna tatka skupa f(2) = €. Dokazimo
da je funkcija g neprekidna u tacki b. Neka je € > 0 proizvoljno. Disk

*Funkcija f je n—valentna na nekom skupu A ako za svako w € f(A) postoji tatno n
razli¢itih tacaka z;,1 = 1,...,n takvih da je f(z;) = w. Ako je n = 1 onda je funkcija f
univalentna.

SRanije smo dokazali ovo tvrdenje koristeéi Roucheovu teoremu (vidi tvrdenje 8.8).
Ovdje je prezentovan jedan bitno drugaciji dokaz.
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polupre¢nika ¢ sa centrom u tacki a je otvoren, pa je, na osnovu teoreme
o otvorenom preslikavanju, f(D(a,e)) otvoren skup, koji pri tome sadrzi
tacku b. Slijedi da postoji 6 > 0, takvo da je D(b,0) C f(D(a,¢)), i dalje,
da za svako w koje zadovoljava uslov |w — b| < 6, postoji z € D(a,¢),
takvo da je w = f(z), odnosno, z = f~1(w) = g(w). To znaéi da ako
je lw —b| < 4, tada je |g(w) — g(b)] = |z —a| < e. S obziromda je b
proizvoljna tacka skupa f(€2), slijedi da je funkcija g neprekidna na skupu

f).
Dalje je
gw)—g) 1 1
— T _w=b T f(x)—f(a)”
v b g(w)—g(b) Z—a

Zbog neprekidnosti funkcija f i g imamo da w — b ako i samo ako z — a.
Zato je

i 9@) —9(b) _ 1 _

wsb  w—b lim,_,, 18-/ f'(a)

Primjetimo da, na osnovu prethodne teoreme, funkcija f’ nema nula u oblasti
Q. Kako je b € € proizvoljna tacka oblasti ', slijedi da je funkcija
g = f~! analiti¢ka u €' O

Posljedica 1.15. Ako je funkcija f : D — C analiticka u tacki zg oblasti D
i ako je f'(z0) # 0, tada postoji okolina O(zy) C D tacke zy, takva da je
preslikavanje f|o(.,) : O(z0) = f(O(20)) biholomorfizam®.

Dokaz. Ovo tvrdenje je direktna posljedica tvrdenja 1.101 1.14.
O

Teorema 1.16. Neka je D C C oblast u Ci f : D — C. Preslikavanje f
Jje konformno ako i samo ako je f analiticka funkcija na D i f'(z) # 0 za
svako z € D.

Dokaz. Pretpostavimo da je funkcija f : D — C analiticka na D. Neka je
z proizvoljna tacka skupa D. Iz analiti¢nosti funkcije f i uslova f’(z) # 0
slijedi da postoji okolina tacke z, takva da je f univalentna u toj okolini.
Odavde slijedi je f konformno preslikavanje u z pa dakleiu D.

Obrnuto, ako je f konformno u svakoj tacki oblasti D onda je (vidjeti
Teoremu 1.7) funkcija f diferencijabilna u svakoj tacki te oblasti, (Sto znaci
da je f analiticka u D) i pri tome je f’(z) # 0 za svako z € D. O

Spreslikavanje f: A v+ B je biholomorfizam ako je bijektivno i ako su f i g = f*
analiticke funkcije.
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Definicija 1.17. Oblast D C C je konformno ekvivalentna sa oblaséu D, C
C ako postoji preslikavanje f : D — D, koje je konformno i bijektivno.

Napomenimo da se moZe govoriti i o0 konformnoj ekvivalentnosti oblasti
iz C. Primijetimo da ako je oblast D konformno ekvivalentna sa D, i ako
je f : D — D, konformno bijektivno preslikavanje, onda je i preslikavanje
f~!': D, — D konformno i bijektivno, pa je oblast D, konformno ek-
vivalentna sa D. Jednostavno se pokazuje da ako je oblast D konformno
ekvivalentna sa D, a oblast D, konformno ekvivalentna sa D,,, onda je
oblast D konformno ekvivalentna sa D,... To ukupno znaci da je konformna
ekvivalentnost relacija ekvivalencije. Postavlja se pitanje: kako izgledaju
odgovarajuce klase ekvivalencije? U primjerima koji slijede pokazuje se da
postoje oblasti koje nisu konformno ekvivalentne.

Primjer 1.18. Ako je oblast D konformno ekvivalentnasa Ci f : C — D
konformno bijektivno preslikavanje, tada je f analiticka na C, pa, prema
Liouvilleovoj teoremi, ne moZe biti ograni¢ena. Slijedi da ograni¢ena oblast
ne moze biti konformno ekvivalentna sa C.

Primjer 1.19. Ako je D jednostruko povezana a D, dvostruko povezana
oblast, tada ove oblasti nijesu konformno ekvivalentne.

Osnovno pitanje u teoriji konformnih preslikavanja je: kako za dvije za-
date oblasti D i1 D, utvrditi da li su konformno ekvivalentne a zatim i kako
za konformno ekvivalentne oblasti D i D, naci preslikavanje f : D — D,
koje je konformno? Odgovori na ova pitanja nisu jednostavni. Zato se
ona rjeSavaju parcijalno. U vezi sa prvim pitanjem, vazno je prethodno
utvrditi opSte principe po kojima se moZe ustanoviti kada su dvije oblasti
konformno ekvivalentne. U dva prethodna primjera formulisana su dva neg-
ativna rezultata. Posebno vazno mjesto u rjeSavanju ovog (prvog) pitanja
ima izvanredna Riemannova teorema o konformno ekvivalentnim oblas-
tima, koju ¢emo uskoro dokazati.

Jedan od mogucih pristupa u rjeSavnju drugog pitanja jeste da se izuci
se veliki broj posebnih slu¢ajeva, a da se zatim u svakoj konkretnoj situaciji
kombinuju izu¢ene moguénosti. Naravno, jedna od mogucnosti je i da se
zadatak rijeSi priblizno, u odredenom smislu.

Mi ¢emo u nastavku izuciti nekoliko posebnih preslikavanja pa ¢emo se
kasnije pozivati na njih kada to bude potrebno.
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Zadaci
1. Dokazati tvrdenje iz primjera 1.2.
2. Nekaje K = {w : |w| < 1}, ia € C. Dokazati da sljedece oblasti
nijesu konformno ekvivalentne sa K:
a)C; b)C\ {a}.
3. Provjeriti da li su sljedecée funkcije univalentne na ukazanim skupovima:
(@) f(z) =22 D—{z 1<zl <2,0<argz < 3m/2};
() f(2) :z+ ,D={z:]z] <1}
©) f(z)=¢€* D ={z:|z| < 3};
) f(z) =24 D={z:3<|242] <4,0 < arg(2+2) < 37/2};
@ f(z) = ={z:[Re((1+i)2)| <7}
0 f(z) =2 + D={z: ]z —il < V2h
4. Dokazati da je funkcija w = 2z +az univalentna na poluravni Im » >
0 ako i samo ako je Im a > 0.
5. Dokazati da ako je oblast 2 C C* prosto-povezana onda su funkcije
f(z) =logz1ig(z) = {/z, definisane u teoremi 1.12, univalentne.
6. Neka je funkcija f(2) = a,2" + - - - + a222 + z univalentna u krugu
|z| < 1. Dokazati sljedece nejednakosti:
-1
nlan| <1 i Klag| < (k=2,...,n—1).
k—1
Uputstvo. Primijeniti Vietova pravila na prvi izvod funkcije.
7. Bez koris¢enja teoreme o otvorenom preslikavanju dokazati da je w =
z" otvoreno preslikavanje.
8. Akoje f(z) = 2" i 29 # 0, odrediti

lim e—is@eiarg(f(zo+rew)—f(z0))‘
r—+0
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2 Bilinearna preslikavanja

Funkcija oblika

az+b

w:w(z):cz—l-d

gdje je ad — be # 0,

naziva bilinearnom funkcijom, ili bilinearnim preslikavanjem ili Mébiusovom
transformacijom. Ona je definisana za z # —d/c, razliita je od a/c za

svako z € C i injektivna je u oblasti definisanosti. Ako je dodefiniSemo u

tacki —d/c sa w(—d/c) = oo i u beskona¢no udaljenoj tacki sa w(oc) =

a/c, dobijamo bijektivnu funkcija w : C + C. Kako je

, ad — be
=——=#0
v (cz +d)? 7

za svako z € C slijedi da je bilinearno preslikavanje konformno na C.
Opisimo nekoliko posebnih bilineranih preslikavanja.

Primjer 2.1 (Translacija). Funkcija oblika f : z — z + a, gdje je a kom-
pleksan broj, je bilinearna transformacija definisana za svako z € C. Ako je
k1 = S(zo, ) proizvoljna kruznica, onda se funkcijom f kruznica S(zo, )
preslikava na kruznicu k2 = S(2¢ + a,r). Unutra$njost kruznice k; pres-
likava se u unutrasnjost kruZnice k2 a spoljasnjost prve u spoljasnjost druge.
Pored toga, translacija f(z) = z + a preslikava pravu z = zo + tb,t € Rna
pravu z = 29 +a + tb,t € R.

Primjer 2.2 (Homotetija). Bilinearna transformacija oblika f(z) = Az, z €
C, gdje je A > 0, naziva se homotetijom ravni C sa centrom u tacki 0. Ho-
motetijom se kruznica S(zp, ) preslikava na kruznicu S(Azg, A\r'), a prava
z = 29 + tbna pravu z = A\zg + tb.

Primjer 2.3 (Rotacija). Preslikavanje f(z) = €’z je rotacija kompleksne
ravni C oko tacke 0 za ugao . KruZnica S(20,r) se rotacijom f preslikava
na kruznicu S(e"?zp, 1) a prava z = zg + tb na pravu z = €*?zy + te'#b.

Primjer 2.4 (Linearna funkcija). Funkcija f(z) = az + b se naziva lin-
earnom (ili afinom) funkcijom. Funkcija f moZe se napisati kao kompozi-
cija rotacije, homotetije i translacije. Zbog toga f preslikava kruznice u
kruZnice i prave u prave.
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Primjer 2.5 (Inverzija). Preslikavanje ¢ : C — C definisano formulom
¢(z) = 1 (pri Cemu je p(0) = oo, p(c0) = 0), naziva se inverzijom
(ili, preciznije inverzijom u odnosu na jedinicni krug). Preslikavanje ¢ je
ocigledno bijektivno. Ono se geometrijski jednostavno interpretira: tacki
z # 01 # oo pridruZuje se tacka w = ¢(z), koja se nalazi na polupravoj
koja polazi iz 0, prolazi kroz ta¢ku z, pri Cemu je |z| - |w| = 1.
Dokazimo takozvano kruZno svojstvo preslikavanja . Neka je k kruZnica

u C. Njena jednacina je

a(a® +y?) + o +yy + 6 =0,
ili, koriS¢enjem kompleksne promjenljive,
azZ+ez+eZ2+0=0,

gdjejee = %(ﬁ +1i7v),a, 8,7 € R. Ako je a = 0, onda je gornja jednacina
jednacina prave, odnosno, to je jednacina kruZnice u C koja prolazi kroz
beskonacno udaljenu tacku. Preslikavanjem w = ¢(z) = %, dobijamo
jednadinu slike kruznice k,

ot yeliel s,
ww w w

odnosno

dww + W + ew + o = 0.
To znaci da je slika kruZznice u C kruZnica C. Preciznije, slika kruznice u
C koja ne prolazi kroz tacku 0 (§ # 0) je kruznica, dok je slika kruznice u
C koja prolazi kroz 0 (§ = 0) prava. Slika prave u C (kruznice koji prolazi
kroz ta¢ku oo, slu¢aj & = 0) je kruznica koja prolazi kroz 0 a slika prave
u C koja prolazi kroz nulu (o« = 0,5 = 0) je prava koj prolazi kroz nulu.
Dakle, preslikavanje p(z) = % svaku kruznicu u C preslikava u kruZnicu u

C.

VaZi sljedeca jednostavna teorema.

Teorema 2.6. Skup svih bilinearnih preslikavanja oblika w = gjj_'g, ad —
be # 0, je grupa u odnosu na kompoziciju preslikavanja.

Svaka bilinearna transformacija moZe se napisati kao kompozicija sljedecih
preslikavanja:

a) Translacije: z — z + a;

b) Rotacije za ugao @: z — €% z;
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c) Homotetije sa koeficijentom r > 0: z — rz;
d) Inverzije : z +— 1/z.
Dokaz. Dovoljno je uoditi da ako su

asz + by

a1z+b
: : f(Z):CQZ+d2

2
c1z+di’

fi(z) =
1 akoje a1d1 — b101 7é 0, a2d2 — Cng 7& 0, ondaje

azf1(z) +ba  (agay + bacy)z + (agby + bady)

(fao0 f1)(2) = caf1(z) +do  (coay + c1do)z + (bica + dids)

Pri tome je
(a2a1 + 5261)(5162 + d1d2) — (agbl + bgdl)(alcQ + C1d2)

= (a2d2 - bgCQ)(Gldl — blcl) ?é 0.

Neutralni element je, prirodno, e(z) = z. Dalje, inverzno preslikavanje

[C)lres})ikavanja w = f(z) = %L definisano je formulom z = f~!(w) =
web -

222 i ono je takode bilinearno. Asocijativnost je opste svojstvo kompozi-
cw—a . .
cije preslikavanja.

Preslikavanje

az+b
cz+d

flz) =

moZemo napisati u obliku

az—i—biB A

w:f(z):cz—i—d_ +m’
gdje je
A:bc—Qad’B:g’)\:i
c c c

Odavde slijedi da je f kompozicija translacije z — wy = z + A, inverzije
wp — Wo = w% i afinog preslikavanja wo — w = B + Awy = B +
| Ale*?8 Ay, koje je opet kompozicija rotacije wy — w3 = '8 Aws,
homotetije w3 — w4 = |A|ws i translacije wy — w = wy + B. Teorema je
dokazana. O
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Svako od gornjih preslikavanja ima kruzno svojstvo (svaki kruZnicu i
svaku pravu u C prevodi u kruiiicu ili pravu u C, odnosno svaku kruZnicu u
C prevodi u kruznicu u C). To znaci da vazi

Teorema 2.7 (KruZno svojstvo bilinearnog preslikavanja). Bilinearno pres-
likavanje svaku kruznicu u C prevodi u kruznicu u C.

Za formulaciju drugih svojstava potrebno je uvesti novi pojam, inace
poznat u geometriji.

Definicija 2.8. 1. Tacke z i z* su simetri¢ne u odnosu na kruznicu k(zo,r) =
{z € C: |z — 29| = R} ako one leze na polupravoj koja polazi iz
centra kruZnice z i pri tome vaZi: |z — z||2* — 20| = R>.

2. Tacke z i z* su simetricne u odnosu na pravu l ako leZe na pravoj q
koja je normalna na l i ako su od prave | jednako udaljene.

Uoc¢imo da ako se jedna od dvije simetri¢ne tacke nalazi unutar kruZnice
druga je van nje. Tacka koja se nalazi na kruZnici simetri¢na je samoj sebi
u odnosu na tu kruZnicu (v. sliku 4.2.

Slika 4.2: Simetrija u odnosu na kruznicu k(zg, R) i pravu p.

Sljededi primjer daje jedno zanimljivo geometrijsko svojstvo simetrije u
odnosu na kruZnicu.
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Primjer 2.9. Pokazacemo da su tacke z i z* simetricne u odnosu na kruznicu
k u C ako i samo ako bilo koja kruznica u C koja prolazi kroz tacke z i z*
sijeCe kruZnicu k pod pravim uglom.

Pretpostavimo da su tacke z i z* simetri¢ne u odnosu na kruZnicu k =
{n :|n—20| = R} idajeI kruZnica koja sadrzi tatke z i z*. Neka tangenta
iz taCke zg na kruznicu I' dodiruje I" u tacki z;. Prema teoremi o duZini
tangente, s obzirom da su tacke z i z* simetricne u odnosu na k, dobijamo
daje

|20 — 2*|2 = |20 — 2*||20 — 2| = R2.

To znacida z; € k, pase k11 sijeku u z; pod pravim uglom.

Pretpostavimo sada da svaka kruZnica koja prolazi kroz tacke z i z*
sijeCe kruznicu k pod pravim uglom. Tada tacke z i z* leze na polupravoj
koja polazi iz tacku zg. Dalje, iz uslova ortogonalnosti slijedi da tangenta
na svaku kruznicu I', koja prolazi kroz z i z* sadrZi poluprecnik kruga k. To
znaci da su tacke z‘ i z* simetri¢ne u odnosu na kruznicu k.

Teorema 2.10. Tacke koje su simetri¢ne u odnosu na kruznicu ~ u C bi-
linearnim preslikavanjem slikaju se u tacke koje su simetricne u odnosu na
sliku I" kruznice .

Dokaz. Neka je f bilinearno preslikavanje, v— kruznicau C, z i z* simetri¢ne
tacke u odnosu na kruznicu . Neka je dalje w = f(z), w* = f(z*) i
I' = f(v). Tada je I' kruznica u C. Posmatramo proizvoljnu kruznicu I'"*
koja prolazi kroz tacke w i w*. Primijetimo da je inverzna slika v* kruznice
I'* takode kruZnica, koja pri tome prolazi kroz tacke z i z* i sijece kruZnicu
v pod pravim uglom. Posto je bilinearno preslikavanje konformno, ono
cuva uglove, pa se kruzince I' i I'* sijeku pod pravim uglom. Odavde, na
osnovu prethodnog primjera, slijedi da su tacke w i w* simetri¢ne u odnosu
na kruznicu I'*. O

Primjer 2.11. Oderedicemo sve bilinearne funkcije f koje trojku razlicitih
kompleksnih brojeva (z1, 22, 23) preslikavaju u trojku (0, 0o, 1).
Iz uslova f(z1) = 0 slijedi da je

a(z — z1)

f(z) = cz+d

Dalje, zbog, f(z2) = oo slijedi da je

a(z — z1) z—2

i) = = a

b(z — 29) z— 29
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Iz uslova f(z3) = 1 dobijamo da je o = % Postoji, dakle, ta¢no jedna

bilinearna funkcija koja zadovoljava gornje uslove i to je funkcija

23— 29 Z—21

fz) =

zZ3 — 21 Z—ZQI

Pretpostavimo sada da je jedna od tacaka 21, 29, 23 beskonacno udaljena

tacka.
Ako je z1 = oo, tada je traZena funkcija f(2) = Z=2. Ako je zp = o0
z2—2z1

ondaje f(z) = £, aako je z3 = oo onda je f(z) =

2=z
z—z9 °

Primjer 2.12. Pretpostavimo da su (z1, 29, 23) i (w1, w2, ws) trojke ra-
zli¢itih kompleksnih b rojeva. Tada bilinearna funkcija w = f(z) definisana
relacijom

w — W1 . w3 — w1 o Zz— Z1 . zZ3 — 21

W— 1wy W3 — Wy Z—Zy 23—z

je jedina bilinearna funkcija koja zadovoljava uslove f(z;) = w;,i = 1,2, 3.

Koli¢nik
Z—2z1 23—

2— 29 23— 2o
naziva se harmonijskim kolicnikom ili harmonijskim odnosom ili dvorazm-
jerom. Dokazali smo dakle da bilinearno preslikavanje ¢uva harmonijski
odnos.

Primjer 2.13. Pokaza¢emo da bilinearna funkcija f(z) = i—fz donju polu-
ravan preslikava u jedini¢ni krug D = {w : |w| < 1}.

Ako je Im z < 0, onda je Re(z +1i) = Re(z — 1), |Im (2 + 7)| <
|Im (2 — 4)|, i tada vazi

z4+1
zZ—1

w| = [f(2)] =

Dalje, ako je |w| < 11 ako je f(z) = w, onda je

iw+i  (w+i)(w—1) dww+iw —iw —1
Z = = =
w—1 lw — 1|2 lw — 1)?
w2 Imw—i w4+ 2Imw —i

jw —1J? - jw =127
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odakle slijedi da je

Primjer 2.14. U prethodnom primjeru imali smo bilinearnu funkciju koja
preslikava donju poluravan na jedini¢ni disk. Odredimo sva preslikavanja
koja gornju poluravan preslikavaju na jedini¢ni disk.

Neka je z9p € H = {z : Im z > 0} ta¢ka gornje poluravni koja se slika
u 0. Tada se tacka 2y, koja je simetri¢na tacki zp u odnosu na realnu osu,
slika u taku oo, koja je simetri¢na ta¢ki 0 u odnosu na kruznicu |w| = 1.
Slijedi da sva preslikavanja o kojima je rije¢ imaju oblik f(z) = kZ=2. Pri

0

tome se prava Im z = 0 slika na jedini¢nu kruznicu |w| = 1. Kako je za
Im 2z =0, |z — 20| = |2 — 2], to je |k| = 1, odnosno k = .

Dokazimo da svaka funkcija oblika f(z) = k=22, Im 29 > 0, |k| = 1,
slika gornju poluravan na jedini¢ni krug |w| < 1. Neka z = = + iy € H
(y>0)i

w= k=22 ¢ D(0,1).
zZ — 20
Tada je
2= 20 _ |z — |
jw| = k| —F7 = —
|2 =20 |z — ol
Pri tome je

|z — 20\2 — |z — 20]2 = —4Re(zz9) = —4yyo < 0,

odakle slijedi da je |w| < 1.
Pretpostavimo sada da je |w| < 1. Tada, rjeSavajuci jednacinu

Z— 20

w=k —
zZ — 20

dobijamo
B kzo — w2y

k—w

Pri tome, uzimajudi u obzir da je |k| = 11 |w| < 1, imamo:

kzo — w2y —w

k . _
z:z(w) _ 20 wZzo )

prul | Il

Ek—w k—w

g

20lk1? — kwzo — kzow + [wl*2 20 + |w|*Z0 — 2 Re (kwzp)

[k —wl? - [k —wl?
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Imaginarni dio broja z = z(w) jednak je

Im 2o +Im (|w|?%)  Im 2o(1 — |w|?)
Im z(w) = T = T

> 0.

Time je dokazano da funkcija f slika poluravan H na jedini¢ni krug.

Kako je |k| = 1, to mozemo pisati k = €', a € (—m,7]. Tako do-
bijamo da je opsti oblik bilinearne funkcije koja slika gornju poluravan na
jedini¢ni krug sa centrom u 0

f(z)= gl Z_O,oz € [0,2m).

Z— 20

Slika 4.3: Konformno preslikavanje jedini¢nog diska na sebe.

Primjer 2.15. Dokazimo da su funkcije w = €% 1Z —_a jedine Mobiusove
—az
transformacije koje preslikavaju jedini¢ni disk na sebe.
Neka je
_az+b
ez td

Na osnovu teoreme o otvorenom preslikavanju (vidi teoremu 1.11) slijedi
da analiticka funkcija granicu neke oblasti preslikava na granicu slike te
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b
oblasti. Zato je |w| = k) 1 ako i samo ako |z| = 1, odnosno
' ‘ cz+d
lae® + b|? = |ce’ + d|? za svako ¢ € [0,27). Kvadrirajuéi prethodnu

jednakost dobijamo
la® + |b]> + 2Re (abe™?) = |c|> + |d|* + 2Re (cde®).

Stavljajuéi ¢ = 01 ¢ = m i sabirajuéi tako dobijene jednakosti imamo:
la]?2 + |b]?> = |¢|* + |d|>. Odavde slijedi da je Re ((ab — cd)e'¥) = 0
za svako ¢. Neka je ab — cd = p - €. Stavljajuéi ¢ = —1), dobijamo
Re (pe’¥=¥)) = 0 odnosno p = 01 ab = cd. Iz tri uslova |a|? + |b|?> =
lc|? + |d|?%, ab = cd i ad # be, slijedi da ako je b = 0, tada je ¢ = 0,
la| = |d| # 0, i preslikavanje w = f(z) ima oblik

a v 2—0

w=—z=2¢"¥ —,
d 1 -0z

Akojeb # 0is = %l, tada je d = bsia = cs, odakle slijedi da je
(Is|2 = 1)(Je*> = [b]*) = 0i 0 # ad — be = be|t|? — be = be([t|> — 1). To
dalje znaci da je |s| # 1, paje |b| = |ci |a| = |d|. Na kraju dobijamo da je

b
az+, :ewz—i-a

YT ATt S 1+ za

Pri tome, ako |a| < 1, tada je |w| = |f(2)| < 1 ako i samo ako je |z| < 1,
a ako je |a| > 1, tada je |w| = | f(z)| < 1 ako i samo ako je |z| > 1,

Na slici 4.3 prikazano je kako se koncentri¢ni krugovi (kruZnice) i di-
jametri jedini¢nog kruga slikaju u krugove (kruznice) i lukove kruznica or-
togonalnih na jedini¢nu kruZnicu.

Primjer 2.16. Odredi¢emo sve Mobiusove transformacije

az+b
= TP ad—b
f) =S ad—be 0,
koje slikaju gornju poluravan H = {2 : Im z > 0} na sebe.
Neka je a = ae™®, b = e, ¢ = ve'¥, d = §e, 0 < ¢,n,¢,0 < .
Posto je f(OH) = f(R) = R, to je za svako r € R, slika

ar+b  (ar+b)(@r +d)

= c R.
cr+d ler + d|?




238 GLAVA 4. KONFORMNA PRESLIKAVANIJA

To znadi da je p(r) = acr? + (b¢ + ad)r + bd polinom sa realnim koefici-
jentima, pa su i izvodi p/(r) = 2aer + be + ad i p”(r) = 2ac polinomi sa
realnim koeficijentima. Slijedi da a¢ € R, b¢ + ad € R i bd € R. Iz uslova
at = aye®=¥) e R slijedi ¢ = 1, a sli¢no se dobija da je n = 0. Tada je
be — ad = (By — ad)e!$t) £ 0 ako i samo ako je By — ad # 0. Dalje je

be+ad = Bre ) +ade! P = (By—ad)e ") 1208 cos(n—y) € R.
Odavde slijedi da je n = . Zakljucujemo da je

az+b  az+p

- = R
w(z) Cz+d 7Z+57a7/87776€

1z uslova

Im w(i) = Im (
_ 1
|vi+6)2

(i + B)(—vi + 5)>
|vi + 6|2

(ad — By) >0,

dobijamo neophodan i dovoljan uslov da je slika f(H) gornje poluravni ista
poluravan H: ad — 36 > 0.

Primjer 2.17. Nekaje D = {z : Im z < 0, |z +il| > R}, gdje je [ >
R > 0. Odredimo bilinearnu funkciju koja konformno i bijektivno slika D
na neki koncentri¢ni prsten sa centrom u tacki 0.

Treba naci par tacaka koje su simetri¢ne i u odnosu na pravu Im z =01
u odnosu na kruznicu |z + il| = R. Taj par se mora nalaziti na imaginarnoj
osi. Neka su to tacke z1 = aii z0 = —ai,a > 0.

Iz simetrije u odnosu na kruZnicu slijedi da je (I + a)(l — a) = R?, pa
jea = (12 — R2)2. Slika prave Im 2 = 0 je kruZnica v, polupre¢nika ry a
slika kruznice |z 4 il| = R je kruZnica 2 polupre¢nika ro. Posto slike w i
wo tacaka 2z 1 zo moraju biti simetri¢ne u odnosu na y; i 2 istovremeno, to
je w; = 0,wy = 00, ili obrnuto. Tada preslikavanje

zZ—at

=A
/) z+ai
prevodi pravu Im z = 0 u kruZnicu 7. Kako je f(0) = —A, toje |A| = r1.
Slika kruznice |z + il| = R je kruZnica |w| = 75 polupre¢nika

|IR—1—a

=M

< |A|:’I“1.
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Po principu korespondencije granica slijedi da je slika oblasti D oblast D’ =
{w: ry < |w| < r1}. Primijetimo dakoli¢nik /7o = R+ 1+ a/|R — 1 —
ne zavisi od A.

Bilinearnim preslikavanjima, za koja se moze reci da su prili¢no jed-
nostavna, moZze se uspostaviti konformna i bijektivna veza izmedu razli¢itih
oblasti. To je jedan od razloga za njihovo detaljno izuc¢avanje. U tvrdenju
sljedece teoreme nalazi se joS jedno objasnjenje znacaja bilineranih pres-
likavanja.

Teorema 2.18. Ako f : C — C konformno i bijektivno preslikava C na C,
onda je f bilinearno preslikavanje.

Dokaz. Iz uslova teoreme slijedi da postoji tacka 2y € C koja se slika u
o

'.Pretpostavimo prvo da je zg € C. Tada je tacka z = zg pol funkcije f,
paje,

f(z):6‘7”+---+$+Zci(z—20)’}zGC\{ZO}

(z — zp)" (z — 20) par

pri &emu je c_,, # 0, Funkcije g(2) = D00 ¢i(z — 20)" i b(2) = f(2)(2 —
20)™, b(z0) = ¢, su analiticke u tacki zg, pri ¢emu je b(zp) = ¢, # 0.
Odavde slijedi da je i funkcija h(z) = 1/f(z) = (z—20)"/b(2), h(z0) = 0,
analiticka u zg.

Prema pretpostavci teoreme, preslikavanje f je konformno u zg, pa je i
preslikavanje h konformno u toj tacki. To znadi da je h'(zg) # 0, pa iz
n(z —z)"! V() n(zo — 20)"""
oo T ey R T T )

slijedi dajen —1 = 0in = 1. To znadi da je zg prosti pol funkcije
f, pri ¢emu je f diferencijabilna za svako z € C \ {zo}. Tada je funkcija
g9(z) = f(2)— chzlo analiti¢ka u C, koja je pri tome ograni¢ena na C. Prema
Liouvilleovoj teoremi je g(z) = const, odakle slijedi da je f bilinearna
funkcija.

Ako je pak zp = oo, onda je f cijela funkcija. Slijedi da |f(z)| — oo
kada |z] — oo. Beskona¢no udaljena tacka je prosti pol funkcije f, pa je
f(z) =az+b. O

B (z) =
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Zadaci

1.

10.

Funkcijom w = 1/% preslikati

a) krUg |Z‘ < 1 b) pravu y + z = 1; c) oblast D = {Z .
lz—1]>1,]z—3]>1, [z —2| <2}.

. Dokazati da je svaka bilinearna transformacija bijekcija proSirene kom-

pleksne ravni.

. Dokazati da grupa bilinearnih preslikavanja nije komutativna.

Odrediti Mobiusovu transformaciju koja trojku 0, ¢, —2 preslikava u
trojku ¢, 2, 0.

Odrediti Mobiusovu transformaciju, koja preslikava gornju poluravan
na unutra$njost jedini¢nog diska i koja tacku 7 slika u 0 a tacku oo u
—1.

. Odrediti Mobiusovu transformaciju koja tacke: ¢, —i, 1 preslikava re-

dom u tacke 0, 2, cc.

. Dokazati da funkcija

az+b
cz+d

ima jednu fiksnu tatku ako i samo ako je (d + a)? = 4(ad — bc) # 0.

. Dokazati da svako konformno preslikavanje f, koje preslikava je-

dini¢ni disk na sebe, u prosirenoj kompleksnoj ravni ima ta¢no dvije
fiksne taCke. Odrediti proizvod izvoda preslikavanja f u tim tatkama.

Dokazati da bilinearna funkcija razlicita od identiteta ima najviSe dvije
nepokretne tacke u C.

Dokazati da za svake dvije kruznice v i I' u C postoji tatno jedna
bilinearna funkcija f, takva da je f(y) = I i tri fiksirane tacke iz -y
preslikava u tri fiksirane tacke iz T'.
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11.

12.

13.

14.

15.

Dokazati da su dvije bilinearne transformacije komutativne ako i samo
ako imaju iste fiksne tacke.

Dokazati da za svaku trojku (w1, wa, ws) razli¢itih kompleksnih bro-
jeva postoji ta¢no jedna bilinearna funkcija f takva da je f(0) =
wy, f(00) = wa, f(1) = ws. Nadi odgovarajuéu formulu.

Neka je f(z) = Zzzis bilinearno preslikavanje. Naci sliku

a) prave Re (Az) = « koja ne prolazi kroz tacku tatku z = _Td.

b) Prave Re (A\z) = — Re (\%) (koja prolazi kroz tatku z = =2).

¢) KruZnice koja ne prolazi kroz tacku z = %d.

d) KruZnice |z — zg| = |20 + %| (koja prolazi kroz tacku z = _Td).

AKko su z1, 22, 23, 24 razliite tacke, onda se koli¢nik

Z1 — k3 29— Z3

(21722723724) = .
21— R4 22— 24

naziva dvorazmjerom tacaka z1, 22, 23, z4. Dokazati:
a) Ako je ¢ Mobiusova transformacija i zo = ¢~ (1), z3 = ¢~ 1(0),
z4 = ¢~ 1(00), tada je

p(2) = (2, 21, 22, 23, 24).
b) Dvorazmjera (21, 22, 23, 24) € R ako i samo ako tacke z1, 22, 23, 24
pripadaju jednoj kruZnici ili jednoj pravoj.
¢) Ako je w Mobiusova transformacija koja preslikava trojku (21, 22, 23)
u trojku (w1, we, w3), tada vazi:

w—w2 W —Wy Z2—29 Z1—Z9

w—ws3 W — w3 Z—23 2 —23

Odrediti skup tacaka koji se preslikavanjem

0
a) w = 22,4_ 21 preslikava u skup {w : |w| > 1};
iz —
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2
b)w = Zl preslikava u skup {w : |w — 1| > 1};
z —_—
o=l 27l ik kup {w : Re w > 0}
c)2—— = reslikava u s : ;
wrl - 211P u skup {w : Re w ;
2 1
dw= - +2 preslikava u skup {w : 1 < 2|w| < 2};
Z J—
1—
ew =1 +i preslikava u skup {w : Re w > 0,Im w —mRe w >
z
0} (m > 0);
fHw = 1 : preslikava u skup {w : 0 < arg < T}.
—z
Odrediti sve Mobiusove transformacije w koje zadovoljavaju uslov
wow = id.
Funkcija
ipZ — 20 .
w=¢e¥ —, 2o =a+1i83, >0,
Z— 20

preslikava gornju poluravan na jedini¢ni krug.
a) Odrediti f(z) := argw(x), ako z € R.
b) Odrediti w’(zp).

¢) Ocijeniti ponaSanje modula prvog izvoda u zavisnosti od zg i odred-
iti kada (na kojim skupovima i za koje zg) funkcija w udaljava a kada
priblizava tacke.

Dokazati da

a) funkcija f(z) = £ lijevu poluravan preslikava u jedini¢ni krug

v=Aw: w| <1}
b) funkcija f(z) = %} desnu poluravan preslikava u jedini¢ni krug
v=A{w:|w| <1}.

Oblast D preslikati bilinernom funkcijom w = f(z) ako je

a) f(z) = z;z,D:{z:|z| <1,Re z > 0};
Z—2

b) f(z) = ,D={z:]z—1] <1,Re z > 0};
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ﬁ D={z:|z—i| <1,|z| < V2}.

a) f(z) =

20. Dokazati da je f konformno preslikavanje neke poluravni ili kruga
na neku drugu poluravan ili krug ako i samo ako je f Mdbiusova
transformacija.

3 Elementarne funkcije i konformna preslikavanja

U ovom dijelu razmotri¢emo konformna preslikavanja definisana nekim el-
ementarnim funkcija koje nijesu bilinearne. Neke karakteristicne situacije
opisacemo detaljno, dok ¢emo druge ostaviti u obliku zadataka.

Primjer 3.1 (Kvadratna funkcija). Peslikavanje f(z) = 22,z € C, je kon-
formno u svakoj oblasti koja ne sadrzi tacku 0 i jednolisno u svakoj oblasti
koja ne sadrzi dvije razliCite tacke z; i 22 za koje je 23 = —=zo. Dakle,
funkcija f(z) = 2% preslikava oblast D konformno i bijektivno na oblast
D’ = f(D) ako i samo ako oblast D ne sadrZi nijedan par tataka simetri¢nih
u odnosu na tacku z = 0. Ako je z = re’? onda je w = 22 = r2e?¥.
Zato kvadratna funkcija udvostruc¢ava ugao i kvadrira modul. Kvadratnom
funkcijom prave i kruzni lukovi preslikavaju se u prave, kruzne lukove ili
parabole. Preciznije:

a) Poluprava arg z = « slika se na polupravu arg w = 2a.

b) Kruzniluk {z : |z| = p,a < argz < 4,0 <  — a < 7} preslikava
se na kruzni luk {w : |w| = r2,2a < argw < 28}.

¢) Odredimo slike koordinatnih linija Re z = cilm z = ¢, c € R, ¢ #
0. Akoje z = x+iy, w = u+iv,ondaje w = utiv = 2> = 2 —y>+
2zyi, pajeu = 22 — y%,v = 22y. Akoje x = ¢, —00 < y < 400,
onda je v? = 4c?(u + c?). To znaéi da je slika prave Re z = ¢ (# 0)
parabola sa tjemenom u tacki (—c?,0) i Zizom u tacki (c?,0). Slika
prave Re z = 0 je poluprava (—oo, 0], pri ¢emu za svaku tatku w sa
ove poluprave postoje dvije tacke z1 i 29 sa prave Re 2 = 0 za koje
je f(z1) = f(22) = w. Slitno se odreduje slika prave Im z = c -
to je takode parabola ili poluprava, zavisno od toga da li je ¢ = 0 ili
je ¢ # 0. Na slici 4.4 prikazana je korespondencija izmedu pravih i
odgovarajucih parabola.
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Slika 4.4: Preslikavanje gornje poluravni kvadratnom funkcijom.

d) Kruzni sektor {z : r < |z] < R,a < argz < f}, gdjeje 0 < r <
R < 400,0 < a < 7 slika se na sektor {w : 2 < |w| < R?,2a <
argw < 2/}

e) Akoje ppravay = ax + b, tadaiz u = 2% — y? i v = 2zy slijedi da
jezaz =x+iy € p,w = f(2) = 22 — (az +b)? + 2(ax + b)xi; ako
je pri tome b = 0, onda je f(p) = {(#?((1 — a?) +1i(2a)) : v € R}
poluprava; ako je pak a = 0,b # 0, onda je, na osnovu c¢), f(p)
parabola. Pretpostavimo da je a # 0. Tada, ako je ¢ = arctga,
rotacija z — e "¢z preslikava pravu p u pravu ¢ = €/27%p =
{z xA = \/%} kpja je paralelna y—osi. Zbog toga je f(p) =
f(e¥=im/2q) = —e% f(q). Kako je f(q) parabola sa tjemenom u
tacki (—%, 0) i zizom u tacki (1Jr 7, 0), slijedi da je f(p) takode

. 2
parabola sa tjemenom u tacki e%? ; b — 1 Zizom —e?¥ —lj’rcﬁ.

f) KruZnica |z — 1| = 1 preslikava se na kardioidu (v. sliku 4.5) {w =
2ilz—1l=1}={w=1+e"2:0<t <21} ={1+2cost+
cos 2t + i(2sint + sin 2t) }.

Primjer 3.2. Pokazacemo, na jednom prostom primjeru, kako se mogu
kombinovati preslikavanja koja smo izucavali. Odredicemo preslikavanje
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Slika 4.5: Kardioida.

koje oblast desni polukrug jedini¢nog kruga D = {z : |z] < 1,Re z > 0}
konformno slika na gornju poluravan.

Prvo preslikavanjem g1(z) = : _Z, oblast D slika u tre¢i kvadrant,
z+1

a zatim, koji se kvadratnom funkcijom slika na gornju poluravan. Dakle,
preslikavanje
e 2_ 22— 2iz—1
J2) = <z—|—z’> 224221
slika oblast D na gornju poluravan.

Primjer 3.3 (Korijena funkcija). Funkcija w = f(z) = +/z je inverzna
funkciji w = 22. Ona je analiticka u C \ {0}. U ravni C sa rezom koji
spaja tatku z = 0 i beskona¢no udaljenu tacku, inverzna funkcija funkcije

w = 2z definiSe dvije analiticke grane. Ako je z = pe’? # 0, onda je
flz) = j:\/ﬁe“"’/ 2. Odavde slijedi da se korijenom funkcijom ugao pre-
polovi a radijus "korenuje”. Na primjer, funkcijom f(z) = /2

1. poluravan Re z > 0 preslikava se na ugao —7 < argz < 7;

2. ugao a < arg z < 3 slika se na ugao /2 < argz < (3/2;

3. jedini¢ni krug sa rezom [—1, 0] slika se na polukrug |z| < 1, Re z >
0;
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4. Ravan C sa rezom po negativnim realnim brojevima slika se na desnu
poluravan;

5. Kardioida se slika na kruznicu |z — 1| = 1, a unutra$njost kardioide
nadisk |z — 1| < 1.

6. Sektor {z : 7 < |z| < R,a < argz < f3} slika se na sektor {z :

VT < |zl < VR,a)2 < argz < 3/2}.
Primjer 3.4 (Stepena funkcija). Posmatraéemo preslikavanje w = z*, uz
dopunsku pretpostavku da je A > 0 i tada ¢emo podrazumijevati da je
w = 2 = |z|*¢28% Funkcija f(z) = 2 je univalentna u sektoru
{z:0 < argz < a}, gdje je « < 27/, i ovaj sektor preslikava na sektor
{z : 0 < argz < aA}. Ako je, na primjer, oblast D, koju treba preslikati
konformno na gornju poluravan, ograni¢ena kruzZnim lukovima ~; i s koji
se sijeku u tackama zg i z; pod uglom «, (takva oblast li¢i na mjesec), tada

preslikavanje
Z— 20

9(z) = _— -
slika oblast D na ugao D1 = {2z : f < argz < [ + a. Prvo rotacijom
za ugao 3 (u smjeru kretanja kazaljke na satu) a zatim stepenom funkcijom
stepena 7w/« ova oblast se preslikava na gornju poluravan. TraZeno preslika-
vanje realizuje se funkcijom oblika

0= ()

Primjer 3.5 (Eksponencijalna funkcija). Preslikavanje f(z) = e* je kon-
formno u C, (f'z) = e* # 0 za svako z € C) ali nije jednolisno na C.
Preciznije, gornje preslikavanje je jednolisno u oblasti D C C ako i samo
ako D ne sadrzi dvije razliCite tacke zj i 2o, takve da je z; — 2o = 2kmi, k =
0,+1,42,.... Specijalno, funkcija f(z) = e* konformno i bijektivno pres-
likava traku {z : —7 < Im 2z < 7} naravan C sa rezom (—o0, 0].

1. Akoje D(k) ={z€ C:2kr — 7 <Im z < 2km + 7}, k € Z, tada
je funkcija w = e* univalentna na D (k). Ako je w € C\ {0} onda je

iarg w log|w|eiargw
’

w = |w|e =e
gdje je argw € (—m, 7]. Odavde slijedi da za z = log |w|+iargw €
Dy, vazi e = w. Dakle, g(D(k)) = C \ {0}. Istovremeno je slika
skupa IntD(k) = {z € C : (2k — 1)mr < Im z < (2k + 1)7}
kompleksna ravan sa rezom po negativnhom dijelu realne ose.
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w = exp(z)

Slika 4.6: Preslikavanje horizontalne trake i polutrake eksponencijalnom
funkcijom.

2. Nekajez € D ={z:0 <Im z < 7}. Tada je w = €* = e%e'V.
Pajeargw =y € (0,7) 10 < |w| < co. Prema tome f(D) = {z :
Im z > 0}. Dakle, slika polazne trake je gornja poluravan.

3. Akoje D = {2z : o < Im 2z < 7 + a}, onda je f(D) poluravan
Im (z-e7**) > 0, ili eksplicitnije to je poluravan y cos &« — z sin o >

4. Polutraka {z : 0 < Im z < 7,Re z < 0} preslikava se na polukrug
{z:|z| < 1,Im z > 0}.

5. Polutraka {z : 0 < Im z < m,Re z > 0} preslikava se na skup
{z :]2z| > 1,Im z > 0} (vidi sliku 4.6).

6. Imaginarna osa se preslikava na jedini¢nu kruznicu.
7. Realna osa se preslikava na pozitivni dio realne ose.

8. Slika jedini¢ne kruZnice je zatvorena kriva koja leZi u desnoj polu-

ravni, simetri¢na je u odnosu na z—osu i sadri tacke e~ i e! (vidi
sliku 4.7).

Primjer 3.6. Odredi¢emo funkciju koja konformno i bijektivno preslikava
{z : |z| > 1,Im z < 1} na gornju poluravan. Prvo, bilinearnim pres-
likavanjem preslikaCemo pravu ! : Imz = 1,tj. z = z+ ¢,z € Ru
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Slika 4.7: Slika jedini¢ne kruZnice eksponencijalnom funkcijom.

pravu, a kruznicu k : |z| = 1 u pravu, ali tako da ove prave (slika prave [
i slika kruznice k) budu paralelne. Njihova zajednicka tacka z = i slika se

u beskonaéno udaljenu tacku, a to se postize preslikavanjem wy = f(z) =

1

+—;- Tada je slika prave [ realna osa /1 : Im 2z = 0, dok je slika kruznice
1

|z| = 1pravaly : Imz = 5. To znaci da se data oblast slika u traku omed
enupravamal; : Imz=0ily: Imz = L

5
Preslikavanjem w = 2™ = e% data oblast slika se na gornju polu-

ravan.

Primjer 3.7 (Trigonometrijske funkcije). 1. Dokazimo da funkcija w =

sin z preslikava polutraku {z : —7/2 < Re z < 7/2)} na gornju
poluravan. Koristimo formulu

elZ _ p—iz

2

sinz =

Preslikavanjem z +— sin z duz ~; slika se u duzl'; = [—1, 1], a prava
vo={z:z2=n/2+1iy,y € R}

upolupravuI'y = {sinz : z = 7/2+iy,y € Rt} = {cosiy = (e +
e Y)/2:y € RT} =[1,+00). Sli¢no se dobija da se prava y3 = {z :
z=—7/2+iy,y € R"} slika u polupravu I's = (—oo, —1]. Vodeci
rauna o tome da je sini = i(e”! — e)/2, slijedi da se polutraka
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iznad ~1 i izmedu s i 3 slika na gornju poluravan. S obzirom da
je f neparna i periodi¢na sa periodom 27 funkcija, slijedi da ona f
preslikava polutrake oblika (—m/2+2km, 7/2+2k7) X R* na gornju
poluravan, a polutrake (—m/2 + 2k7,7/2 + 2km) x R~ na donju
poluravan.
. A

y

//f\

0O 3 o
ar W =sinz
i 2 - > 7/
/’r/\
/ \
=T O \,\ T L
2 = w = cos 2 0)

Slika 4.8: Preslikavanje vertikalnih polutraka funkcijama w = sinz i w =
CoS z .

2. Kako je cos z = sin(z+7/2) slijedi da se funkcijom z +— cos z polu-
trake (2km, m+2km) x R preslikavaju u donju poluravan a polutrake
(2km, ™+ 2k7) x R~ u gornju poluravan (vidi sliku 4.8).
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Slika 4.9: Preslikavanje vertikalnih polutraka funkcijom w = tan z.

3. Iz jednakosti

sin z e —et® e¥r . 23
w=tanz = = —1— ~ =l :—z—i—z.i
CcoS z e 4 g2 e +1 e + 1

slijedi da se funkcija w = tan z moZe napisati kao kompozicija sljedecih

elementarnih funkcija: g1(z) = 2iz, g2(2) = €%, g3(2) = _Zj +1

Akoje D = {z : —/4 < Re z < m/4}, tada se preslikavanjem
g1 traka D preslikava u traku Dy = {z : —7/2 < Im z < 7/2},
koja se dalje preslikavanjem go slika na desnu poluravan. Na kraju,
bilinearnim preslikavanjem desna poluravan slika se na jedini¢ni disk
(vidi sliku 4.9). To znadi da funkcija f(z) = tan z slika oblast D na
jedini¢ni disk.

Primjer 3.8 (Logaritamska funkcija). O funkciji koja je inverzna funkciji

f(z) =€

govorili smo ranije. Zakljucili smo da je ta funkcija viSeznacna, a ako

napravimo rez (—oo, 0], onda se ona grana na beskona¢no mnogo analiti¢kih
grana:

(Log 2)x = log |z| + targ z 4+ 2kmwi, k = 0,£1,+2, ...,
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pri Cemu je —m < argz < 7. Funkcija w = logz := log|z| + iargz
preslikava

1. gornju poluravan na traku 0 < Im 2z < 7;

2. donju poluravan na traku —7 < Im z < 0;

3. desnu poluravan na traku —7/2 < Im z < 7/2.

4. ugaoa<argz< f(—rm<a<pf<mnatrakua <Im z < S.

Napomenimo da ako izaberemo neku drugu granu logaritamske funkcija,
onda imamo sli¢nu situaciju.

Primjer 3.9 (Funkcija Zukovskog). Funkcija f(z) = 1(z + 1) naziva se
funkcijom Zukovskog. Ona je analititka u C\ {0}. Tatke z = 0i z = oo su
1

polovi prvog reda ove funkcije. Pri tome je f'(z) = 5(1— Z% ), odakle slijedi

da preslikavanje definisano funkcijom Zukovskog konformno u svakoj tacki
z # +1. Odredimo u §ta se slikaju neki skupovi preslikavanjem Zukovskog.

1. Nekaje K = {z: |z| = r}. Akoje f(x + iy) = u(z,y) + iv(z,y),
z = re? (r > 0 fiksirano, 0 < ¢ < 27), kruZnica, onda je u =
%(r + %) Cosp,v = %(r — %) sin ¢, a to su parametarske jednaCine
elipse sa centrom u 0 i poluosama a = 1 (r + 1),b = 1|r — 1|. Zize
elipse su u tackama —1 i 1. Primijetimo da je za r > 1 orijentacija
elipse saglasna sa orijentacijom kruznice z = re’¥, adasuzar < 1
ove orijentacije suprotne. Za r = 1 slika kruZnice je odsjecak [—1, 1],
pri ¢emu za svaku tatku w € [—1,1] postoje tatno dvije razliCite
tacke z1, 22 € {z : |z| = 1}, takve daje f(z1) = f(22) = w.

2. Sli¢no dobijamo da je slika poluprave arg z = aza 0 < av < 7 desna
aza 45 < a < lijeva grana hiperbole

u? v?

cos?a  sin?a

=1.

Na slici 4.10 prikazano je kako se funkcijom Zukovskog kruZnice i
poluprave slikaju u parabole i grane hiperbola. Slika se odnosi na
spoljasnjost jedinicnog diska, ali slicna je i slika koja prikazuje slike
duzi i lukova iz unutrasnjosti jedini¢nog diska.

3. Poluprava arg z = 0 (pozitivni dio realne ose) slika se u polupravu
[1, 4+00),
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Slika 4.10: Slika spoljasnjosti jedini¢nog diska funkcijom Zukovskog.

T _ 37-(- . . . . _
4. poluprave z = § iargz = = slikaju se na imaginarnu osu Re w =

5. poluprava arg z = 7 slika se u (—oo, —1],
6. poluprava arg z = 7 slika se u (—oo, —1].

Primjer 3.10. Funkcijaw = z++v/22 — 1, koja je inverzna funkcija funkcije

Zukovskog je viSezna¢na. U ravni s rezom [—1, 1], ova funkcija se grana na
dvije analiticke grane.

1

Primjer 3.11. Nekaje D = {z : |z —ih| > (14 h?)2,h € RT. Dokazimo
da je funkcija Zukovskog univalentna na D i nadimo sliku f (D) oblasti D.
Ako je
1 1

w:f(z):2(z+z>,

w—l_ 2 —1\2
w+1 \z+41/)"

onda je
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pa se funkcija Zukovskog f moZe napisati kao kompozicija f = 6 o ¢ o 1),
gdje je

£=9() = = (@) = =0 = T

Primijetimo da je granica oblasti D kruZnica ~ s centrom u tacki ¢h.

Kruznici v, koja je granica oblasti D, pripadaju tacke z; = 1,20 =
—1,23 = ia,z4 = —%, gdiejea = h+ (1 + h2)2. Preslikavanjem v
kruZnica v se slika u pravu [ koja prolazi kroz tacku 0; slika (l) prave
[ je poluprava I’ sa poCetkom u 0. Na kraju, slika 0(I') je kruzni luk sa
krajevima wq = —1 1wy = 1. Pri tome je f(ia) = ih, odakle slijedi da je
slika f(D) oblasti D ravan sa rezom po kruznom luku &iji su krajevi tacke
wy = —1,wy = 1, koji sadrZi tacku w3 = ih.

Istaknimo da je slika kruZnice k koja dodiruje (spolja) kruznicu vy u tacki
z = —1, (vidjeti sliku 4.11) kriva koja podsjec¢a na krilo aviona. Zapravo
Zukovski je koristio gornju funkciju za proratune potisne sile krila aviona.

Kriva f(k) naziva se profilom Zukovskog.

=
Q
N
DO
Q

Slika 4.11: Profil Zukovskog.

Zadaci

1. Neka je D kompleksna ravan sa rezom a) [0, +00), b) (—oo, 0].
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U oblasti D funkcija /= razlaze se na dvije grane z — fi(z) iz —
f2(z) = —f1(2). Grana f; moZe se definisati tako $to se postavi da
funkcija f1 na gornjoj ivici reza uzima pozitivnu vrijednost, tj. f1(z+
0i) = /z,z > 0. Odrediti slike f1(D) i f2(D) oblasti D.

Neka je D spoljasnjost parabole 4> = px + p? i fi analiticka grana
funkcije /z za koju je f1(32) = zﬂ Naéi slike f1(D) i fo(D),
ako je fa(2) = —fi(2).

. Neka je D kompleksna ravan sa rezom [0,1] U {z : |z| = 1,0 <

argz < w/2} Ui -[l,00)1 f(2) = /zp preslikavanje definisano
1.12. Odrediti f(D).

. Neka je D gornja poluravan sa rezom (0, k], gdje je h > 0. Nadci

konformno i bijektivno preslikavanje koje oblast D slika na gornju
poluravan.

. Dokazati da su oblasti D = {z : 0 < argz < (8} i gornja poluravan

konformno ekvivalentne i nac¢i odgovarajuce konformno i bijektivno
preslikavanje.

. Oblast D = {z : |z] < 1, |z —1i| < 1} preslikati konformno na gornju

poluravan.

. Odrediti f(D) ako je

a) D dio kruga koji prolazi kroz tacke 0 i 1 i sijece realnu osu pod
4
uglom % i f(2) = (%)
b)D =C\ D, gdjeje D ={z:|z] < 1,Imz > 0}if(z) =
2
(17‘2)3 .
142 ’

C)D:{z:ImZ>O}U{z:|Z\<1}if(z):(ﬂ)§;

1
d) D ravan sarezom [0, 1] 1 f(z) = (1fz) %

e) Dravan sarezom {z : Im z > 0,]z| = 1} 1 f(2) = <w) *,
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10.

11.

12.

13.

f) D ravan sa rezom (—oo, 1] U [2 4+ 00) i f(2) = (272>§ .

z—1

. Ako je preslikavanje definisano sa f(z) = e?, odrediti sliku

a) odsjecka Re z = c,a < Im 2z < b, gdjeje b — a < 2m;
b) pravih Im z = ¢;

¢) pravougaonikaa < Re z < b,c < Im 2z < d, gdje je —o0 < a <
b<400,0<b—a<27.

. Nadi sliku f(D) sektora D = {z : 0 < arg z < a}(a < 27), ako je

f(z) =log z.

Dokazati da je funkcija Zukovskog univalentna u oblasti D ako i samo
ako u D ne postoje tacke z7 i 2 takve da je 2120 = 1.

Da li je funkcija Zukovskog univalentna u sljedeéim oblastima

a) |z > 1;

b) [z] < 1;

¢)Im z > 0;

d) Im 2z < 0.

Neka je D oblastu Ci D' = {% : z € D}. Dokazati da je funkcija
Zukovskog f(z) = $(z + 1) univalentna u oblasti D ako i samo ako
je DN D' = (. Dokazati da je f(D) = f(D’).

Neka je f(z) = 3(2 4+ 1). Naci f(D) ako je

aA)D={z:|z|>1}; b)D={z:]z| <1};
)D={z:Imz>0}; d)D={z:Im 2z <0};
e)D={z:ITm 2>0,]z| >1}; O D={z:Im 2<0,|z] <1};
D={z:Imz>0,]z|<1}; hD={z:|z|>r}r>1
DD ={z:]z| <1},r <1,

DD={z:a<argz<7m—0a},0<a<i;
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14.

15.

16.

17.
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KD={z:0<argz<a},0<a<;

DD={z:0<argz<a,lz|>1},0<a<F;

Preslikati oblast izmedu dvije grane hiperbole 2> — y?> = 1 na je-
dini¢ni disk konformno i bijektivno. (Uputstvo. Koristiti funkciju
Zukovskog).

Neka je D ravan sa rezom [—1,1] i f1 i fo dvije grane funkcije w =
z+ V2% — 1, takve da je f1(oc0) = o0, fa(oo) = 0. Odrediti f1(D) i
f2(D). Dali su preslikavanja f; i fo konformna i injektivna na D?

Neka je D ravan sa rezom (—oo, —1] U [1, +00) i neka su u D defin-
isane dvije grane fi i fy funkcije w = z + V22 — 1, takve da je
f1(0) = i, f2(0) = —i.

(a) Odrediti f1(D) i fo(D).

(b) Dali su preslikavanja f; i fo konformna i bijektivna na D?
Dokazati da funkcija

(a) w = cosh z konformno i bijektivno preslikava oblast {z : 0 <
Im z < 7,Re z > 0} na gornju poluravan;

(b) w = cos z konformno i bijektivno preslikava oblast {z : Im z >
0, —m < Re z < 0} na gornju poluravan;

(c) w = sin z konformno i bijektivno preslikava oblast {z : Im z >
0, 5 < Re z < §} na gornju poluravan;

(d) w = tan z konformno i bijektivno preslikava oblast A = {z :
Im z > 0,5 < Re z < 7} na jedini¢ni poludisk {z : |z| <
1:Im z > 0} i pokazati da je lim,_,o .c4 tan z = i.

(e) w = tan z konformno i bijektivno preslikava oblast Ay = {z :
- +km <Re z < §+kr}, k € Znajedini¢ni disk. Dokazati
da je pri tome limpy, , 1o tanz = ¢ 1 limpy, o tanz =

—1.
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(f) w = tan z konformno i bijektivno preslikava oblast Ay = {z :
TTkr<Rez< %’T + kx}, k € Z na spoljasnjost jedini¢nog
diska.

18. Dokazati da je funkcija w = f(z) = 1_5 5 univalentna na je-
z
dini¢nom disku D i nadi sliku f(D).

19. Odrediti bar jedno preslikavanje koje konformno i bijektivno slika
oblast D na gornju poluravan ako je D
(a) ravan C sa rezom (—oo, a] U [b, +00),a < b;

(b) gornja poluravan sa rezom po luku {z : |z] = 1,0 < argz <
al,0<a<m

(c) traka {z : 0 < Im 2z < 7} sa rezom po duZi [0, i];

(d) traka {z: —7 <Im z < 7} sarezom [1, +00);

(e) oblast {z: 0 < Im z < m,Re z > 0} sarezom po duZi [Z, o+

2;

(f) oblast {z: Re z > 0,|z — 1| > 1} sa rezom po duZi [2, 3];

() skup{z:]z—1]>1,|z2—2| < 2,Im z < 0};

(h) ravan C sa rezom po duzi [a,b], a,b € R,a < b;

(i) krug {z : |2| < 1} sarezom po duzi [—1, a], gdje je —1 < a <
L

(j) oblast {z : |z| > 1} sarezom po duZima [a, —1], [1, b].

(k) ravan C sa rezom po duzima [0, 1], [0, e27/3], [0, e*7%/3].

20. Dokazati da ako cijela funkcija f : C — C narealnoj osi uzima realne
vrijednosti, onda je za svako z € C, f(z) = f(2).

21. Neka je funkcija f analiticka na {z : Im z > 0} \ {20} i neprekidna
na {z:Im z > 0} \ {20}, gdje je zo prosti pol funkcije f koji lezi
u gornjoj poluravni. Dokazati da ako funkcija f na realnoj osi uzima



258 GLAVA 4. KONFORMNA PRESLIKAVANIJA

realne vrijednosti i ako je ogranicena kada z — oco,Im z > 0, onda
je
A A
f(z) = +——+B,
Z— 20 Z— 20

gdje B konstanta i A = Res,—,, f(2).

4 Opsti principi konformnih preslikavanja

U prethodnom paragrafu izucavili smo klasu bilinearnih konformnih pres-
likavanja i nekoliko drugih preslikavanja zadatih elementarnim funkcijama.
Primijetimo da smo pri tome rjeSavali dva tipa zadataka. U jednima smo
trazili preslikavanje koje konformno preslikava jedan skup na drugi, pri
¢emu je prethodno bilo potrebno utvrditi da li takvo preslikavanje postoji.
U drugim zadacima traZili smo sliku nekog skupa pri zadatom konform-
nom preslikavanju, i u njima se naravno ne postavlja problem egzisten-
cije rjeSenja zadatka. Da istaknemo da smo u izlaganju ostavljali po strani
mnoga prirodna dopunska pitanja. Recimo, kada smo ustanovili da neko
preslikavanje slika oblast D na gornju poluravan, nismo analizirali kako se
preslikavaju (ili kako se deformisu) pojedina podrucja oblasti D.

U ovom dijelu izu¢avamo opste principe teorije konformnih preslika-
vanja a prvo pitanje koje rjeSavamo je pitanje egzistencije konformnog pres-
likavanja jedne oblasti na drugu. Teorema koja slijedi daje (istina parcijalan
ali svejedno veoma znacajan) odgovor na to pitanje.

Teorema 4.1 (Riemannova teorema). Svaka jednostruko povezana oblast
D C C dija se granica sastoji od vise od jedne tacke, konformno je ek-
vivalentna sa krugom K = {z € C : |z| < 1}. U skupu svih funkcija
koje konformno i bijektivno preslikavaju jednostruko povezanu oblast D
Cija se granica sastoji od vise od jedne tacke na jedinicni disk K, postoji
tacno jedna funkcija f, takva da za zadate zy € D,wy € K,a € R vazi:
f(20) = wo, arg f'(20) = o

Dokaz ove teoreme je sloZen i u njemu se koristi skoro Citav aparat kom-
pleksne analize. Pocinjemo sljede¢om definicijom.
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Definicija 4.2. Za skup funkcija F definisanih na skupu ) sa vrijednostima
u C kaZemo da je

a) tacka po tacka ogranicena familija ako za svako z € ) postoji pozi-

tivan realan broj M (z), takav da je |f(z)| < M(z) za svako f € F;
7

b) ravnomjerno neprekidna familija ako za svako € > 0 postoji § =
d(e), takvo da za svako z, w € Q) koji zadovoljavaju uslov |z—w| < 4,
iza svako f € F,vaZi: |f(z) — f(w)| < e.

Uoc¢imo da je svaka funkcija koja pripada ravnomjerno neprekidnoj famil-
iji sama ravnomjerno neprekidna na posmatranom skupu.

Definicija 4.3. Za skup F C H(Q2) analitickih funkcija definisanih na Q0 C
C kaZemo da je normalna familija funkcija ako proizvoljan niz funkcija iz F
sadrzi podniz koji konvergira po kompaktima® skupa ) ka nekoj analitickoj
funkciji f.°

Teorema 4.4. Ako niz analitickih funkcija (fy) definisanih na oblasti Q
konvergira po kompaktima oblasti ) ka funkciji f, onda je f analiticka
funkcija.

Dokaz. Nekaje z € Qi K = D(z,r) zatvoreni krug koji leZi u €. Skup
K je kompaktan skup. Na osnovu Cauchyeve teoreme, za svako w koje
zadovoljava uslov |w — z| < r vazi:

1l

fn(w) =

Posto je K kompaktan sku, odavde slijedi da je

R S g (S S W O (31

noo 2mi Jig C—w 2w Jg (—w

Tada je

f(z+h})L—f(Z) :;M/Kf(ofll <g_i—h_é“iz>d(

"Funkcija M (z) ne mora biti ogranicena. Ako je ona ogranicena onda kazemo da je F
uniformno ogranicena familija.

8Ako za svaki kompaktan skup K C Q, max.cx |fn(2) — f(2)| = 0 kada n — oo,
onda kaZemo da niz f, konvergira po kompaktima ka funkciji f.

°Funkcija f ne mora pripadati familiji F, ali ako dodamo i taj uslov, onda se takva
Sfamilija naziva kompaktnom familijom.
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1( 11 )_ 1
h\C—z—-h (=z) (C—z=-h)((-2)
1<)

pa familija podintegralnih funkcija konvergira (uniformno) ka funkciji ESE
kada h — 0. Zbog toga je

fle+h)—f(z) 1 f(¢)d=
lim /K

70 h T 27 Ji (2= Q)2

odakle slijedi da je f analiti¢ka funkcija. '° O

Teorema 4.5 (Teorema Arzela-Ascoli). Ako je F tacka po tacka ograni¢ena
ravnomjerno neprekidna familija skupova definisanih na oblasti §2, onda je

F normalna familija. '

Dokaz. Neka je Q? := {z = p+iq : p,q € Q} i defini§imo E sa
E=QnQ? = {ry,rs,..., ,...}. Neka je dalje (f,) proizvoljan niz
funkcija iz F. Skup {f.(r1),n € N} je ograni¢en u C i na osnovu teo-
reme 3.10 postoji podniz (n},k € N) niza (n,n € N) takav da je niz
{ o1 (r1),n € N} konvergentan. Takode postoji podniz (n2,k € N) niza
(ni, k € N), takav da je niz { 2 (r2),n € N} konvergentan. Produzavajuci
ovaj postupak, za svaki prirodan broj [ konstrui§imo niz (nﬁc, k € N), koji je
podniz niza (nﬁ;l, k € N), takav da je niz ( f”i (r7),n € N) konvergentan.
Postupak produzavamo neograni¢eno. Prema konstrukciji, slijedi da je niz
(fné(rj), n € N) konvergentan za svako 1 < j <.

Posmatrajmo niz funkcija (gx ), gdje je g = fn§~ 12 Tada je (g ) podniz
niza ( f,,) sa svojstvom da za svako r € E niz (gx(r)) konvergira. Dokazimo
da niz (gi) konvergira na kompaktima oblasti 2. Ako je K C  proizvoljan
kompaktan skupie > 0,ondajeie; = ¢/3 > 0, pa postoji 6 > 0, takvo da
iz |z —w| < dik € Nslijedi |gx(2) — gx(w)| < €1. Primijetimo da je K C
U.ex B(2,0/2), pri ¢emu pa, zbog kompaktnosti skupa K, postoji konacno
mnogo krugova D(z1,0/2), D(21,6/2),...D(zp,0/2), D(2;,0/2) C Q
zai = 1,..., M, koji takode pokrivaju skup K. Zbog gustine skupa Q2 u

Wrsti zakljucak mogli smo izvesti iz Morerine teoreme na osnovu koje je f analiticka
funkcija u oblasti ) ako i samo ako je f,y f(2)dz = 0 za svaku zatvorenu konturu u Q. Tako
se dobija f7 f(z)dz = lim, o0 f7 gn(2)dz = 0.

WTeorema je specijalan slucaj teoreme Arzela-Ascoli koja vaZi za Siru klasu funkcija.

20vaj postupak se naziva procesom (postupkom) dijagonalizacije.
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C, '® za svaki prirodan broj [ postoji tacka r; € Q2 N B(z;,6/2). Posto
je gr(r;) konvergentan niz, postoji N; > 0, takvo da za n,m > N; vazi:
|gn (11) —gm (11)| < €1. Otuda, za N = max{Ni, Na,..., Ny tin,m > N
vazi |gn (1) — gm(r1)| < €1, zasvako ! € {1,..., M}. Neka je na kraju
z € K proizvoljna tacka skupa K. Tada postoji I € {1,..., M}, takvo da
jez € B(z,0/2),padaklei |z —r| < |z—z|+|ri—2z] <§/2+5/2 =6.
Zan,m > M vazi

19n(2)=gm (2)] < [9n(2)=gn (r)|+9n(r1) =gm (1) |+]gm (1)) —gm (2)| < €.

To znadi da je niz (gn(z)) Cauchyev, odakle slijedi da on konvergira za
svako z € K. Na taj na¢in moZemo definisati funkciju f(z) = lim, o gn(2),
z € (). Ako u gornjim nejednakostima dopustimo da m — co, dobijamo da
je lgn(2)—f(2)] < g,zasvako z € K. Odavde slijedi lim,,_,~ max{|g,(z)—
f(2)] : z € K} =0, §to je trebalo dokazati. Iz teoreme 4.4 takode slijedi
da je f analiticka funkcija na 2. O

Teorema 4.6. Ako je skup funkcija F C H(Q2) uniformno ogranicen na
svakom kompaktnom podskupu skupa 0, onda je F normalna familija.'*

Dokaz. S obzirom na teoremu 4.5, dovoljno je dokazati da je F ravnom-
jerno neprekidna familija funkcija na svakom kompaktu K C 2. Akoje z €
K, onda postoji krug D(z,7) C Q. Posto je K C |J,cx D(2,7/4), kom-
paktan skupu, postoji kona¢na familija krugova D(z1,71/4), D(22,72/4),. . .,
D (2, rm/4), takvadaje K C J{-, D(2k,7x/4). Neka je o« = min{r; /4,
coystm/4}, Cx = sup  |f(2)|iz,w € K, tatke skupa K takve da je
zeK,feF

|z — w| < a. Tada postoji k € {1,2,...,m}, takvo da z € D(z,ri/4),
pa s obzirom da je |w — zx| < |w — z| 4+ |z — 2| < /2, slijedi da
w € D(zg, rt). Na osnovu Cauchyeve formule vazi:

J(2) = flw) = - 10 (2 - o2 ) ¢

- 2mi IC—zk|=T4 (—z -w

BSkup Q je gust u R u sliedeéem smislu: svaki interval (a,b) iz R sadrzi racionalan broj.
Iz ovoga slijedi da i svaki krug D(z,r) C C sadrzi tacku w = p+ qi gdje su p i q racionalni
brojevi.

¥ Specijalno ako postoji ograncen skup C C, takav da je za svako f € F, fQ) C A,
onda F ispunjava uslove ove teoreme.
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Posto je
' 1 1 ’_' Z—w ’
(—z (—w| [((—2)(¢(—-w)
< |z — w] 4|z — w
(=l = le = D¢ =z = [w —z]) T a7
slijedi da je
|z — w| |dz|  4Ck
z)— f(w)| <4 max z — < ——z—w|.
1)~ s 4P 50 max (sl [ B < Sl

Ako je € > 0, onda za § = min{a, %6} ilz—w| <6, z,we K, vazi
|f(z) — f(w)| < e, pri Cemu ¢ ne zavisi od izbora funkcije f. Teorema je
dokazana.

Teorema 4.7. Ako je a tacka oblasti 2 C C, tada je preslikavanje 1 :
H(Q) — R definisano sa l(f) = |f'(a)|, neprekidno. Ako je F C H(Q)
zatvorena neprazna i normalna familija funkcija, onda postoji funkcija fo €

F takva da je
I(fo) = max|f'(a)| = |fo(a)].
feF

Dokaz. Na pocetku pojasnimo tvrdenje teoreme. Treba dakle dokazati da
ako niz funkcija (f,) iz H(Q2) konvergira na kompaktnim podskupovima
skupa (2 ka nekoj funkciji f, tada |f] (a)| — |f'(a)| kada n — oc.

Neka je K = D(a,r) C 2 zatvoreni krug. Tada je, prema Cauchyevoj

formuli,
o=t [ 0
fn(a) - 2mi |z—al=r (C - a)2
i s obzirom na pretpostavku da f € H (), vazi
oy L f(€)d¢
d (a) - 2mi |z—a|=r (C - a)2 ‘
Odavde slijedi da je

Fala) = F(@)] < 5 sup ful2) — £)1
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Kako je limy, o0 sUp,c | fn(2) — f(2)| = 0, slijedi da je

Tim [f(a) - £'(a)] = 0.
To znadi da je lim,, o | fn(a)| = | f'(a)], odnosno da je | neprekidno pres-
likavanje.

Neka je b = supc x| f'(a)|. Tada postoji niz (f,) funkcija iz H, takav
da je lim,_,~ | fn(a)| = b. Kako je F normalna i zatvorena familija, slijedi
da postoji podniz ( f,,, ) niza (f;,) koji konvergira po kompaktima ka nekoj
funkciji fo € F. Kako je [ neprekidno preslikavanje, slijedi da je

b= lim [fy, (a)] = lim U(fn,) = U(fo) = [fo(a)l
—00 k—o00
Teorema je dokazana. O

Teorema 4.8. Ako je (f,) niz univalentnih analitickih funkcija definisanih
na oblasti §2, koji konvergira na kompaktnim podskupovima skupa ) ka
nekoj nekonstantnoj funkciji f, onda je f univalentna analiticka funkcija na

Q.

Dokaz. 1z teoreme 4.4 slijedi da je f analiticka funkcija. Neka su z; i
z9 dvije razliCite tacke iz €2 i neka je D(zq,7) C (Q zatvoreni disk koji ne
sadrzi tacku z;. Neka je g,(2) = fn(2) — fu(z1). Niz (g,,) konvergira na
kompaktima ka funkciji g(z) = f(z) — f(z1). Funkcije g,, su univalentne
na Q2. Kako je g, (z1) = 0, slijedi da je g, (22) # 0, pa (za svako n) postoji
r > 0, takvo da je g,(2) # 0za z € D(zo,7).

Posto je f (pa dakle i g) nekonstantna analiticka funkcija, na osnovu
teoreme o nulama analitiCke funkcije, slijedi da postoji kruznica S = {z :
|z — 29| = m}, r1 < r na kojoj funkcija g nema ni jednu nulu. Neka je
e = min |g(2)| : |z — 22| = r1. Skup S je kompaktan, pa postoji prirodan
broj nq, takav da za n > n; vazi: |g(z) — gn(2)| < € za svako z € S.
Posto je ¢ < |g(z)| za z € S, slijedi da su ispunjeni uslovi Roucheove
teoreme na osnovu koje funkcija g i ¢,, imaju isti broj nula na skupu |z —
z9| < r1. Medutim, funkcija g, nema ni jednu nulu, pa je i g(z) # 0 za
|z — 22| < ro. Specijalno je g(z2) # 0, odnosno, f(z1) # f(z2), $to je
trebalo dokazati. O

Teorema 4.9. Ako je U = {z € C: |z| < 1} i Q C U prosto povezana
oblast koja sadrZi tacku z = 0, tada je skup

A:={f € H(Q): f(Q) C U, fjeinjektivna, f(0) =0 il|f'(0)| > 1},
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neprazan i kompaktan u H(2) i postoji funkcija f € A, takva da je
|£'(0)] = sup|g'(0)].
geA

Funkcija f je biholomorfizam skupa $Q i jedinicnog diska.

Dokaz. Kako je Q C U, funkcija z — z pripada skupu A, pa je skup A
neprazan. Pri tome, A je ograni¢ena familija analitickih funkcija, pa iz teo-
reme 4.6 slijedi da je to normalna familija. DokaZimo da je to istovremeno
i zatvorena familija.

Neka je f = limy 00 frn 1 fn € A. Tada je f(0) = 01 |f(0)] >
1, pa je f nekonstantna analiticka funkcija. Dokazimo da je f(2) C U.
Akoje z € Qiw = f(z), tada, zbog f,(2) C U, slijedi da je w =
lim,, 0 frn(2) € U. Dakle f(2) C U. Ako bi w € 9U, onda bi, na osnovu
principa maksimuma, slijedilo da je f konstantna funkcija, $to je suprotno
pretpostavci teoreme. Dakle f(2) C U, paje f € A. Slijedi da je A
normalna zatvorena familija. Odavde, na osnovu teoreme 4.7, slijedi prvi
dio tvrdenja teoreme.

Na osnovu teoreme 4.8, f je univalentna a na osnovu teoreme 1.14 f je
biholomorfizam skupa €2 i skupa f(£2). Dokazimo da je f(2) = U. Pret-
postavimo suprotno da postoji @ € U \ f(€2). Dokaza¢emo da Ce tada pos-
tojati funkcija g € A, takva da je |¢'(0)| > |f(0)], $to ée biti kontradikcija
sa pretpostavkama teoreme.

Posmatrajmo funkciju

_ f(x)—a
F(z) = ﬁf(z)a

koja je analitiCka na prostopovezanoj oblasti €2, pri Cemu je F'(z) # 0 i
F(z) # oo za svako z € Q (zbog f(z) # ai f(z) # 1/a). Na osnovu
teoreme 1.12, slijedi da postoji funkcija G(z) = log F'(z) koja je analiti¢ka
na Q. Kako je |F'(2)| < 1iRe G(z) = log(|F(2)|, slijedidaje Re G(z) <
0 za svako z € 2. Funkcija G je injektivna, kao kompozicija injektivnih

funkcija z — log 2, p(2) = 1Z _a i funkcije f.
—az

Funkcija
z—b
¢(z) = 240

gdje je Re b < 0, preslikava poluravan Re z < 0 na krug U. Konacno,
stavljajuéi b = G(0), dobijamo funkciju
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koja pripada familiji A.
Ocijenimo |¢'(0)|. Imamo da je
_ . G'(0) 1—|af”
G/0=<a—>/01 '(0) = — = - f(a).
O =(a-3) 50§ 90 =z = @

Otuda je
g'(0) _  1-—a

[/(0)] — —2Jallog]al

Posmatrajmo funkciju 7(t) = 1 — t? 4+ 2tlogt za 0 < t < 1. Tada je
T/(t) =2(1 —t+1logt)i7"(t) =21 > 0zat € (0, 1], odakle slijedi da
je 7’ rastuéa funkcija. To znaida za ¢t < 1 vazi: 7/(t) < 7/(1) = 0, paje T
opadajuéa funkcija, paje,za0 < t < 1, 7(¢t) > 7(1) = 0. Odavde slijedi
daje

1—|af?

—2lallog |al

i dalje |¢'(0)] > |f’(0)]. Ovo je kontradikcija jer je f funkcija na kojoj
preslikavanje f +— |f’(0)| dostize maksimum . Zaklju¢ujemo da je f bi-
holomorfizam oblasti € i kruga U.

Dokazu Riemannove teoreme pribilizava nas sljedece tvrdenje.

Teorema 4.10. Ako je D C C jednostruko povezana oblast™ ija granica
sadrZi vise od jedne tacke, onda postoji konformno preslikavanje oblasti D
na oblast X koja leZi u krugu {z € C : |z| < 1}, takvo da datu tacku a € D
preslikava u 0 € €.

Dokaz. Akojeb € 0D,b # oo. Tada funkcija g(z) = z — b nema nula
na skupu D. Kako je D prosto povezana oblast, slijedi da postoje analiticke
funkcije hy i h definisane na D, takve da je h3(2) = h3(2) = g(2), h1 =
—hgy. Prema teoremi o otvorenom preslikavanju, skupovi Uy = hi(D) i
U_ = hy(D) su otvoreni. Oni su i disjunktni. U suprotnom postojale bi
tacke 21,22 € D takve da je hi(z1) = ha(22)(= w), a tada bismo (zbog
hi = —hg) imali da je w = 0 i dakle z; = b, §to nije moguce jer je b € 0D.
To znadi da je oblast D biholomorfna sa U,. Kako je U_ otvoren skup,
postoji zatvoren krug D(a,r) C U—. Tada je D(a,r) N U; = ). Otuda
slijedi da funkcija p(z) = - preslikava skup Uy u jedini¢ni disk, i dalje

15Tac@ je D prosto povezana oblast u C ili, ako oo € 0D, tada je granica 0D povezan
skup u C.
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da funkcija ¢(z) = p(hi(2)) preslikava oblast D u jedini¢ni disk. Kona¢no,
funkcija

o) =@
&= o)

preslikava oblast D na neku oblast  C U i pri tome je f(a) = 0 € Q.
Teorema je dokazana. O

Sada Riemannovu teoremu moZemo izvesti kao posljedicu dokazanih
tvrdenja. Zaista, ako je D jednostruko povezana oblast i zg € D, tada,
prema teoremi 4.4.10. postoji preslikavanje g koje slika D na oblast 2 C
D(0,1) i takvo da je g(z9) = 0 € Q. Dalje, prema teoremi 4.4.9., pos-
toji preslikavanje h koje je biholomorfizam oblasti € i D(0, 1), pri Cemu je
h(0) = 0, |h/(0)| > 1. Preslikavanje f(z) = €“°h(g(z)), pri povoljnom
izboru ugla rotacije  zadovoljava uslove teoreme. Riemannova teorema je
dokazana.

Posljedica 4.11 (Riemannove teoreme za proizvoljne oblasti). Ako su D i
D’ jednostruko povezane oblasti u odnosu na C &ije se granice sastoje od
viSe od jedne tacke, tada za zadate zy € D, wg € D" i a € R postoji tacno
Jjedna funkcija f : D — D’ koja konformno i bijektivno preslikava oblast D
na oblast D', takva da je f(z9) = wo, arg f'(z0) = a.

Dokaz. Neka o € R, zg € D i wg € D’. Na osnovu leme 4.10 pos-
toje funkcije hy i g1 koje konformno preslikavaju oblasti D i D’ redom u
oblasti Q, Q" C D(0, 1) i koje zadovoljavaju uslove hi(z9) = 01 g1(wp) =
0. Na osnovu teoreme 4.9 postoje konformna preslikavanja hy i g2 koja
preslikavaju redom oblasti i Q' na jedini¢ni disk i zadovoljavaju uslove
h2(0) = g2(0) = 0. Nekaje h = hoohy, g = g20g1i f(2) = g~ 1(e?h(2)).
Tada je

f(z0) = wo, arg f'(z0) = ¢ — arg(g'(wo)) + arg(h’(20)).
Za
g'(wo)
R (20)

p = arg(g'(wo)) — arg(M'(20)) + o = arg( ) +a
funkcija f zadovoljava uslove teoreme.

Dokazimo jedinstvenost preslikavanja f. Pretpostavimo da i preslika-
vanje f1 : D — D’ konformno i bijektivno preslikava D na D’ i zadovoljava

uslove f1(z0) = wo, arg f{(20) = a. Neka je q(z) = e™*g(f1(h™"(2))),
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gdje su g i h funkcije konstruisane u prethodnom dijelu dokaza. Tada je
q konformno preslikavanje koje preslikava jedini¢ni disk D(0, 1) na sebe i
zadovoljava uslove ¢(0) = 0iarg¢’(0) = 0. Dakle ¢(z) = z, odakle slijedi
daje fi1(z) = g7 1(e*h(2)) = f(2), $to je trebalo dokazati. O

Primjedba 4.12. U iskazu Riemannove teoreme stoji uslov da je D jednos-
truko povezana oblast Cija se granica sastoji od viSe od jedne tacke. Time se
zapravo iskljuCuju sljedeée jednostruko povezane oblasti: zatvorena kom-

pleksna ravan C i zatvorena kompleksna ravan C bez jedne tacke.

Primjedba 4.13. Ako su D i D’ jednostruko povezane oblasti ¢ije se granice
sastoje od vise od jedne tacke, onda postoji beskonacno mnogo konform-
nih i bijektivnih preslikavanja f oblasti D na oblast D’. Dopunski uslovi
tipa f(20) = wo i arg f’(29) = « garantuju jedinstvenost preslikavanja
f. Oni se mogu zamijeniti drugim uslovima, naprimjer uslovima f(z9) =
wo, f(z1) = w1, gdje su zg i wo unutrasnje a z1 i wy granicne tacke oblasti
Di D', iliuslovima f(z9) = wo, f(21) = w1, f(22) = ws gdje su zo, 21, 22
i wg, wy, wo tafke sa granica oblasti D i D', numerisane prema pozitivnoj
orijentaciji krivih koje ograni¢avaju oblasti D i D’.

Primjer 4.14. Odredimo funkciju w = f(z) koja konformno preslikava
otvorenu oblast Im z < 1, |z| > 1 na krug |w| < 11 zadovoljava uslove

1. f(=3i) =0, arg f'(=3i) = §.

2. f(=3i) = =Lt arg f/(—3i) = 5.

Funkcija f1 : 2 — 1/(z—1) preslikava polazni skup na traku 0 < y < %
i pri tome je

f1(=3i) = _LM = iii arg f1(—3i) = arg <—<z_12)2> = arg (116> =0.

1
Dalje, funkcija fa(z) = €?™ traku 0 < y < 5 preslikava na gornju
poluravan i pri tome je fo(%) = ez =iiarg f} (i) = arg(2me2’) = g
Konacno, funkcija

f3(z) = = =2 Tma >0,
zZ—Qa
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preslikava gornju poluravan na jedini¢ni disk, pri ¢emu je

| —a (i —a)?
Funkcijaw = f(z) = f3o foo fi preslikava dati skup na jedini¢ni disk.
Razmotrimo posebno postavljene uslove.

1. Iz uslova f(—3i) = 0 slijedi f3(:) = 0, odnosno a = i i arg f5(i) =
o — g Uzimajuéi u obzir uslov arg f/(—3i) = g i jednakost f’(—3i)
F3(0)+ f3(37) - fi(=31), dobijamo arg f'(~3i)

= <p+g—arg(z’—d)2.

7T+7T T T ..
= p——+— = —. Toznadi
: T2 73
daje p = 3 Odavde slijedi da je

w:f(z):_1+i\/§th7ri(z+3i)

2 4z —1)
2. Sli¢no, iz uslova f(—3i) = % dobijamo
i —1 i
f3(3) ¢ > :ew%i¢+g—2arg(i—a)+g:g

Odavde slijedi da je

(i —a)(—i—a) i+a
odnosno

2+iii“’ 3i—1 2—1
a = (& =1 — — .
5 3i+1 2+

Na kraju, kompozicijom gornjih funkcija dobija se preslikavanje

i z+1

e i +2—1
wa(Z):—W-
e zmi + 2414

Jedno opste i veoma vazno svojstvo konformnih preslikavanja, sretali
smo u, mozda prikrivenom obliku, u primjerima koje smo rjesavali.
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Teorema 4.15 (Princip korespondencije granica). Neka su D i D’ oblasti
ogranicene zatvorenim krivima ~y i I'. Ako je funkcija f : D — D’ analiticka
u D i neprekidna u D U~y i ako f preslikava obostrano jednoznacno krivu
~v na krivu I, Cuvajuéi pri tome i orijentaciju, onda funkcija f bijektivno i
konformno preslikava D na D’.

Dokaz. Nekaje wy € D'ig(z) = f(z) — wo. Tada je g(z) # 0 za svako
z € . Na osnovu principa argumenta slijedi da je broj /V nula funkcije g u
oblasti D jednak

1 1 1
N=5-A, arg[g(z)] = et arg[f(z) —wo] = 5. Ar arg[w —wo| = 1.

Dakle, za svako wg € D’ postoji tatno jedno zy € D takvo da je f(zp) =
wp.

Pretpostavimo sada da je w; spoljasnja tacka oblasti D. Tada je Ar arg|w—
wi] = 0, odakle slijedi da je f(z) # wy za svako z € D. To znati da je
f : D — D' bijekcija. Kako je funkcija f analiticka u D, to je, na osnovu
leme 1.13, f'(z) # 0 za svako z € D. Teorema je dokazana. O

Sljedeca teorema, koja je u nekom smislu inverzna prethodnoj, takodje
govori o opStim svojstvima konformnih preslikavanja. Njen dokaz citaoc
moZe naéi, na primjer, u [1].

Teorema 4.16 (Teorema o korespondenciji granica). Ako su D i D' oblasti

ogranicene Jordanovim krivima ~y iU i f : D — D’ bijektivno i konformno
preslikavanje, tada postoji funkcija g : D U~ — D' UT, takva da je

a) g(z) = f(2),z € D;
b) g neprekidna na D U ~y;
¢) gly : v = T bijekcija koja cuva orijentaciju.
Krugu pitanja vezanih za konformna preslikavanja pripadaju i pitanja o
mogucénosti analitickog produZenja date funkcije.

Teorema 4.17 (Princip neprekidnosti). Neka su D1 i Dy disjunktne oblasti
takve da postoji glatka otvorena (bez krajeva) kriva v C 0Dy N 0Dsy. Ako
su funkcije f1 : D1 — Ci fo : Dy — C analiti¢ke u oblastima Dy i Do,
neprekidne na Dy U+, odnosno Dy U~ i ako je f1(z) = fa(z), 2z € v, onda

Jje funkcija
) filz), z€e DU~y
F(z)_{ Jo(2), z€ DaUxy
analitickau D = D1 U Dy U 7.
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Dokaz. Dovoljno je dokazati da je F' diferencijabilna na . Ako je zg € ¥
i 0D(z0,0) = {z : |z — 20| = 0} krug koji sijeCe - u dvijema tackama,
onda je funkcija

1 F(n)
= — D
(I)(Z) 2i /n—z0:5 n— Zdna S (Z(), 6)

analiticka u D(Zo, (5) Nekaje Dig = D1 N D(ZQ, (5), Doy = Do N D(Z(), 5)
Tada, za z € Dyg, k = 1,2, vaZi:

1/ flc(n)d?7 _J fu(2), z €Dy -
216 Jopy, N — # 0, z € D(29,6) \ Dyo.

Sabirajuéi gornje dvije jednakosti dobijamo,

1 F(n) dn _{ flgz;, z € Dig

2mi Joposyn—2 | f2(2), 2 € Da.

Odavde slijedi da je ®(z) = F(z),z € Do U Dag. Jednakost ®(zp) =
F(zp) slijedi iz neprekidnosti funkcija ® i F' u tacki z9. To znali da je
funkcija F' diferencijabilna u tacki zp, odnosno na ~y. O

Sljededi princip je posebno pogodan za konstrukciju konformnih pres-
likavanja simetri¢nih oblasti. Prije formulacije samog principa, podsjetimo
se definicije simetri¢nosti u odnosu na krug i u odnosu na pravu. Simetri¢na

2
. . « r
tacka tacke z u odnosu na kruznicu k = S(a,r) je tacka z* := a +

—
zZ—a

akoje p = {z : z = a + tb,t € R} proizvoljna prava u kompleksnoj ravni
(krug u C) i tacka z € C, tada je tatka z* := a + =(2Z — a) simetri¢na tacka
tacke z u odnosu na pravu p. Ako je p realna osa, onda je tacki z simetri¢na
u odnosu na p tacka z* = Z.

Teorema 4.18 (Princip simetrije Riemanna i Schwartza). Neka granica oblasti
D C C sadrzi otvoreni kruzni luk v u C i neka je D* oblast simetricna
oblasti D u odnosu na ~y. Ako je funkcija f analiticka u D i neprekidna u
D U~, f(v) CT, gdje je I kruznica u zatvorenoj kompleksnoj ravni C, i
f*(2) tacka tacka simetricna tacki f(z) u odnosu na kruznicu ', onda je
funkcija

F(z) = { ;ﬁi’)ffeDDfﬁ
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analitickau D U~ U D*.
Dokaz. Pretpostavimo prvo da su « i I" intervali koji leZe na realnim osama
(to su kruzni lukovi u C). Ako je zo € D, tada postoji & > 0, takvo da je
D(zp,0) C D, i pri tome je

f(z)=ao+ai(z—20) + -+ an(z —20)" +--+,2 € D(20,6) C D.

Neka je za z € D*, f*(z) = f(%Z). Tada je
ff(z)=dav+ai(z—2) + -+ an(z—20)"+-+,2 € D(%,0) C D*.

Slijedi da je f* analiticka u D(Z, d), a posto je zp proizvoljna tacka oblasti
D, odnosno, z; = Zy proizvoljna tacka oblasti D*, slijedi da je funkcija f*
analiticka u D*. Kako je f neprekidna na D U ~, onda za tacku xg € v
(to je tacka sa realne ose), iz z — xo, slijedi f(z) — f(zo) i f*(2) =

f(z) = f(xo) = f(xo), $to znali daje f*(z) = f(z) za z € . Na osnovu
prethodne teoreme slijedi da je funkcija /" analiticka na DUD*U~. Pri tome
je F(z) = F(z), §to znaci da su tacke F'(z) i F'(z) simetri¢ne u odnosu na

Slika 4.12: Princip simetrije Riemanna-Schwartza u odnosu na prave.

Pretpostavimo sada da je v kruzni luk a I' kruznica. Tada postoje bi-
linearna preslikavanja £ = ¢(z),n = 1(w) koja krive «y i I" preslikavaju u
duZi na realnoj pravoj. Tada funkcija g = v o f o ! definisana na (D),
ima analiticko produZenje na oblast [¢(D)]*, koja je simetri¢na sa ¢(D)
u odnosu na realnu osu, i ta funkcija preslikava oblast [¢(D)]|* u oblast
(¥(f(D)))*, koja je simetricna oblasti 1(f(D)) u odnosu na realnu osu.
Otuda slijedi da je funkcija f(z) = ¥~ 1(g(¢(z))) analiticka na D U~y U D*
i ona ovu oblast preslikava na oblast f(D) UT' U f(D)* (vidi slike 4.12 i
4.13). O
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Slika 4.13: Princip simetrije Riemanna-Schwartza u odnosu na kruZnice.

Primjer 4.19. Dokazaéemo princip simetrije Riemanna-Schwartza za slucaj
kada je kriva ~y interval koji lezi na realnoj osi, koriste¢i Morerinu teoremu.

Za zy € v postoji krug D(zg, ) koji leZi u skupu D U~ U D*. Pri tome
je (zo — r,2z0 + 1) C 7. Na osnovu Teoreme 3.7 dovoljno je dokazati da je
integral funkcije F' po proizvoljnom trouglu koji pripada skupu D(zg, )
jednak nuli. Za proizvoljni trougao A C D(zp,r) moguéa je jedna od
sljedece Cetiri situacije:

1. Ac Dili A C D*

2. An~ =IA, B], gdje je [A, B] neka stranica trougla;

3. Anvy={A1, B1}, gdje su A;, By neke tacke trougla;

4. AN~ ={A}, gdje je A neko tjeme trougla.

Ako vaZi 1), onda je na osnovu Cauchyeve teoreme | AF(z)dz=0.U
slu¢aju 2), ako treée tjeme trougla C' € D i ako sa A. ozna¢imo trougao
sa tiemenima A, = A+ ¢(C — A), B. = B+¢(C — B)iC, tada je za
0 < e <1, A; C D(z9,7). Na onovu Cauchyeve teoreme slijedi da je
) A F (z)dz = 0. Pustajuci da € — 0, koriste¢i ravnomjernu neprekidnost
funkcije f, dobija se jednakost [, F(z)dz = 0.

U slucaju 3), ako su A, B i C tjemena trougla A, tada je, na osnovu 3),

/ P2)dz = / F(z)dz + / 4 / F(2)dz
A A(A,B,A1) A(A1,B,B2) A(A1,B1,C)
=0+0+0=0.
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U slu¢aju 4), posmatrajuéi trougao A, = A(A., B,C), gdje je A. = A+
g(B — A), sli¢no kao u sluicju 2), dobija se tvrdenje teoreme.

Riemannova teorema tvrdi da se svaka prosto-povezana oblast u C, ra-
zlic¢ita od C, mozZe konformno preslikati na jedini¢ni disk. Ne postoji slicna
teorema, koja Ce, recimo, tvrditi da su dvostruko povezane oblasti kon-
formno ekvivalentne nekoj konkretnoj dvostruko povezanoj oblasti. Prosto,
problem konformne ekvivalentnosti viSestruko povezanih oblasti je sloZeniji
i mi se njime u ovoj knjizi ne¢emo detaljinije baviti.

Sljededi primjer nam dobro ilustruje sloZenost pitanja konformne ekvi-
valentnosti viSestruko povezanih oblasti.

Primjer 4.20. Dokazimo da su dva prstena P, = {z : r < |z| < R} i
Py, = {w : r; < |w] < R;} konformno ekvivalentni ako i samo ako je

. . . R _ R _ . . _
Neka je ispunjen uslov 3+ = 3 = k. Tada preslikavanje f (2) = kz

bijektivno i konformno slika P, na P>, §to znaci da su ova dva prstena kon-

formno ekvivalentna. ) ) o B
Pretpostavimo da su P; i P» konformno ekvivalentni i da funkcija f

slika P na P, konformno i bijektivno. Moguce su dvije varijante: a)
kruZznica |z| = r slika se u kruZnicu |w| = r; i b) kruZnica |z| = r slika se
u kruznicu |w| = R;.

Razmotrimo prvu moguénost. ProduZimo funkciju f na prsten r?/R <

2
lz| < rsaf(z):= o (produZenu funkciju smo takode oznacili sa
f(r?/2)

f). Na osnovu principa simetrije Riemanna-Schwartza, produZena funkcija
f preslikava konformno prsten 72/ R < |z| < R naprsten 72 /Ry < |w| <
R;. Poslije n ponovljanja ovog postupka, dobicemo konformno preslika-
vanje f koje prsten AT = {z : 7(%)?" ! < |2| < R} slikana A} = {2 :
r(%)Qn_l < |w| < Ry}. Ponavljajuéi postupak beskonaéno mnogo puta
dobié¢mo preslikavanje f koje je definisano na skupu D = U2 ;AT = {z:
0 < |z] < R} (ovo posljednje zbog ()?"~* — 0 kada n — o0), koje
konformno preslikava skup {z : 0 < |z| < R} naskup 0 < |w| < R;. Po
konstrukciji je lim,_,o f(z) = 0. Dakle, tacka z = 0 je otklonjivi singular-
itet funkcije f. Prema tome, f konformno preslikava disk |z| < R na disk
|z| < Ry aistovremeno i disk |z| < r na disk |w| < 71, i zadovoljava uslov

$U dokazu pretpostavljamo da se granica slika na granicu. Medutim ovo tvrdenje ostaje
da vaZi i ako se ta pretpostavka izostavi. Dokaz je u tom slucaju nesto sloZeniji.
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f(0) = 0. To zna¢i da funkcije F'(z) = R%f (£2) i G(z) = %f (12)
konformno preslikavaju jedini¢ni disk na sebe i pri tome je F'(0) = G(0) =
f(0) = 0. Kako je w = €% - —_a opsta bilinearna transformacija koja
—az

preslikava jedini¢ni disk na sebe, dobijamo da je F(z) = G(z) = e*z.
Odavde slijedi da je R/r = R1/r1, §to je trebalo dokazati.

Ako se kruznica |z| = r preslikava u kruznicu |w| = R; onda prethodni
Ryrq

f(z)

zakljucak primjenjujemo na funkciju F'(z) =

Zadaci

1. Nadi konformno preslikavanje jedinicnog diska na sebe, takvo da je
D w(0) =0iargw' (0) = a;
(i) w(a) =0iargw'(a) = «;
(ii)) w(a) = biargw'(a) = a.

2. Dokazati da ako je f analitika funkcija u tacki 2o, takvadaje f'(z0) =

0, f"(z0) # 0, tada se ugao medu krivima koje prolaze kroz z, pres-
likavanjem f uveca dva puta.

3. Neka je ~ interval na realnoj pravoj i f analitiCka funkcija definisana
na nekoj oblasti D, Cija granica sadrZi . Neka je dalje I' = f(v)
kriva koja leZi u jednom od sljedec¢ih skupova:

a)Rew=0; b)Imw=0, c)Rew=Imw
c)argw = a.

Dokazati da se funkcija f mozZe konformno produziti na oblast D*
(simetrinu sa D u odnosu na duZ 7). Naéi formulu po kojoj se
definiSe to produZenje.

4. Neka je f analiticka funkcija na Im z > 0, neprekidna na Im z > 0,
koja na realnoj osi uzima realne vrijednosti. Dokazati da se f moZe
analiticki produziti na C.



4. OPSTI PRINCIPI KONFORMNIH PRESLIKAVANJA 275

5. Neka je funkcija f analiticka na traci D = {z : a1 < Im (e??(z —
a)) < as} koja ima neprekidno produZenje na {z : a; < Im (e (2 —
a)) < s}, takvo da se grani¢ne prave oblasti D slikaju u realnu osu.
Dokazati da se preslikavanje f moZe analiticki produziti na C.

Uputstvo. Koristeéi preslikavanje f naéi preslikavanje koje realnu osu
i pravu Im 2z = 1 slika na realnu osu, pa zatim tu funkciju analiticki
produziti na traku —1 < Im z < 0 formulom F'(z) = f(z). Napraviti
sli¢no produZenje na traku 1 < Im z < 2 formulom F(z + i) =

i + f(Z). Postupak ponavljati.

6. Nekasu Q;, ¢ = 1,2, pravougaonici sa tjemenima a;, b;, ¢;, d;. Ako f
analiti¢ka funkcija koja preslikava )1 na ()2, ima neprekidno produZenje
na granicu i takvo da tjemena pravougaonika ()1 preslikava u tjemena
pravougaonika (02, dokazati da se tada f moZe analiti¢ki produziti C.
Dokazati takode da ako je f jos i univalentna funkcija, tada je ona lin-
earna transformacija. Zakljuciti da se dva pravougaonika mogu pres-
likavati konformno jedan na drugi tako da tjemena jednog prelaze u
tjemena drugog ako i samo ako su oni sli¢ni.

Uputstvo: Prvo pravougaonike ()1 i ()2 translacijama i rotacijama
(dakle linearnim preslikavanjima) preslikati na pravougaonike R; i
Ro, koji leze u prvom kvadrantu, sa po dvije stranice na realnoj i
imaginarnoj osi, a po jednim tjemenom u koordinatnom pocetku: R; =
[0, z;] x [0,y;], 7 = 1,2. Tada se f moze produziti na pravougaonik
Ri = [~x1, 21] X [~y1, y1] i taj pravougaonik preslikati na pravougaonik
R? = [~x3, 79] X [~¥2, y2]. Analogno se preslikavanje produzava na
pravougaonike R{* = [—mx1, mz1] X [—my1, myi] i svaki takav
pravougaonik preslikava na RY" = [—mxa, mxa] X [—mya, mysa).
Ponavljanjem se dobija produZenje F’, koje je jednolisno ako je f jed-
nolisno. Odavde se izvodi zakljucak da je F'(z) = az + b.

7. Neka je funkcija f : {z : Im z > 0} U (—o00,a]U[b, +00) — C anal-
iticka u gornjoj poluravni i neprekidnau {z : Im z > 0} U (—o0,a]U
[b, +00), gdje je —oo < a < b < +oo. Dokazati da ako funkcija
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f uzima realne vrijednosti na (—oo, a] U [b, +00), onda se ona moze
analiticki produziti na C sa rezom po duZi [a, b].

S O primjenama teorije konformnih preslikavanja

Razmotrimo kratko Dirichletov zadatak u ravni: naéi funkciju u = u(z,y)
takvu da je
0*u  0*u
52 "oy
Pri tome se pretpostavlja da je I" granica oblasti D idaje g : I' — R zadata

:07 (xvy)EDa U‘F:g

neprekidna funkcija. Dokazuje se da u prosto povezanoj oblasti, ogranicenoj
konturom T, zadatak ima ta¢no jedno rjesenje.!’

Pokazacemo kako se formule i tvrdenja koja se odnose na konformna
preslikavanja mogu iskoristiti za rjeSavanje postavljenog zadatka. Prije svega
vazi sljedece tvrdenje, koje se dokazuje neposrednom provjerom.

Teorema 5.1. Ako je funkcija f : D — R harmonijska u oblasti D i ako
funkcija g : D' — D konformno i bijektivno slika D' na D, onda je funkcija
h = f o g harmonijska na D’.

5.1 Dirichletov problem u krugu i Poissonov integral po jedini¢noj
kruznici

Ponovo ¢emo rijesiti Dirichletov zadatak za krug (vidjeti primjer 4.9). Dakle,
odredi¢emo vrijednosti harmonijske funkcije v : D — R u tackama je-
dini¢nog kruga D u funkciji grani¢nih vrijednosti funkcije ulgp = wup.
RjeSenje moZemo nadi koriste¢i Cauchyevu integralnu formulu. Naime, ako

je f: D — C analiti¢ka funkcija Ciji je realni dio funkcija u, onda je

! Mdn.

f(0) =

i

Y Harmonijska funkcija koja zadovoljava gornje uslove je funkcija na kojoj se dostize
minimum sljedeéeg funkcionala: F > f — D(f) = ffD(%)Q + (%)dedy, gdje je
F skup svih diferencijabilnih funkcija definisanih na oblasti D koje zadovoljavaju granic¢ni
uslov flr = wo. Pri tome, ako se pretpostavi da je kodomen funkcije f trodimenzionalni
prostor, onda je tacka minimuma Dirichletovog integrala minimalna povrs sa granicom I'.



