PROGRAMIRANIJE II
2. RAZRADA EFIKASNIH ALGORITAMA

U ovoj glavi uvode se neke osnovne strukture podataka (recimo liste) i uvode se neke osnovne
tehnike programiranja (recimo rekurzija i dinamicko programiranje).

2.1. STRUKTURE PODATAKA: LISTE, REDOVI I STEKOVI

Struktura podataka znaci vrsta podataka ili vrsta promjenljive ili slozena promjenljiva. Za
strukturu podataka kaze se da je visokog nivoa ako je to vrsta podataka koja nije ugradena
vrsta podataka u visem programskom jeziku, kakav je recimo Paskal. Na primjer, u Paskalu
postoji vrsta podataka skup (set), ali ne postoji (nije ugradena) vrsta podataka graf.

Osnovni primjer strukture podataka visokog nivoa jeste lista. Kaze se lista ili povezana lista
ili spisak. Lista se definiSe kao konacan niz izvjesnih objekata, u oznaci recimo x1, s, ..., T,.
Primjer liste je Item1, Item?2, Item3, Item4 i1 vidi se da ova lista ima cetiri ¢lana.

Kako se lista ¢uva u memoriji racunara? Drugim rije¢ima, kakvo je memorijsko predstav-
ljanje liste? Postoje dva nacina za predstavljanje: a) pomoéu pokazivaca i b) pomoéu dva
niza.

Za a), u memoriji se drzi onoliko cjelina koliko lista ima ¢lanova. Jo§ se drzi i jedan poseban
pokaziva¢ za koji se kaze da je glava liste. Taj pokaziva¢ ukazuje na prvu cjelinu. Svaka
cjelina sastoji se iz dva dijela. U prvom dijelu nalazi se upisan sami podatak tj. ¢lan liste. U
drugom dijelu nalazi se upisan pokaziva¢ na iducu cjelinu. Ako u drugom dijelu u nekoj cjelini
pi§e vrijednost nil (adresa koja ne postoji) onda to znaéi da se sa tom cjelinom lista zavr§ava
(pokazival nas upuéuje na nepostojeée mjesto). Na slici 1 dato je predstavljanje liste Podatakl,
Podatak2, Podatak3, Podatak4. Vidi se da je Prvi glava liste.

Za b), u memoriji se drze dva niza ¢ija su imena recimo NAME i NEXT. U prvom nizu
NAME drze se sami ¢lanovi liste, a pomocu drugog niza NEXT definise se redosljed clanova.
Ako je iindeks niza onda NAME[i] predstavlja podatak, a NEXT[i] predstavlja indeks sljedeéeg
¢lana liste. NEXT][0] stalno upuéuje na prvog ¢lana liste. Ako je NEXT[j] = 0 onda to znaéi da
je j indeks posljednjeg ¢lana liste. Na slici 2 dato je predstavljanje liste Podatakl, Podatak?2,
Podatak3, Podatak4.

Ponekad koristimo englesku rije¢, a ponekad nasu, u smislu: name — ime, next — sljededi,
item — podatak, newitem — novipodatak, first — prvi.

Prvo se govori o memorijskom predstavljanju, a poslije toga se govori o tome kako da
se izvede neka operacija (o algoritmima za operacije). Dvije osnovne operacije sa listom su:
umetanje clana 1 brisanje ¢lana.

Neka Novipodatak treba da bude umetnut u nasu listu 1 to poslije Podatak2. Na slici 3
prikazana je situacija poslije izvrsavanja te operacije.

Na slici 4 predstavljena je (na nestrogom paskalu) procedura za umetanje u listu. Smisao
parametara procedure je: FREE — indeks neiskoriséenog mjesta u dva niza (NAME i NEXT),
ITEM - sami podatak koji se umece 1 POSITION - indeks ¢lana liste poslije koga treba da dolazi
podatak koji se umeée. Uporedimo sa nasim primjerom: FREE =5, ITEM = NOVIPODATAK,
POSITION = 3 (jer PODATAK?2 ima indeks 3).

Svaki razuman prevod procedure INSERT u kod za RAM pokazuje da vrijeme potrebno za
izvrsavanje ove procedure (ovog potprograma) ne zavisi od veli¢ine liste.

Da bi se izbrisao ¢lan koji dolazi poslije ¢lana na mjestu i, treba da NEXT/[i] dobije vrijednost
NEXT[NEXTJi]]. Pored toga, indeks izbrisanog ¢lana moze da se smjesti u posebnu listu
neiskori§éenih indeksa.
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Cesto je nekoliko razlicitih listi upisano u isti veliki niz. Tada obi¢no jedna od tih listi sluz
za pamcenje slobodnih mjesta (slobodnih indeksa) u tom velikom nizu. Ta posebna lista zove
se free list. Tada procedura za umetanje preuzima informaciju o slobodnom mjestu (FREE) iz
free list, pa free list odsad ima jedan ¢lan manje. Dualno kod brisanja.

Navedimo jo§ dvije osnovne operacije sa listama. 1 Konkatenacija ili nadovezivanje dvije
liste. 2 Presijecanje liste: da svi clanovi poslije odredenog ¢lana ¢ine drugu listu. Dvije operacije
SU uzajamno Inverzne.

Lista moze da se uc¢ini dvostruko povezanom ako se uvede i tre¢i niz PREVIOUS. PREVI-
— prethodni. Sada imamo tri niza: NAME, NEXT 1 PREVIOUS. Mi smo dogradili strukturu
podataka, tj. mi smo ojacali predstavljanje. Zato sada neke operacije mozemo da izvrsimo
efikasnije.

PRVI——PODATAK]1| - PODATAK2| PODATAKS3| PODATAK4

Slika 1 Predstavljanje liste

IME SLJEDECI IME SLJEDECI

0  — 1 0 — 1
1|PODATAK1 3 1|PODATAK1 3
2|PODATAK4 0 2|PODATAK4 0
3|PODATAK?2 4 3|PODATAK2 5

4 PODATAK3 2 4/ PODATAK3 2
Slika 2 5|novipodatak 4
Predstavljanje Slika 3 Lista sa

liste umetnutim novipodatak

PROCEDURE insert(item,free,position);
namelfree| + item;
next[free] < next[position];

next[position] « free

Slika 4 Procedura insert

Dva vazna specijalna slucaja liste su stek (stack) i red (queue). Za stekove i redove je
karakteristi¢no da su ograni¢ene mogucnosti za manipulaciju sa clanovima liste.

Uzmimo da podaci mogu da budu dodati ili izbrisani samo sa kraja liste. Za takvu listu
kaze se da je stek. Analogija: naslagani tanjiri ili metalni novéiéi u fiSeku. Pristupni kraj steka
zove se njegovim vrhom, a drugi kraj zove se dno. Samo jedan ¢lan steka je dostupan u datom
trenutku (gornji ¢lan). Kako se stek realizuje? Za drzanje ¢lanova steka koristi se jedan niz
NAME. Neka niz NAME ima /¢ ¢lanova 1 neka se indeksi u nizu NAME kre¢u u granicama od
0 do £ — 1. Koristi se jo§ samo 1 jedna cjelobrojna promjenljiva TOP. Njena vrijednost jednaka
je indeksu gornjeg clana steka. Na slici 5 prikazan je primjer steka. Vidi se da stek ima tri
podatka: ITEM1, ITEM2 i ITEM3. Sada ¢emo da nabrojimo operacije sa stekom. a) PUSH.
Da bi se novi podatak dodao steku treba povecati TOP za jedan i1 onda upisati taj podatak
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u NAME[TOP]. Prethodno treba provjeriti da li ima mjesta za dodavanje, da ne bi doslo do
prekoracenja (overflow). b) Ispitivanje da i je stek pun. Stek je pun ako je TOP = /£ — 1. ¢)
POP. Da bi se podatak izbrisao sa steka dovoljno je TOP smanjiti za jedan. Prilikom pokusaja
brisanja iz praznog steka, procedura POP treba da saopsti poruku o greski "underflow”. POP
bri§e ¢lana i vraca izbrisanog ¢lana kao svoj rezultat. d) Da bi se utvrdilo da li je stek prazan
treba provjeriti da li je TOP = —1. e) Citanje gornjeg ¢lana steka bez njegovog brisanja. f) Da
se stek inicijalizuje treba izdvojiti prostor od £ rijeci 1 dodijeliti ga nizu NAME 1 treba TOP «+
—1.

LIFO znac¢i "last in first out” ili u prevodu posljednji upisan prvi pro¢itan. To je nacin
pristupa steku ili naéin rada sa stekom.

U slucaju reda, podaci se uvijek dodaju na jednom kraju, a brisu sa drugog kraja. Analogija:
red cekanja pred salterom. Red se realizuje pomoéu jednog niza NAME 1 dvije cjelobrojne
promjenljive FRONT 1 REAR, celo 1 zacelje reda. Na slici 6 prikazan je primjer liste P, Q,
R, S, T. Ako zelimo da dodamo podatak U ovom redu onda treba FRONT + FRONT + 1 1
NAME[FRONT] < U. Ako zelimo da izbri§emo podatak P iz ovog reda onda treba uraditi
REAR + REAR + 1.

FIFO znaci "first in first out” ili u prevodu prvi upisan prvi procitan. Tako se manipulise
sa Clanovima reda.

Vidimo da se tokom izvr§avanja programa vrijednosti 1 FRONT 1 REAR stalno povecavaju.
Treba smatrati da poslije NAME[/—1] slijedi NAMEI0]. Drugim rije¢ima, kada se i NAME[{—1]
popuni onda iduée upisivanje izvrsiti u NAME|0], ako nije zauzeto, zatim u NAME[1], itd.

NAME
NAME :
0| ITEM1 REAR— P
1| ITEM2 Q
TOP—2| ITEM3 R
S
FRONT— T
Slika 5
Realizacija steka
Slika 6

Realizacija reda

2.2. PREDSTAVLJANJE SKUPOVA

Neka je U univerzalni skip. Neka je card(U) = n i neka je U = {ay, as,...,a,}. Navedimo
tri moguca nac¢ina da se u memoriji racunara predstavi skup S C U. Prvi naéin: pomocu liste
koja sadrzi ¢lanove skupa S. Drugi na¢in: pomocu vektora bitova v, v. ranije I71. Skupu S
pridruzi se njemu odgovarajucéi tzv. karakteristi¢ni vektor v, gdje je i—ta komponenta vektora
= 11ili = 0, u zavisnosti od toga da li a; € § ili pak suprotno a; ¢ S, za 1 < ¢ < n. Tredi nadin:
pomocu niza cijelih brojeva A[l..n|, gdje je Afi] = 1ili A[i]] =0 kada a; € S odnosno a; ¢ S.

Osnovne operacije nad skupovima su racunanje unije, presjeka i slicno. Algoritmi za osnovne
operacije opisuju se razli¢ito u zavisnosti od izabranog nacina za predstavljanje. A razlicita je
1 sloZenost tih algoritama. Bice radeno kasnije.
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2.3. GRAFOVI

U ovom naslovu uvodi se pojam grafa i uvode se obi¢ne strukture podataka za predstavljanje
grafova.

Definicija. Neka je V konacan neprazan skup. Za ¢lana skupa V kaze se da je vrh (engl.
vertex) ili da je ¢vor. Neka je E C V x V. Za clana skupa E kaze se da je ivica (engl. edge)
ili da je grana. Uredeni par skupova G = (V, E) naziva se usmjerenim grafom.

Vidimo da su ¢lanovi skupa E uredeni parovi vrhova. Tako da (a,a) moze da bude ivica u
usmjerenom grafu. Usmjereni graf sa n vrhova ima najvise n? ivica.

Neka je (v, w) ivica u usmjerenom grafu. Za v se kaze da je pocetak te ivice, a za w se kaze
da je njen kraj. KazZe se da ta ivica vodi od vrha v ka vrhu w. Takode se kaze da je vrh w
susjedni vrhu v. Stepen ili izlazni stepen vrha v jednak je broju vrhova koji su susjedni tom
vrhu v. Sliéno se definise ulazni stepen vrha.

Mi smo povukli strelicu od jedne tacke do druge tacke ili od tacke ka njoj samoj. Umjesto
toga mozemo dvije tacke da povezemo sa jednom duzi. Tada to moraju da budu dvije razlicite
tacke. Naravno da duz, za razliku od strelice, nije orijentisana.

Definicija. Neka je V konacan neprazan skup vrhova. Neka je E skup ¢iji su ¢lanovi dvoclani
podskupovi skupa V. Za ¢lanove skupa E kaze se da su ivice. Uredeni par skupova G = (V, E)
naziva se neusmjerenim grafom.

Neusmjereni graf sa n vrhova ima najvise (g) = %n(n — 1) ivica.

Neka je {v,w} ivica u neusmjerenom grafu (znaci da je v # w). Tada se kaze da je vrh v
susjedni vrhu w. Isto se kaze da je vrh w susjedni vrhu v. Ili se prosto kaze da su ta dva vrha
jedan drugom susjedni. Kada se radi o neusmjerenom grafu, stepen nekog vrha definise se kao
broj njemu susjednih vrhova.

Neka je {v,w} ivica u neusmjerenom grafu. Obi¢no se ta ivica oznacava kao (v,w). Sta se
desava ako se usvoji takav naéin oznacavanja? Tada su (v,w) i (w,v) dvije razlicite oznake za
jednu te istu ivicu. Veé je receno da (a,a) ne moze biti ivica u neusmjerenom grafu.

U nastavku se definiSsu pojmovi put, duzina puta, jednostavni put 1 ciklus.

U usmjerenom ili neusmjerenom grafu, niz ivica oblika (v1,v2), (v2,vs),. .., (Vn-1,v,) naziva
se putem. Kaze se da put vodi od vrha v; ka vrhu v, i kaze se da je duzina puta jednaka n — 1.
Put se obicno predstavlja kao niz svojih ivica, tj. kao vy, vs,vs,...,v,_1,v,. Posebno, pojedini
vrh predstavlja put koji vodi od tog vrha ka njemu samom 1 ¢ija je duzina jednaka 0.

Za put se kaze da je jednostavan ako su sve njegove ivice medusobno razlicite i ako su jos 1
svi njegovi vrhovi (izuzimajuéi mozda prvi i posljednji vrh) medusobno razli¢iti. Jednostavni
put koji poéinje i zavrSava se u jednom te istom vrhu i ¢ija duzina iznosi barem 1 naziva se
ciklusom.

Uoc¢avamo da duzina ciklusa u neusmjerenom grafu iznosi najmanje 3.

Prelazimo na strukture podataka za predstavljanje grafova. Bice izlozene dvije moguénosti
za predstavljanje: matrica susjednosti (ili matrica koincidencije) i liste susjednosti. Jedna
1 druga mogucnost biée definisane za sluc¢aj usmjerenog grafa, a sliéne okolnosti vaze i1 za
neusmjereni graf.

Razmotrimo usmjereni graf G = (V, E). Neka graf ima n vrhova, tj. neka je card V = n,
ponekad se pise |V]| = n. Matrica susjednosti grafa G je kvadratna matrica oblika n x n, u
oznaci recimo A. Clanove matrice oznacavamo kao Ali j],gdjeje1 <i<nil<j<n. Ako
u grafu postoji ivica od vrha ¢ ka vrhu j onda se stavlja da je A[i,j] = 1, a inale se stavlja da
je Ali, j] = 0. Vidimo da se u ovoj definiciji implicitno uzima da su vrhovi grafa uredeni (da je
definisan redosljed vrhova), tj. uzima se da je V.= {v1,v,,...,0,} ili daje V = {1,2,...,n}.
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Usmjereni graf sa n vrhova moze da bude predstavljen 1 pomocu svojih tzv. listi susjednosti.
Svakom vrhu odgovara jedna lista, tako da se graf predstavlja sa m listi. Lista susjednosti
odredenog vrha sadrzi sve vrhove koji su njemu susjedni.

Pogledajmo primjer. Na slikama su prikazani redom: a) jedan usmjereni graf sa cetiri vrha,

b) njegova matrica susjednosti A, ¢) njegove liste susjednosti i d) tabelarno predstavljanje listi
susjednosti.

1 2 3 4
110101 END NEXT
210 0 1 0 1 5
310 0 0 O 9 7
410 1 1 0 3 0
b) 4 8
5 2 6
lista za vrh 1: 410 6| 4 0
lista za vrh 2: .n T3 0
lista za vrh 3: prazna lista 8 2 9
9] 3 0

listazavrh4: |2 | @ 310
d)
c)

Za d), niz NEXT sadrzi na pozicijama od i = 1 do ¢ =n (od ¢ = 1 do ¢ = 4) glave pojedinih
listi susjednosti. Na pozicijama i =n + 1,72 =n + 2, ... sadrzane su u dva niza END 1 NEXT
same liste susjednosti. END — "zavrsetak ivice je”.

Nije osobito efikasno pomoéu matrice susjednosti predstavljati "rijetke” grafove (one koji
imaju srazmjerno mali broj ivica). Za njihovo prikazivanje bolje je koristiti liste susjednosti.

2.4. DRVETA

U ovom naslovu uvode se pojmovi drvo 1 binarno drvo. Jo§ se govori o jednom nacinu za
predstavljanje binarnog drveta. Kaze se drvo ili stablo ili engl. tree.

Def. 1. Usmjereni graf u kome nema ciklusa zove se usmjereni aciklicni graf. Drvo il
usmjereno drvo jeste usmjereni aciklicni graf koji ima sljedeca tri svojstva. 1 Postoji ta¢no
jedan vrh koji nije zavrsetak nijedne ivice taj vrh naziva se korijenom engl root. 2 Svakom
korljena ka svakom vrhu.

Uslov 1 govori da je ulazni stepen korijena jednak nula, a uslov 2 govori da je ulazni stepen
svih ostalih vrhova jednak jedan. Lako se pokazuje da je put od korijena ka vrhu o kome se
govori u uslovu 3 — jedinstven. Na slici 1 prikazan je primjer drveta. Usmjereni graf koji se
sastoji od jednog ili vise drveta naziva se Sumom.

Def. 2. Neka je F' = (V, E) graf koji je suma. Ako uredeni par vrhova (v,w) pripada
skupu E onda se kaze da je vrh v otac za vrh w (ili neposredni prethodnik) i kaze se da je
w sin od v (ili neposredni sljedbenik ili neposredni nasljednik). Ako postoji put od vrha v ka
vrhu w onda se kaze da je v predak za w (ili prethodnik) i kaze se da je w potomak od v (ili
sljedbenik). Ako je osim toga v # w onda se kaze da je v pravi predak za w i da je w pravi
potomak od v. Vrhovi koji nemaju pravih potomaka nazivaju se listovima. Vrh v zajedno sa
svim svojim pravim potomcima i odgovaraju¢im ivicama naziva se poddrvetom od F', vrh v
naziva se korijenom tog poddrveta.
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Def. 3. Razmotrimo jedno drvo i razmotrimo jedan vrh v u tom drvetu. Dubina vrha v
jeste duzina puta od korijena ka v. Visina vrha v jeste duzina najduzeg puta od v ka nekom
listu. Visina drveta jeste visina korijena. Nivo vrha v jeste razlika izmedu visine drveta i dubine
vrha v.

Recimo, na slici 1, dubina vrha v jednaka je 1, njegova visina jednaka je 2, a visina ¢itavog
drveta jednaka je h(T) = 3, tako da je nivo vrha v jednak A(T) —1=3—-1=2.

Def. 4. Za drvo se kaze da je uredeno ako su sinovi svakog vrha uredeni. Drugim rije¢ima,
u skupu svih sinova jednog vrha, prisutna je relacija potpunog uredenja, ovo za svaki vrh.

Kada crtamo uredeno drvo, mi uzimamo da su sinovi svakog vrha uredeni slijeva nadesno.
Recimo, na slici 2, v; < vy < vs.

korijen
v [otac]

w [sin] y b h

(list) Slika 2

Slika 1

Def. 5. Binarno drvo jeste drvo koje ima sljedeca dva svojstva. 1 Svaki sin nekog vrha
oznacen je ili kao njegov lijevi sin ili kao njegov desni sin. 2 Nijedan vrh nema vise od jednog
lijevog sina, niti viSe od jednog desnog sina. Binarno drvo je uredeno drvo. Naime, smatra se
da je lijevi sin lijevo od ili ispred desnog sina.

Def. 6. Razmotrimo jedno binarno drvo i razmotrimo u njemu jedan vrh v. Lijevim

vees

e

v. Za svaki vrh 1z T} smatra se da se taj vrh nalaz lijjevo od ili ispred bilo kog vrha iz T;.

Binarno drvo predstavlja se obi¢no pomoc¢u dva niza LEFTSON 1 RIGHTSON. Neka drvo
ima n vrhova. Tada se indeksi u jednom i drugom nizu kreé¢u od ¢ =1 do 2 = n. Indeks 1 = 1
odgovara korijenu. Vazi LEFTSON][i] = j ako i samo ako je vrh j lijevi sin vrha ¢, a ako ¢ nema
lijevog sina onda je LEFTSON][:] = 0. Sli¢no se definisu i vrijednosti RIGHTSON]z].

Pogledajmo primjer. Na slici 3 prikazani su: a) jedno binarno drvo i b) njegovo predstav-
ljanje.

U nastavku se govori o potpunom binarnom drvetu i o obilasku drveta.

Def. 7. Za binarno drvo se kaze da je potpuno ako za neki cio broj k vazi da svaki vrh éija
je dubina manja od k ima 1 lijevog i desnog sina 1 da je svaki vrh ¢éija je dubina k — list.

Potpuno binarno drvo &ija je visina k ima taéno 25! — 1 vrhova.

Potpuno binarno drvo obi¢éno se predstavlja pomocu jednog niza. Prvi ¢lan niza odgovara
korijenu. Za vrh koji se nalazi na poziciji 2, njegov lijevi sin nalazi se na poziciji 2¢, a njegov
desni sin nalazi se na poziciji 2¢ + 1. Na taj nacin, ako je neki vrh na poziciji 7 onda je njegov
otac na poziciji [j/2], ovdje je j > 1.

Pogledajmo primjer. Na slici 4 prikazani su: a) potpuno binarno drvo visine kK = 3 i b)
skica njegovog predstavljanja pomoéu jednog niza (skica njegove numeracije). Indeksi u nizu
kreéu se u granicama od 7 = 1 do 4 = 2¥! — 1 = 15.
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Algoritmi u kojima se pojavljuju drveta obi¢no zahtijevaju da se izvrsi pregledanje ili obi-
lazak drveta, tj. oni zahtijevaju da se svaki vrh drveta jednom posjeti (samo jednom posjeti).
Postoji nekoliko nacina da se drvo sistemati¢no pregleda, a mi ¢emo da navedemo tri obi¢na
nacina.

Def. 8. Neka je T drvo i neka je r njegov korijen. Uzmimo da je drvo T uredeno i oznac¢imo
sa < relaciju potpunog uredenja u skupu svih sinova jednog bilo kog vrha drveta. Neka su
V1, Vs, . ..,V sinoOvi korijena i neka vazi v; < vy < ... < v, ovdje je kK > 0. U slucaju k = 0
drvo se sastoji od jedinog vrha r (pitanje obilaska je trivijalno).

Obilazak drveta T' po prednjem redosljedu definise se kako slijedi: 1 Posjeti korijen r 1 2
Posjeti po prednjem redosljedu poddrveta ¢iji su korijeni vy, vs, ..., v, tim redom.

vees

........

prednjem redosljedu). |

Obilazak drveta T' po zadnjem redosljedu definise se kako slijedi: 1 Posjeti po zadnjem
redosljedu poddrveta ¢iji su korijeni vy, v, ..., vg, tim redom i 2 Posjeti korijen r.

Za binarno drvo T', obilazak po srednjem redosljedu definise se kako slijedi: 1 Posjeti po
srednjem redosljedu lijevo poddrvo korijena r (ako to poddrvo postoji), 2 Posjeti 7 1 3 Posjeti
po srednjem redosljedu desno poddrvo korijena r (ako to poddrvo postoji).

Umyjesto obilazak po prednjem, zadnjem 1 srednjem redosljedu mi ¢emo govoriti preorder,
postorder 1 inorder obilazak. Nazivi su sli¢ni sa sljedeéim nazivima. Primjer aritmetickog izraza
zapisanog na prefiks, postfiks, infiks na¢in je +ab, ab+, a+b.

Ponovimo da je srednji redosljed definisan samo za binarno drvo.
Pogledajmo primjer. Vrhove jednog te istog binarnog drveta numerisali smo: a) po pred-
njem, b) po zadnjem i ¢) po srednjem redosljedu. V. sliku 5.
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Zapaziti da je u bilo kojoj od tri numeracije — lijevo poddrvo ispred desnog.

Na kraju, kazimo o jo§ dva moguéa nac¢ina da se definise drvo.

Def. 9. Za neusmjereni graf koji je povezan (izmedu svaka dva vrha postoji put) i aciklican
(nema ciklusa) kaze se da je neusmjereno drvo. Za neusmjereno drvo u kome je jedan vrh
izdvojen da bude korijen kaze se da je korijeno neusmjereno drvo.

Na slici 6 dati su primjeri za: a) neusmjereno drvo i b) korijeno neusmjereno drvo.

Postoji uzajamno jednoznacna korespondencija izmedu drveta i korijenih neusmjerenih
drveta. Ako se u korijenom neusmjerenom drvetu sve ivice orijentisu u smjeru od korijena
onda se tako dobija jedno drvo. Za ovo, v. sliku 6 c).

< korijen < korijen

Slika 6 a) b) c)

Drvo moze da se definise i sljede¢om re¢enicom. Skup vrhova V je konacan, u skupu vrhova
postoji jedan poseban vrh — korijen r, ostali vrhovi mogu da se podijele u n > 0 disjunktnih
podskupova Vi, ..., V,. Svakom V}, odgovara jedno drvo. Ono je poddrvo korijena.
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2.5. REKURZIJA

Zadatak o inorder numeraciji vrhova binarnog drveta biée rijeSen sa upotrebom rekurzije 1
bez upotrebe rekurzije. Bice jos rijeci 1 o ostvarenju rekurzije u sluc¢aju modela RAM.

Potprogram koji poziva samog sebe (neposredno ili posredno) naziva se rekurzivnim pot-
programom.

Neka je binarno drvo predstavljeno pomoc¢u dva niza LEFTSON 1 RIGHTSON na obi¢an
nac¢in, §to ¢ini ulazne podatke. Razmotrimo zadatak o inorder numeraciji njegovih vrhova
(o numeraciji po srednjem redosljedu). Program treba svakom vrhu da dodijeli njegov broj
(njegov redni broj). Tako da niz NUMBER koji se obrazuje tokom izvrsavanja ¢ini izlaz, gdje
je NUMBER]Ji| broj koji odgovara vrhu i. Pogledajmo primjer. Prikazani su: binarno drvo
1 njegovo predstavljanje 1 rezultat NUMBER koji treba da bude dobijen. Znamo da inorder
zakon za neki vrh glasi: prvo lijeva strana vrha, onda vrh i na kraju desna strana vrha, s tim da
se lijeva strana obilazi po inorder zakonu, a takode se i desna strana obilazi po inorder zakonu.
U nastavku ce biti data dva algoritma koji sluze za postavljeni zadatak.

1 LE RI NU
112165
213142
310101
4 10|53
5 {010 4
6 |78 |7
7101016
81011918
91701019

LE = leftson[i], RI = rightson[i], NU = number]i]

Prvo rjesenje (sa upotrebom rekurzije). U ovom algoritmu ocito se postupa po zakonu:
lijevo poddrvo vrha, onda taj vrh i na kraju desno poddrvo vrha.

Ve

trenutno dodjeljuje. Ona startuje od vrijednosti 1. Slijedi tekst potprograma:

PROCEDURE inorder(vertex);

IF leftson|vertex] # 0 THEN
inorder(leftson|[vertex]);

number|vertex| < count;

count < count + 1;

IF rightson[vertex] # 0 THEN

inorder(rightson|vertex])
Slijedi tekst glavnog programa, takode na neformalnom jeziku. U primjeru je ROOT = 1:

count « 1;
inorder(root)

Drugo rjesenje (bez upotrebe rekurzije).
Slijedi tekst programa, a zatim objasnjenja.
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count « 1;
vertex ¢ root;
stack « prazno;
left: WHILE leftson[vertex] # 0 DO
BEGIN
upisi vertex u stack;
vertex < leftson[vertex|

END:
center: number[vertex| «— count;
count < count + 1;
IF rightson[vertex| # 0 THEN
BEGIN
vertex < rightson|vertex];
GOTO left
END:
IF stack # prazno THEN
BEGIN

vertex ¢ gornji ¢lan od stack;
skrati stack;

GOTO center
END

Kaze se da se neki vrh dodaje steku ili stavlja na stek ili stavlja na vrh steka, ¢ime se
ocigledno broj ¢lanova steka povecava za jedan. Takode se kaze da se iz steka uzima clan, to je
njegov gornji ¢lan, ¢ime se ocigledno broj ¢lanova steka za jedan smanjuje.

U programu se pojavljuju promjenljive VERTEX, COUNT 1 STACK. Promjenljiva VER-
TEX odnosi se na tekuéi vrh drveta, a njena pocetna vrijednost je ROOT - korijen drveta.
Cjelobrojna promjenljiva COUNT ima smisao rednog broja koji se trenutno dodjeljuje, a njena
pocetna vrijednost je 1. Stek STACK sadrzi vrhove drveta ¢ije je postojanje evidentirano, a
koji ¢ekaju da budu numerisani. U pocetku je stek prazan.

Ako VERTEX ima ljjevog sina onda se VERTEX salje u stek, a lijevi sin postaje nova
vrijednost promjenljive VERTEX. A ako pak VERTEX nema lijevog sina onda to znaci da je
VERTEX dosao na red da bude numerisan, nakon ¢ega desni sin od VERTEX preuzima ulogu.
Medutim, ako desnog sina nema onda ulogu VERTEX preuzima gornji ¢lan steka, s tim da smo
sigurni da je njegova lijeva strana ve¢ numerisana. Najzad, ako se prilikom obraéanja steku
vidi da je stek prazan, ne moze se uzeti iz steka, onda to znaci da su svi vrhovi drveta veé
numerisani, pa stop.

Objasni¢emo jo§ u ovom naslovu — kako se rekurzivni algoritmi prevode u kod za RAM,
odnosno RASP. Objasni¢emo slu¢aj RASP, jer je tako lakse, a ranije je re¢eno da se program
za RASP moze prevesti u program za RAM, kao uostalom i obrnuto.

Prvo nekoliko rijeci o programskim jezicima. Fortran ne dopusta rekurzivne potprograme,
kao uostalom ni pokazivae (promjenljive koje se generi§u dinamicki). Paskal i C dopustaju
i jedno i drugo. U slu¢aju Fortrana, plan raspodjele ili upotrebe memorije (za buduéu fazu
izvriavanja programa) pravi se staticki, tj. ¢itav bude napravljen u fazi prevodenja programa.
U sluéaju Paskala ili jezika C nije tako, raspodjela je dinamicka, tj. nova upotreba trazi se i
tokom izvr§avanja programa. Zato je mogucée da u datom trenutku tokom izvrsavanja programa
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budu aktivna dva poziva ili vise poziva jednog te istog potprograma, recimo potprograma A.
Kako se to ostvaruje? Slicno kao u opisu koji shijedi.

Glavnu ulogu u realizaciji u slucaju modela RASP ima jedan stek za koji se kaze da je
centralni stek ili stek za pozive (call stack). U taj stek bivaju upisani svi lokalni podaci bilo kog
potprograma koga je pozvao (tokom svog izvr§avanja) neki drugi potprogram ili je svejedno
pozvan od samog sebe. Stek je podijeljen na odsjecke. Jedan blok uzastopnih memorijskih
rije¢i (memorijskih lokacija) predstavlja jedan odsjecak. Svako pozivanje stvara novi odsjecak,
¢ija duzina zavisi od konkretnog potprograma koji je pozvan. Donji ¢lan steka odnosi se na
glavni program P. Uzmimo da se trenutno izvrsava potprogram A. Njega je ranije pozvao neki
potprogram Z. Trenutni izgled steka prikazan je na slici. Promjenljiva TOP upuéuje na gornji
odsjecak. Umjesto "odsjecak za Z” bolje je reéi odsjecak za tu aktivaciju potprograma Z. Isto
tako, umjesto odsjecak za A bolje je reéi odsjecak za tekuéu aktivaciju potprograma A.

TOP —| odsjecak za A
odsjecak za Z

odsjecak za P

Uzmimo da A poziva potprogram B i opisimo detaljno sve korake koji treba da budu uradeni
(radi ostvarivanja radnje CALL B, ova radnja nalazi se u potprogramu A). Recimo unaprijed
da sve potpuno isto vazi ako A poziva samog sebe, samo smo mi izabrali laks§i nac¢in izrazavanja.

U fazi zaduzivanja (call) izvrse se sljedeéi koraci:

a) Na vrh steka postavlja se odsjecak odgovarajuée duzine (odsjecak za B). Sada stek izgleda
ovako, odozgo nadolje: odsjecak za B, odsjecak za A, odsjecak za Z, ..., odsjecak za P.

b) Dio prostora u tom odsjecku sluzi za pokazivale na stvarne parametre te aktivacije
potprograma B. U okviru toga, ako je stvarni parametar neki izraz onda vrijednost izraza bude
prethodno izracunata u okviru A, a pokazivaé¢ na izracunatu vrijednost upisuje se u odsjecak za
B. U slu¢aju da je stvarni parametar neki slozeni podatak, recimo da je niz, dovoljan je jedan
pokaziva¢ na prvu memorijsku rije¢ tog slozenog podatka.

¢) U tom odsjecku predviden je i prazan ili slobodan prostor za lokalne promjenljive koje
koristi B.

d) U tom odsjecku je i prostor za povratnu adresu, return address. To je adresa RASP—ove
naredbe koja treba da bude prva izvrsena kasnije, kada se iz B vratimo u A.

Uzmimo da B vraca jednu vrijednost, tj. uzmimo da je B funkcija. Tada ima i sljedeée: )
U tom odsjecku je i prostor za adresu vrijednosti (value address), tj. pokaziva¢ na mjesto u
odsjecku za A gdje ¢e ta vrijednost biti upisana.

Kontrola se predaje prvoj naredbi potprograma B. Tokom rada potprograma B, adrese nje-
govih parametara i lokalnih promjenljivih u njegovom odsjecku racunaju se uz pomoé relativnog
adresiranja, po formuli:

adresa = bazna adresa + offset (address = base + offset),

tj. adresa pocetne (nulte) rijeéi odsjecka + udaljenost od pocetka odsjecka, offset je isti za
svaku aktivaciju. B uradi svoje, odnosno neka smo stigli do radnje RETURN (ova instrukcija

RETURN nalazi se u potprogramu B).
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U fazi razduzivanja (return) vrse se redom sljedeéi koraci:

a) U sluc¢aju da je B funkcija, izracunata vrijednost upisuje se u odsjecak za A na odgo-
varajucée mjesto, saglasno adresi vrijednosti.

b) Iz steka se spasava povratna adresa.

¢) Odsjecak steka za B uklanja se iz steka, ¢ime na vrh steka opet dolazi odsjecak za A.

d) Spasena vrijednost salje se u programski broja¢ LC. Time se kontrola predaje potpro-
gramu A, ¢iji rad se obnavlja, ¢iji rad se nastavlja od odgovarajuéeg mjesta, ocito saglasno
tekucoj vrijednosti programskog brojaca.

Povratna adresa je adresa neke naredbe, ocito. Time se objasnjava zasto smo govorili o
RASP—u, a ne o RAM—u.

Na kraju, algoritam u kome se pojavljuju rekurzivni pozivi potprograma moze da bude
opisan 1 sredstvima Fortrana. Samo $to programeru sleduje ¢itav posao oko zaduzivanja i
razduzivanja. Ako Paskal ili C onda veéi dio posla obavlja ra¢unar, odnosno (samim tim)
programeru ostaje manje posla.

2.6. PODIJELI PA VLADAJ

U ovom naslovu govori se o tehnici programiranja ”podijeli pa vladaj”. Taj princip govori
da zadatak treba podijeliti na nekoliko manjih zadataka i onda rijesiti te manje zadatke. Kom-
binacijom njihovih rjeSenja dobija se rjesenje polaznog zadatka. Ako su mali zadaci istog tipa
kao 1 polazni zadatak onda je postupak rjeSavanja rekurzivan. Ilustrovacemo na dva primjera.

Prvi primjer (zadatak o najveéem i najmanjem ¢lanu skupa).

Razmotrimo sljedeéi zadatak. Dat je skup S. Sastaviti program za odredivanje najveceg
¢lana skupa i najmanjeg ¢lana skupa. SloZenost programa (algoritma) neka se mjeri brojem
izvrsenih operacija poredenja.

Neka n oznacava broj clanova skupa. Razmotrimo prvo tzv. obi¢ni postupak ili algoritam
A, za rjesavanje postavljenog zadatka. Prvo se izvrsi n — 1 poredenje da se odredi najveci ¢lan
skupa. Zatim se izvrse jo§ n — 2 poredenja (medu preostalih n — 1 ¢lanova skupa) da se odredi
i najmanji ¢lan skupa. Tako da je sloZenost:

Tn)=n—14+n—-2=2n—-3 ili T(n) ~ 2n.

Prelazimo na drugi algoritam A, za rjesavanje istog zadatka. U A, se koristi pristup "podijeli
pa vladaj”. Pretpostavlja se da je broj n stepen broja 2, tj. pretpostavlja se da je n = 2% za
neki cio broj k. Sada se skup S podijeli na dva dijela S; i S5. Podskupovi S; i Sy imaju po
n/2 ¢lanova. Za S; se rijesi postavljeni zadatak, takode i za S,, 1 to ponovo pomocéu dijeljenja
na dva podskupa, itd. Slijedi tekst rjesenja na nestrogom paskalu:

PROCEDURE maxmin(S);
IF || S|| = 2 THEN
BEGIN LET S = {a, b};
IF a < b THEN RETURN (b,a) ELSE RETURN (a,b) END;
podijeli S na dva podskupa S; 1 S, jednake velicine;
(max1, minl) « maxmin(S;);
(max2, min2) + maxmin(Ss);
IF maxl < max2 THEN ¢ < max2 ELSE ¢ < maxl;
IF minl < min2 THEN d < minl ELSE d + min2;
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RETURN (c, d)

Iz gramatike nestrogog paskala. LET znaci neka bude ili uvedimo oznaku. RETURN izraz
znac¢l povratak, s tim da izraz predstavlja rezultat (predstavlja ono $to potprogram vraca).

O programskoj realizaciji. Skup S moze da bude predstavljen kao niz duzine n. Tada,
djelimi¢ni skupovi su podnizovi tog niza. Djelimi¢ni skup je definisan ako se odaberu pocetni 1
krajnji indeks odgovarajuceg podniza. Ta dva indeksa mogu da posluze kao parametri potpro-
grama.

Kolika je slozenost T'(n) algoritma A,, tj. koliko se operacija poredenja izvrsi tokom izvr-
§avanja algoritma? Vazi jednakost:

(n) 1, akojen =2
| 2T(n/2) + 2, akojen =4,8,16,...

Zaista, 1z teksta potprograma maxmin vidi se da on poziva samog sebe na dva mjesta, na
jednom i drugom mjestu sa prepolovljenim dimenzionim brojem n/2, zato 2T (n/2). Jo§ IF
max] < max2 i IF minl < min2, pa tako 27 (n/2) + 2.

Vidimo da su vrijednosti T'(n) definisane. Zelimo da dobijemo zatvoreni izraz za te vri-
jednosti (da rijesimo rekurentnu relaciju). Uvedimo smjenu nezavisno promjenljive n = 2% i
uvedimo drugu oznaku za zavisno promjenljivu T'(n) = T(2*) = a;. Prepisujemo rekurentnu
relaciju u novim oznakama: a; = 1, a = 2ap_1 + 2 za k = 2,3.4,.... Lako nalazimo sljedece:

ar =2ap_1 +2=22ap_5 +2) +2=2%a5_2+2°+2=2%a,_3+2° + 22+ 2

3

:...zzk—1a1+2k—1+2k—2+...+22+2:2k—1+2k—2:5-2’“—2

(zmamo da je 14+2+4+...+ ok=1 _ ok _ 1). Tako da je T'(n) = gn — 2. Vidimo da je slozenost

algoritma A, manja od sloZenosti algoritma A, tj. vidimo da je As bolji od Aj;.

Ako dimenzioni broj zadatka n nije oblika 2* onda se postavljenom zadatku moze pridruziti
zadatak istog tipa veéeg dimenzionog broja n’ s tim da n’ bude oblika 2*, pa se rijesi pridruzeni
zadatak. Bolje je da se za rjeSavanje postavljenog zadatka primijeni postupak gdje se na svakom
koraku zadatak dijeli na dva manja zadatka ¢iji se dimenzioni brojevi poklapaju ili se za jedan
razlikuju.

Drugi primjer (zadatak o mnozenju dva broja).

Sastaviti program za mnozenje dva binarno prikazana broja.

Neka je n broj cifara jednog i drugog broja (broj bita). Neka se sloZenost programa mjeri
po kriterijumu I7. Ra¢unanja bit po bit, tj. neka se broji koliko ima operacija nad bitovima.

Ako se primijeni obi¢ni algoritam A; onda sloZenost iznosi T'(n) = O(n?). Uzastopno se
Siftuje prvi ¢éinilac 1 uzastopno se vrse sabiranja.

Prelazimo na izlaganje drugog algoritma A, u kome se koristi pristup "podijeli pa vladaj”.
Sada se pretpostavlja da je broj n stepen broja 2. Postupak se sastoji u tome da se svaki od
dva ¢inioca podijeli na dva dijela, jedan i drugi dio od po n/2 binarnih cifara. Onda se mnoze
ti djelovi, itd. rekurzivno.

Za pripremu, neka je a(z) = a1z + ag, b(z) = biz + by 1 ¢(z) = a(z)b(z) = c22® + 1T + co.
Tada su koeficijenti polinoma ¢(z) oéito jednaki ¢ = a1by, ¢1 = aibg + agby i ¢o = aghy. Za
njihovo ra¢unanje treba Cetiri operacije mnozenja. Medutim, oni mogu da budu izracunati i sa
svega tri operacije mnozenja, i to: ¢z ¢ a1by, co < agbo, d < (a1+ao)(b1+bo), ¢1 < d—ca— co.
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Za pripremu, ako je & = (Z,_1%p_a...2120)2 onda je ofito x = 2P(Lp—1 ... Tp)s + (Tp_1 ...
0)2, gdje je p = n/2.

Uvedimo oznake. Neka je k& > 0 cio broj i neka je n = 2¥. Neka su z i y dva broja koji
imaju po n binarnih cifara i neka treba izracunati proizvod z = zy. Imamo da je = 2*/%a +b
iy =2"%c+d, gdje su a, b, ci d brojevi koji imaju po n/2 binarnih cifara. U programu se
racuna po sljedeéim formulama:

w ¢ ac, v bd, w< (a+bd)(c+d), z%?nu—l—Z“/z(w—u—v)—l—v.

Koliko ukupno treba operacija nad bitovima T'(n)? Za tri mnozenja trosak iznosi 37'(n/2),
jer ¢e ta mnoZenja da se obave po istom algoritmu. Mnozenje nekog broja sa osnovom brojnog
sistema na stepen (kao 2"u) samo je prividno mnozenje, odnosno ostvaruje se pomocu siftovanja
(pomjeranja), tako da je trofak reda n. TroSak za sabiranja i oduzimanja takode je reda n.
Zapaziti da trosak za racunanje w moze da bude veéi od T'(n/2) zato §to a + b moze da ima
n/2 + 1 cifara (moze da ima jednu cifru vise), a takode i ¢ 4 d. Ipak, taj trosak moze da bude
veéi od T'(n/2) samo za izraz koji je reda n. Ukupno, 3T'(n/2) + linearni izraz. Prema tome,
vaze relacije:

T(1)<ec i T(n) <3T(n/2)+cn za n=2,48,...,

za neku konstantu ¢ > 0.
Zelimo da rijesimo rekurentnu relaciju. Ako pisemo n = 2¥ i a;, = T'(2*) onda je dato ag < ¢
iap <3ap_y+2%czak=1,2,3,.... Tako da imamo:

ar, < 3ap_1 + 2%¢ < 3(3ag_s + 2" ¢) + 2Fc = 3%ap_p +3- 28 e 4 2R <
3%(3ap_s + 2" 2¢c) +3- 28 e 4 2Fc = 3%ap_s + 3% . 282 4 3. 2" e 4 2R <

< 3Fag+ 3t 2c 432 2% 4 . 4+ 3.2F e 2k =
o5 ) e () 6)) s
C 3 3 3 3 ~

2 2\ 2
3kc(1—|—§—|—<§> —|—> — 3F¢.3 = const - 3"

1
(zbir beskonac¢ne geometrijske progresije: 1 +q+¢*+ ... = 1 za —1 < g < 1),

ar, < const - 3¥, T(n) < const - 3'°82™ = const - n'°823,

Mozemo se uvjeriti da je zaista 3'°82™ = nl°&:23 tako §to ¢emo primijeniti log, na lijevu i desnu
stranu, ¢ime dobijamo log, n - log, 3 = log, 3 - log, n.

T(n) < const - n'°52® = const -, gdje je a =log, 3 = 1,59

Algoritam A; ima sloZenost reda n?, dok A, ima sloZenost reda n®. A, ima manji red
slozenosti, tako da je bolji.
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2.7. BALANSIRANJE, ALGORITAM MERGESORT

Princip balansiranja govori da prilikom podjele zadatka na dva manja zadatka ti manji
zadaci treba da budu svi iste veli¢ine ili priblizno iste veli¢ine. Ilustrovacemo na primjeru koji
slijedi. Zadatak: dat je niz od n ¢lanova, urediti niz u rastuci oblik. Pogledajmo dva algoritma
A; 1 Ay koji mogu da posluze. Obi¢ni algoritam A; predvida da se uradi kako slijedi. Prvo
se medu svih n ¢lanova odredi najmanji. Za ovo se potrosi n — 1 operacija poredenja. Zatim
se rjesava zadatak o uredivanju ostalith » — 1 ¢lanova. I to se rjeSava na isti nac¢in. Upravo,
medu tih preostalih » — 1 ¢lanova odredi se najmanji, itd. Izra¢unajmo slozenost algoritma
A;. Oznacimo sa T'(n) ukupan broj izvrsenih operacija poredenja. Imamo da je T(1) = 0 1

Tn)=n—-14+T(n—1)zan >1,
t,=n—14+z,1=n—-14+n—-24+z, 9=...=n—14+n—-2+4+...+1.

Izlazi T'(n) = (g) = in(n—1), tj. T(n) ~ 3n?. Vidimo da se u algoritmu A; zadatak veli¢ine n
dijeli na dva manja zadatka ¢ije su veli¢ine 11 n — 1. Bolje je da se primijeni algoritam u kome
se zadatak dijeli na dva manja zadatka veli¢ine po n/2 priblizno. Prelazimo na algoritam A,.
To je mergesort ili uredivanje pomocu spajanja (uredivanje ujedinjavanjem). Ulazni podaci ¢ine
niz y, T, ..., T,. lzlazni podatak ili rezultat treba da bude niz yq, ys, . . ., ¥, koji je permutacija
ulaznog niza 1 koji zadovoljava uslov y; < y, < ... < y,. Pretpostavimo da je n oblika 2 na
stepen, n = 2* za neko k > 1.

Opisimo A,. Neka je p =n/21q = p+ 1. Zamislimo da su dva podniza z;, s, ..., 2, i
Ty, Tyt1, ..., Ly vec uredeni. Tada se ukupno rjesenje dobija spajanjem ta dva podniza. Spajanje
pocinje time §to se uporede z; 1 z,. Manji od ta dva broja Salje se na izlaz. Veci od ta dva broja
uporedi se sa sljedeéim ¢lanom suprotnog podniza. Itd. Kada se jedan podniz iscrpi onda na
izlaz poslati preostale ¢lanove suprotnog podniza. Za realizaciju spajanja treba < n—1 operacija
poredenja.

A kako postiéi da dva podniza budu uredena? Na isti nacin, tj. algoritam A, je rekurzivan.

U nastavku je algoritam mergesort izrazen na jeziku nestrogi paskal. Dat je glavni program
1 data su dva potprograma MERGE 1 SORT koji se koriste. Prvo potprogrami:

PROCEDURE MERGE(3.j);
p(i+7—1)/2;qp+ 1k i—1;

2: k+ k+1;
IF k — j + 1 THEN GOTO 1:
IF i = p+ 1 THEN BEGIN BJ[k| + Alq]; g + q+ 1; GOTO 2 END;
IF ¢ — j + 1 THEN BEGIN B[k] < Ali]; i « i + 1; GOTO 2 END:
IF A[i] < A[q] THEN BEGIN B[k] « Ali]; i « i+ 1 END
ELSE BEGIN B[k] + Alg]; ¢ + ¢+ 1 END; GOTO 2;

1: prepisi B[i],B[i+ 1],...,B[j] u A[i], Al: + 1],..., A[j];
RETURN

PROCEDURE SORT(i,5);
IF i = j THEN RETURN;
pe(i+5—1)/2; g p+ 1
SORT (4,p);

SORT(q.5);

MERGE(4,5);

RETURN
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upi§i ¢lanove niza tj. upisi ulazne podatke u A[1], A[2],..., Aln];

SORT(1,n);

stampaj rezultat tj. stampaj A[l], A[2],..., A[n]
Alit— |plop—[i]

1 e e el

U nastavku se ra¢una sloZenost T'(n) algoritma mergesort. Neka T'(n) oznacava ukupan
broj izvr§enih operacija poredenja i to u najgorem sluc¢aju. Imamo da je T(1) =01

T(n)=2T(n/2)+n—1 za n=2,4,8,....

Zelimo da dobijemo zatvoreni izraz za funkciju slozenosti. Stavimo n = 2% i aj, = T'(n). Dato
jeag=01
ar=2ap_1+2—1 za k=1,2,3,....

Zapazajuéi da je a; = 1, kao 1 k = log, n, imamo redom:
ap =2ap_1 +28 —1=22ap_o + 281 1)+ 2F —1=2%_,+ 2" —24+2F 1=
Bap_s+2F—442F 2428 1= =
2Flgy 42k 9k pok 4409k 249k 1=
2kt ok —1) — (2P 4 4424 ) =2 2R —1) - (2T 1) =
26k —1)4+1
ap~2" -k T(n) ~nlogyn

Odgovor je T'(n) ~ nlog, n ili T'(n) = O(nlog,n), ako je broj n oblika 2 na stepen. nlog,n
je znatno manje od predasnjeg %nz, tako da je algoritam A, bolji od algoritma A;.

Slijede dopune.

Moze se pokazati da za slozenost algoritma A, vazi procjena T'(n) ~ nlog,n za svaki broj
n > 1. Ako je m neparan onda se niz podijeli na dva manja niza cije se duzine razlikuju za
jedan.

Moze se 1zvrsiti sljede¢a dogradnja algoritma. Vidimo da algoritam ima k prolaza, gdje je
n = 2*. Vidimo da jedno aktiviranje potprograma MERGE obavi spajanje dva podniza (lijevog
i desnog). U pojedinom prolazu moze se postupiti na sljedeéi nacin: sve lijeve podnizove drzati
u jednom fajlu f;, a sve desne u drugom fajlu f,.

2.8. DINAMICKO PROGRAMIRANJE

U ovom naslovu govori se o tehnici programiranja — dinamicko programiranje. Kazimo prvo
opisno o toj tehnici programiranja. Nacrtajmo na z—osi duz od z = 1 do z = n 1 neka tacke
z=1,z=2,...,2 =n budu ¢vorovi. Rjesavanju zadatka odgovara prelazak puta od poéetnog
do krajnjeg ¢vora. Manjem zadatku ili podzadatku odgovara kraéi put od z = ¢ do = = 5 ¢éija
je duzina jednaka [ = 5 — . Redom se rjeSavaju podzadaci, po rastuéim vrijednostima razlike
[. Ova tehnika moze da bude ilustrovana pomocu sljedeceg primjera.
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Neka je n prirodan broj i1 neka su jos dati 1 prirodni brojevi rg,ry,...,7,. Razmotrimo
proizvod n matrica M; x My x ... x M,. Ovdje je matrica M; oblika r;_; X r;. Znamo da
mnoZzenje matrica nije komutativna operacija. Medutim, jeste asocijativna operacija. Tako
da susjedne matrice mogu da se udruzuju po zelji u djelimi¢ne proizvode. Vidjeéemo i na
primjeru da raspored udruzivanja uti¢e na ukupan vremenski troSak racunanja matrice M =
M; x My x ... x M,. Razmatra se zadatak o odredivanju optimalnog rasporeda udruzivanja.

Vremenski trosak izrazava se brojem aritmetickih operacija, odnosno izrazava se brojem
zahtijevanih operacija mnozenja tipa z;z,, gdje ©; € R 1 x5 € R. Za racunanje skalarnog
proizvoda dva vektora (zi,z2,...,24) 1 (Y1,Y2,...,Y,) potrosi se g operacija mnozenja. Za
mnozenje matrice oblika p x ¢ matricom oblika ¢ X r potrosi se pgr operacija mnozenja (matrica
koja predstavlja rezultat imace oblik p x r). Mi zelimo da izgradimo efikasan algoritam za
odredivanje optimalnog rasporeda udruzivanja, tj. za odredivanje minimalne cijene po kojoj
moze da bude izra¢unata matrica—proizvod M.

Primjer. Neka bude rq = 10, r;y = 20, r, = 50, r3 = 11 74 = 100 1 neka je M =
M, x My x Ms x My. Ako se ra¢una kao M = M; x (M, x (M3 x M,)) onda se izvrsi 125.000
mnozenja. A ako se ratuna kao M = (M; x (M, x Ms)) x My onda samo 2.200 mnozenja,

M1 X Mg X M3 X M4
10 x 20] 20 x 50] [50 x 1] 1 % 100]

Ako bi se razmatrali svi moguéi rasporedi udruzivanja onda bi algoritam koji tako postupa
imao eksponencijalnu slozenost. Dinamicko programiranje daje algoritam ¢ija je slozenost reda
n3.

Opisimo algoritam. Oznadimo sa m;; minimalnu cijenu (broj mnoZenja z;z,) ra¢unanja
djelimi¢nog proizvoda M; x M;iy x ... x M;, gdje je 1 <1 < 7 < n. Stavimo m;; = 0 kada je
+ = j. Vazi sljedeca osnovna formula:

m;; = }\S/Iin\l (mik + mpp1; + ri_lrkrj) kada je 1< ]
U ovoj formuli, m;, odnosi se na M; X M;y1 X ... X My = M', my41; odnosi se na Mpyq X
Mpyyo x...x M; = M", ar;_yr,r; odnosi se na mnozenje M’ x M". Drugim rije¢ima, posluzimo
se malim primjerom, djelimiéni proizvod My x My x ... X Mg bi¢e u optimalnom rasporedu
izracunat na neki od sljedeé¢ih naéina:

(M4) X (M5 X M6 X M7 X Mg X Mg) ili
(M4 X M5) X (MG X M7 X Mg X Mg) ili itd.

gdje sui M’ i M" veé ranije izra¢unati i to svakako na optimalni nacin.
Brojevi m;; racunaju se prvoza l = 5 —4¢ = 0, zatim za [ = 7 — 4 = 1, itd. tj. razlika
I = 7 — 1 raste tokom izvr§avanja algoritma.

Algoritam. Algoritam zasnovan na dinamickom programiranju za ra¢unanje minimalne
cijene (my,) mnozenja niza od n matrica My x My x ... x M,,. Ulaz. Brojevi ro,rq,...,r, gdje
matrica M; ima dimenzije r;_; 1 ;. Izlaz. Minimalna cijena ra¢unanja proizvoda M, uzimajuci
da se potrosi pgr operacija prilikom mnozenja matrice oblika p x ¢ matricom oblika g x 7.

Metod. U nastavku je dato rjesenje, tj. u nastavku je dat tekst programa na nestrogom
paskalu:
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FOR ¢ + 1 UNTIL n DO m;; < 0;
FOR !+ 1 UNTIL » — 1 DO
FOR 7 + 1 UNTIL » — I DO
BEGIN
J—i+1;
M, < MIN{mzk + Mpy1; + ri-17875, 7 < k< ]}
END;
WRITE m,,,

Primijenimo algoritam na prethodni primjer rg,7q,...,7r4. Djelimi¢ni rezultati 1 rezultat
prikazani su u sljedecoj tabeli. Prvo se ra¢unaju brojevi iz prvog reda tabele, zatim oni iz
drugog reda, itd. Rezultat je mi4 = 2.200.

my = 0 Mas = 0 mas = 0 mygqe = 0
myis = 10.000/mq3 = 1.000 [ms4 = 5.000
mi3 = 1.200 | mqy = 3.000
myq = 2.200

Razmotrimo optimalni put koji vodi od évora # = 1 do ¢vora # = n. Razmotrimo dio
tog puta od z = 7 do x = 5. Taj dio predstavlja optimalno rjesenje za podzadatak. Drugim
rije¢ima, svaki dio optimalnog puta je optimalni put. Vazi i obrnuto: put koji je sastavljen
sve i1z optimalnih djelova jeste optimalni ukupni put. Posljednja recenica predstavlja skicu za
dokaz ispravnosti (za dokaz korektnosti) predlozenog programa. Da program saops§tava stvarno
minimalnu cijenu.

Spoljasnja petlja po [ ponavlja se reda n puta. Unutrasnja petlja po ¢ ponavlja se reda n
puta. Za jedno njeno ponavljanje treba izra¢unati jedno MIN. Za racunanje jednog MIN treba
reda n operacija. Takon-n-n = n?ili O(n)-0(n)-O(n) = O(n®). Tako da predloZeni program
ima sloZenost reda n3.

Mi ne mozemo da smanjimo veli¢inu my,, niti da na nju uticemo na bilo kakav nacin. Mi
zelimo da tu veli¢inu saznamo na neki efikasan naéin (koji trosi malo vremena), mi zelimo da
smanjimo vrijeme potrebno da se ta veli¢ina sazna.

Predlozeno rjesenje treba dopuniti tako da saopstava (pored my,) i optimalni redosljed
udruzivanja.
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3. UREDIVANJE

Algoritmi za uredivanje (sortiranje) mogu da se podijele u dvije klase. U prvoj klasi koristi
se struktura objekata koji se ureduju, recimo ti objekti su rijeci nad odredenom azbukom, v.
naslov 3.2. U drugoj klasi osnovna operacija jeste uporedivanje dva objekta, da li je a; < a,,
algoritmi heapsort 1 quicksort.

3.1. POSTAVKA ZADATKA O UREDIVANJU

vees

Zadatak o uredivanju odnosi se na niz ay, as, ..., a, ¢iji clanovi pripadaju skupu S u kome
je definisana relacija linearnog (potpunog) uredenja <.

Govorimo o unutra$njem uredivanju ako se ¢lanovi niza nalaze upisani u memoriji sa slucaj-
nim pristupom. Medutim, moguce je da su ¢lanovi niza smjesteni u memoriji sa sekvencijalnim
pristupom, tj. da su smjesteni na spoljasnjoj memoriji (recimo na disku ili na magnetnoj traci).
U ovom drugom slu¢aju govorimo o spoljasnjem uredivanju.

3.2. RADIKALNO UREDIVANJE

U ovom naslovu razmatra se zadatak o uredivanju datog skupa rijeci, odnosno razmatra se
jedan algoritam za rjeSavanje tog zadatka. Prvo se definise jedna relacija potpunog uredenja
u skupu svih rije¢i nad odredenom azbukom S, tzv. leksikografsko uredenje (tako su uredeni
rje¢nici). Neka su wy = $185...5, 1 wy = t1t5.. .1, dvije rijeéi nad azbukom S. Kazemo da
w; =< wy (€. prethodi) ako je ispunjen jedan od uslova a) i b) koji slijede. a) Za neko j je s; < t;
izasvakoi € {1,....j —1}jes; =t;. b)p < gizasvakoi € {1,...,p} je s; = t;. Vidimo
da je relacija oznacena kao <. Vidimo da se implicitno uzima da je definisan redosljed slova
(¢lanova azbuke). Primjeri: algebra < algoritam i algoritam < algoritamski, podrazumijeva se
da jeredosljed slovaa <b<c< ... < z.

Prelazimo na opis algoritma. Uvedimo potrebne oznake. Neka azbuka S ima m ¢lanova,
mozemo smatrati da je S = {0,1,...,m — 1}. Oznacimo sa W dati skup rije¢i. Neka W ima
n ¢lanova. U ovom algoritmu pretpostavlja se da sve rije¢i w € W imaju jednu te istu duzinu
(imaju jedan te isti broj slova). Neka je duzina jedne bilo koje rije¢i w € W oznacena sa k,
W= T2y ...}, gdje z; € § za svako 1 € {1,... k}.

Na pocetku algoritma, sve date rijeci upisu se u jednu veliku listu L. Na pocetku prvog
koraka otvori se m listi Lg, Ly, ..., L,,_1, sve one su u datom trenutku prazne. Redom se ¢ita
jedan po jedan clan liste L 1 upucuje se u jednu od listi Lg, Ly,....L,,_;. U prvom koraku,
proc¢itana rije¢ w upucuje se u neku od m listi saglasno svom posljednjem slovu . Drugim
rije¢ima, ako je z = 0 onda posalji u Lg 1 slicno. Rije¢ w dodaje se na kraj njoj odgovarajuce
liste, tj. upiSe se iza svih rijeci koje se ve¢ nalaze u toj listi. Razvrstava se na opisani naéin
sve dok se L ne iscrpi. Sada se izvrsi nadovezivanje djelimiénih listi Lo, Ly, ..., L,,—1 u jednu
listu, upravo u veliku listu L opet. Naravno da se nadovezivanje uradi kao: prvo redom kako
su u listi svi ¢lanovi liste Lo, zatim redom svi ¢lanovi liste Ly, itd. Sada je prvi korak algoritma
zavr$en. Opisimo drugi korak. Opet se otvori m praznih listi Lo, Ly, ..., L,,_;. Rijeéi se redom
¢itaju iz L 1 razvrstavaju se u djelimiéne liste, ovog puta saglasno svom pretposljednjem slovu
zp—1. Na kraju drugog koraka izvrsi se nadovezivanje djelimiénih listi Lo, Lq,..., L,,_; sli¢no
kao u prethodnom koraku, da to sada bude lista L. U nastavku se postupa sli¢no. U trecem
koraku gleda se slovo @j_» rijeéi. Algoritam ima ukupno k koraka. Kada se 1 k—t1 korak zavrsi
onda ¢e lista L da sadrzi svih n datih rijeci u leksikografskom redosljedu.

Programska realizacija. Za djelimi¢ne liste Lo, Ly,..., L,,_1 mozZe se preciznije reéi da su
redovi (queue), buduéi da za njih vazi disciplina FIFO, first-in first—out.
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Dokaz ispravnosti (dokaz korektnosti) izlozenog algoritma jasan je iz njegove konstrukeije.

Za liste Lo, Ly, ..., L,,_1 koje se pojavljuju kaze se da su korpe. Za algoritme za uredivanje
ovog tipa kaze se da oni vrse uredivanje pomocu korpi, bucket sort. Isto se kaze da oni vrse
radikalno uredivanje ili uredivanje pocev od korijena, jer se polazi od posljednjeg slova u rijeci.

U nastavku je naveden primjer. Izabrali smo da bude m = 3, tj. da azbuka bude S =
{0,1,2}. Izabrali smo da svaka rije¢ ima duzinu k = 3, tj. da bude oblika w = z;zsz3. Izabrali
smo da bude n = 6, treba Sest rijeci da se uredi.

012 1. korak 2. korak 3. korak
021 (L) 200 (Lo) 200,102 (Lo) 012, 021
122
222
102 |(L1) 021 (L) 012 (Ly) 102, 122
200

(Ly) 012, 122, 222,102 | (L,) 021, 122, 222  |(L,) “~200, 222

U nastavku éemo se osloboditi uslova da je |w| konstanta. Mi smo izlozili algoritam za
uredivanje rijeci jednake duzine. Sada ¢emo izloziti 1 drugi algoritam koji obavlja leksikograf-
sko uredivanje rijeci promjenljive duzine. Predstavlja malu modifikaciju prvog algoritma, pa
izlozimo ukratko.

Neka bude I = max,ew |w|, |w| znaéi duzinu ili broj slova rijeéi w. U pripremnom koraku
algoritma date rijeci urede se po rastuéim duzinama, tako da ¢e rijeci ¢ija duzina iznosi [ da
dodu na kraj liste L. U prvom koraku algoritma razvrstava se na osnovu slova z; pojedine rijeci.
U tom koraku operise se samo sa rije¢ima w ¢ija je duzina |w| = [. Napominje se da krade rijeci
ostaju tokom ovog koraka na svojim mjestima u listi L. U drugom koraku razvrstava se na
osnovu slova z;_1, s tim da se operiSe samo sa rije¢ima w ¢ija je duzina |w| > [ — 1. Napominje
se da rijeci krace od [ — 1 slova ostaju tokom ovog koraka na svojim mjestima u listi L. Ttd.
Ukupno ima [ koraka.

U nastavku je naveden primjer za drugi algoritam.

data lista: 101, 012, 0, 21, 10
pripremni korak: 0, 21, 10, 101, 012

1. korak 2. korak 3. korak
(Lo) (Lo) 10, 101 (Lo) 0, 012
(L) 101 (L) 21, 012 (L) 10, 101
(L») 012 (L») (L) 21
0, 21, 10, 101, 012 0, 10, 101, 21, 012 0, 012, 10, 101, 21

rezultat: 0, 012, 10, 101, 21
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Neka bude w = z125...2; 1 7 < . Mi mozemo da rije¢ w dopunimo do duzine [/, da

na kraju rije¢i dodamo [ — j slova a, tj. da w pretvorimo u z1z,...z;a...a. Sa ovom
e

izmjenom, drugi algoritam se svodi na prvi algoritam. Ovdje je « fiktivno slovo takvo da vazi
a<a<b<c<...<z

Kakve strukture podataka su pogodne za drzanje ulaznih podataka prvog, odnosno drugog
algoritma? Obicna struktura podataka za predstavljanje niza duzine n rijeci, gdje duzina svake
rijeci iznosi k slova, jeste matrica oblika » x k ¢iji su clanovi tipa char. Na sljedecoj slici
skicirana je jedna moguca struktura podataka za predstavljanje niza rijeci promjenljive duzine
(rijeci koje pripadaju nizu imaju svaka svoju duzinu). Skica se odnosi na slucaj tri rijeci: a,

bab 1 abe.
DATA

STRING
— [

0

OIS QI|W|IHN Q[N W R (-

3.3. UREDIVANJE POMOCU UPOREDIVANJA (POMOCU POREDENJA)

Neka je n > 1 1 neka je dato n brojeva 1, ., ..., z,. Date brojeve treba urediti po veli¢ini.
U algoritmu za rjesavanje tog zadatka, elementarnu operaciju predstavlja (po pravilu) operacija
uporedivanja: da li je a < b. Tako da se slozenost T = T'(n) takvog algoritma A definise
kao broj izvrSenih operacija uporedivanja. Ima se u vidu najgori slucaj: T'(n) je maksimalni

Ve

ovom naslovu funkcija T'(n) biée ocijenjena sa donje strane: mi ¢emo naéi konkretnu funkciju
To = To(n) takvu da vazi
T(n) = To(n)

za svaki prirodan broj n, gdje T' = T'(n) oznacava sloZenost ma kog algoritma oblika A.

Za pripremu, poznata je Stirlingova formula koja daje dobru procjenu za ¢lanove niza a,, = n!
kako za bilo koje n € N tako isto 1 kada n — oo. Formula se moze prikazati u tri razlic¢ita
oblika, kako slijedi, svaki iduéi oblik je precizniji, odnosno daje vise informacija od prethodnog

oblika: . . i
n' Z (E> , n' ~ Y 27‘(’71, <ﬁ> s ’n,' = v 27‘(71, <ﬁ> 6971/]-2”7

e e e
gdje je 0 < 6,, < 1. U sva tri oblika: » € N. Mi éemo koristiti prvi oblik.

Vratimo se algoritmu A. S jedne strane, moguéih rasporeda ili permutacija datih brojeva
Z1,%q,...,%, ima n! a samo jedan od tih rasporeda je pravilan, samo u jednoj permutaciji su
brojevi poredani po veli¢ini, u slu¢aju da su dati brojevi medusobno razli¢iti. S druge strane,
poslije jedne operacije poredenja imamo najvise dvije grane ili dvije moguénosti, poslije dvije
operacije najvise Cetiri grane, poslije tri najvisSe osam, itd. Vidimo kakva je zavisnost izmedu
broja poredenja T'(n) i broja moguénosti. Jasno je da broj moguénosti mora da bude > a,, = n!
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pa tim prije mora biti 27 > a,. Govoreé prostije, mi se pitamo: koliko daleko treba iéi u
nizu 1,2.4,8,16,32, ... da ¢lan niza premasi a,,.

Izvedimo posljednju formulu 27(® > g, i na drugi naéin. Ranije je radeno IV. Drveta
odluéivanja. Algoritmu oblika A odgovara jedno drvo odlu¢ivanja D. To je binarno drvo ¢iji
svaki vrh ima dva sina, osim ako je taj vrh — list. Pojedini list predstavlja jedan moguci odgovor
za zadatak o uredivanju, odnosno pojedinom listu odgovara permutacija u kojoj su dati brojevi
poredani po veli¢ini. Tako da D mora da ima bar a, = n! listova. Oznacimo sa h = h(D)
visinu drveta D. Lako se vidi da je T'(n) = h(D). Lako se vidi da postoji sljedeé odnos izmedu
hil: 1< 2" gdjel oznacava broj listova u drvetu. Imamo:

Tn)=h 2">1 1>n = 2T >yl

2T > pl /log2

T(n) > log, n!

Stirling = T(n) > log, (g)n =mnlog,n — nlog, e

Prema tome, mozemo staviti da je To(n) = nlog,n — nlog, e. Znamo da je log, e = 1,44.
Vidimo da vazi To(n) ~ nlog,n kad n — oo.
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3.4. HEAPSORT

Razmotrimo zadatak o uredivanju n datih brojeva zi,...,z,, gdje z; € Z ii ; € R za
1 < ¢ < mn. U ovom naslovu predlaze se algoritam heapsort za rjesavanje tog zadatka, heap —
gomila, ¢. hip. Prethodno, sta je to heap 1 kada se za heap kaze da je sreden. Razmotrimo
vrhove vy, vs, ... pogodno je oznaéiti tako da bude: v; — korijen drveta, v, 1 v3 — lijevi, odnosno
desni sin korijena, vy — lijevi sin od vs, 1td. Razmotrimo poddrvo koje ¢ine vrhovi vy, ..., v,.
To poddrvo i jeste heap H,. Neka je sada svakom vrhu drveta v; (1 < ¢ < n) pridruzen po
jedan cio ili realan broj £(v;) = z;. U vezi buducée programske realizacije, podaci o pridruzenim

vees

tipa INTEGER ili tipa REAL, A[i] = £(v;) za 1 < i < n. Za vrh v;, njegov lijevi i desni sin
su na poziciji 2¢ odnosno 2i¢ + 1. Sli¢no, za vrh j njegov otac je u nizu A na poziciji [j/2].
Neka je v ma koji vrh heapa i neka su u; i us njegovi lijevi, odnosno desni sin (ako postoje).
Ako je ispunjen par uslova f(u) > f(u1) i £(u) > £(us) onda se kaze da je heap sreden na
mjestu u. Ako je heap sreden na svakom mjestu onda se kaze da je heap éitav sreden. Lako
se vidi da sredeni heap posjeduje svojstva 1)-3) kako slijedi. 1) Ako je u, us, ..., u; bilo koji
niz vrhova heapa, gdje je u; korijen, u;—1 je otac za u; (2 < ¢ < j) i u; je list onda vazi
on korijen (sve vrhove u njegovom poddrvetu). Tada je najveéi medu brojevima £(u), po svim
vrhovima u iz poddrveta, pridruzen upravo korijenu poddrveta. 3) Medu svim pridruZenim
brojevima po ¢itavom drvetu, najveci je broj koji je pridruzen korijenu drveta. Lako se vidi da
je 3) specijalan slu¢aj od 2). Prelazimo na opis algoritma. Dati brojevi z,. .., z, na pocetku
se rasporede na slucajan nacin po drvetu H,: neka bude £(v;) = z; za svako i € {1,...,n}.
Tokom izvrsavanja algoritma, vrSe se odredena premjestanja ili zamjene mjesta pridruzenih
brojeva, da bi se na kraju dobio uredeni oblik niza od n brojeva koji je na pocetku bio dat.
U prvom koraku algoritma vrSe se premjestanja, da bi heap postao sreden. Heap ce postati
sreden kada se izvrse sljedece radnje: izvrsiti sredivanje za vrh v, zatim za vrh v, _;, itd. na
kraju izvrsiti sredivanje za korijen drveta vy, tim redom.

u f(u) =10 10)
l(uy) =6

o Ou | tw)=8  ® @

A sta znadi 1zvrsiti sredivanje za jedan vrh u drvetu 4? Ova radnja sa svoje strane razlaze
se na viSe manjih radnji. Upravo, prvo se izvrsi sredivanje na mjestu w. Upravo 1 blize, ispita
se da li vazi par nejednakosti £(u) > £(u1) 1 £(u) > £(us), gdje su uy 1 uy lijevi, odnosno desni
sin vrtha u. Ako je tako onda je sredivanje za vrh w zavrseno. Ako nije tako onda treba izvrsiti
pogodnu zamjenu mjesta tri pridruzena broja £(w), £(u1) i £(u2) da poslije toga bude istinito
L(u) > L(uy) 1 €(u) > £(usz). Na mjesto u kao rezultat premjestanja dode broj iz uq ili us. U
slucaju da su £(u) i £(u;) zamijenili mjesta, u nastavku treba izvriti sredivanje za vrh u;. A u
slucaju da su £(u) i £(us) zamijenili mjesta, u nastavku treba izvrsiti sredivanje za vrh us, na
slican nacin. Itd. Sve dok se tako ne stigne do nekog lista drveta. Kada se stigne do lista, tada
je sredivanje za vrh u okoncano. Uocava se sljedeée. Od vrha u do lista prode se vise vrhova.
Moze se desiti da je za neki od tih prolaznih vrhova bila sama po sebi istinita i1 jedna 1 druga
nejednakost, za taj vrh ne vréi se premjestanje. U tom sluc¢aju, sredivanje za vrh v ve¢ u tom
trenutku je okoncano, nije potrebno da se dalje ide do lista. Ovo ¢e se uociti iz konstrukcije
algoritma. Pogledajmo drugu stvar, u vezi buduceg racunanja slozenosti algoritma. Koliko
treba potrositi operacija poredenja ¢ da bi se obavilo sredivanje na jednom mjestu. Dovoljno je
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¢ = 2. Zaista, uporedi lijjevog sina protiv desnog sina, a onda uporedi veéeg od njih protiv oca.

Rekli smo da se prvi korak algoritma sastoji od sredivanja za vrhove v;, gdje je ¢ = n,n —
1,...,1. Ako je i > n/2 onda je v; list. Za list nema $ta da se sreduje. Dakle, moze se reéi
i=[n/2],...,1.

Pri kraju prvog koraka, heap H, je sreden. Najveéi broj pridruzen je korijjenu. Taj najveéi
broj saopstava se na izlaz, £(v;) Salje se na izlaz. Pored toga, £(v1) < £(v,), sada se korijenu
pridruzuje broj koji je dosad bio pridruzen vrhu v,. Tako da je posljednji vrh v,, postao suvisan,
taj vrh uklanja se iz drveta. Tako da se sada prelazi na novi heap H,,_;.

Opisimo drugi korak algoritma. Okolnosti su povoljnije nego u prvom koraku. Heap H,,_;
veé je donekle sreden, tj. nastao je malim remeéenjem u sredenom heapu H,,. Zelimo dai H,_;
postane sreden. Dovoljno je da se izvrsi sredivanje za njegov korijen vy, tj. sada nije potrebno
da se vrsi sredivanje za vrhove 1 = n — 1, ..., + = 2. Dakle, za drugi korak, prede se put
od korijena pa naprijed, dok se negdje ne izade do lista, a tokom puta se ispituje da li treba
vr§iti premjestanja. Ako se na odredenom mjestu ne premjesta onda i ne treba dalje i¢i prema
listovima. Pri kraju drugog koraka, heap H,_; je sreden. Najveéi broj u njemu pridruZen je
korijenu i taj najveéi broj #(vy) sada se Salje na izlaz. Jo§ se uradi £(v;) < £(v,—1) 1 zatim se vrh
v,_1 1zbaci 1z drveta, tako da se prelazi na novi heap H, _» koji je jos kra¢i. Time je okoncan
drugi korak algoritma. Iskoristimo priliku da jos nesto kazemo o programskoj realizaciji. Kada
se sa H, prelazi na H,_;, u tom istom trenutku se jedan broj saopstava na izlaz. Za H, su
potrebni Afi], gdje je 1 < 4 < n. Za H,_; su potrebni A[i], gdje je 1 <i<n—1. U nizu A
oslobada se mjesto A[n]. U oslobodeno mjesto upisi broj koji se saopstava na izlaz. Sli¢no kada
se drugi broj saopstava na izlaz, upisi ga u A[n — 1]. Itd. Dakle, ¢itava programska realizacija
uradi se lako i efikasno pomoc¢u jednog niza A.

Tre¢i korak algoritma je po svemu slican drugom koraku. Itd. Algoritam ukupno ima
n koraka. Ako se brojevi koji se Salju na izlaz zapisuju redom jedan za drugim onda oni
(tako zapisani) upravo i ¢ine uredeni oblik ulaznog niza brojeva @i, ..., z,. Time je algoritam
heapsort opisan. Dokaz ispravnosti algoritma sadrzan je u dosadasnjem tekstu, odnosno jasan
je iz njegovog izvodenja (jasan je iz njegove konstrukcije).

Tekst glavnog programa:

BUILDHEAP;

FOR ¢ + » STEP —1 UNTIL 2 DO
BEGIN

zamijeni A[1] 1 Alé];

HEAPIFY(L, i — 1)

END

Tekst prvog potprograma:

PROCEDURE HEAPIFY (7, 5);
IF 4 nije list u H; & neki sin od 7 sadrzi

vedi broj nego §to ga sadrzi ¢+ THEN
BEGIN

neka je k sin od 7 sa veéim brojem,;
zamijeni A7) 1 A[k];

HEAPIFY (k, j)

END

Tekst drugog potprograma:
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PROCEDURE BUILDHEAP;
FOR i + n» STEP —1 UNTIL 1 DO HEAPIFY(¢, n)

U nastavku: program za heapsort na nestrogom paskalu, primjer i racunanje slozenosti
algoritma.

U programu na nestrogom paskalu koristi se oznaka n za broj objekata koji su predmet
uredivanja 1 koristi se oznaka A za niz koji sadrzi te objekte. Pored glavnog programa imamo
1 dva potprograma HEAPIFY 1 BUILDHEAP. Potprogram HEAPIFY vrsi sredivanje za jedan
vrth. On ima dva parametra 7 1 j ¢iji je smisao kako slijedi: ¢ — vréi se sredivanje za vrh v;, j
— u datom trenutku u nizu A j je krajnji desni indeks koji se odnosi na heap, veéi indeksi ne
odnose se na heap. Drugim rije¢ima, u datom trenutku radi se sa drvetom H;. Vidi se da je
potprogram HEAPIFY rekurzivan: ako je doslo do zamjene onda istu proceduru treba ponoviti
za ¢ = k. Drugi potprogram BUILDHEAP odgovara prvom koraku algoritma. Dakle, pomoéu
njega se prvi put postigne da heap postane citav sreden. Vidimo da je u BUILDHEAP uzeto
da pocetna vrijednost promjenljive ¢« bude ¢ = n. Moze se staviti da ta pocetna vrijednost bude
jednaka i = [n/2], kao $to je ranije veé re¢eno. Moze se reéi da se pomoéu BUILDHEAP izvrsi
opste uredivanje heapa.

prije pocetka izvisavanja: | na pocetku prvog koraka: | tokom prvog koraka:
e za vs: 711 zamijene mjesta
za v4: nista se ne mijenja
e @ za v3: 8 1 6 zamijene mjesta

za v9: 10 1 3 zamijene mjesta

91 3 zamijene mjesta
w O ©® @ Jone T

za v1: 10 1 4 zamijene mjesta

9 e 0 91 4 zamijene mjesta

Ug Ug V1o 9 1 4 zamijene mjesta

na kraju prvog koraka: na pocetku drugog koraka: | na kraju drugog koraka:

10 D (9)
(9 (® 9 (®) (D) (®)
® O ® @ & O © @ 6 O © &
OO ®® ®®

na izlazu: 10 na izlazu: 10

na pocetku treceg koraka: | poslije kraja izvrsavanja:
heap: ... heap: nema
na izlazu: 9,10 na izlazu: 1,2,...,10

U primjeru je uzeto n = 10. Tako da drvo ima vrhove od v; do v1g, s tim da je v; korijen.
Na prvoj slici prikazan je izgled drveta, a u vrh vs uperena je strelica. Zato $to se u prvom
koraku algoritma vrsi sredivanje za vrhove wvs, ..., vy, tim redom. U drugom, trecem, itd.
koraku algoritma vr§i se sredivanje samo za jedan vrh (samo za korijen v;). Uzeto je da
dati brojevi koji treba da budu uredeni glase, odnosno uzeto je da pocetno stanje u nizu A
glasi ‘4‘3‘6‘10‘1‘8‘2‘9‘5‘7$ . Drugim rije¢ima, uzeli smo da je z¢; = 4, z, = 3, ...,
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10 = 7. Na sljede¢im slikama prikazano je stanje u strukturi podataka u nekim karakteris-
ticnim trenucima tokom izvrsavanja algoritma, odnosno prikazani su izgled drveta 1 stanje na
izlazu. Recimo, na kraju prvog koraka u nizu A imacemo ‘ 1 ‘ 9 ‘ . ‘ ‘ ‘ ‘ . ‘ 3 ‘ 4 fl()‘ . Na
kraju drugog koraka imacemo [-{ | | | | | | -$9]10]. A kada se izvisavanje okonéa bie
El ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘ 6 ‘ 7 ‘ 8 ‘ 9 ‘10‘ . Dio niza A koji se odnosi na heap je lijevo od znaka § a desno od
tog znaka je dio niza A koji se odnosi na ono $to je poslato na izlaz.

Oznacéimo sa T'(n) slozenost algoritma, odnosno (najveéi moguéi) broj izvrsenih operacija
poredenja. Zelimo da odredimo niz a, takav da vazi a, ~ T(n) kad n — oo. Oznacdimo sa
Ti(n) i T>(n) procjene vremenskog troska za prvi korak algoritma, odnosno za sve ostale korake
algoritma zajedno. Neka su koraci numerisani kao ¢ = 1, ..., ¢ = n. Za korake od ¢« = 2 do
i = n, tj. za Ts(n) imamo sljedece. U pojedinom koraku treba izvrsiti sredivanje za korijen.
Broj elementarnih operacija za jedno takvo sredivanje jednak je trenutnoj visini drveta. Neka
bude k = log, n. Za visinu imamo sljedeéu dobru procjenu: tokom prvih n/2 koraka visina je
jednaka k, tokom iduéih n/4 koraka visina je jednaka k — 1, n/8 k — 2, itd. Jos, cijena jedne
elementarne operacije iznosi ¢ = 2, kao §to je ranije utvrdeno. Za Ty(n) piSemo:

(g-k+%-(k—1)+%-(k—2)+--->-CS

n

<§-k—|—%-k—l—g-k—l—...>-c:nk-c:an:T2(n)

Za Ti(n), treba izvrsiti sredivanje za vrhove ¢ = [n/2], ..., ¢ = 1, tim redom. Ostali vrhovi su
listovi, tako da pojedinom takvom vrhu sljeduje 0 elementarnih operacija. Ima priblizno n/4
vrhova koji su skoro-listovi (koji su na jednu ivicu od lista), pojedinom takvom vrhu sljeduje
1 elementarna operacija. Sli¢no, priblizno »/8 2. Itd. Za jednu elementarnu operaciju ¢ = 2
uporedivanja. Prema tome, za T}(n) piSemo:

n n n
[ TN ST Y e=
(4 MR RET A )c

«n+n+n+ )+<n+n+ >+<n+ >+ > ~

(E+E+ﬁ_|____>-c:n-CZQnZTl(n)

2 4 8
Z da j 1-|-1-|-1—|-1—|-1—|- =2.K ¢no:
namo da je 5ty tgtyg ™ =2 Konatuo:
T(n) ~ ay,

a, = Ti(n) + Ts(n)
Ti(n) + T2(n) = 2n 4 2nk = 2n 4 2nlog,n ~ 2nlog, n
T(n) ~ 2nlog,n
Uporediti sa teorijskom donjom granicom slozenosti n log, n koja je utvrdena u prethodnom

naslovu. Tako da imamo sljedeéi zakljucak. Slozenost algoritma heapsort malo odstupa od
teorijske granice. Algoritam je vrijedan.
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3.5. QUICKSORT

Neka je dato n brojeva zi,...,z,, gdje je n > 1. Razmotrimo zadatak o uredivanju datog
niza brojeva. Za rjesavanje tog zadatka u ovom naslovu predlaze se algoritam quicksort, quick
— brz. Opisimo algoritam. Iz datog niza brojeva S uzmemo na slucajan nacin jedan njegov
¢lan @. Zatim se svaki broj z; (1 < ¢ < n) uporedi sa z. Bite z; < z ili z; = z ili z; > =.
Svi ¢lanovi z; koji su < z, = z ii > z upisu se u djelimicéni niz S;, S,, odnosno S3. Uvedimo
oznake za duzine podnizova (za broj ¢lanova u podnizu): |Si| = ny, |Sz2| = n2 1 |Ss] = ns. Ocito
je n1 + ne + ng = n. U podnizu Sy, svi njegovi ¢lanovi su medusobno jednaki (jednaki su ),
tako da u tom podnizu vise nema §ta da se ureduje. Ako bi podnizovi S; 1 S3 bili uredeni onda
bi ¢itav posao oko uredivanja ve¢ bio okon¢an, odnosno bili bismo u moguénosti da saopstimo
odgovor. Upravo, odgovor glasi: prvo ¢lanovi iz S; (¢lanovi iz uredenog oblika podniza Si),
S3). Jedino jo§ treba da se kaze na koji nacin ée biti uredeni S; i S5. Odgovor je: na slican
naéin, istim postupkom. Drugim rijecima, algoritam quicksort je rekurzivan. Time je algoritam
opisan. U nastavku je dat tekst programa (tekst algoritma) na nestrogom paskalu:

Tekst glavnog programa:

ulazne podatke zq, ..., z, upidi u niz S;
QUICKSORT(S);

§tampaj clanove niza S
Tekst potprograma:

PROCEDURE QUICKSORT(S);
IF |S| < 1 THEN RETURN S;

izaberi iz S na proizvoljan nacin ¢lan z;

formiraj podnizove S;, Ss 1 S3 niza S koje ¢ine ¢lanovi koji su < @, = z, odnosno > x;
S1 + QUICKSORT(S:);

S5 « QUICKSORT(Ss);

S ¢ c¢lanovi od Sy, zatim ¢lanovi od S5 1 na kraju ¢lanovi od Ss;

RETURN S

Prelazimo na racunanje sloZenosti algoritma. Neka T'(n) znaéi broj izvrenih operacija
poredenja. Razlikujemo dva slucaja.

Ocekivani slucaj (prosjecna sloZenost). Prvo treba da uvedemo pretpostavku o raspodjeli
brojeva koji ¢ine dati niz S. Uvedimo prirodnu pretpostavku koja se 1 sama po sebi podrazumi-
jeva: broj z; moze da bude sa jednakom vjerovatnoc¢om bilo koji broj sa realne ose, vrijednost
z; ne utice na z;. Znamo da S ima n ¢lanova (znamo da je |S| = n). Koliko ¢lanova ima Ss, tj.
¢emu je jednako ny = |S3|? Matematicko ocekivanje za velicinu ns oéito je jednako 1 (srednja
vrijednost za ny). Drugim rije¢ima, vjerovatnoéa dogadaja {n, > 1} jednaka je 0. Napominje
se da prisustvo medusobno jednakih ¢lanova u datom nizu brojeva samo olakSava posao oko
uredivanja, odnosno samo smanjuje slozenost algoritma. Dakle, ny = |S2] = 1. A ¢emu su
jednaki |S;| = ny 1 |Ss| = n3? Za n; postoji n moguénosti. Upravo, ny = 0ili ny = 11ili ...
ii n; = » — 1. Onda se n3 izracuna iz jednakosti n; + n3 = n — 1. Za veli¢inu n; postoji n
moguénosti, moguénosti su medusobno jednako—vjerovatne (zbog uvedene pretpostavke). Tako
da je vjerovatnoca pojedine moguénosti jednaka % Numerisimo moguénosti kao ¢ = 1,2,...,n,
gdje i—toj mogucnosti odgovara ny = ¢ —11ng = n—1. Ako je nastupila +—ta moguénost onda je
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vremenski trosak izvrsavanja algoritma quicksort jednak n+4T'(i — 1)+ T'(n —4). Prvi sabirak »
odnosi se na razvrstavanje u tri podniza, drugi sabirak T'(¢ — 1) odnosi se na uredivanje podniza
S1, a tredi sabirak T'(n — ¢) napisan je na racun troska za uredivanje podniza S3. Dok je T'(n)
jednako srednjoj vrijednosti tog zbira:

T(n)=

S|=

é(n—l—T(i— 1)+ T(n —1i)).

Sada je niz {T'(n)}>, definisan, jer stavljamo T'(0) =

relaciju, sami za vjezbu. Moze se pokazati da vazi T'(n)

slu¢aj (average case): T'(n) = O(nlog,n) kad n — oo.
Najgori slu¢aj. Neka sada T(n) oznacava sloZenost algoritma po kriterijumu najgoreg

T(1) = 0. Treba rijesiti rekurentnu
< 2nlnmn zan € N. Dakle, o¢ekivani

slucaja. Ostaje ny = 1. Lako se vidi da ¢e najvise posla oko uredivanja biti ako se ispostavi
da je »; = 0 i samim tim ns = » — 1 ili obrnuto. Tako da je T'(n) = n + T'(n — 1). Ako
prilikom svakog dijeljenja podniz S ii podniz S3 ostane prazan onda nastupa najgori slucaj.
Rac¢unamo:

n(n + 1)

T(n):n—l-n—l—l-T(n—2):n—l-(n—l)—l—(n—Q)—l—...—l—l:T,

1
T(n) ~ §n2 kad » — .

Dakle, najgori sluc¢aj (worst case): T'(n) = O(n?) kad n — oo.

Izvrsimo dogradnju opisanog algoritma. Izdvajanje podniza S» (¢iji su svi ¢lanovi jednaki z)
kao posebnog podniza ne doprinosi efikasnosti algoritma. Pripojiti ¢lanove podniza S» podnizu
S1. Dakle, ispitivali bismo da li vazi z; < =.

Izvrsimo jos jednu dogradnju. Kako odrediti 7 Prva mogucénost: izdvoj iz S uzorak, odnos-
no izdvoj iz S jedan mali podniz duzine recimo pet ¢lanova. Neka z bude medijana tog kratkog
podniza (tredi po veli¢ini u njemu). Druga moguénost: neka z bude aritmeticka sredina kratkog
podniza, sada moze da prestane da bude z € §.

Dva algoritma heapsort 1 quicksort sluze za rjesavanje jednog te istog zadatka. Po kriteri-
jumu najgoreg sluc¢aja, heapsort ima slozenost reda nlog, n, a quicksort reda n?, heapsort ima
manju slozenost. Tako da bismo rekli da je heapsort bolji od quicksort. Zapaziti da quick-
sort ima slozenost reda veli¢cine nlog, n po kriterijumu ocekivanog slucaja. U prilog algoritmu
quicksort idu sljedece dvije ¢injenice. 1) Kriterijum ocekivanog sluc¢aja daje realniju predstavu
o vrijednosti algoritma od kriterijjuma najgoreg sluc¢aja. 2) Quicksort ima vrlo jednostavnu
programsku realizaciju. Zakljucak: u praksi se najvise koristi quicksort, za uredivanje brojeva,
rije¢i 1 drugog.

3.6. ORDER STATISTICS

U ovom naslovu razmatra se zadatak o odredivanju k—tog najmanjeg ¢lana nekog niza.
Drukéije se kaze zadatak o selekciji ili statistika poretka, engl. order statistics. Pogledajmo
mali primjer. Neka bude n =51 z,,...,z5 = 10,50,40,20,30. Ako je k = 2 onda je rezultat
z = 20. Ako je k = 3 onda je rezultat = = 30, za * = 30 jos se kaZze 1 da predstavlja medijanu
datog niza.

Pogledajmo dvije jednostavne definicije. Neka bude n > 11 k > 1. Neka je S niz brojeva
T1,%,...,2,. Kaze se da je ¢lan niza x k-ti po veli¢ini u nizu ako je card{i|z; <z} =k —11
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card{i| z < z;} =n — k. Ovo u sluc¢aju da su ¢lanovi niza svi medusobno razli¢iti dva—po—dva,
a slicno se definiSe 1 kada medu ¢lanovima niza ima ponavljanja. Razumije se da je 1 < k < n.
Kaze se da je ¢lan niza x srednji po veli¢ini u nizu ili se kaze da je on medijana niza ako je

z k-ti po veli¢ini u nizu, gdje je k = [»/2] + 1 u slué¢aju neparnog n, odnosno k = [n/2] ili
k= [n/2] 4 1 u slu¢aju parnog n. Znamo da se za niz y;,ya, . . . , Y, kaZe da predstavlja uredeni
oblik niza zi,z,,...,z, ako je yi,ys,...,y, jedna permutacija od x1,zs,...,x, 1 ako je jo§

Y1 < Y2 < .o S Yne

Razmotrimo dva algoritma A; 1 A, za rjeSavanje zadatka o statistici poretka. Kao mjera
sloZenosti algoritma 7'(n) uzima se broj operacija poredenja i to se ima u vidu najgori slucaj.
Obicmi algoritam A; predvida kako slijedi. Uredi dati niz 1 onda procitaj k—ti ¢lan uredenog
oblika. Za slozenost imamo T'(n) = O(nlog,n), jer je slozenost algoritma A; ocito jednaka
sloZenosti algoritma primijenjenog za uredivanje niza. U ovom naslovu biée konstruisan algo-
ritam A, ¢ija je slozenost jednaka T'(n) = O(n). Rije¢ima, slozenost algoritma A, je linearna.
Potprogram SELECT definise algoritam A,. Slijedi tekst potprograma na nestrogom paskalu.
SELECT vrsi selekciju k-tog po velicini u nizu S koji ima n ¢lanova:

L1 PROCEDURE SELECT(%, S);
L2 IF |S| < 50 THEN BEGIN uredi S; RETURN k-ti ¢lan iz uredenog oblika od S END;

L3 podijeli S na nizove od po 5 ¢lanova (p < 4 ¢lana niza S ostaju van podjele);

L4 uredi svaki petoclani podniz;

L5 proc¢itaj medijanu svakog petoclanog niza 1 obrazuj od procitanih niz M;

L6 m < SELECT(a, M), gdje je a = [b/2] + 1, gdje je b= |M]|;

L7 uporedi svaki € S protiv m i tako obrazuj nizove S1, Sa, S5 (x <m, z =miz > m);
L8 ny « |S1]; no < |S2|; ns « |Ss| (tako da je ny + ng + ng =n = |5]);

L9 IF 1 < k < n; THEN rezultat < SELECT(%, S;);

L10 IF n; +1 < k < n; + ny THEN rezultat < m;

L11 IF ny + ny + 1 < k < my 4 ny + ng THEN rezultat < SELECT(k — ny — ns, Ss3);
L12 RETURN rezultat

Objasnjenja za tekst potprograma. Ako je n < 50 onda se primijeni obi¢ni postupak (A;).
U sluéaju n > 50 radi se kako slijedi. Kratkih petoclanih nizova ima ocito [n/5]. Medijana
petoclanog niza je naravno treéi po veli¢ini u nizu. Od tih medijana obrazuje se niz M. A m je
medijana niza M. Ako je £ < m onda se z Salje u S 1 sli¢éno. Naravno da i ¢lanovi niza koji su
bili ranije privremeno odbaceni (ima ih p) uéestvuju sada u ovom razvrstavanju svih ¢lanova
niza S u tri djelimi¢na niza Sy, S 1 S3. Ocito je 0 < p < 4. Sljedeéi korak algoritma zavisi od
odnosa velicina k, n; 1 ny. Zapaziti da niz S; nije ureden, ali znamo da su svi njegovi clanovi
manji od m. U nizu Sy, svi clanovi su jednaki m. Niz S; nije ureden, svi njegovi ¢lanovi su
veél od m. Postoje tri moguénosti za sljedeéi korak. Primjera radi, treCa mogucénost nastupa
ako je k > n; + ny. Tada treba traziti u nizu Ss, ali sa prilagodenim startnim brojem. Zaista,
k—tiu S je £—t1 u S3, gdje je £ = k — ny — ny. Naime, uredeni oblik niza S ocito jeste: uredeni
oblik niza S; plus niz S, plus uredeni oblik niza Ss.

Prelazimo na racunanje slozenosti T'(n) algoritma A,. Smatra¢emo da su u datom nizu svi
njegovi ¢lanovi medusobno razliciti. Naime, prisustvo jednakih ¢lanova samo bi olaksalo posao
oko rjesavanja postavljenog zadatka, odnosno samo bi smanjilo slozenost.

Razmotrimo primjer » = 105. Tada M ima 21 ¢lan 1 m je 11-ti po velicini u M. Tada ¢e
sigurno biti 32 < n; < 72 1 isto tako 32 < nzg < 72. Zaista, imamo sljedecu Semu:

Ozi<,3i<")’i<5i<£iza’l::]_,...,2]_, Y1 <2 < ...< %Y1, Y11 =M.
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Medu n brojeva ay,...,€es lako uocavamo one koji su u svakom slucaju manji od m. To su
Apy.nny 0511,/31, Ce ,/611,")’1, ... 5710 UkllleO 32.
Sliéne okolnosti vaze 1 u slu¢aju bilo kog n. Upravo, n; < %"
Tako da za funkciju T'(n) vaze sljedeée dvije rekurentne relacije:

a 1sto tako 1 ng < %“.

,

{ ako je n < 50 onda je T'(n)
n+T(3) +T(F)

<ec
ako je n > 50 onda je T'(n) < ¢

za neku konstantu ¢ > 1. Ovdje se cn iz prve relacije odnosi na L2 "uredi §7, ¢n iz druge
relacije obuhvata trosak za L4 1 L7, T(%) odnosi se na L6, T'(2%) odnosi se na L9 ili L11. Treba
rijesiti par rekurentnih relacija. Rjesavanjem ce se dobiti sljedece. Postoji konstanta const > 1
takva da je T'(n) < const - n, za svako n € N. Znadi da je T'(n) = O(n) kad n — oo.

U zakljucku, zapaziti da se na desnoj strani rekurentne relacije pojavljuje T'(2) + T'(2), sto
1 omogucéuje da slozenost bude linearna, buduéi da je % + % < 1. Ova okolnost manifestuje se
prilikom rjesavanja rekurentne relacije.

Govoredi o 1sto] stvari na drugi nacin, algoritam A, je efikasan zahvaljujuci sljedecoj okol-
nosti. Potprogram SELECT je rekurzivan, a za njegov parametar S vazi |S| = n. On ée pozvati
samog sebe ili u L9 ili u L11, gdje ¢e duzina parametra biti < %”. Dakle, selekcija se suzava
bolje sveden.

Slika ilustruje linije L9-L11, odnosno podesavanje startnih brojeva: n = 105, n; = 38,
ne = 2, ng = 65. Ako se trazilo SELECT(20,.S) onda ée biti pozvano SELECT(20,S5;). Ako
se trazi SELECT(40,.5) onda ¢e biti saopsteno m kao rezultat. Ako se trazi SELECT(60, 5)
onda ¢ée biti pozvano SELECT(20, S3).

Sl ($<m) Sg (.’IZZm) 53 (£B>m)
38 2 65

3.7. ORDER STATISTICS, PRODUZETAK

PROCEDURE SELECT (%, S);

IF |S|=1tj. n =1 THEN RETURN jedini ¢lan niza S;

slucajno izaberi iz niza S ¢lan a;

uporedi a sa svakim = € § 1 obrazuj nizove S, Ss, Sz da sadrze x < a, z=a1z > a;
ny < |S1]; na < |Sal; ng < |Ss| (tako da je ny + na + ng = n = |S|);

IF 1 <k < n; THEN rezultat < SELECT(k, S;);

IF n; +1 <k < nj; + ny THEN rezultat «+ a;

IF 71+ ny + 1 <k < ny + ny + ng THEN rezultat <~ SELECT(k — ny — n, Ss);
RETURN rezultat

Razmatra se isti zadatak kao u prethodnom naslovu: odrediti k—ti po veli¢ini u nizu S.

U ovom naslovu predlaze se novi algoritam As za rjesavanje tog zadatka. Potprogram
SELECT opisuje As. Moglo se potprogramu dati neko drugo ime, da se bolje razlikuje od onog
iz prethodnog naslova.

Vidimo da je ideja algoritma Ajs bliska ideji algoritma quicksort iz naslova 3.5.

Moze se pokazati da je slozenost algoritma Aj linearna: T'(n) = O(n) po kriterijjumu
o¢ekivanog slucaja.
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4. STRUKTURE PODATAKA ZA SKUPOVE

Mnogi zadaci mogu da budu formulisani u terminima osnovnih matematickih objekata, kakvi
su recimo skupovi. U ovoj glavi razmatraju se zadaci u kojima se vrse operacije nad skupovima.
S jedne strane, definisacemo sedam osnovnih operacija nad skupovima. S druge strane, defi-
nisa¢emo 1 osnovne strukture podataka za skupove: hes—tabela, drvo binarnog pretrazivanja
1 2-3 drvo. Razmatracemo kako se operacije izvode u slu¢aju primjene odredene strukture.
Izgradnja dobre strukture podataka ide ruku pod ruku sa izgradnjom dobrog algoritma.

4.1. OSNOVNE OPERACIJE NAD SKUPOVIMA

U ovom naslovu jednostavno se nabrajaju, odnosno definiSsu osnovne operacije, a ima ih
sedam na broju.

1. MEMBER(aq, S). Izvrsavanjem operacije ili naredbe MEMBER(a, S) utvrduje se da li
objekat a pripada ili ne pripada skupu S. Ako a € S onda se stampa ”da”, a ako a ¢ S onda
se stampa "ne”.

2. INSERT(a, S). Skup S zamjenjuje se skupom S U {a}. Zapaziti da, u trenutku kada
je naredba INSERT(a, S) dosla na red da bude izvr§ena, moze biti bilo a € § bilo a ¢ S.
Podrazumijeva se da se, tokom izvrsavanja programa o, vodi evidencija o jednom skupu S ili o
nekoliko skupova. Stanje u skupu oé¢ito se mijenja tokom izvrsavanja. Program o sastoji se od
naredbi sedam vrsta.

3. DELETE(qa, S). Skup S zamjenjuje se skupom S\ {a}. Pred ovu naredbu bilo je a € S
liags.

4. UNION(Si,S,,Ss). Skupovi S; i Sy zamjenjuju se skupom S; U Sy = S5. Drugim
rije¢ima, 51 1 .Sy se brisu iz evidencije, a S3 se dodaje evidenciji. Pretpostavlja se da su skupovi
S11 5> disjunktni (kada se izvrsava ova operacija). Tako da ne moramo da bri§emo eventualne
duplikate u uniji.

5. FIND(a), pronadi a. Stampa se ime onog skupa kome objekat a trenutno pripada.
Ako je a clan vise skupova (vise skupova iz evidencije) onda djelovanje naredbe FIND(a) nije
definisano.

6. SPLIT(a,S). Skup S dijeli se na dva skupa S; i Sz, gdje je S1 = {b € S| b < a} i
Sy = {b € S| b > a}. Pretpostavlja se da je prisutna relacija potpunog uredenja < za ¢lanove
skupa S.

7. MIN(S). Stampa se najmanji ¢lan skupa S (najmanji u odnosu na relaciju <).

Imamo skup od sedam vrsta naredbi. Za njegov podskup kaze se da predstavlja jedan
rjecnik. Na primjer, kod algoritama za pretrazivanje koristi se rje¢nik od tri naredbe 1 to:
MEMBER, INSERT 1 DELETE.

Navedimo jedan primjer programa o:

INSERT(a, S:1); INSERT(a, S»); INSERT (b, S1); MEMBER(b, S2)

Program o sastavljen je od sedam nabrojanih vrsta naredbi. Vidimo da je jezik na kome
je o sastavljen viseg nivoa od recimo programskog jezika paskal. To znac¢i da jednoj naredbi
programa o odgovara vise naredbi u programu na paskalu. Uzimamo da se ¢ 1zvr§ava pomocéu
recimo paskala. Drugim rije¢ima, uzimamo da se ¢ izvrsava pomocu nekog viseg programskog
jezika. Znamo da su glavni primjeri visih programskih jezika paskal i jezik C.

U ovom naslovu jos se defini§u dva moguéa nacina za izvrSavanje programa o, on-line 1
off-line. U sluc¢aju on-line izvrsavanja, naredbe koje ¢ine ¢ izvrsavaju se pojedinacno, jedna
po jedna, odvojeno tj. nezavisno jedna od druge (redom kako su napisane u nizu). U slucaju
off-line izvrsavanja programa o dozvoljava se da citavi program ¢ bude pregledan prije nego sto
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se bilo kakav odgovor da, naredbe mogu da se izvrsavaju “zajedno”. Pogledajmo na primjeru.
Pogledajmo program o koji se sastoji od dvije naredbe:

DELETE(a, S); DELETE(b, S)

U slu¢aju on-line, prvo se izvrsi prva naredba, pa tek poslije toga pocinje izvrsavanje druge
naredbe DELETE(b, S). U slucaju off-line, imamo pravo da dvije naredbe izvr§avamo ”"za-
jedno”. Drugim rije¢ima, sada mozemo da pregledamo redom ¢lanove skupa S, za svaki ¢lan
ispitujemo da li je jednak a ili b 1 vr$imo brisanje ako jeste.

Svaki on-line algoritam moze da se koristi kao off-line algoritam, a obrnuto ne vazi.

4.2. HESOVANJE

U ovom naslovu razmatra se zadatak o odrzavanju ili memorisanju promjenljivog skupa S.
Skupu S mogu da se dodaju novi ¢lanovi, iz skupa S mogu da se odstranjuju stari ¢lanovi 1,
s vremena na vrijeme, treba odgovoriti na pitanje — da li u datom trenutku objekat = pripada
skupu S§. Dakle, traz se struktura podataka na kojoj se lako realizuje rjecnik: INSERT,
DELETE 1 MEMBER. Pretpostavlja se da se objekti, koji mogu da se pojave u skupu 5,
biraju iz jednog univerzalnog skupa U koji je izuzetno velik, tako da nije ostvarljivo da se
skup S predstavi kao vektor bitova. U ovom naslovu razmatra se tehnika hesovanja ili rasutog
adresiranja, koja moze da posluzi za postavljeni zadatak.

Primjer. Kompajler drzi u tabeli simbola (symbol table) podatke o svim identifikatorima
koje je uocio u programu koji se prevodi, o svim imenima, posebno o imenima promjenljivih.
Za vecéinu programskih jezika, skup svih mogucéih identifikatora U je izuzetno velik. Na prim-
jer, u fortranu ima oko 1,62 x 10° moguéih identifikatora; duZina imena < 6 znakova. Zato
tabela simbola S ne moze da bude predstavljena pomocéu jednog niza (pomocéu vektora bitova).
Operacije koje kompajler izvodi nad tabelom simbola su dva tipa. Prvo, novi identifikatori
dodaju se tabeli kada se na njih naide. Dodavanje znaéi prikljuéivanje prostora tabeli. U pros-
tor se upisuje sami identifikator 1 upisuju se njegovi atributi. Atributi su recimo: predvidena
fizicka adresa promjenljive, njena vrsta (cjelobrojna ili realna ili ...) i sliéno. Drugo, kompajler
s vremena na vrijeme trazi neku informaciju o identifikatoru, npr. — da li je on cjelobrojnog
tipa. Potrebne su operacije INSERT i MEMBER. Struktura podataka koja se razmatra u ovom
naslovu Cesto se koristi za realizaciju tabele simbola.

Postoji vise varijacija teme heSovanja, a mi ¢emo razmotriti samo njenu osnovnu ideju.
Sema hesovanja predstavljena je na slici. Neka je m > 1. Prisutna je tzv. funkcija hesovanja
h. Oblast definisanosti funkcije A je univerzalni skup U. Njene vrijednosti su cijeli brojevi u
granicama od 0 do m — 1. Pretpostavlja se da vrijednost h(a) moze da bude izracunata za
konstantno vrijeme, za svaki objekat a € U, zato sto zelimo da algoritam bude efikasan. Svi
¢lanovi a skupa S rasporedeni su u m listi, zavisno od vrijednosti h(a). Svi ¢lanovi a € S takvi
da je h(a) = i pripadaju jednoj listi, za svako ¢ € {0,1,...,m —1}. Svaka lista ima svoju glavu.
Glave su okupljene u jedan niz. Dakle, prisutan je niz A velicine m (indeksi u nizu A kreéu se
od 0 dom —1). Clanovi niza A su poenteri na liste ¢lanova skupa S. Lista poentirana sa A[i]
sastoji se od svih ¢lanova a skupa S takvih da je h(a) = 1.

A

0

|
I —
-

o—— [ +F—--- lista za h(a)=0
o——{ | +J—--- lista za h(a)=1
o

| «+—--- lista za h(a)=m—1
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Vratimo se primjeru o tabeli simbola. Navedimo jednu moguénost za funkciju h. Neka h(a)
bude prvo slovo u imenu a. Recimo, a = PROMJ, h(a) = P. Ili svejedno neka h(a) bude redni
broj prvog slova. Recimo, h(PROMJ) = 15. Redni brojevi se kreé¢u od 0 do 25; m = 26.

Da bi se izvrsila naredba INSERT(a, S), mi izratunamo h(a) i zatim pretrazujemo listu
poentiranu sa A[h(a)]. Ako u toj listi nema objekta a onda se a ukljuc¢uje u tu listu (na njenom
kraju). Da bi se izvrsila naredba DELETE(a, S), mi takode pretrazujemo listu A[h(a)] 1 briemo
a, ako otkrijemo a u listi. Sli¢no, odgovor na naredbu MEMBER (a, S) dobija se pregledanjem
liste A[h(a)].

Analiza. Osnovnu teskoéu predstavlja pronalazenje funkcije hesovanja koja ¢e clanove skupa
S da rasporedi po tabeli (po listama) ravnomjerno ili priblizno ravnomjerno. Drugim rije¢ima,
duzine listi trebalo bi da budu priblizno izjednacene.

Za kompajlera je najgori sluc¢aj kada u izvornom programu na fortranu (éije prevodenje se
vr§i) sva imena promjenljivih koja se pojavljuju imaju jedno te isto prvo slovo. Nije postignuto
rasipanje imena po listama.

Kakav je odnos izmedu broja m 1 broja ¢clanova skupa S? Listi treba da bude priblizno
koliko 1 ¢lanova skupa. Ili listi ima vise nego §to ima ¢lanova skupa. Onda je u veéini slucéajeva
lista prazna ili sadrzi samo jedan ¢lan. Na stranu §to se broj ¢lanova skupa S mijenja tokom
izvr§avanja programa o. I na stranu §to, po pravilu, nije unaprijed poznato koliku najvecu
vrijednost moze da dostigne broj ¢lanova skupa S. Ako je svaka lista prazna ili sadrzi samo
jedan clan onda se kaze da nema kolizija u hes—tabeli.

Veé je receno da je heSovanje dobro kada je 1 < cardU 1 card S <« cardU, card U je
ogroman 1 card S je znatno manji od card U. Naravno da je i m < card U. Oznaka < znatno
manje od. Oznaka card kardinalni broj skupa (broj ¢lanova skupa).

O slozenosti hesovanja. Neka se program o sastoji od » naredbi INSERT. U najgorem
slu¢aju, desava se da svih n ¢lanova koji se umecéu treba da se upisu u jednu te istu od m
listi. Tako da je vrijeme potrebno za ostvarivanje j—te naredbe srazmjerno sa j, gdje je 1 <
J < mn. Sabrati 1+ ...+ n. Tako da je ukupno vrijeme potrebno za ostvarivanje programa o
srazmjerno sa n?, jednako O(n?). U oéekivanom slu¢aju, vremenski trosak za pojedinu naredbu
je konstantan, tako da se za ostvarivanje Citavog programa o potrosi vrijeme koje je jednako
O(n). Ovdje smo pretpostavili da je n < m. Jos, ovdje smo pretpostavili i da su vrijednosti
h(a) rasporedene ravnomjerno od 0 do m — 1. Ako o sadrzi naredbe sva tri tipa INSERT,
DELETE i1 MEMBER onda vaz isti zakljucak.

Slijede dvije dopune.

Dopuna. Izbor funkcije hesovanja h je vazan. Navedimo jednu jednostavnu i éesto koriséenu
mogucénost za njeno definisanje. Moze se staviti da je h(a) = a mod m, h(a) je ostatak kod
dijeljenja a : m. Ovdje je U skup cijelih brojeva ili neki dio skupa cijelih brojeva.

Dopuna. Uzmimo da se broj ¢lanova skupa S povecava tokom izvr§avanja programa o.
Neka se radi sa hes—tabelom Ty koja se sastoji od m listi. Neka je u datom trenutku broj
¢lanova skupa dostigao m. Mi tada definiSemo novu funkciju heSovanja ¢ije su vrijednosti cijeli
brojevi u granicama od 0 do 2m — 1. Umyjesto stare tabele T} izgradi se nova tabela T} sa 2m
listi. Od datog trenutka pa ubuducée, radi se sa tom novom funkcijom hesovanja i sa tom novom
hes—tabelom Tj. Skup S nastavlja da raste. Kada broj ¢lanova u tabeli dostigne 2m onda se
prelazi na tabelu Ts kojoj odgovara 4m listi. Itd. Dakle, konstruise se serija hes—tabela. Dakle,
mi smo 1zvrsili dogradnju algoritma, zato sto zelimo da algoritam bude efikasan.

O tzv. paradoksu rodendana. Neka je n > 1. Razmotrimo skup X sac¢injen od n osoba. Za

z € X, stavimo h(z) = y, gdje je 1 <y < 365, y je datum i mjesec rodenja. Ima li preklapanja?
Razmotrimo dogadaj A: neke dvije osobe imaju isti rodendan. Uvedimo oznaku p, = P(A) za
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vjerovatnoc¢u. Da li je p, < 1/2ili p, > 1/27 Ako je n = 22 onda je p, < 1/2. Medutim, veé
za n = 23 imamo p, > 1/2.

Pojam "he§” (hash) koristi se u programiranju i u drugom znacenju. Dajemo definiciju
funkcije heSovanja h. Razmotrimo binarnu azbuku A = {0,1}. Oznaéimo sa X = Q(A) skup
svih rijeci u toj azbuci. Neka je n > 1. Neka je Y C Q(A), gdje skupu Y pripadaju samo rijeci
y takve da je |y| = n (duzina rije¢i). Za funkciju h: X — Y kaze se da je funkcija heSovanja.

Kada je dato @ € X, treba izracunati y = h(z). U algoritmu za ra¢unanje y € Y, kombinuju
se bitovi (slova) rijeéi @, po pravilu se kombinuju sva slova. Nastoji se da svako slovo utice na
vrijednost rezultata y, iako uslov jednoznacnosti za funkciju - naravno nije ispunjen.

Funkcija se koristi za provjeru prilikom prenosenja fajla f iz jednog ¢vora racunarske mreze
u drugi ¢vor. Poslati f i A(f). Naime, ako je prepisivanje izvrseno ta¢no onda se he§ vrijednost
originala h(f) poklapa sa onom kopije.

Za funkciju hesovanja h: X — Y kaze se da je kriptografska funkcija hesovanja ako je
ispunjen sljedeci uslov. Neka je data rije¢ y € Y, s tim da y pripada skupu vrijednosti funkcije
(y predstavlja neciju sliku). Tada, ne postoji efikasan algoritam da se nade rije¢ z € X takva
da je y = h(z). ILi: nije poznat efikasan algoritam.

Kao teorijski primjer kriptografske funkcije hesovanja mogla bi da posluzi sljedeca funkcija
h = h(z), definisana na skupu prirodnih brojeva: h(z) = a® mod p, gdje su fiksirani prost broj
p 1 broj a u granicama 2 < a < p — 1. U praksi, h se sastoji od permutacija, transpozicija,
funkcije XOR 1 afinih funkcija.

Kriptografske funkcije he§ovanja siroko se koriste (u kriptografiji). Kod tih funkcija, obi¢no
jen =128 ili n = 160 (koliko ima bita u y). Primjeri takvih funkcija su MD5 i SHA-1.

Po pravilu, digitalni potpis se stavlja na he§ vrijednost poruke (na h(m)), a ne na samu
poruku m (message).

4.3. BINARNO PRETRAZIVANJE

Razmotrimo zadatak o pretrazivanju ili trazenju, search. Neka je dat skup S od n ¢lanova.
Clanovi pripadaju izvjesnom velikom univerzalnom skupu U. Treba izvisiti program o koji se
sastoji od samih naredbi MEMBER. Kako? Navedimo tri razli¢ite moguénosti. Prvo rjesenje:
¢lanovi skupa S upisu se u jednu listu. Svaka naredba MEMBER(a, S) izvrsava se tako §to se
redom pregledaju ¢lanovi liste, sve dok se a ne otkrije ili se ne dode do kraja liste. Ovaj nacéin
zahtijeva (i u najgorem i u o¢ekivanom slu¢aju) vrijeme reda veli¢ine n (drukéije zapisano O(n)),
da se 1zvri jedna naredba MEMBER. Drugo rjesenje: ¢lanovi skupa S upisu se u hes—tabelu
koja se sastoji od > card S = ||S|| listi. Naredba MEMBER(a, S) izvrava se pregledanjem
liste h(a). Ako moze da se odredi dobra funkcija hefovanja h onda je vrijeme potrebno za
ovu naredbu: O(1) u océekivanom sluc¢aju i O(n) u najgorem slucaju. O tredem rjeSenju (o
binarnom pretrazivanju) bice rijeé¢i u ovom naslovu. Ovo rjeSenje moguée je kada je prisutna
relacija potpunog uredenja < medu ¢lanovima skupa U.

Opisimo algoritam. U pripremnom koraku uradi se sljedeée. Clanovi skupa S smjeste se
u niz A i zatim se niz A uredi tako da postane A[l] < A[2] < ... < A[n]. Dakle, u slu¢aju
binarnog pretrazivanja vri se trazenje u uredenom obliku niza. Opisimo u nastavku kako se
izvriava pojedina naredba MEMBER(a, S). Prvo se objekat a uporedi sa ¢lanom skupa koji se
u nizu A nalazi na poziciji [(n + 1)/2], neka je taj ¢lan skupa oznacen sa b. Ako je a = b onda
mi saopstavamo odgovor "da” 1 zaustavljamo se. Inace, usmjeravamo se na prvu polovinu niza
A ako je a < b ili na drugu polovinu niza A ako je a > b1 ponavljamo postupak. Itd. Podrucje
na koje se odnosi pretrazivanje stalno se suzava. Mi tako nastavljamo, da bismo otkrili a ili
zakljuéili da a nije u S.
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Slijedi tekst rekurzivnog potprograma SEARCH(a, f,[) na nestrogom paskalu. Parametri
potprograma imaju sljedeéi smisao: a — objekat koji se trazi i f 1 [ — prvi, odnosno posljednji
¢lan niza A u podruéju na koje se odnosi pretrazivanje. Drugim rijecima, pregledaju se ¢lanovi
na mjestima f, f +1,...,1.

PROCEDURE SEARCH(a,f,1);

IF f > [ THEN RETURN "ne”;
“[(f+D)/2]; b Alm];

IF o = b THEN RETURN "da”;

IF a < b THEN RETURN SEARCH(a,f,m — 1)
ELSE RETURN SEARCH(a,m + 1,)

Glavni program za binarno pretrazivanje svodi se na jednu naredbu pozivanja potprograma
SEARCH(a,1,n).

Kolika je sloZenost za izvriavanje jedne naredbe MEMBER(a, S) po potprogramu SEARCH,
mjereno brojem zahtijevanih operacija uporedivanja.

Iz koraka u korak, duzina podruéja se prepolovi ili se broj ¢lanova koji jo§ uvijek dolaze u
obzir jo§ bolje smanji (jo§ malo bolje smanji). Poslije prvog koraka dolazi u obzir n/2 ¢lanova,
poslije drugog koraka preostaje svega n/4 ¢lanova, itd., poslije k koraka biée svedeno na svega
n /2% ¢lanova. Ako napisemo n/2* = n/n = 1 onda k = log, n, pisuéi priblizno. Slozenost je
priblizno jednaka log, n. Imamo u vidu najgori slucaj.

Ne predstavlja teskoéu da se zahtijevani broj koraka (broj operacija uporedivanja) sasvim
tacno izracuna. Kada se racun sprovede onda ¢ée se dobiti kako slijedi. Vazi nejednakost
T(n) < [logy(n + 1)]. Imamo u vidu najgori slucaj. Zakljucak: search log, n.

Na uredivanje niza A, u pripremnom koraku, ocito se odnosi odredeni vremenski trosak.
Kada smo racunali slozenost izvrsavanja jedne naredbe MEMBER, nismo uzeli u obzir taj
vremenski trosak.

Predlaze se mala modifikacija algoritma, da pise: if @ < b then return search(a, f,m) else
return search(a, m + 1,1).

4.4. DRVETA BINARNOG PRETRAZIVANJA

Razmotrimo sljedec¢i zadatak. Imamo skup S u koji mogu da se umecéu objekti i1z koga mogu
da se brisu ¢lanovi. S vremena na vrijeme zelimo da saznamo da li odredeni objekat pripada
skupu S ili da saznamo koji je trenutno najmanji ¢lan u S. Pretpostavlja se da ¢lanovi skupa
S poticu iz jednog velikog univerzalnog skupa U u kome je prisutna relacija linearnog uredenja
<. Ovaj zadatak moze da bude apstraktno formulisan kao zadatak o izvrsavanju programa o
sastavljenog od naredbi sljedece cetiri vrste: INSERT, DELETE, MEMBER i1 MIN. Na primjer,
niz naredbi ¢ moze da glasi:

INSERT (a, S); INSERT(b, S); INSERT (¢, S); MIN(S);

MEMBER(¢, S); MEMBER(d, S); DELETE(q, S)

Struktura podataka koja je pogodna za ove Cetiri naredbe jeste drvo binarnog pretrazivanja.

Definicija. Za binarno drvo T kazemo da predstavlja drvo binarnog pretrazivanja za skup
S ako je T labelisano ili oznaceno drvo: svaki vrth v € T oznacen je ili obiljezen je jednim
objektom [(v) € U i to za sve labele ili imena vazi I(v) € S, s tim da su jos ispunjena sljedeca
tri uslova. 1. Za svaki vrh v; iz lijevog poddrveta vrha v vazi I(vy) < I(v). 2. Za svaki vrh v, iz
desnog poddrveta vrha v vazi I(v) < [(vs). 3. Za svaki ¢lan a € S, postoji vrh v (postoji taéno
jedan vrh v) takav da je I(v) = a.
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Govoredi prostije, ¢lanovi skupa S rasporedeni su po vrhovima drveta T' bez ponavljanja 1
T nema drugih objekata kao ime vrha. Jos, imena I(v) € S rasporedena su tako da za njih vazi
srednji redosljed (inorder zakon).

Jednom skupu odgovara vise mogucih drveta binarnog pretrazivanja. Kao primjer, na slici
1 prikazano je jedno moguce drvo binarnog pretrazivanja za rezervisane rije¢i paskala BEGIN,
ELSE, END, IF 1 THEN. Linearno uredenje u ovom slu¢aju jeste leksikografsko uredenje.

Zapaziti da naredbe MEMBER i1 MIN ne mijenjaju strukturu drveta 7', dok je naredbe
INSERT i DELETE mijenjaju, uopste uzev. Svaka naredba programa o koristi, tokom svog
izvr§avanja, dvije okolnosti: da su clanovi skupa S rasporedeni po vrhovima v € T 1 da za
[(v) € S vazi inorder zakon. Drugim rije¢ima, naredba se oslanja na te dvije okolnosti, da bi
izvr§avanje bilo efikasno, da bi algoritam bio efikasan. S druge strane, naredbe koje mijenjaju
strukturu drveta obavezne su sljede¢e. One nemaju pravo da poremete dvije okolnosti. Kada
se njihovo izvrsavanje okonéa, T' treba da 1 dalje bude drvo binarnog pretrazivanja za skup S.
Da bi se sljedec¢a naredba iz niza o takode izvrsila na efikasan nacin. U nastavku ¢e biti data
Cetiri algoritma, za svaku od éetiri mogucée vrste naredbi u o.

Napominje se sljedeée. Nasa definicija drveta predvida da je skup vrhova neprazan, drvo

ima barem korijen. U ovom naslovu, i1z tehnickih razloga, mi ¢emo govoriti 1 o praznom drvetu

Ve

(40)
20) (60)

BEGIN

W G ) @

S ={10,...,70}, I(v1) < l(v) < l(v2)

Slika 1 Binary search tree

Dakle, neka je T' drvo binarnog pretrazivanja za skup S 1 neka treba da se 1zvrsi naredba
MEMBER(a, S). Za ovo imamo sljedeéi algoritam. Oznaéimo sa r korijen drveta. Tako da je
b = I(r) ¢lan koji je pridruzen korijenu. Uporedimo a i b. Ako se poklapaju onda je jasno da
objekat a pripada skupu S. Ako je a < b onda pregledamo lijevo poddrvo korijena ako ono
postoji, ako korijen ima lijevog sina, ako lijevo poddrvo korijena nije prazno. Ako je a > b onda
pregledamo desno poddrvo korijena ako ono postoji. Itd. Ovim postupkom, ako a pripada S,
a Ce biti otkriven, inace se proces zavr§ava kada bi trebalo da se pregleda nepostojeée lijevo
ili desno poddrvo. U nastavku je dat tekst algoritma za MEMBER na nestrogom paskalu.
Tekst se sastoji od glavnog programa i od potprograma SEARCH(a,v). Smisao parametara
potprograma: a — objekat koji se trazi, v — vrh do koga smo dosli tokom pregledanja, pregleda
se njegovo poddrvo. U pocetku je taj vrh jednak upravo korijenu drveta, v = r.

Za MEMBER(a, S):
glavni program:
IF T' = prazno THEN "ne” ELSE
SEARCH(a,r), gdje je r korijen od T
potprogram:

PROCEDURE SEARCH(a,v);
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IF a = [(v) THEN RETURN ”da”;
IF a < l(v) 1 v nema lijevog sina THEN RETURN "ne”;

(v)
(v)
IF a < I(v) i v ima lijevog sina w THEN RETURN SEARCH(a,w);
(v)
(v)

IF a > I(v) 1 v nema desnog sina THEN RETURN "ne”;
IF a > l(v) i v ima desnog sina w THEN RETURN SEARCH(a, w)

Na redu je drugi algoritam. Skup S predstavljen je naravno i dalje pomoéu drveta binarnog
pretrazivanja T'. Algoritam za naredbu INSERT(a,S) dat je na nestrogom paskalu, u nas-
tavku. Sastoji se od teksta glavnog programa i teksta potprograma ADD. Smisao parametara
potprograma ADD(a,v) je sljedeéi: a — objekat koji se umece, v — tekuéi vrh drveta, vrh drveta
do koga smo dosh tokom pregledanja. Znamo da se INSERT moze traziti 1 za objekat koji
pripada i za objekat koji ne pripada skupu. Opisimo algoritam rije¢ima. Zapaza se slicnost
dva algoritma, za MEMBER i za INSERT. Ako je objekat veé prisutan u skupu (MEMBER
bi dao odgovor ”da”), izvrSavanje programa treba prosto okoncati. A ako a ¢ S onda: kada
treba da bude pregledano nepostojece poddrvo, lijevo ili desno, tada se zakljuéuje da objekat ne
pripada skupu. Treba drvetu dodati jedan novi vrh 1 pridruziti objekat tom vrhu kao ime tog
vrha. Ne moze se drvo dopuniti novim vrhom na bilo kom mjestu u drvetu. Bili smo upuceni
na lijevu ili desnu stranu na kojoj nema nista — upravo na tom mjestu dodati vrh, da postane
lijevi odnosno desni sin, drvo ostaje inorder. Mali primjer: dodavanje rijeci DO drvetu sa slike

1. Postade lijevi sin od ELSE.
Za INSERT(a, S):

glavni program:
IF T' = prazno THEN
BEGIN generisi vrh r da postane korijen od T'; I(r) + a END
ELSE ADD(a,r), gdje je r korijen od T
potprogram:
PROCEDURE ADD(a,v);
IF ¢ = [(v) THEN RETURN:
IF a < l(v) i v nema lijevog sina THEN
BEGIN generisi vrh w da postane lijevi sin od v; I(w) - a; RETURN END;
IF a < I(v) i v ima lijevog sina w THEN RETURN ADD(a, w);
IF a > l(v) i v nema desnog sina THEN
BEGIN generiéi vrh w da postane desni sin od v; [(w) < a; RETURN END;
IF a > l(v) i v ima desnog sina w THEN RETURN ADD(a w)

/

MIN ) (nema lijevog sina)
Slika 2 Kako da odredimo MIN(S)

Tredéi algoritam, za MIN(S). Prosto receno, najmanji ¢lan skupa pridruzen je vrhu koji se
nalazi na zavrsetku tzv. lijeve dijagonale drveta (ona polazi iz korijena). Mali primjer: najmanji
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¢lan u drvetu sa slike 1 jeste BEGIN. Dakle, najmanji ¢lan drveta binarnog pretrazivanja T'
bic¢e pronaden ako se slijedi put vg,vy,...,v,. Ovdje je vy korijen drveta T, v; je lijevi sin vrha
v;—1 za 1 <1 < p, a v, nema lijevog sina. Tada je ime vrha v, jednako najmanjem clanu skupa

S, l(v,) = MIN(S). Ove okolnosti prikazane su na slici 2.

Cetvrto, za DELETE(a, S). Izrazimo algoritam rije¢ima. Uzmimo da je ¢lan a koji treba
da bude izbrisan pridruzen vrhu v, I(v) = a. Moguéa su tri slucaja, kako slijedi.

Prvi sluéaj: vrh v je list drveta. Tada jednostavno treba vrh v ukloniti iz drveta, ¢ime ocito
¢lan a biva izbrisan iz skupa i inorder zakon ostaje sacuvan.

Drugi slu¢aj: vrh v ima ta¢no jednog sina w. Oznacimo sa u oca od v. Tada treba da w
zauzme mjesto od v. Drugim rijeéima, vrh u treba da postane otac vrha w (premosti se). U
okviru ovog, vrh v treba da bude efektivno uklonjen iz drveta. (Ako je v korijen onda ée w da
postane novi korijen.)

Treci slucaj: vrh v ima dva sina. U lijevom poddrvetu vrha v pronadi vrh w koji sadrzi
najvedi ¢lan b. Uociti da je b < a i da je b = max{z € S| z < a}. Uoditi da se w nalazi na
kraju desne dijagonale koja polazi iz vrha vy, gdje je v; lijevi sin vrha v. U datom trenutku je
l(v) =ail(w) =b. Uraditi I(v) b1 jo§ ukloniti w iz drveta. Uklanjanje vrha w vrsi se na
nac¢in prvi sluéaj ili na nac¢in drugi sluéaj, buduéi da w sigurno nema desnog sina. V. sliku 3.

Slika 3 DELETE(a, S):

T dr7i S,a€ S, veT, l(v)=a
Lijevo od v: svi su < a, b je
najveéi medu njima, b < a

Desno od v: svisu > a

Pokazuje se da je, nakon brisanja na izloZeni nacin, preostalo drvo takode drvo binarnog
pretrazivanja (zadovoljava uslove definicije), za novi sastav skupa S.

Pogledajmo kroz primjere koji se odnose na raniju sliku 1. Ako treba da se izbrise THEN
onda je to prvi sluc¢aj, ako treba da se izbrise END onda je to drugi slucaj, a ako treba da se
izbrise IF onda nastupa treéi. Na slici 4 prikazano je drvo nakon izvrsavanja DELETE(IF, S).

Slika 4 Nakon DELETE
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4.5. OPTIMALNA DRVETA BINARNOG PRETRAZIVANJA

U tacki 4.4. bio je dat skup S = {a1, as, ..., a,} koji je podskup izvjesnog velikog univerzal-
nog skupa U, a trebalo je da se izradi struktura podataka koja omogucéava da se efikasno izvrsi
niz o koji se sastoji od samih naredbi MEMBER. Opet razmatramo taj zadatak, ali sada pret-
postavljamo da, kada je dat skup S, imamo datu i vjerovatnoéu da se naredba MEMBER(a, S)
pojavi u o, za svaki element a univerzalnog skupa U. Sada zelimo da izradimo drvo binarnog
pretrazivanja za S tako da niz ¢ naredbi MEMBER moze da se izvrsi on-line (tj. naredbe se
izvrsavaju jedna po jedna) sa najmanjim moguéim oc¢ekivanim brojem uporedivanja.

Neka su aq,as,...,a, elementi skupa S u rastucem redosljedu i neka je p; vjerovatnoca
naredbe MEMBER(a;, S) u 0. Neka je qo vjerovatnoéa da se u o pojavi naredba oblika
MEMBER(a, S), gdje je a < a;. Neka je ¢; vjerovatnoéa da se u o pojavi naredba oblika
MEMBER(a, S), gdje je a; < a < a;41. Najzad, neka je g, vjerovatnoéa da se u o pojavi
naredba oblika MEMBER (a, S), gdje je a > a,,. Vazi }i-; pi + Yiey ¢ = 1. Da bi se definisala
cijena drveta binarnog pretrazivanja, pogodno je da se binarnom drvetu doda n + 1 fiktivnih
listova koji odrazavaju elemente iz U \ S. Mi éemo te listove zvati 0,1,...,n. Na slici je
prikazano ranije drvo binarnog pretrazivanja sa ovim fiktivnim listovima. Na primjer, list
imenovan 3 predstavlja elemente a za koje je END < a < IF.

Treba da definidemo cijenu drveta binarnog pretrazivanja ¢ = ¢(T'). Ako je element a ime
£(v) nekog vrha v onda je broj vrhova koji se posjete kada se izvr§ava naredba MEMBER(a, S)
za jedan veél od dubine vrha v. Znamo da se dubina vrha v u drvetu definise kao duzina
puta od korijena ka v. Ako a ¢ S, neka je a; < a < a;41, onda je broj vrhova koji se posjete
prilikom izvrsavanja naredbe MEMBER(a, S) jednak dubini fiktivnog lista 7. Tako da cijena
drveta binarnog pretrazivanja moze da se definise kao

¢c=> pi(DEPTH(a;)+ 1)+ > ¢DEPTH(i),
i=1 i=0
gdje DEPT H oznacava dubinu.

Kada jednom dobijemo drvo binarnog pretrazivanja 7' minimalne cijene onda mi mozemo da
izvrs§imo niz naredbi MEMBER sa najmanjim ocekivanim brojem posjeta vrhovima jednostavno
koristeci algoritam za T' za izvrSavanje svake naredbe MEMBER.

Kada su p; i ¢; dati, kako da odredimo drvo minimalne cijene? Pristup podijeli pa vladaj
preporucuje da se prvo odredi element a; koji treba da bude korijen. Tada bi se zadatak podijelio
na dva manja podzadatka — izgradnja lijevog poddrveta 1 izgradnja desnog poddrveta. Ipak,
nema jednostavnog nacina da se odredi korijen, kraceg od rjesavanja cijelog zadatka. Zato bismo
pokusali sa svakim a; kao korijenom. Tako bismo morali da razmatramo 2n podzadataka, po dva
za svaki mogudi korijen. Tako prirodno dolazimo do rjesenja pomocu dinamickog programiranja
— posljednje se odreduje korijen, prije toga se rijeSe svi podzadaci, polazi se od najmanjih
podzadataka.

(Podijeli pa vladaj odbacujemo, dinamicko programiranje prihvatamo.)

Neka je T;; drvo minimalne cijene za podskup {ait1,@its,...,a;}, gdje je 0 < i < j < n.
Neka je ¢;; cijena drveta T;; 1 neka je r;; korijen drveta T;;. Neka je tezina w;; drveta Tj;
definisana kao ¢; + (pit1 + gi+1) + - - . + (p; + ¢;). Drukéije bi se tezina drveta mogla definisati
kao broj njegovih vrhova.

Neka je ay, korijen drveta T;;. Tada je T; ,—1 njegovo lijevo poddrvo, a T}; je njegovo desno

poddrvo (zato §to je a; < as < ... < a, 1 inorder). Lako se pokazuje da je to lijevo poddrvo
~ drvo minimalne cijene za podskup {a;;1,a:42,...,ar_1}, a desno poddrvo je drvo minimalne
cijene za {agt1, Agta, - - -, a;}, vidi sliku. Ako je k = i+ 1 onda nema lijevog poddrveta, a ako je
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k = j onda nema desnog poddrveta. Radi lakseg zapisivanja, tretiracemo T3; kao prazno drvo.
Njegova tezina w;; 1znosi ¢;, a njegova cijena c;; iznosi 0. .

Znamo da je ¢;; = ¢(T35) = Yp—ipa p(DEPTH(a,) + 1) + X)_; . DEPTH(v). U drvetu
T;;, kada je ¢+ < j, dubina svakog vrha iz lijevog ili desnog poddrveta uvecana je za jedan u
odnosu na njegovu dubinu u T;j_; odnosno Ty;. Tako da se cijena c¢;; tog drveta T;; moze
izraziti kao

Cij = Cik—1 + Wi k—1 + P + Crj + Wy,

gdje prva dva sabirka na desnoj strani dolaze od lijevog poddrveta, p, dolazi od korijena,
a posljednja dva sabirka od desnog poddrveta. Objasnjenje za ovu formulu: doprinos ovoj
zbirnoj cijeni vrhova koji poticu od lijevog poddrveta jednak je: tezinski faktor (p, ili ¢,) puta
udaljenost od korijena, zbir po svim vrhovima; svaka nova udaljenost od korijena je za jedan
veca od stare udaljenosti od korijena.

Imamo da je

Cij = Cik—1 T Ckj + Wij.

Prema tome, bira se ono k koje minimizuje zbir ¢; ;_1 + c; (jer treéi sabirak w;; ne zavisi
ag, ¢ije je lijevo poddrvo T, i ¢ije je desno poddrvo Tj; (racunamo za svako k takvo da je
i < k <j), pa medu njima izaberemo drvo sa minimalnom cijenom.

Time je algoritam konstruisan (posljednja formula plus dinamicko programiranje). Prvo se
racuna za j —¢ = 1, zatim za j —¢ = 2, ..., jer se primjenjuje dinamicko programiranje.

(END) (THEN

© (ELSE

Poddrvo T;;

O @

Algoritam. Konstrukcija optimalnog drveta binarnog pretrazivanja. Ulaz. Brojevi qo, p1,
1, - - -, Pn, Gn Ciji smisao je ranije opisan (zbir svih ovih brojeva iznosi 1). Izlaz. Drvo binarnog
pretrazivanja minimalne cijene.

Metod. 1. Mi ra¢unamo ¢;; 1 755 za 0 < ¢ < 7 < n, redom po rastuc¢im vrijednostima
razlike 3 — ¢ = £. Shjedi tekst ovog potprograma COST na nestrogom paskalu. 2. Kada smo
odredili sve 7;; (treba sastaviti samo drvo), mi pozivamo BUILDTREE(0, »), ¢ime se rekurzivno
konstruise optimalno drvo Ty, za skup S. Slijedi tekst ovog potprograma BUILDTREE na
nestrogom paskalu. Parametri potprograma ¢ 1 j odnose se na poddrvo Tj;, tj. na podskup

{ai+17 (N P 7%‘}-

Tekst prvog potprograma:

PROCEDURE COST;
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FOR 7 «+ 0 UNTIL n» DO BEGIN w;; < ¢;; ¢;; + 0 END;

FOR /7 + 1 UNTIL » DO FOR 7 < 0 UNTIL » — £ DO BEGIN j < ¢ + ¢;
Wij & Wij-1 + Pj + 453

neka je m ona vrijednost k (¢ < k < j) za koju je ¢; x—1 + cr; minimalno;
Cij ¢ Cim—1 + Cmj + Wij; Tij < ay END

Tekst drugog potprograma:

PROCEDURE BUILDTREE(%, j);

unesi novi vrh v;; da postane korijen od Tj;; neka v;; ima ime r;;;

neka je m indeks od 7;; (tj. rij = am);
IF m > i + 1 THEN neka BUILDTREE(¢, m — 1) postane lijevo poddrvo od v;;;
IF m < j THEN neka BUILDTREE(m, j) postane desno poddrvo od v;;

Tekst glavnog programa:

ucitaj ulazne podatke p; 1 ¢;;
COST;
BUILDTREE(0, n);

stampaj rezultat T' = Ty, (optimalno drvo)

Vidimo da se ukupno rjesenje sastoji od glavnog programa i dva potprograma. Matrice
W, C' i R su globalne promjenljive. Za drvo T, mogu da se koriste dva niza LEFTSON i
RIGHTSON, kako je ranije radeno.

Primjer: n =4, =%, 1 = . 2 =GB =qa =15 1p1 =1, P2 = 5, P3s = Ps = 15.

4 2 1 1
2 3 1 1 1

a, as as as —— x (u Sesnaestinama)

Data je tabela koja nastaje prilikom rada po potprogramu COST i data je definitivna
slika — rjeSenje — izgradeno optimalno drvo binarnog pretrazivanja. Njegova cijena iznosi 23

16"
Vrijednosti w;; 1 ¢;; su u tabeli pomnoZene sa 16.

1=0 1=1 1=2 1=3 1=4
w00:2 ’11)11:3 ’11)22:]_ ’11)33:]_ ’lU44:]_
COOZO 611:0 622:0 C33:0 C44:0
wo1=9 |w12=06 | wa3=3 | w34=3
=1 co1=9 | c12=6 | ca3=3 | c34=3
T01=01 |T12=02 |T23=03 |T34=04

w02:12 ’11)13:8 ’11)24:5
/=2 602:18 613:11 624:8

To2=aj1 |T13=02 |T24=04

w03:14 TU14:10
Z:3 603:25 614:18

To3=aj |T14=02

1U04:]_6
Z:Ll 604:33

To4=0as2
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4.6. JEDNOSTAVNI ALGORITAM ZA UNIJU DVA DISJUNKTNA SKUPA

Pisaéemo EX NAME umjesto EXTERNAL NAME (spoljasnje ime) i pisat¢emo IN.NAME
umjesto INTERNAL NAME (unutrasnje ime).

Na pocetku sljedeée glave (pete) radi¢emo algoritam za odredivanje (za dati graf) drveta
koje povezuje (spanning tree) minimalne cijene. Operacije sa skupovima koje se pojavljuju u
tom algoritmu imaju sljedece tri osobine:

1. Kada se dva skupa ujedinjuju, tada su ta dva skupa disjunktna.
2. Elementi skupova mogu da se smatraju cijelim brojevima od 1 do n.
3. Operacije su UNION 1 FIND.

U ovoj tacki razmotriéemo jednu strukturu podataka za zadatak ovog tipa. Pretpostavimo
da je dato n elemenata 1 da su ti1 elementi cijeli brojevi 1,2, ..., n. Uzimamo da je na pocetku
svaki element — skup za sebe. Treba izvrsiti niz naredbi UNION 1 FIND. Ponovimo da naredba
UNION ima oblik UNION(A, B, C) i oznacava da treba dva disjunktna skupa A i B zamijeniti
njihovom unijom i nazvati tu uniju C. U primjenama je ¢esto nevazno kako su izabrana imena
skupova, tako da ¢emo pretpostavljati da su skupovi imenovani cijelim brojevima od 1 do n.
Vise od toga, pretpostavljacemo da se nikad ne desava da dva skupa imaju jedno te isto ime.

Struktura podataka koju ¢emo opisati u ovoj tacki ima sljedece svojstvo. Neka treba da se
izv1si niz o koji sadrzi do n — 1 naredbi UNION (to je najveéi moguéi broj takvih naredbi, u
vezi pretpostavki) i sadrzi O(nlog, n) naredbi FIND. Vrijeme za koje se ovaj niz o izvrsi iznosi
O(nlog,n). Osim toga, ova struktura je pogodna i za izvriavanje naredbi INSERT, DELETE
1 MEMBER.

Zapazimo da smo kod algoritama pretrazivanja, tacke 4.2. do 4.5., pretpostavljali da ele-
menti poti¢u iz univerzalnog skupa koji je znatno veci od broja naredbi koje se izvrsavaju. U
ovo] tacki pretpostavljamo da je velicina univerzalnog skupa priblizno jednaka duzini niza o
naredbi koje treba da se izvrse.

Mozda najjednostavnja struktura podataka za UNION-FIND zadatak jeste niz pomoéu
koga je predstavljena kolekcija skupova prisutna u svakom trenutku. Neka je R niz veli¢ine n
takav da je R]i] ime skupa koji sadrzi element i. S obzirom da su imena skupova nebitna, moze
u pocetku da bude R[i] =1, 1 <1i < n, sto odrazava ¢injenicu da na pocetku kolekcija skupova
jeste {{1},{2},....{n}} i skup {i} zove se i.

U ovom slu¢aju, naredba FIND(i) izvrsava se time §to se §tampa tekuéa vrijednost R[i]. Tako
je cijena izvr§avanja naredbe FIND konstantna, §to je najbolje §to smo moglh da oéekujemo.
(Moze se napisati program za RAM ili program na paskalu.)

U ovom sluc¢aju, naredba UNION(A, B, C) izvrsava se tako §to se po redu pregleda niz R
1 svaki put kada se procita A ili B — promijeni se na C. Tako da je cijena izvrsavanja jedne
naredbe UNION O(n), a cijena izvrSavanja n takvih naredbi iznosi O(n?), §to nije pozeljno.

Izlozeni jednostavni algoritam moze da se poboljsa na vise na¢ina. Jedno poboljsanje jeste
uvodenje povezanih listi. Drugo je da se primijeti da je efikasnije prikljuéiti manji skup vecem
skupu (nego obrnuto). Da bi se ovo ostvarilo, mora se razlikovati "unutrasnje ime” (koje se
koristi za identifikovanje skupova u nizu R) od "spoljasnjeg imena” (koje se pojavljuje u naredbi
UNION). Smatracemo da su oba ta imena — cijeli brojevi od 1 do n, ali ne moraju da se poklope.

Opisimo strukturu podataka. Kao i prije, koristimo niz R tako da je R[i] "unutrasnje ime”
skupa koji sadrzi element i. Za svaki skup koristimo i povezanu listu koja sadrzi elemente
skupa. Za implementaciju ovog posljednjeg, dovoljna su dva niza LIST i NEXT. LIST[A] jeste
neki cio broj j, sto znadi da je j prvi element skupa ¢ije je unutrasnje ime A. NEXT[j] jeste

sljedeéi element skupa A, NEXT[NEXT][j]] jeste sljedeéi (dalji) element skupa A, itd.
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Dalje, koristimo niz SIZE, gdje je SIZE[A] broj elemenata skupa A.

Na kraju, zbog postojanja dvije vrste imena, uvodimo 1 dva niza IN.NAME 1 EX NAME
da povezemo unutrasnja i spoljasnja imena. I to, EX NAMEJA] jeste stvarno ime (tj. ime koje
figuriSe u narebi UNION) skupa ¢ije je unutrasnje ime A. Sli¢no, IN.NAME][j] jeste unutrasnje
ime skupa ¢ije je spoljasnje ime j. U nizu R koriste se unutrasnja imena.

Primjer. Pretpostavimo da je n = 8 i da imamo kolekciju od tri skupa i to {1,3,5,7},
{2,4,8} 1 {6} ¢ija su spoljasnja imena redom 1, 2 i 3. Na slici je prikazana struktura podataka
za ova tri skupa, pri ¢emu je uzeto da skupovi 1, 2 1 3 imaju unutrasnja imena redom 2, 3 1 1.
V. prvu sliku.

Razjasnimo sada kako se izvr§ava naredba FIND(i) u sluc¢aju primjene ove strukture po-
dataka. Izvrsava se slicno kao prije. Prvo se procita RJ[i], ¢ime se sazna unutrasnje ime skupa
kome element i trenutno pripada. Zatim EX NAME[R[i]] daje stvarno ime, tj. daje odgovor.

U prethodnom primjeru (prva slika), npr. FIND(5) izaziva Stampanje broja 1.

Razjasnimo i kako se izvr§ava naredba UNION(I, J, K). Mozemo rastaviti na pet koraka:

1. Odredujemo unutrasnja imena za skupove I1J.
2. Iz niza SIZE saznajemo velic¢ine tih skupova.
3. Prelazimo listu elemenata manjeg skupa i1 mijenjaju se odgovarajuéi ¢lanovi niza R — dobijaju
vrijednost unutrasnjeg imena veceg skupa.
4. Lista elemenata manjeg skupa poveze se sa potetkom liste elemenata veceg skupa, ¢ime je
zavrseno ujedinjavanje.
5. Povezu se unutrasnje 1 spoljasnje ime nastalog skupa.
Dat je tekst procedure na nestrogom paskalu. Implementacija naredbe UNION:

procedure UNION(I, J, K);
A « IN.NAME[I];
B « IN.NAME[J];
wlg pretpostavimo SIZE[A] < SIZE[B]
otherwise zamijenimo uloge A i B in
begin
ELEMENT <« LIST[A];
while ELEMENT = 0 do
begin
R[ELEMENT] «+ B;
LAST + ELEMENT;
ELEMENT «+ NEXT[ELEMENT)]
end;
NEXT[LAST] < LIST[B];
LIST[B] « LIST[A];
SIZE[B] + SIZE[A] + SIZE[B];
IN.NAME[K] <« B;
EXNAME[B] + K
end
Konstrukcija iz nestrogog paskala: wlg pretpostavimo ... otherwise ... in naredba. Izraz
wlg (without loss of generality) znaci ne umanjujuéi opstost, otherwise znaci inace, in znaéi u.
Primjer. Ako se u situaciji prikazanoj na prvoj slici trazi UNION(1, 2, 4) onda poslije
izvr§avanja te naredbe nastaje situacija koja je prikazana na drugoj slici.
Prouc¢imo na kraju slozenost algoritma UNION-FIND zasnovanog na razmatranoj strukturi
podataka.
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Teorema 1. Algoritam zasnovan na proceduri UNION moze da izvrisi n — 1 (to je najvedi
moguéi broj) naredbi UNION za O(nlog, n) koraka.

Dokaz. Za prebacivanje jednog elementa iz jedne liste u drugu listu potrosi se konstantan
broj koraka ¢ (uw WHILE—petlji). Odredimo koliko puta jedan fiksirani element moze da bude
prebacivan, pa ¢emo ukupan broj koraka dobiti sabiranjem po svakom elementu. Kako se svaki
put prebacuju elementi iz manjeg od dva skupa (u veéi) to je taj broj prebacivanja < log, n (jer
se taj element ukljuc¢uje u listu koja je bar duplo duza od liste u kojoj se prije nalazio). Dakle,
ukupan broj koraka se majorira brojem c -log, n - n plus neki broj koji je srazmjeran broju
pozivanja procedure UNION (dio van WHILE—petlje), a broj tih pozivanja je < n. Zakljucak:
O(nlog, n) koraka. Teorema je dokazana.

Teorema 2. Ako se niz o sastoji od najvise n — 1 nredbi UNION i O(nlog, n) naredbi FIND
onda se o izvr§ava za O(nlog,n) koraka.

Dokaz. Prema prethodnoj teoremi je u = O(nlog, n). Jedna naredba FIND trosi konstantan
broj koraka, konstanta x O(nlog,n) = O(nlog,n) = f. Zaklju¢ak se dobija po formuli u + f
= O(nlog,n) + O(nlog,n) = O(nlog,n). Sabirak u odnosi se na UNION, a drugi sabirak f
odnosi se na FIND. Teorema je dokazana.

U teoremi 1. 1 teoremi 2. imamo u vidu slozenost odgovaraju¢eg programa za RAM,
uniformna cijena, tj. jedan korak znaci jedna naredba za RAM. Vec je ranije receno da se ovaj
kriterijum i inac¢e podrazumijeva (ako nije posebno naveden neki drugi kriterijum slozenosti).
Takode se podrazumijeva ”vremenska slozenost” 1 "najgori slucaj”.

Ukupan broj naredbi UNION je < n — 1 jer je u pocetku broj skupova jednak n, a svaka
naredba UNION smanjuje za jedan broj skupova.

Dvostruka imena su neophodna zato §to se uvijek manji skup ukljucuje u veci.

R NEXT Sk .

1[2] 3 LIST SIZE EXNAME IN NAME oVl
(sa spoljanjim imenima):
213 4 1 6 1 3 2
1 = {17 37 57 7}7

3| 2 ) 2 1 4 1 3 2 — {2,4,8)
413 8 3 2 3 2 1 R
s[2] 7 3=16)
6|1 0 .
7 9 0 Struktura podataka za UNION-FIND algoritam
s 3 i (ovo je prva slika)

R_NEXT LIST SIZE EXNAME INNAME .
12 3 1 g i 3 — Skupovi
2|2 4 5 5 - 1 — (sa spoljanjim imenima):
32 5 | s—1— . 3 = {6},
42 38 P . > 4= {1,2,3,4,5,7,8)
9| 2 7
6|1 0 ..
7 3 0 Struktura podataka poslije naredbe UNION
s 3 i (ovo je druga slika)
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4.7. SEME (ALGORITMI) KOJE KORISTE BALANSIRANA DRVETA

Samo skica ove tacke, samo pojam.

Kazemo balansirano drvo za drvo ¢ija je visina priblizno jednaka logaritmu od broja vrhova
drveta.

Balansirano drvo se lako konstruise na pocetku. Problem je §to drvo moze da postane deba-
lansirano prilikom izvrsavanja niza naredbi INSERT i DELETE. Na primjer, ako mi izvr§avamo
niz naredbi DELETE koje uklanjaju vrhove stalno iz lijeve strane drveta, doci ¢e do toga da
drvo postane nagnuto nadesno, ako se periodi¢no ne vrsi rebalansiranje.

Postoji nekoliko mehanizama koji se koriste za rebalansiranje drveta, kada je to potrebno.
Vise metoda dopusta da struktura drveta bude gipka (elasti¢na), recimo dopusta da broj vrhova
u drvetu visine A bude izmedu 2" i 2"*! (ili 3"). Takve metode dopustaju da se najvise
udvostruéi broj vrhova u poddrvetu, prije nego sto se 1zvrsi promjena koja se tice 1 korijena tog
poddrveta.

Definicija 1. 2-3 drvo jeste drvo u kome svaki vrh koji nije list ima 2 ili 3 sina 1 u kome
svaki put od korijena ka listu ima jednu te istu duzinu. Drvo koje se sastoji od jednog vrha
jeste 2-3 drvo.

Na slici je prikazano jedno 2-3 drvo.

Lema. Neka je T' 2-3 drvo visine h. Tada je broj vrhova u drvetu T izmedu 2°+! — 1 i
(3"*1 — 1), a broj listova je izmedu 2" i 3".

Dokaz. Indukcijom po h.

Izvrsavanje naredbe DELETE sastoji se, u zavisnosti od slucaja, ili u prostom uklanjanju
jednog vrha ili se jo§ izmijeni struktura jednog dijela drveta (da bi se sac¢uvala ravnoteza, tj.
da bi ostalo 2-3 drvo). Sli¢no i za INSERT.

Definicija 2. AVL drvo je binarno drvo koje ispunjava: visina lijevog 1 desnog poddrveta
odredenog vrha se razlikuju najvise za jedan — ovo za svaki vrh.

Definicija 3. Drvo sa ograni¢enim balansom, drugi naziv a—balansirano drvo, to je binarno
drvo koje ispunjava uslov: balans svakog vrha je izmedu « 1 1 — . Balans jednog vrha je po
definiciji jednak (L 4+ 1)/(L + R + 2), gdje su L i R broj vrhova u lijevom, odnosno u desnom
poddrvetu.

Svaka od ove tri definicije daje po jedan primjer balansiranog drveta.

1
2

2-3 tree
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5. ALGORITMI NA GRAFOVIMA

Algoritmi za zadatke koji se odnose na grafove.

U ovoj glavi razmatramo nekoliko glavnih zadataka koji se odnose na grafove, a koji imaju
polinomska rjefenja (vrijeme potrebno za izvrsavanje u slucaju RAM po uniformnoj cijeni),
izrazeno kao funkcija od broja vrhova grafa.

Sema: obim ulaza = n, vremenska slozenost = f(n), f(n) < polinom.

5.1. DRVO KOJE POVEZUJE MINIMALNE CIJENE

Neka je G = (V, E) povezan neusmjeren graf sa funkcijom cijene ¢ koja preslikava ivice u
nenegativne realne brojeve.

Def. Drvo koje povezuje za graf G jeste neusmjereno drvo koje povezuje sve vrhove iz skupa
V. Kaze se drvo koje povezuje ili obuhvatno drvo ili engl. spanning tree. Def. Cijena drveta
koje povezuje jeste zbir cijena svih njegovih ivica.

Algoritam 5.1. Konstrukcija drveta koje povezuje ¢ija je cijena minimalna, Kruskalov algo-
ritam. Ulaz. Povezan neusmjeren graf G = (V, E) sa funkcijom cijene ¢: E — [0, 400). Izlaz.
Drvo koje povezuje S = (V,T) ¢ija je cijena najmanja moguca, gdje je T C E.

Metod. Sastavimo prvo listu (red prioriteta, priority queue) svih ivica grafa, tako da u listi
cijene ne opadaju. Na pocetku zami§ljamo podgraf (V, ). Prvi element liste ukljucuje se u
T jer on sigurno poveze dva vrha. Drugi element liste ukljuéuje se u 7' ako 1 samo ako time
dolazi do nekog povezivanja. Dalje na isti nacin za treéi element. Itd. Sve dok se svi vrhovi ne
povezu, kada i imamo rezultat S = (V,T).

Slijedi algoritam na nestrogom paskalu. Promjenljiva V'S predstavlja trenutno stanje (tokom
izgradnje drveta T') povezanih komponenti. U pocetku se V'S sastoji od n jednoelementnih
skupova, gdje je n = ||V||. Kada se dva skupa iz V.S povezu onda se oni u V.S zamijene
njihovom unijjom. Drugim rije¢ima, ukljuéivanjem jedne ivice u drvo T', broj ¢lanova u familiji
skupova V'S smanjuje se za jedan. Algoritam se zavrsava kada se broj ¢lanova u familiji svede
na 1 (kada postane |[V.S|| = 1). Lako vidimo da je ||T'|| =n — 1 (u drvetu S ima n — 1 ivica).

T + O;
VS « 0;
FOR svaki vth v € V DO dodaj {v} skupu V' S;
konstruisi red prioriteta () koji sadrzi sve ivice iz F;
WHILE ||VS| > 1 DO
BEGIN
izaberi (v, w), najjeftiniju ivicu u Q;
izbrisi (v, w) iz Q;
IF v i w su u razlicitim skupovima W; 1 W, u V.S THEN
BEGIN
zamijeni Wi 1 Wy u V.S sa Wy U Woy;
dodaj (v, w) skupu T
END
END

Sigurni smo da ¢e rezultujuéi graf biti drvo, tj. da ¢ée biti jedan aciklican graf. Zaista, raz-
motrimo neki ciklus 1 ukinimo iz njega jednu ivicu. Tada to prestaje da bude ciklus, a vrhovi
koji ucestvuju ostaju 1 dalje povezani medusobno. Pored toga, ukidanjem ivice zbirna cijena se
samo smanjuje. Zato naziv ”drvo koje povezuje” (a ne eventualno "podgraf koji povezuje”).
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Preskacemo dokaz ispravnosti (pravilnosti) Kruskalovog algoritma.

Preskacemo 1 racunanje slozenosti ovog algoritma.

Primjer. Ulazni podatak je graf G = (V| E), a izlazni podatak (rezultat) je drvo S = (V,T)
¢ija je cijena najmanja mogucéa. Prikazani su: tablica 1 slika za G 1 tablica 1 slika za S. U
tablici za G — ve( je formiran red prioriteta @, tj. cijene su uredene (da se poveéavaju). Cijena
drveta S iznosi 57.

Tablica za G: ivica cijena: (vl,v7) 1 (v3,v4) 3 (v2,07)4 (v3,v7)9 (v2,v3) 15
(v4,v7) 16 (v4,v5) 17  (vl,v2) 20 (vl,v6) 23 (v5,v7) 25 (v5,v6) 28 (v6,vT7) 36.

Tablica za S: ivica cijena: (vl,v7) 1 (v3,v4) 3 (v2,v7) 4 (v3,v7) 9 (v4,v5) 17
(v1,v6) 23.

Tokom rada programa imamo redom. Na pocetku je V.S = {{v1}, {v2}, {v3}, {v4}, {v5},
{v6}, {v7}}. Prvo se u § ukljucuje ivica (v1,v7) éime postaje V.S = {{vl,v7}, {v2}, {v3},
{v4}, {vb}, {v6}}. Zatim se dodaje ivica (v3,v4) ¢ime postaje V.S = {{vl,v7} {v2}, {v3,v4},
{v5}, {v6}}. Itd. Na kraju ée biti V.S = {{v1,v2,v3,v4,v5,v6,v7}}.
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5.2. OBILAZAK GRAFA PO DUBINI

U nastavku je prepisan jedan naslov iz knjige A.V. Aho, J.E. Hopcroft and J.D. Ullman:
The design and analysis of computer algorithms, Addison—Wesley publishing company, Reading,
Massachusetts, 1974. Prepisane su strane od 176 do 179. Mozda bi trebalo prevesti sa engleskog
jezika.

5.2. DEPTH-FIRST SEARCH

Consider visiting the vertices of an undirected graph in the following manner. We select
and "visit” a starting vertex v. Then we select any edge (v, w) incident upon v, and visit w.
In general, suppose z i1s the most recently visited vertex. The search i1s continued by selecting
some unexplored edge (z,y) incident upon z. If y has been previously visited, we find another
new edge incident upon z. If y has not been previously visited, then we visit y and begin the
search anew starting at vertex y. After completing the search through all paths beginning at
y, the search returns to z, the vertex from which y was first reached. The process of selecting
unexplored edges incident upon z is continued until the list of these edges is exhausted. This
method of visiting the vertices of an undirected graph is called a depth—first search since we
continue searching in the forward (deeper) direction as long as possible.

Depth—first search can be applied to a directed graph as well. If the graph is directed, then
at vertex z we select only edges (z,y) directed out of z. After exhausting all edges out of y,
we return to = even though there may be other edges directed into y which have not yet been
searched.

If depth—first search is applied to an undirected graph which is connected, then it is easy to
show that every vertex will be visited and every edge examined. If the graph is not connected,
then a connected component of the graph will be searched. Upon completion of a connected
component, a vertex not yet visited is selected as the new start vertex and a new search is
begun.

A depth-first search of an undirected graph G = (V, E) partitions the edges in E into two
sets T and B. An edge (v, w) is placed in set T if vertex w has not been previously visited when
we are at vertex v considering edge (v, w). Otherwise, edge (v, w) is placed in set B. The edges
in T are called tree edges, and those in B back edges. The subgraph (V,T') is an undirected
forest, called a depth—first spanning forest for G. In the case that the forest consists of a single
tree, (V,T) is called a depth—first spanning tree. Note that if G is connected, the depth—first
spanning forest will be a tree. We consider each tree in the depth—first spanning forest to be
rooted at that vertex at which the depth—first search of that tree was begun.

An algorithm for the depth—first search of a graph is given below.

Algorithm 5.2. Depthfirst search of an undirected graph. Input. A graph G = (V, E)
represented by adjacency lists L[v], for v € V. Qutput. A partition of F into T', a set of tree
edges, and B, a set of back edges.

Method. The recursive procedure SEARCH(v) in Fig. 5.6. adds edge (v,w) to T if vertex
w 1s first reached during the search by an edge from v. We assume all vertices are initially
marked "new”. The entire algorithm is as follows:

6. T « 0;

7 for all v in V do mark v "new”;

8. while there exists a vertex v in V marked "new” do
9 SEARCH(v)
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All edges in E not placed in T are considered to be in B. Note that if edge (v,w) is in E,
then w will be on L[v] and v will be on L[w]. Thus we cannot simply place edge (v,w) in B if
we are at vertex v and vertex w i1s marked ”old” since w might be the father of v.

procedure SEARCH(v);

1. mark v "old”;
2. for each vertex w on L[v] do
3. if w is marked "new” then
begin
4, add (v,w) to T
5. SEARCH(w)
end

Fig 5.6. Depth—first search

Example 5.2. We shall adopt the convention of showing the tree edges in T' solid and back
edges in B dashed. Also, the tree (or trees) will be drawn with the root (the starting vertex
selected at line 8) at the top, and with the sons of each vertex drawn from left to right in the
order in which their edges were added at line 4 of SEARCH. Consider the graph of Fig. 5.7.a.
One possible partition of this graph into tree and back edges resulting from a depth—first search
1s shown in Fig. 5.7.b.

Initially, all vertices are "new”. Suppose v; is selected at line 8. When we perform
SEARCH(v;), we might select w = vy at line 2. Since v, is marked "new”, we add (vy,v2)
to T and call SEARCH(v;). SEARCH(v,) might select v; from L[vs], but v; has been marked
"old”. Then suppose we select w = vs. Since vz is "new”, we add (vs,v3) to T and call
SEARCH(vs). Each of the vertices adjacent to vz is now "old”, so we return to SEARCH(v,).

Then, proceeding with SEARCH(v,), we find edge (vs,v4), add it to T', and call SEARCH
(v4). Note that vg is drawn to the right of vs, a previously found son of v, in Fig. 5.7.b.
No "new” vertices are adjacent to vy, so we return to SEARCH(v,). Now we find no "new”
vertices adjecent to v, and so return to SEARCH(v;). Continuing, SEARCH(v;) finds v5, and
SEARCH(vs) finds ve. All vertices would then be on the tree and marked "old”, and thus the
algorithm would end. If the graph were not connected, the loop of lines 8-9 would repeat, once
for each component.

Theorem 5.2. Algorithm 5.2. requires O(MAX(n,¢)) steps on a graph with n vertices and
e edges.

Proof. Line 7 and the search for "new” vertices at line 8 require O(n) steps if a list of
vertices is made and scanned once. The time spent in SEARCH(v), exclusive of recursive calls
to itself, is proportional to the number of vertices adjacent to v. SEARCH(v) is called only
once for a given v, since v is marked "old” the first time SEARCH(v) is called. Thus the total
time spent in SEARCH is O(MAX(n,€)), and we have the theorem. O

Part of the power of depth—first search is contained in the following lemma, which says
that each edge of an undirected graph G is either an edge in the depth—first spanning forest or
connects an ancestor to a descendant in some tree of the depth—first spanning forest. Thus all
edges in G, whether tree or back, connect two vertices such that one vertex is an ancestor of
the other in the spanning forest.

Lemma 5.3. If (v,w) is a back edge, then in the spanning forest v is an ancestor of w or
vice versa.

Proof. Suppose without loss of generality that v is visited before w, in the sense that
SEARCH(v) is called before SEARCH(w). Thus when v is reached, w is still labeled "new”.
All "new” vertices visited by SEARCH(v) will become descendants of v in the spanning forest.
But SEARCH(v) cannot end until w is reached, since w is on the list L{v]. O
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There is a natural order which depth—first search imposes on the vertices of a spanning
forest. Namely, vertices can be labeled in the order they are visited if we initialize COUNT to
1 between lines 6 and 7 of Algorithm 5.2. and insert

DENUMBER|v| «+ COUNT;

COUNT « COUNT + 1;
at the beginning of procedure SEARCH. Then the vertices of the forest would be labeled 1, 2,
..., up to the number of vertices in the forest.

The labels can clearly be assigned in O(n) time for a graph of n vertices. The order corre-
sponds to a preorder traversal of each tree in resulting spanning forest. We shall subsequently
assume that all depth—first spanning forests are so labeled. We shall often treat these vertex la-
bels as though they are the vertex names themselves. It thus makes sense to say, e.g., "v < w”,
where v and w are vertices.

Example 5.3. The depth—first order of the vertices of the graph in Fig. 5.7.a. is

V1, V2, V3, V4, Vs, Vs,
which can be ascertained either by tracing the order in which SEARCH was initiated for the
various vertices or traversing the tree of Fig. 5.7.b. in preorder.

Note especially that if v is a proper ancestor of w, then v < w. Also, if v is to the left of w
in a tree, then v < w.

Fig. 5.7. A graph and its depth—first spanning tree
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5.3. ALGORITAM ZA TRANZITIVNO ZATVORENJE

Neka su v 1 w dva vrha u grafu. Razmotrimo sljedeci zadatak. Odgovoriti sa "da” ili "ne”
na pitanje: da li postoji put koji vodi od v ka w. U ovom naslovu razmatra se jedan algoritam
koji sluzi za rjeSavanje tog zadatka, Warshallov algoritam.

Uvedimo potrebne oznake i pojmove. Neka je G = (V, E) usmjeren graf, gdje skup V ima
n > 1 ¢lanova. Numeri§imo na proizvoljan nacin ¢lanove skupa V brojevima 1,2,....n ili
svejedno stavimo da je V = {vy,vs,...,v,}. Neka v € Viw € V. Definidimo £(v,w) labelu ili
oznaku tog para vrhova na sljedeci nacin:

L(v,w) =1 ili svejedno (v, w) = true ako je (v,w) ivica grafa, tj. ako (v,w) € E,

{(v,w) = 0 ili svejedno ¢(v,w) = false ako (v,w) nije ivica grafa, tj. ako (v,w) ¢ E.

Definicija. Za graf G* koji ima isti skup vrhova kao 1 graf G a koji ima ivicu od v ka w
ako 1 samo ako u grafu G postoji put (duzine nula ili vise) od vrha v ka vrhu w kaze se da
predstavlja tranzitivno zatvorenje grafa G.

Prema tome, pomo¢u G* pregledno se pokazuje da li u polaznom grafu G postoji ili ne
postoji put koji pocinje u vrhu v i &iji je kraj vrh w, samo treba pogledati da 1i je (v, w) ivica u
grafu G* ili nije. Mi ¢emo koristiti sljedec¢u oznaku: neka je C' = [¢;;]7;_; matrica oblika n x n
definisana na sljedeci nacin:

¢i; = 1 ako je (v;,v;) ivica u grafu G*, tj. ako u grafu G postoji put od vrha v; ka vrhu v,

¢i; = 0 ako (v;,v;) nije ivica u grafu G*, tj. ako u grafu G ne postoji put od vrha v; ka vrhu
Vj.

Drukéije se moze re¢i da mi razmatramo zadatak o odredivanju refleksivnog 1 tranzitivnog
zatvorenja date binarne relacije p = E. Refleksivno zatvorenje neke relacije nastaje kada se
toj relaciji dodaju svi parovi oblika (v,v). Sto se tie pojma tranzitivnog zatvorenja relacije,
posluzimo se primjerom. Ako (vs,v4) € p i (v4,v6) € p1i (ve,v1) € pi (v1,v3) € p onda (v, v3)
pripada tranzitivnom zatvorenju relacije p 1 sli¢no.

Mi zelimo da rijesimo sljedeéi zadatak. Ulazni podaci programa su podaci o usmjerenom
grafu G. Treba sastaviti program koji racuna i §tampa njegovo tranzitivno zatvorenje.

Pogledajmo ideju rjesenja. Prethodno, ako posmatramo put v, v4, ve, v1, v3 onda se kaze da
su v4, v i v; medutacke tog puta. Razmotrimo matrice C* = [cfj timzak=0,1,... n ¢j
su ¢lanovi definisani na sljedeéi nacin: cfj = 1 ako i1 samo ako postoji put koji polazi od v; i
zavrsava se u v; i ¢ije sve medutacke pripadaju skupu {vq,..., vz}, a inace je cfj = (. Algoritam
se temelji na sljedeéem jednostavnom zapazanju: cfj = cfj_l V(T & c’lz;l). Rijec¢ima, postoji
put od v; ka v; ¢ije su medutacke iz skupa {vi, ..., v} ako i samo ako: a) postoji put od v; ka
v; ¢ije su sve medutacke iz {vq,...,v5_1} ili b) postoji put od v; ka vy, sa indeksima medutacaka
do k — 11 postoji put od v, ka v; sa indeksima medutacaka do k — 1. Ove okolnosti prikazane
su na slikama 11 2.

Vidimo da relacija cfj = cfj_l V(i & cllz;l) izrazava ¢lanove matrice C* preko élanova mat-
rice C*~1. Ona omoguéava da svi élanovi matrice C* budu izra¢unati, ako su u datom trenutku
poznati ¢lanovi matrice C*~1. Tokom rada algoritma, mi napredujemo po k. Kada se dostigne
najveca vrijednost k& = n onda su svi vrhovi grafa dopusteni da budu medutacke. Drugim
rije¢ima, vazi C™ = C, odnosno matrica C™ predstavlja rezultat. Time je algoritam konstruisan,
jer se lako definisu vrijednosti u polaznoj matrici C°, kada nijedan vrh nije dopusten kao
medutacka. Naime, oc¢ito treba da bude c?j =1 ako i samo ako je (¢, 7) ivica, tj. ako i samo ako
je £(i,7) = 1, u slucéaju ¢ # j. U slucaju ¢ = j treba staviti c?j = 1 imajuéi u vidu put duzine
nula od vrha ¢ ka tom istom vrhu s.

Na redu je Warshallov algoritam na nestrogom paskalu:

ucitaj podatke o grafu G = (V, E);
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fori,j=1,...,n doif (¢,7) € E then £(i,7) « 1 else £(i,7) « 0;
fori,j =1,.. ndoc = L(4,7);
fore=1,..., ndoc <—1,
forkzl,...,ndo

forij—l ndo

R 1\/( Y&t

forzy—l ndocm<—cm,
stampaj matrlcu C = [ci]

Primjer. Neka bude n = 3, tj. V = {v1,vs,v3} i neka bude £ = {(1,1), (1,2), (2,1), (1,3),
(3,2)} i razmotrimo graf G = (V, E). Primijeniti Warshallov algoritam na dati graf, odnosno
odrediti tranzitivno zatvorenje datog grafa.

U nastavku su prikazani redom matrica L = [£(¢,7)]"._, koja predstavlja ulazni podatak,

7,j=1
zatim medu-rezultati C°, C' i C? i na kraju rezultat C3 71311 svejedno C.
111 1 11 1 11 111
L=|100], C°=|1 10|, C'=|111], C*=|111]|,

010 011 011 111

1 11

C’=C=1]111

1 11

Vidi se da rezultat (graf G*, tranzitivno zatvorenje grafa G) ima svih devet moguéih ivica, tj.
da je to potpun graf. To znaé¢i da od bilo kog vrha ka bilo kom vrhu postoji put u polaznom
grafu G. Na slici 3 prikazana su dva grafa G 1 G*.

U zakljucku, vremenska slozenost predloZenog algoritma jednaka je T'(n) = O(n?®), jer se
racuna n matrica oblika n x n. Algoritam treba dopuniti tako da u slu¢aju pozitivnog odgovora
(postoji put od % ka j) jo§ saopStava i dionice puta, niz ivica koje ¢ine put, redom. Sli¢no se
rjesava zadatak kada je polazni graf G jedan neusmjeren graf.

eUV1 --- ® Vk-1

Slika 1: putevi

. o

Slika 2: a) ili b)
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Slika 3: graf G 1 graf G* ( >

i

5.4. ALGORITAM ZA NAJKRACI PUT

Ako postoje putevi od grada A ka gradu B onda zelimo da pronademo najkraci medu njima,
zelimo da saznamo kolika je duzina najkraceg puta. Ovom pitanju odgovara u teoriji grafova
tzv. zadatak o najkracem putu od vrha v ka vrhu w. U ovom naslovu razmatra se jedan
algoritam koji sluzi za rjesavanje tog zadatka, Floydov algoritam.

Uvedimo potrebne oznake i pojmove. Neka je G = (V, E) usmjeren graf, gdje skup V ima
n > 1 ¢lanova. Numeri§imo na proizvoljan nacin ¢lanove skupa V brojevima 1,2,....n ili
svejedno stavimo da je V = {v1,vs,...,v,}. Dodatno, neka je graf G ponderisan (tezinski). To
znali da je svakoj ivici e € E pridruzena njena cijena (ili duzina ili tezina) u oznaci c(e), gdje
je c(e) > 0 za svako e € E.

( ¢(v,w) > 0 za svako (v,w) € E. )

Neka v € Vi w € V. Definisimo labelu ili oznaku uredenog para vrhova (v,w) u oznaci
{(v,w) na sljedeéi nacin:

(v,w) = ¢(v,w) ako (v,w) € E a

{(v,w) = 00 ako (v,w) ¢ E.

Tako da je £(v,w) > 0 ili £(v,w) = +oo.

Uzmimo da niz ivica ey, s, . .., €, ¢ini jedan put. Cijena ili duzina tog puta definise se kao
zbir c(er) + c(es) + ... + ¢(em). Od interesa su §to kraéi, odnosno §to jeftiniji putevi.

Razmotrimo dva vrha + € V 1 5 € V. Razmotrimo sve mogucée puteve u datom grafu G
koji vode od 7 ka j. Sagledajmo duzinu svakog od tih puteva i onda ¢emo izdvojiti put ¢ija je
ukupna duZina najmanja od svih. Uvodi se oznaka ¢;; za duzinu najkraceg puta koji vodi od
vrtha ¢ ka vrhu j. Ovdje je ocito ¢ € {1,2,...,n}1j € {1,2,...,n}. Takode, stavlja se da je
¢;j = +oo ako u datom grafu ne postoji put koji bi vodio od vrha ¢ ka vrhu j.

Mi Zelimo da rijesimo sljedeéi zadatak. Ulazni podaci programa su podaci o ponderisanom
usmjerenom grafu G. Sastaviti program koji ra¢una i stampa vrijednosti c;;.

Pogledajmo ideju rjesenja. Razmotrimo matrice C* = [cfj]zjzl za k = 0,1,....n ¢
su ¢lanovi definisani na sljedeéi nacin: cfj jeste duzina najkraceg od svih puteva koji vode
od v; ka v; a ¢ije sve medutacke pripadaju skupu {v1,...,v}, ako ne postoji nijedan takav
put onda neka bude cfj = +o0o. Algoritam se temelji na sljedeéem jednostavnom zapazanju:
cfj = MIN(cfj_l, Aty ci}l). Rijecima, najkraci put od v; ka v; ¢ije sve medutacke pripadaju
skupu {vy,...,v;} jeste kraéi od sljedeéa dva puta: prvi put i drugi put. Prvi put je najkraéi
moguci put koji vodi od v; ka v; a kao njegove medutacke dopusteni su samo vrhovi iz skupa
{v1,...,vx_1}. Drugi put nastaje kada se na najkraéi moguéi put od v; ka v ¢ije medutacke
imaju indeks k — 1 ili manje nadoveze najkraci moguci put od v ka v; ¢ije medutacke imaju
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indeks k£ —1 ili manje. Vidimo da relacija c = MIN(¢;; Ml ck ') izrazava ¢lanove matrice
C* preko ¢lanova matrice C*~1. Tokom ra,da, a,lgorltma broj k se postepeno povecava, odnosno
promjenljiva k& uzima redom vrijednosti k=1 k=2, ..., k = n. Tokom rada algoritma,
postepeno se dopusta da sve vise 1 viSe vrhova grafa mogu biti medutacke puta. Ogranic¢enje na
dopustene medutacke slabi sve vise 1 vise. Kada je £ = n onda je ograni¢enje potpuno is¢ezlo.
Drugim rijeima, vazi jednakost ¢;; = c7;, odnosno matrica C' = C™ predstavlja rezultat.

Time je algoritam konstruisan, jer se lako definisu vrijednosti c?j u polaznoj matrici C°,
kada nijedan vrh nije dozvoljen kao medutacka. Naime, ocito treba staviti c?j = ¢(4,7) ako
(¢,7) € E, imamo u vidu put duzine jedan, tj. put koji se sastoji od samo jedne ivice, a
treba staviti c?j = +oo ako (¢,5) ¢ E, veé ranije smo vidjeli da izraz "duzina puta jednaka
je beskona¢no” predstavlja zamjenicu za izraz "put ne postoji”, sve ovo u slucaju i # 5. U

slu¢aju 7 = j treba staviti ¢i; = 0 imajuéi u vidu put duZine nula od vrha 4 ka tom istom vrhu

ij
1, naravno da je duzina takvog puta nula.

Na redu je Floydov algoritam na nestrogom paskalu:

ucitaj podatke o ponderisanom grafu G = (V, E);
fori,j=1,...,n doif (¢,7) € E then £(i,7) < c(¢,7) else £(Z,J) ¢ +oo;
fori,j=1,...,n,i#j do & < £(i,5);
fori=1,..., ndo g« 0;
for k=1,...,n do

for ,7=1,....n do

o COMINGE 6 4 )

forzy—l omodo ¢ < e
Stampayj rezultate Cij

Primjer. Neka bude n = 3, = {1,2,3} ili svejedno V' = {v1,v5,v3} 1 neka bude
E = {(1,1), (1,2), (2,1), (1,3), (3 2)} i razmotrimo ponderisani usmjereni graf G = (V, E),
gdje je ¢(1,1) = 2, ¢(1,2) = 8, ¢(2,1) = 3, ¢(1,3) = 51 ¢(3,2) = 2. V. sliku. Primijeniti
Floydov algoritam na dati graf, odnosno odrediti duzinu najkraceg puta od v ka w, za svaki
uredeni par vrhova (v,w) € V x V.

U nastavku su redom prikazani matrica L = [£(4,)]?,_;, zatim matrice C°, C* i C? koje
predstavljaju medu-rezultate i na kraju matrica C® = [¢};]?,_; ili svejedno C = [¢y]7,_,, to je
rezultat izvr§avanja programa.

2 8 5 0 8 5 0 8 5
L= 3 4o +oo |, C° = 3 0 +oo |, C! = 3 0 81|,
+o0 2 +oo +oo 2 0 +o00 2 0
0 8 5 0 75
C*=13 0 8 ; cC*=C=|3 0 8
5 2 0 5 2 0

€11 C12 C13
Kao sto je veé receno, posljednja napisana matrica | ce; ¢z 23 | sadrzi rezultate. Upravo,

C31 C32 Cs3
¢;; je duzina najkraceg puta od vrha ¢ ka vrhu j.
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2

Slika: graf G

5.5. ZADATAK O JEDNOM IZVORU

Neka nas interesuju samo najkraéi putevi koji svi polaze iz jednog odredenog vrha, izvora.
Ustvari, mogao bi se posmatrati i drugi (jos manji) zadatak o odredivanju najkraceg puta od
jednog odredenog vrha ka drugom odredenom vrhu. Medutim, nije poznat algoritam za taj
manji zadatak koji bi bio bolji (po kriterijumu najgoreg sluc¢aja) od najboljeg algoritma za
zadatak o jednom izvoru.

Algoritam. Najkraci put za jedan izvor, Dajkstrin algoritam (Dijkstra). Ulaz. Usmjereni
graf G = (V, E), izvor vy € V i funkcija £: E — [0,+00), £(e) > 0 je duzina ili oznaka ivice
e. Uzimamo £(v;,v;) = o0 ako (v;,v;) ¢ E 1 v; # vj. Uzimamo £(v,v) = 0. Izlaz. Za svako
v € V, minimum, preko svih puteva P od vy ka v, zbira oznaka svih ivica puta P.

Metod. Koriste se dvije osnovne promjenljive: skup S C V i niz D[v], gdje je v vrh grafa
(v # v9). U pocetku je S = {vo}. U svakom koraku skup S se uveéava za jedan element.
Algoritam se zavrsava kada postane S = V. U pocetku je D[v], za svako v, jednak cijeni puta
(duzine jedan) od v ka v. Uopste, tokom izvr§avanja algoritma, D[v] zna¢i minimalnu cijenu
svih puteva od vy ka v, a ¢ije su sve medutacke iz skupa S. Jedino ostaje da se kaze kojim
redom se elementi uklju¢uju u skup S. Svaki put kada skup S treba da se uveéa za jedan
element, mi medu svim elementima skupa V' '\ S biramo onaj za koji je tekuéa vrijednost D|v]
minimalna. Time je algoritam opisan.

Slijedi algoritam na nestrogom paskalu:

ucitaj ulazne podatke;
definidi vrijednosti £(v;,v;) za svako v; € Viw; € V;
S« {wo};
_D[’Uo] — O,
FOR svako v € V'\ {vg} DO D[v]  £(vo,v);
WHILE S # V DO
BEGIN
izaberi u V' \ S vrh w takav da je D]w] minimalno;
ukljucéi w u S;
FOR svakov € V'\ § DO
D[v] + MIN(D[v], D[w] + £(w,v))
END:
stampaj rezultate D[v], za svako v € V
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U treéem redu odozdo ovog teksta moze da dode do promjene D[v]. Do promjene dolazi
ako je raniji najkraéi put od vg ka v (kroz stari skup S) duzi od puta koji nastaje kada se na
najkraéi put od vy ka w nadoveze ivica (w, v). Do ove promjene moze da dode za v € V'\ S jer
je D[w] < DJv]. Do ove promjene ne moze da dode za v € S (pa se na te vrhove i ne odnosi
ovo prera¢unavanje veli¢ine D|[v]), u vezi nac¢ina na koji se skup S siri. D — distanca. Stavljeno
je D[vo] = 0.

Na slici 1 prikazan je izbor vrha w. Na slici 2 prikazano je preracunavanje veli¢ine D[v], v
je proizvoljan ¢lan skupa V' \ S, gleda se koji od dva puta je kradi.

Primger. Na slici 3 nacrtan je usmjereni graf ¢ije su ivice oznacene, tj. ¢ija svaka ivica ima
svoju cijenu. U tabeli su prikazani medu-rezultati, u posljednjem redu tabele nalaze se rjesenja
(odgovor). Odgovor. Najkraéi put od vg ka v; ima duzinu 2, ka vy — 5, ka v3 — 91 ka vy — 9.

( U primjeru, slu¢ajno se pogodilo da skupu S pristupaju vrhovi u redosljedu "redom” vrh

Teorema 1. Dajkstrin algoritam je pravilan, odnosno on saopstava upravo duzinu najkraceg
puta od fiksiranog vrha vg ka vrhu v, za svaki vrh v.

Glavno mjesto u dokazu je da se pokaze sljedee. (a) za v € S, D[v] je duzina najkracéeg
puta od vg ka v, (b) zav € V'\ S, D[v] je duzina najkraceg puta od vg ka v koji ima svojstvo
da su mu sve tacke iz S, izuzimajuéi krajnju tacku v. Ovo se dokazuje indukcijom po veli¢ini
skupa S, po ||S|| = card(S).

Teorema 2. Vremenska slozenost (najgori slucaj, model RAM, uniformna cijena) razmatra-
nog algoritma iznosi O(n?), gdje je sa n oznaen broj vrhova grafa.

Dokaz. Najvise se trosi za petlju FOR pri kraju algoritma. Sama petlja izvrsi se reda n puta.
U toku jednog izvrsavanja petlje obavi se reda n operacija D[v] <— .... Ova operacija zahtijeva
konstantno vrijeme. To konstantno vrijeme rac¢una se tako §to se saberu: vrijeme potrebno za
sabiranje, vrijeme potrebno za MIN i vrijeme potrebno za pronalazenje odredenih registara u
memoriji (naredbe LOAD i STORE), uklju¢ujuéi indirektno adresiranje za rukovanje sa nizom.
Zatim: promjena brojaca ciklusa, provjera da li treba da se izade iz ciklusa i slicno. Dokaz je
zavrsen.

S V\S
Slika 1: koji vrh se uklju¢uje u §

Vo v

S VS
Slika 2: D[v] ili D[w] + £(w,v)
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Slika 3: ponderisani graf

Tabela:
iteracija S w Dl[w] D[vi] Dlvs] Dlvs] Dlvd
0 {vo} 2 400 4o 10
1 {vo,v1} V1 2 2 5 400 9
2 {vo, v1,v2} Vg 5 2 5 9 9
3 {vo,v1,v9,v3} V3 9 2 5 9 9
4 {vo, v1,V2,v3,v4} U4 9 2 5 9 9
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5.6. ZADATAK O NEZAVISNOM SKUPU I BACKTRACKING

Neka je G = (V, E) usmjeren graf, gdje je V.= {v1,...,v,} skup koji ima n > 1 ¢lanova. Za
skup S C V kaze se da je nezavisan ako v; € S, v; € § = (v;,v;) ¢ E. Zadatak o nezavisnom

Uvode se provizorni termini. Za skup S C V kaze se da je dopustivo rjesenje. Dopustivo
rjesenje je pravilno ako ono zadovoljava izlazni kriterijum (ako je S nezavisan skup), a inace
je nepravilno. Pravilno dopustivo rjesenje predstavlja optimalno rjesenje ako ono maksimizuje
ciljnu funkciju (ako je kardinalni broj ||S|| najveéi moguéi).

Kao sto znamo, varijacija sa ponavljanjem n—te klase od dva elementa jeste bilo koja uredena
n—torka (i1,%2,...,%,), gdje ix € {0,1} za svako k, dva elementa oznaceni su kao 01 1. Moze
se kazati da je (¢1,...,7;) djelimi¢na varijacija; §to se tice k, ovdje je 0 < k < n. Postoji
uzajamno jednoznacna korespondencija izmedu varijacija i podskupova: odgovarajuéi podskup
za varijaciju (i1,%2,...,1,) je S = {v;]1 < j < n, i; = 1}. Podskupova ima 2", a i varijacija isto.
Recimo, (21, ...,4,) = (t1,1%2,43,%4) = (1,0,1,0) <+ S = {v1,v3} C {v1,vs,v3,v4} = {v1,...,0,}.

Sastaviti program koji stampa sve varijacije n—te klase od dva elementa 01 1. U nastavku
je dato rjesenje (grubi algoritam) na nestrogom jeziku:

for 7 =0to 1 do

for .5 =0to 1 do

etc.
for 7, =0 to 1 do
write (41,42, ...,%5)

Sastaviti program koji rjeSava zadatak o nezavisnom skupu. Program treba da odstampa
kardinalni broj optimalnog rjesenja. Neka se program temelji na tzv. metodi iscrpnog pre-
gledanja, engl. exhaustive search. U nastavku je dat grubi algoritam:

ucitaj podatke o grafu: broj m 1 matricu koincidencije; maz < 0;

for 2, = 0 to 1 do

for i = 0 to 1 do

etc.

for 7z, =0 to 1 do

if dopustivo rjesenje S je pravilno & ||S|| > maz then maz + || S||;

stampaj rezultat maz

U pretposljednjem redu, ”S je pravilan” znaci: ako v € S 1w € S onda (v, w) nije ivica
grafa. Ve je receno o korespondenciji: n—torki (i1, ...,4,) odgovara skup S, gdje v; € S ako 1
samo ako je i; = 1 (za svako j).

Sastaviti program 3 koji §tampa sve varijacije sa ponavljanjem i sve djelimi¢ne varijacije sa
ponavljanjem. U nastavku je dat grubi algoritam:

write ();

for iy =0 to 1 do begin

write (41); for i, =0to 1 do begin

write (41,45); for i3 =0 to 1 do begin

write (4q,%s,43); for 74 =0 to 1 do begin

etc.
write (41,%2,%3,...,%,-1); for i, =0to 1do
write (41,%2,%3,...,%,) ... end end end end

Sastaviti program koji rjeSava zadatak o nezavisnom skupu. Neka se program temelji na
tzv. metodi vra¢anja unazad (ili pokusavam i vracam se), engl. backtracking. Grubi algoritam
dobija se kada se u posljednjem programu 3 izvrse prepravljanja.
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Iz gramatike programskog jezika: ucinak naredbe skip (ili skip one instruction) jeste
da se jedna naredba u nizu naredbi preskoci. Recimo, ako u programu pise naredbaa; skip;
naredbab; naredbac onda ¢e naredbab biti presko¢ena (ona neée biti izvrsena).

U programu broj 4 uvedena je skracenica d d r za djelimi¢no dopustivo rjesenje:

ucitaj podatke o grafu: broj n 1 matricu koincidencije; maz < 0;

for iy =0 to 1 do begin

if d d r (41) nije pravilno then skip; for i, =0 to 1 do begin

if d d r (41,%2) nije pravilno then skip; for i3 =0 to 1 do begin

if d d r (41,%2,%3) nije pravilno then skip; for ¢4 =0 to 1 do begin

etc.

if d dr (41,%2,4%s,...,%,-1) nije pravilno then skip; for 4, =0 to 1 do

if dr (é1,...,%,) je pravilno & ||S|| > maz then maz < ||S|| ... end end end end;

stampaj rezultat maz

Kao sto je veé receno, za skup S kaze se da je pravilan (kaze se da skup S éine medusobno
nezavisni vrhovi) ako: v € S i w € § povlaéi da (v, w) nije ivica grafa.

Vidimo da se vrsi "skip” kada podskup koji odgovara k—torki (i1,...,7;) nije pravilan, tj.
kada postoji ivica u grafu izmedu neka dva ¢lana tog podskupa. Zato sto i svaki §iri (srodan)
podskup nije pravilan, imamo u vidu podskup kome odgovara n—torka oblika (7;...., 7, ...).
Preskace se petlja po ip11, tj. preskacu se petlje po tgi1,. .., 0.

Backtracking predstavlja nesto usavrseni oblik od exhaustive search. U slucaju exhaustive
search, redom se generisu sva dopustiva rjesenja i gleda se izlazni kriterijum (a eventualno
i ciljna funkcija). U slu¢aju backtracking, generisu se i djelimi¢na dopustiva rjesenja. Veé
za djelimi¢no dopustivo rjesenje ispituje se da li ono zadovoljava uslov, odnosno da li je ono
pravilno. Ako nije pravilno onda odbaciti sva dopustiva rjesenja koja su sa njim srodna (koja
su mu slicna). Tako da ocito dolazi do smanjivanja ukupnog broja pregledanja koja treba da
budu izvrsena.

Ako je n = 4 onda program 3 ods§tampa ukupno 31 rije¢. Sve te rijeéi prikazane su na
sljedecoj slici. Pored svake rijeci stavljen je broj (1 ili 2 ili ... ili 31) da prikaze redosljed u
§tampanju. Sve rijeci organizovane su u jedmo drvo. To je tzv. backtracking drvo.

Na slici je prikazano drvo moguénosti 1 djelimiénih moguénosti.

Neka je (41, .. .,4x) jedno djelimi¢no dopustivo rjesenje. Njemu odgovara jedan vrh u drvetu.
Ako su okolnosti takve da u tom vrhu nije zadovoljen uslov onda nema svrhe da se ide naprijed
(da se ispituju srodna rjesenja). Na tom mjestu, drvo se podsjece, skrati. Treba odstupiti za
jedan korak, treba se vratiti nazad u drvetu. Od ove predstave dolazi rije¢ backtracking. Isto
se kaze 1 engl. branch-and-bound method, metoda grananja i1 granica.

Predlozeni algoritam (tipa backtracking) za zadatak o nezavisnom skupu moze da bude
poboljsan, odnosno njegova vremenska slozenost moze da bude smanjena time sto ¢e uslov koji
se ispituje biti postrozen, drvo ¢e biti podsjeéeno jos vise. Prilikom formiranja uslova, neka
se uzimaju u obzir 1 okolnosti koje su tokom izvrSavanja programa postale poznate. Dakle,
ozna¢imo sa (%1, ...,1;) jedno djelimi¢no dopustivo rjefenje. Odgovara mu podskup S za &iji
broj élanova vazi ||S|| < k. Uzmimo da je podskup S pravilan (nezavisan), tj. da za bilo koja
dva njegova clana, u datom grafu, ne postoji ivica koja bi spajala ta dva clana. Treba dodati
jo§ m — k komponenti %341, ...,7, da se djelimiéno dopustivo rjesenje dopuni do dopustivog
rjeSenja. Ako n — k ¢lanova mogu da budu dodati skupu S bez narusavanja pravilnosti onda bi
mazx. Ako je ||S|| +n — k < maz onda nema svrhe da se ispituje odgovarajuée poddrvo (da se
ispituju srodna rjesenja).
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Tehnika ili metoda ili opsta metoda backtracking moze da bude primijenjena na raznorazne
zadatke. Koriste se razne ideje da se uoce (i elimini§u) nekorisna pregledanja.

U zakljucku, 1 exhaustive search algoritam 1 backtracking algoritam imaju eksponencijalnu
sloZzenost, po pravilu. A backtracking ipak ima znatno manju slozenost od exhaustive search.
Umyjesto exhaustive search cesce se kaze metoda grube sile, engl. brute—force, sa ekvivalentnim
znacenjem.

Ako uporedujemo vremenske slozenosti u tri slucaja onda mozemo kazati: sloZenost efikas-
nog algoritma < slozenosti backtracking algoritma < slozenosti algoritma tipa brute—force.

Tako da se tehnika backtracking primjenjuje po pravilu kao krajnje sredstvo, kada nema
nikakvog boljeg izlaza (iole prihvatljivog izlaza, metode). Kaze se da je rije¢ backtracking skoro
sinonim za program koji je spor, ¢ije izvrSavanje traje puno vremena.

Obicno se tehnika backtracking primjenjuje na NP-kompletne zadatke.

Vracajuéi se zadatku o nezavisnom skupu, moze se pokazati da je broj nezavisnih skupova
u grafu sa n vrhova jednak O(n'™"), ako se pretpostavi da su za bilo koja dva vrha jednaki
izgledi (Sanse) da za ta dva vrha postoji ili ne postoji ivica. Zatim se na osnovu toga moze
pokazati da je vremenska slozenost backtracking algoritma (program broj 4) jednaka takode
T(n) = O(n'™"), otekivani sluéaj. S druge strane, vremenska sloZenost exhaustive search
algoritma jednaka je T'(n) = O(2"). Lako se vidi da je n'®"™ < 2" ("znatno manje”) kad
n — 0o, u smislu lim,,_,, n"/2" = 0.

4

3 000x——_ 00 ¢
00xx< 7 0010 &

2 001x<—__ 0011 o

Oxxx 11 0100 12

10 010X< 0101 13

01xx< 14 0110 15

XXXX:

17
1xxx 22

Da sve bude razjasnjeno, u slu¢aju primjera radi n = 6, program broj 4 glasi kako shjedi:

ucitaj matricu koincidencije; maz < 0;

for iy =0 to 1 do begin

if not (¢1) je pravilno then skip; for i, =0 to 1 do begin

if not (41,42) je pravilno then skip; for i3 =0 to 1 do begin

if not (41,42,73) je pravilno then skip; for ¢4 =0 to 1 do begin

if not (41,12,13,%4) je pravilno then skip; for i5 =0 to 1 do begin

if not (41,42,13,%4,%5) je pravilno then skip; for i¢ = 0 to 1 do

if (41,%2,1%3,1%4,15,1¢) je pravilno & ||.S|| > maz then maz < ||S|| end end end end end;

stampaj rezultat maz

Znamo da (i1, ...,%;) je pravilno znaci: ako v € S iw € S onda (v, w) nije ivica. Znamo
da S znadi sljedeéi skup vrhova: S = {v;|1 < j <k, 1; = 1}. Djelimi¢na varijacija i podskup
odgovaraju jedno drugom.
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5.7. ZADATAK O TRGOVACKOM PUTNIKU I BACKTRACKING

Razmotrimo neusmjeren graf G = (V, E) sa n > 1 vrthova, V = {v,vs,...,v,}. Neka je
graf potpun, tj. neka su bilo koja dva vrha povezani ivicom. Uzmimo jos da je graf tezinski
(ponderisan): svakoj ivici (¢, ) pridruzena je njena tezina ili duzina ili cijena u oznaci ¢(t, j),
gdjejec(i,j) > 0. Zadatak o trgovackom putniku glasi: dat je graf, odrediti optimalnu mar§rutu
(optimalan put, optimalan ciklus) ili barem odrediti cijenu (duzinu) optimalnog ciklusa. Naime,
trgovacki putnik treba da krene iz nekog vrha i onda da obide sve vrhove (da ta¢no jednom
posjeti svaki vrh, svaki grad) i jo§ da se na kraju vrati u vrh iz koga je krenuo.

Znamo da se permutacija od n elemenata definise kao bilo koja uredena n—torka (i1, o,

sy i), gdje jet; #ipza g # kid; € {1,2,...,n} za svako j, uzeto je da n elemenata budu
1,2,...,n. Znamo da takvih permutacija p = (¢1,%s,...,%,) ima na broju n! ukupno.

Postoji uzajamno jednoznaéna korespondencija izmedu skupa svih moguéih permutacija
i skupa svih moguéih marsruta (ciklusa) za trgovackog putnika. Zaista, permutaciji p =
(41,42, ...,%,) neka odgovara obilazak kako slijedi: kreni iz vrha #;, zatim predi u vrh ¢, uz
koridéenje ivice (i1,%2) ocito, itd., zatim predi u vrh ¢, uz koriséenje ivice (i,-1,%,) 1 na kraju
se preko (%,,71) vrati u pocetni vrh é;. p <> cycle. Cijena ciklusa u oznaci c(cycle) definise se
kao c(cycle) = ¢(i1,4) + ¢(22,%3) + . . . + €(4n-1,%s) + ¢(in, 11), n sabiraka. Vel je receno da treba
pronadi ciklus cycle ¢ija je ukupna cijena ¢(cycle) najmanja moguéa.

Uvode se provizorni termini. Za svaki ciklus koji obuhvata sve vrhove grafa kaze se da je
dopustivo rjeSenje. Za dopustivo rjesenje kaze se da je optimalno rjesenje ako ono minimizuje
ciljnu funkciju (ako je njegova ukupna duzina najmanja moguca).

Mogu se posmatrati i djelimi¢ne permutacije p = (41,...,%). Sto se tice k, ovdje je 0 <
k < n. Djelimi¢noj permutaciji na ocigledan na¢in odgovara jedan djelimi¢ni ciklus (djelimi¢na
mar§ruta): kreni iz 41, zatim predi u ¢,, itd., zatim predi u 7. Prirodno je definisati cijenu tog
djelimi¢nog ciklusa (tog djelimi¢nog rjesenja) kao c(cycle) = c(i1,42) + ... + c(tk_1, ix)-

Na primjer, djelimi¢na permutacija p = (i1,1s,43) dopuniée se do potpune permutacije
kada se dopisu 4, ..., 1,, gdje je (Z4,...,4,) jedna permutacija elemenata skupa {1,2,... ,n}\
{i1,19,13}

Sastaviti program koji stampa sve permutacije od n elemenata, kao 1 sve djelimi¢ne per-
mutacije. U nastavku je dat grubi algoritam:

ucitaj n;

write ();

for 4y =1 to n do begin

write (é1); for iy =1 to n, iz # i3 do begin

write (41,42); for i3 =1 to n, i3 # 41,43 do begin

write (41,42,%3); for és = 1 to n, 44 # 41,142,173 do begin

etc.
write (41,42, ...,4n-1); for i, =1 to n, i, # t1,42,...,4,-1 do
write (41,...,%,) ... end end end end;

stampaj da nema vise, da je zavreno

Ako je » = 4 onda program odstampa ukupno 65 rijeéi ili 65 redova ili 65 permutacija i
djelimi¢nih permutacija. Sve te rijeci prikazane su na sljedecoj slici u obliku tzv. backtracking
drveta. Pored svake rijeci stavljen je broj (11ili 21ili ... ili 65) da se pokaze redosljed stampanja.
Na slici pi§e recimo 23xx. Time je oznacena djelimi¢na permutacija (i1,42) = (2,3). Pored je
stavljen broj 24.

Na slici je prikazano drvo moguénosti 1 djelimiénih moguénosti.
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Backtracking algoritam za rjesavanje zadatka o trgovackom putniku temelji se na sljede¢em
jednostavnom zapaZanju. Neka je izvr§avanje algoritma u toku. To znaci da su neka dopustiva
rjeSenja vec pregledana a neka ¢e tek doci na red. Medu svim dosad pregledanim dopustivim
rjesenjima, neko od njih je najbolje (privremeno optimalno rjesenje). Njegova ukupna cijena
¢ = c¢(cycle) je naravno izracunata. U datom trenutku imamo min = c(cycle). Dakle, u
programu je prisutna promjenljiva min ¢ija je tekuca vrijednost uvijek jednaka duzini najkraceg
dopustivog rjefenja dosad otkrivenog (duzini najkraéeg medu dosad pregledanim dopustivim
rjesenjima). Toj promjenljivoj kao pocéetnu vrijednost treba dodijeliti min = +oo. Kada se
pronade bolje (kraée) dopustivo rjeSenje onda se vrijednost min promijeni (smanji). Neka
je tokom izvrSavanja programa u datom trenutku na red dosla djelimi¢na permutacija p =
(41,...,%k), odnosno na red je doslo odgovarajuce djelimi¢no rjesenje (djelimicéni ciklus) cycle.
Izracunaj c(cycle) = c¢(é1,%2) + ... + ¢(ik—1,%;) 1 uporedi po veli¢ini sa min. Ako je uslov
¢(cycle) < min ispunjen onda nastavi sa pregledanjem, djelimi¢nu permutaciju uveéaj za jednu
komponentu, odnosno djelimi¢noj permutaciji dodaj—izaberi njenu (k + 1)-vu komponentu. A
ako je pak suprotno ¢(cycle) > min onda ocito treba odbaciti tekuce djelimi¢no rjesenje, kao i
sva potencijalna rjeSenja (djelimi¢na i potpuna) koja su mu srodna, koja su sa njim sli¢na, tj.
imaju sa njim prvih & komponenti zajedni¢kih. Jer je njihova ukupna cijena (n sabiraka) ocito
veca ili jednaka od cijene tekuéeg djelimi¢nog rjesenja, od ¢(cycle), a tim prije je veéa ili jednaka
od cijene tekuéeg (privremenog) optimalnog rjesenja, od min. Dakle, u slu¢aju c(cycle) > min
treba zamijeniti k—tu komponentu (posljednju komponentu) u tekuéem djelimiénom rjesenju
njenim sljedeé¢im izborom, a prvih £ — 1 komponenti ostaviti po starom, po mogucnosti, tj.
ako sljedeci 1zbor postoji. Drugim rijecima, treba odstupiti za jedno mjesto, backtrack. Dakle,
vidimo da sljedeéi korak (kako ée program da nastavi) zavisi od tekuéih okolnosti koje su se
stekle. Kriterijum za izbor sljedeéeg koraka glasi: da li je ¢(cycle) < min ili je pak suprotno
¢(cycle) > min.

Ukupno, vidimo da tokom izvrsavanja programa necée biti pregledano ¢itavo backtracking
drvo, veé ée neki njegovi djelovi (poddrveta) biti odbadeni, neke grane se podsijecaju. Tako da
je vremenski trosak izvrsavanja programa manji, u odnosu na program koji bi bio temeljen na
iscrpnom pregledanju, exhaustive search.

U grubom algoritmu koji slijedi uvedena je oznaka c(iq,...,i) = E?;f ¢(ij,%541). Sli¢no,
. . . . —1 . . . . . .
(i1,02, s in,y01) = 2527 €(45,2541) + €(in,i1), ima n sabiraka.

Sastaviti program koji rjesava zadatak o trgovackom putniku. Neka se program temelji na
tzv. metodi vracanja unazad, backtracking. U nastavku je dat grubi algoritam.

Znamo da naredba skip ima smisao: preskoci jednu naredbu. Neka je 1 < k < n — 1.
Naredba koja ¢ée eventualno biti preskocena (neée biti izvrsena) jeste naredba for ipr; = .. ..
Zapaziti da ta naredba obuhvata naredbe for i3, = ..., ..., for ¢,, = ..., one su njen "podskup”.
Tako da ¢e u tom slucaju i1 sve te naredbe biti preskocene.

ucitaj podatke o grafu: broj n i cijene ivica ¢(%, j);

min ¢ +oo;

for 4y =1 to n do begin

if ¢(é1) > min then skip; for is =1 to n, iy # i; do begin

if ¢(i1,15) > min then skip; for i3 =1 to n, i3 # i1,15 do begin

if ¢(i1,19,43) > min then skip; for iy = 1 to n, 14 # @1,42,43 do begin

etc.
if ¢(i1,1%9,...,4n-1) > min then skip; for ¢, =1 ton, 4, # i1,1,...,4,-1 do
if ¢(i1,89,-..,%n,%1) < min then min < c(i1,%5,...,%,,41) ... end end end end;

stampaj rezultat min
Petlja po i ima n — 1 iteracija, petlja po i3 ima n — 2 iteracija, itd.
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Na redu je dopuna.

Predlozeni algoritam moze da bude poboljsan ako bi se u ranoj fazi izvrSavanja programa
naislo na ciklus koji je prilicno jeftin, ¢ija je duzina dosta kratka. Tada bi podsijecanje drveta
bilo vise izrazeno, vremenski trosak se smanjuje. U tom cilju treba na pocetku programa malo
dodati. Predvidjeti neki prilicno grub i prost postupak za pronalazenje jednog dosta dobrog
dopustivog rjesenja. Oznalimo to potencijalno rjesenje kao cycle i oznacéimo sa ¢(cycle) njegovu
duzinu. U programu, naredbu min < 400 zamijeniti sa min < c(cycle).

Na redu je zakljucak.

Poznato je da je zadatak o trgovackom putniku jedan NP—kompletan zadatak. U slucaju
rjesavanja NP—kompletnog zadatka, mi ne trazimo puno od programa koji se predlaze. Ne
postavljamo velike zahtjeve u pogledu vremenskog troska. U tom smislu se ovdje predlozeni
program zasnovan na metodi "backtracking” moze smatrati prihvatljivim.
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Da sve bude razjasnjeno, na primjer u slucaju n = 6, "backtracking” program glasi kako
slijedi:

ucitaj podatke o grafu: broj n i cijene ivica ¢(%, j);

min ¢ +oo;

for each 4; € {1,...,6} do begin

if ¢(é1) > min then skip; for each i, € {1,...,6}\ {i1} do begin

if ¢(é1,42) > min then skip; for each i3 € {1 ,6}\ {i1,42} do begin

if ¢(i1,%2,%3) > min then skip; for each i4 € {1, ooy 63\ {i1,72,43} do begin

if ¢(41,%2,%3,%4) > min then skip; for each i5 € {1,...,6}\ {41,42,%3,%4} do begin

if ¢(i1,%2,%3,%4,%5) > min then skip; for each ig € {1,...,6}\ {41, %2,%5,%4,45} do

if ¢(i1,%2,1%3,%4,%5,%6,%1) < min then min < c(i1,42,%3,%4,5,%6,41) end end end end
end;

stampaj rezultat min

Iz gramatike neformalnog jezika znamo da (na primjer) dio teksta programa begin naredbal;
naredba2 end predstavlja jednu naredbu, slicno sastavljenoj naredbi u paskalu.
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6. ALGORITMI U TEORIJI BROJEVA I U KRIPTOGRAFIJI
6.1. EUKLIDOV ALGORITAM I NJEGOVA SLOZENOST

Mozda najstariji algoritam koji postoji u matematici (iz godine 300 p.n.e. priblizno), a
1 dan—danas se koristi. Euklidov algoritam sluzi za nalazenje najveceg zajednickog djelioca
(NZD) dva prirodna broja a i b. Biée izlozen algoritam. Zatim ¢e biti pokazana ispravnost
(korektnost) algoritma: biée dokazano da se u rezultatu primjene predlozenog postupka kao
odgovor dobija upravo NZD(a,b). Na kraju ée biti odredena vremenska slozenost Euklidovog
algoritma: vidjecemo da algoritam ima polinomsku slozenost, tj. da je efikasan.

Na nestrogom paskalu algoritam se izrazava kako slijedi:

read(a, b);
if @ < b then neka a 1 b zamijene mjesta;
1: ¢ + a mod b;
if ¢ > 0 then begin a < b; b < ¢; goto 1 end;
if ¢ = 0 then write(b)

Rije¢ima, treba naéi NZD = NZD(a,b) za date brojeve a i b, gdje jea > 1,b>11ia > b.
U prvom koraku izvrsi se dijeljenje a : b ¢ime se dobijaju koli¢nik & 1 ostatak ¢. Vazi jednakost
a = kb+c. Ocito je 0 < ¢ < b— 1. Razlikujemo dva slucaja ¢ > 01 ¢ = 0. Uzmimo da je ¢ > 0.
Euklidov algoritam temelji se na relaciji NZD(a, b) = NZD(b, ¢) ¢ija ée istinitost biti dokazana
u nastavku. Tako da se onda po istom postupku nastoji da se pronade NZD(d, ¢), algoritam
je rekurzivan. Bududi da je par brojeva koji stoji pod znakom NZD iz koraka u korak sve
manji 1 manji to ¢e algoritam dati rezultat u kona¢no mnogo koraka. Kada ¢e biti obustavljeno
uzastopno racuanje koli¢nika i ostatka (manji broj b preuzima ulogu veceg broja a, dok ostatak
¢ preuzima ulogu manjeg broja b)? Biée obustavljeno kada se ispostavi da je ostatak jednak
nuli. Time je zavr§ena analiza slucaja ¢ > 0. Uzmimo sada da je ¢ = 0 (drugi slucaj). Znaci
da je a djeljivo sa b bez ostatka, tj. da je a = kb za neko k > 1. Ocito je NZD(a,b) = b. Tako
da se b saopstava kao rezultat i racunar se zaustavlja. Algoritam je izlozen.

Pogledajmo relaciju a = kb + c. Za pripremu, pogledajmo sljedeée jednostavne iskaze. Ako
su a1 b parni onda je i ¢ paran. Ako su b i ¢ parni onda je i a paran. Ako je NZD(a,b) paran
onda je 1 NZD(b, ¢) paran, kao i obrnuto.

Umyjesto a je paran pise se 2 | a, ima smisao a je djeljivo sa 2 (bez ostatka). C. 2 dijeli a.

Iz a = kb + ¢ imamo. Neka je z ma koji broj (malocas je bilo ¢ = 2). Akoz |aiz |b
onda z | ¢. Akoz |biz | conda x| a. Prema tome, par brojeva (a,b) i par brojeva (b, c)
imaju iste ¢inioce, imaju sve ¢inioce zajednicke. To upravo znaci da je NZD(a,b) = NZD(b, ¢).
Korektnost algoritma je dokazana.

Navedimo primjer. Naéi NZD(120,26). Izrada: a = 120, b = 26

120 : 26 = koli¢nik 4, ostatak 16 (ao = 120, by = 26, co = 16)
26 : 16 = koli¢nik 1, ostatak 10  (a; = 26, by = 16, ¢; = 10)
16 : 10 = koli¢nik 1, ostatak 6 (as = 16, by = 10, ¢z = 6)
10 : 6 = koli¢nik 1, ostatak 4 (as =10, by = 6, c3 = 4)

6 : 4 = koli¢nik 1, ostatak 2 (as =6,bs =4, cs = 2)

4 : 2 = koli¢nik 2, ostatak 0 (as =4, b5 =2, c5 =0)
NZD = 2 (NZD = bs) Odgovor glasi NZD(120,26) = 2.
Na redu je vremenska slozenost algoritma. U nasem primjeru je ag > a3 > as > .... O¢ito je

daisto vaziiu opstem slucaju. U nasem primjeru je uvijek a;;» < a;/2. Pokazimo da i u opstem
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slucaju vazi a;y2 < a;/2 za svako i. Zaista, razlikujemo dvije moguénosti k; = 1 naspram k; > 1
ili svejedno b; > a;/2 naspram b; < a;/2. Podrazumijeva se relacija a; = k;b; + ¢;.

Ako je k; = 1 onda imamo a; = b; + ¢; 1 b; > ¢;, tako da je ¢; < a;/2. U slucaju k; > 1, tj.
u sluéaju b; < a;/2 imamo ¢; < a;/2 jer je ostatak ¢; sigurno manji od djelioca b;.

Pokazano je da vazi a;12 < a;/2. Poslije 2, 4, 6, 8, ... koraka djeljenik se svede na a/2,
a/4, a/8, a/16, ... ili se jos bolje svede. Lako je odrediti kada ¢e se on svesti do jedinice i u
najgorem sluc¢aju. Broj koraka u algoritmu za racunanje NZD(a,b), gdje je a > b, je manji ili
jednak od 2[log, a] + 1.

Broj a ima [log, a] + 1 binarnih cifara, odnosno [loga] + 1 dekadnih. Pravilno je da se
dimenzioni broj zadatka ili mjera obima ulaza n definiSe kao broj cifara broja a (a > b) u
binarnom ili u dekadnom sistemu. Eventualno bi moglo » = broj cifara broja a + broj cifara
broja b.

Vidjeli smo da je broj koraka algoritma jednak 2n. Vremenska slozenost T'(n) dobiée se
kada se 2n pomnozi sa troSkom za pojedini korak.

Glavnina troska u jednom koraku vezana je za operaciju racunanja ostatka ¢; < a; mod b;.
Pravilno je da se trosak za tu operaciju smatra jednakim broju cifara prvog argumenta a; plus
broj cifara drugog argumenta b;, sto je u skladu sa logaritamskim kriterijjumom za RAM. Dakle
n+mn = 2n. Sa povetavanjem ¢ broj cifara opada, ali mi ocjenjujemo sloZenost sa gornje strane,
mi Zelimo da dobijjemo T'(n) < .. ..

Sve u svemu, 2n koraka, 2n ili eventualno const - n vremenskih jedinica po koraku, tako
da je T'(n) = 2n - 2n = 4n? ili T(n) = O(n?). Zakljucak: slozenost algoritma je kvadratna,
sloZenost algoritma je polinomska, algoritam je efikasan.

( Def. NZD(n1,ns) = max{k| k | n1 & k | no} (n1,n5 > 1). )
6.2. NEKE TEOREME 1Z TEORIJE BROJEVA

Na pocetku navodimo osnovne definicije iz teorije brojeva. Za broj k < n kaze se da je
svojstveni ¢inilac broja n ako se prilikom dijeljenja n : k kao ostatak dobija nula. Za prirodan
broj n > 2 kaze se da je prost ako on nema svojstvenih ¢inilaca osim & = 1. U suprotnom
slu¢aju kaze se da je n slozen. Za n = 1 ne kaZe se ni da je prost ni da je slozen.

Na pocetku navodimo dva temeljna tvrdenja iz teorije brojeva. Osnovna teorema aritmetike:
prirodan broj n moze na jedinstven nacin da se prikaze kao proizvod svojih prostih éinilaca.
Upravo, jedinstveno su odredeni prosti brojevi p; < ps < ... < p;ibrojevie; > 1, e, >1, ...,
e; > 1 takvi dajen = p' - p52 - ... - pS’. Recimo, 120 = 2% .3 . 5.

Teorema o raspodjeli prostih brojeva. Neka je 7(z) po definiciji broj prostih brojeva koji
su manji ili jednaki od z. Tada vazi relacija w(z) ~ - kad z — oco. Recimo, 7(1000) =
card{p| p je prost i p < 1000} ~ 190% — 145,

In 1000
U ovom naslovu biée rijec¢i o dvije teoreme iz teorije brojeva: o maloj Fermaovoj teoremi i o

teoremi o ostacima. Te teoreme sluze kod zasnivanja algoritama koji se koriste u kriptografiji.

Mala Fermaova teorema (Fermat). Neka je p prost broj i neka je a broj koji nije djeljiv sa
p. Tada vazi a®~! = 1 (mod p).

Znamo da oznaka z = y (mod n) po definiciji ima smisao: ostatak pri dijeljenju « : n jednak
je ostatku pri dijeljenju y : n, kaze se da je x kongruentno sa y po modulu n ii da su z 1 y
ekvivalentni po modulu n. Na primjer, 45 = 17 (mod 7) je istinito.

Pogledajmo primjer. Uzmimo da je p = 7. Teorema tvrdi da se prilikom dijeljenja a® : 7
uvijek dobije 1 kao ostatak, za bilo koje 1 < a < 6,8 < a <13, .... Provjerimo za 1 < a < 6:
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a=1,a°-1=0jedjeljivosaT,a=2,a°—1=63jedjeljivosaT,a=3,a°—1=1728je
djeljivo sa 7, a = 4, a® — 1 = 4095 je djeljivo sa 7, a = 5, a® — 1 = 15624 je djeljivo sa 7, a = 6,
a® — 1 = 46655 je djeljivo sa T.

Dokaz teoreme. Posmatrajmo brojeve a,2a,3a,...,(p — 1)a. Podijelimo svaki broj iz tog
spiska sa p 1 uwo¢imo odgovarajuée ostatke a mod p,2a mod p,3a mod p,...,(p — 1)a mod p.
Svaki ostatak je # 01 < p. Ukupno ima na broju p — 1 ostataka. Dokazimo da su dva po dva
ostatka medusobno razli¢iti. U tom cilju, dopustimo da postoje brojeviris (1 <r <p—1,
1<s<p-—1, r+#s)takvida je ra mod p = sa mod p, slijedi ra — sa = kp za neko k,

(r —s)a = kp.

Broj r — s nije djeljiv sa p. Kako a nije djeljiv sa p po uslovu, to znac¢i da njihov proizvod
(r — s)a nije djeljiv sa p (jer je p prost). Lijeva strana (r — s)a nije djeljiva sa p, a desna kp
jeste, kontradikcija. Mi smo dokazali da su dva po dva ostatka medusobno razli¢iti. Znaci da

su ostaci jednaki 1,2,...,p — 1 u nekom redosljedu. Napisimo odgovarajuce relacije 1 zatim ih
pPoOmNozZimo:
amodp=...,2amodp=...,3amodp=..., ..., (p—lamodp=...
a-2a-3a¢-...-(p—1l)amodp=1-2-3-...-(p—1) mod p

a?~t . (p—1)!'mod p = (p—1)! mod p, drukéije zapisano (a?~'-(p—1)!—(p—1)!) = 0 (mod p)
a’~' mod p = 1 mod p, drukéije zapisano (a”~' — 1) = 0 (mod p)

U posljednjem koraku, mi smo skratili lijeva i desnu stranu jednakosti sa (p — 1)! sto je
ispravno, buduéi da je broj (p — 1)! uzajamno prost sa p (jer je p prost). Mi smo dokazali da
je a?~! mod p = 1. Teorema je dokazana.

Mala Fermaova teorema predstavlja specijalan slu¢aj sljedeée teoreme:

Ojlerova teorema (Euler). Neka je » > 2 prirodan broj i neka je a ma koji prirodan broj
koji je uzajamno prost sa n. Tada vazi a*™ = 1 (modn).

Dva broja su uzajamno prosti znaci po definiciji da oni nemaju zajednickih ¢inilaca, odnosno
znaci da je njithov NZD = 1.

Veli¢ina ¢p(n) je tzv. Ojlerova funkcija, a definiSe se za n > 1 na sljedeéi nacin: ¢(n) govori
koliko ima brojeva k < n takvih da su ki n uzajamno prosti. Primjera radi ¢(6) = 2 (jer k =1
ik =05). Primjera radi ¢(120) = 32. Ako je n prost onda je ¢(n) = n — 1. Definicija iskazana
formulom: ¢(n) = #{k|1 <k <n, NZD(k,n) = 1}. Pise se card ili #. Specijalno, ¢(1) = 1.

Ovu teoremu navodimo bez dokaza.

Prelazimo na tzv. kinesku teoremu o ostacima. Razmotrimo sistem od k jednacina po
nepoznatoj x:

z =711 (modng), z =ry(modn,), ..., =14 (modmny), (1)
glieje 0 < ry <n; — 1,0 <7y <myg—1,...,0 <1, <np— 1. Dakle, poznati su ostaci
r1,T2, ..., T koji se dobijaju prilikom dijeljenja nekog broja x sa brojevima nq, ns, ..., n; redom.
Treba odrediti z. Govoreci puno tac¢nije, treba ispitati da li rjesenje = postoji. Vidjeéemo da
rjeSenje postoji pod odredenim uslovima za ni,na, ..., ng.

Teorema o ostacima. Neka je & > 1. Neka su ni,ns,...,n, prirodni brojevi. Neka je
0<r <n —1,0<ra<m—1,..,0<7r,<mp—1. Nekaje N=mn;-ny-... -np Ako
su brojevi ny, n, ..., n; dva po dva uzajamno prosti (to znaci da je NZD(n;,n;) = 1 za ¢ # j)
onda sistem (1) ima jedinstveno rjesenje u skupu {0,1,..., N — 1}.
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Dokaz teoreme. Mi ispitujemo postojanje i jedinstvenost rjesenja z sistema jednacina (1) s

tim da je 0 < ¢ < N — 1. Pogledajmo iz suprotnog ugla: od z prema ostacima ry,7s,..., 7.
Dakle, neka je izabran broj z € {0,1,..., N — 1}. Podijelimo = sa n; i registrujmo ¢emu je
jednak ostatak r;, 7, = z mod n; za svako ¢. Za tako dobijenu k—torku (ry,7s,...,71) olito

postoji rjesenje sistema. Svako z predvidenog oblika produkuje jednu k—torku predvidenog
oblika. Za neke k—torke rjesenje postoji. Moguéih vrijednosti z ukupno ima ocito N. Moguéih
k—torki ukupno ima takode N = n; -ns ... n,. Prema tome, dovoljno je pokazati da dva
razli¢ita x nece produkovati jednu te istu k—torku. U tom cilju, neka je 0 < z < N —11
0 <y <N —11dopustimo da vaz

z =7 (modny), ..., =71, (modnyg), y =ry (modny), ..., y =r, (modny).
Stavimo z = y — z 1 oduzmimo slicne relacije:
z=0(modny), z=0(modn,), ..., z=0(mod ng),

z je djeljivo sa m; za svako 7. RjeSenja po z u skupu cijelih brojeva su z = 0,£N, 2N, .. ..
Iz0<z< N-1,0<y< N-11z=y—zsljedi z= 0. Dakle, mi za koju k—torku
(r1,72,...,7) ne mogu postojati dva rjesenja. Drugim rije¢ima, ako se z promijeni onda se
1 k—torka promijeni. Ve¢ je receno da se broj moguénosti za = poklapa sa brojem k-torki.
Teorema je dokazana.

U specijalnom slucaju k = 2 teorema o ostacima glasi kako slijedi:

Teorema. Neka su m; 1 ny prirodni brojevi i neka su r; 1 75 cijeli brojevi, gdje je 0 < r; <
n; — 110 <ry <my— 1. Razmotrimo sistem jednacina

¢ =1y (modny), ¢ =7y (modnsy)

po nepoznatoj ¢ € {0,1,..., N — 1}, gdje je N = niny. Ako je NZD(n1,n,) = 1 onda sistem
ima jedinstveno rjesenje.
Ocito je od interesa jedino slucaj n; > 21 ny > 2. Razmotrimo dva kolicnika k) = {%} i

ky = {%} Slijedi # = kyny + 71 1 & = kang + ro. Oduzimanjem imamo kiny — koany = —7r1 + 75.

Prema tome, ako je NZD(n1,n2) = 1 onda jednacina kyny — kang = —r1 + 72 po nepoznatim
ki € Z 1 ky € Z ima rjesenja. Primjer takve jednacine je 17Tk; — 12ks = 1. O postupku za
nalazenje rjesenja govori se u idué¢em naslovu.

Mi razmatramo y = = mod n samo za n € N. Svakako je y > 0. Npr. (—2) mod 10 = 8.
Za binarnu operaciju ¢ mod n vazi: (z + y) mod n = (£ mod n 4+ y mod n) mod n, zy mod
n = (z mod n - y mod n) mod n, z¥ mod n = (z mod n)* mod n, gdje je n > 2, z,y € Z i
kE > 1. Sliécno tome, ako je 1 = x5 (modn) i y; = ys (modn) tada vazi (z; + y1) mod n =
(z2 + y2) mod n, kao i z;y; mod n = z,y, mod n, a takode i w’f mod n = 3:’5 mod n. Tako da
se na primjer z2! ' mod n - z* mod n - £ mod n) mod n. Isto tako,
6

npr. y = z° mod n = (z

mod n moze racunati kao (z
3 mod n)? mod n.
Neka je broj » fiksiran. Znamo da binarna relacija ¢ = y (mod n) predstavlja jednu relaciju

ekvivalencije na skupu Z.
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6.3. UOPSTENI EUKLIDOV ALGORITAM

Uopsteni Euklidov algoritam sluzi za rjesavanje sljedeceg zadatka. Razmotrimo jednacinu

acx+ b3 = f (1)

gdje su a i b dati brojevi (a > 21b > 2) 1 f je dati cio broj (f # 0). Mi éemo radi prostijeg
pisanja smatrati da je a > b, ¢ime se ne gubi na opstosti. Smatramo da je jednac¢ina (1) po
nepoznatim « 1 3 koje se traze u skupu cijelih brojeva Z. Pitamo se da i postoji rjesenje
(a,3). Ili: da li postoji linearna kombinacija datih brojeva a i b koja daje datu vrijednost f.
Uopsteni Euklidov algoritam rjesava sljedeéa dva pitanja. a) Daje potvrdan ili odre¢an odgovor
na pitanje postoji li rjeSenje jednacine. Ib) ako je odgovor potvrdan onda jos i saopstava jedno
rjeSenje (a, ). Pored toga, kao usputni rezultat, c) saopstava i vrijednost NZD(a,b). Bice
1izlozen algoritam 1 bice dokazana njegova korektnost.

Znamo da se prilikom izvrsavanja Euklidovog algoritma (za NZD) u pojedinom koraku vrsi
dijeljenje a : b ¢éime se dobijaju koliénik k i ostatak ¢, formule

C=h+o ili a=kb+e
Oéito je ¢ < b. Tamo je pokazano da vazi NZD(a,b) = NZD(b, ¢). Tako da ulogu para brojeva
(a,b) preuzima manji par brojeva (b,c). Pogledajmo da iskoristimo za postavljeni zadatak.
Izvr§imo supstituciju iz posljednje relacije u relaciju (1):

(kb+c)a+bB=f ili blka+pB)+ca=f ili ba'+cf =f, (2)

gdje je stavljeno
o =ka+p, B =a

Zaklju¢ujemo sljedeée: ako postoje cijeli koeficijenti (a i ) za linearnu kombinaciju brojeva a
i b onda postoje i koeficijenti (' i #') za linearnu kombinaciju manjeg para brojeva b i ¢. Vazi
i obrnut iskaz, budué¢i da a i  mogu da se izraze preko o' i 3"

a=p, f=o —kp. (3)

Odgovor na pitanje postoje li koeficijenti za a 1 b poklapa se sa odgovorom na pitanje postoje
i koeficijenti za b1 ¢. Time je algoritam utemeljen. Dakle, mi ¢emo iz koraka u korak svoditi
pitanje na pitanje istog oblika koje se tice para brojeva koji je sve manji 1 manji. Sve dok
ne svedemo na pitanje koje se ti¢e para brojeva oblika (a;,0). Zatim se u drugoj fazi rada
algoritma kreéemo u suprotnom smjeru. Upravo, na osnovu ' i 3’ koji odgovaraju jednom
paru brojeva lako izra¢unamo « i 8. Brojevi a i # odgovaraju sljedeéem (veéem) paru brojeva.
Drugim rije¢ima, uzastopno se primjenjuje formula (3).

V. u nastavku uopsteni Euklidov algoritam izraZzen na nestrogom jeziku.

Prilikom prelaska iz prve faze u drugu fazu pojavljuje se pitanje: da li postoje a; € Z 1
B; € Z takvi da je aja; + b;3; = f, tj. da je aja; = f (bududi da je b; = 0). Odgovor je ocito
da postoje ako i samo ako vazi a; | f, tj. ako i samo ako je f djeljivo sa a; (podrazumijeva se,
djeljivo bez ostatka).

Dvije kljuéne formule u drugoj fazi algoritma su «; « B;411 3; ¢ ;41 — k;Bi+1. To su ocito
preslikane formule (3).
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Iz algoritma vidimo (u vezi aja; = f) da neophodan i dovoljan uslov za postojanje rjeenja
jednacine (1) glasi NZD(a,b) | f. Specijalno, ako je f = +1 onda je neophodno i dovoljno da

a i b budu uzajamno prosti, tj. NZD(a,b) = 1.

Dodajmo na kraju da se slicno postupa ako je a > 0, b < 0.
Primjer. Da li postoje cijeli brojevi a i § takvi da vazi jednakost 213a + 903 = 6. Ako

postoje, naéi bar jedno rjeSenje (a,[3).

V. u nastavku redosljed medu-rezultata tokom rada

algoritma. Odgovor. Rjesenje postoji. Jedno rjesenje je (, 3) = (22, —52).

Uopsteni Euklidov algoritam
a>2,b>2,a>b, f#0
ac+ b0 = f

read(a, b, f);
ag < a; by < b;
1+ 0;
1: k; < a; div b;; ¢; + a; mod by
aip1 < by b1 o
11+ 1;
if b; > 0 then goto 1;
J < 1; write('NZD(a,b)=", a;);
if a; | f then goto 2;
write(’ne postoje a i 3’); stop;
2: write(’postoje a i 37);
a; — fdiva;; B+ 0;
for ¢ + 7 — 1 downto 0 do
begin a; ¢+ Bit1; i + @iy1 — kiffiy1 end;
write(a=", ap, 'B=", Bo); stop

Primjer
a=213 b=90 f=6
213+ 908 =6

djeljenik, djelilac, koliénik, ostatak
ap =213 by=90 ko=2 co=33
a;=90 b, =33 k=2 =24
as =33 by=24 ky=1 ¢c3=9
azs =24 b3=9 k3=2 c3=6
a3 =9 by=6 ky=1 ¢c,=3

a5 =6 bs=3 ks=2 c5=0

ag=3 bg=0
(j = 6), NZD(a,b) = 3, 3 | 6 jeste
ag=2 [Be=0
as =0 f[5=2

ag=2 f[4=-2

az=—2 [3=6

as =6 [ =-8

ap=—-8 [ =22

ap =22 f[y=-—52

provjera 213 -22 —90-52 =6

Komentar (za primjer). Polazna jednacina
2139 + 900y = 6 svodi se preko smjene oy =
2a9 + Po, P1 = ap na 90a; + 333; = 6. Ko-
eficijenti smjene 1 novi oblik jednaéine zavise
od dijeljenja, tj. od izraza 213 = 2 - 90 + 33.
Itd. Jednacina 6as + 3835 = 6 svodi se preko
smjene na 3ag = 6. Sada je zavrena prva
faza rada programa. Imamo ag = 21 g po
zelji, recimo Fg = 0. U drugoj fazi ostvaruje
se postepeni povratak od (as,3s) ka (a0, Bo)

saglasno uvedenim smjenama. Rezultat je

(0 8) = (ct0, ) = (22, —52).

Komentar (za primjer). Postavljena jednadi-
na ima 1 drugih rjesenja, recimo a = 22 — 30,
B =—-52+ 71 znaci « = —8, f = 19 1 sli¢no.
Napomena. Preporucuje se da se razmat-
rana jednacina (1) na pocetku podijeli sa
NZD(a, b), pa tek nakon toga da se primijeni
algoritam.

Drugi primjer. Postavka: odrediti a,

1la = 1(mod42), 1 < a <41

Izrada: 11a — 42b = 1 za neko b

1la — (44b —2b) =1

11(a — 4b) + 2b =1, smjena ¢ = a — 4b
1lle4+2b=1

2b+ (10c+c¢)=1

2(b+ 5¢) + ¢ =1, smjena d = b + 5¢
2d+c¢=1

Izberimo d = 0

Pocinje povratak ¢ =1

1z smjene b = —5

1z smjene a = —19

Mozemo a—u dodati ili oduzeti 42 ili 84 ili sl.,
buduéi da y = kn + = = y = z (mod n)
(k=4+1,42,...)

Prema tome 42 — 19 = 23

tako dajel <a<n—1 (n=42)

Odgovor: a = 23.
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6.4. KRIPTOGRAFIJA POMOCU JAVNOG KLJUCA: NACIN RSA

Kriptografija znac¢i tajno pisanje. Neka dvije osobe zele da razmjenjuju poruke preko
racunarske mreze. Savremeni protokoli koji se koriste temelje se na tzv. sistemu javnog kljuca.
Postoji nekoliko nac¢ina (postupaka), medusobno su sli¢ni, svi su utemeljeni na znacajnim
matematickim ¢injenicama, upravo na rezultatima iz teorije brojeva. Nac¢in RSA je medu
prvim predloZenim nacinima, a i danas je veoma rasprostranjen.

Bice izlozeni neophodni matematicki pojmovi, zatim opsta Sema nacina RSA 1 zatim njegova
analiza u pogledu vremenske slozenosti i bezbjednosti.

> Pogledajmo prvo matematicke ¢injenice.

Teorema. Neka su p i ¢ prosti brojevi (p # q) i neka bude n = pgip(n) = (p — 1)(¢ — 1).
Neka je d bilo koji broj (1 < d < ¢(n)) takav da je d uzajamno prost sa ¢(n). Tada postoji
jedan jedini broj e (1 < e < p(n)) takav da je de = 1 (mod ¢(n)). Dalje, neka je M ma koji
broj (0 < M < n) i neka bude C = M° mod n, tako da je o¢ito 0 < C < n. Tada vaz
M = C?mod n.

Znamo da de = 1(mod ¢(n)) znadi da je, prilikom dijeljenja broja de sa brojem ¢(n),
ostatak jednak 1. Znamo da M° mod n jeste ostatak prilikom dijeljenja broja M° sa brojem n.
Ovu teoremu navodimo bez dokaza.

> Sada je na redu ukupna $ema nacina RSA.

Podimo od osobe B Bob. On Zeli da mu se salju poruke, od strane raznih lica. Bob izabere
p 1 q1odmah izracuna n = pqg. On jo§ izabere broj d da ispunjava gore navedeni uslov. Na
kraju, on izra¢una broj e, kako je gore definisano. Bob na neki nacéin objavi svakome n 1 e
koji predstavljaju javni dio kljuc¢a. Isto tako objavi da on koristi RSA algoritam za prenosenje
poruka, tj. za kodiranje 1 dekodiranje. S druge strane, samo on zna vrijednost d. To je njegova
tajna. To je njegov tajnmi klju¢. Sada ce razna lica da salju puno poruka Bobu, drzeéi se
predloZene Seme.

Uzmimo da osoba A Alice Zeli da posalje poruku M Bobu. Njena poruka predstavlja broj
u gore naznacenim granicama za M. Svakako da ona kroz racunarsku mrezu nece uputiti M,
ve¢ ¢e uputiti kodirani oblik poruke. Upravo, ona ¢e uputiti ¢' = M® mod n.

Prema tome, Bob ée dobiti C'. On ée izrac¢unati C% mod n = M. Tako ée on moéi da proéita
§ta mu ona kaze.

M message, C ciphertext, e encrypt, d decrypt.

Brojeve p i g treba izabrati tako da imaju po 100 dekadnih cifara ili vise. Tako da broj n
ima 200 dekadnih cifara ili vise. Veéi broj dekadnih cifara znac¢i veéu sigurnost.

U nastavku cemo vidjeti da je ¢itava Sema izvodljiva. Isto tako, vidje¢emo da je Sema 1
bezbjedna. Drugim rije¢ima, realno je pretpostaviti da nepozeljni uéesnik u komunikaciji moze
da sazna C (on jo§ naravno zna i Bobov javni kljué¢). Ipak, on neée moéi da otkrije M. Dakle,
tajnost poruke je obezbijedena. Takode, poruka u kodiranom obliku C' tokom svog puta kroz
racunarsku mrezu ne moze da bude prepravljena jer ona ima svoju nevidljivu unutrasanju
strukturu, u rezultatu dekodiranja prepravljenog oblika Bob ée dobiti neki tekst koji nema
smisla. Medutim, tre¢i uéesnik moze da posalje Bobu poruku u kojoj pise "ovo ti Salje Alice”.
Sredstva kojima se ovaj problem prevazilazi nazivaju se digitalni potpis. O ovome ce biti rijeci
u sljedec¢em naslovu. Jo§ ostaje samo jedan problem. Naime, Marko zeli da posalje poruku
Bobu. Kako ¢e Marko biti siguran da je (n, e) upravo Bobov javni klju¢? Ovo je tzv. pitanje
autenticnosti. I ovaj problem moZe da bude prevaziden: neka Bob objavi svoj javni kljuc u
malim oglasima u novinama. Il pomoc¢u nekoga ko veé ima sistem.
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> Izvrsiti rekapitulaciju svih racunskih radnji koje treba da budu izvrsene, koje se pojavljuju.

Prilikom konstrukcije svog sistema, Bob treba da uradi tri radnje a)—c). a) Da ptonade dva
velika prosta broja p 1 q. Vidjeéemo u nastavku da racunska slozenost ovog posla nije uopste
za zanemarivanje! A ipak posao moze da bude uraden. Zadatak ”prime” glasi: dat je prirodan
broj, odgovoriti sa "da” ili "ne” na pitanje: da li je taj broj prost. Samo se napominje da za
pitanje a) postoji niz prihvatljivih rjesenja.

b) Zatim treba da pronade jedan broj d da je uzajamno prost sa ¢(n) = (p — 1)(¢ — 1).
Postoje jednostavna rjeSenja za ovo pitanje. Znamo da se NZD dva broja moze izracunati po
Euklidovom algoritmu. Na primjer, kao rjeSenje d moze da posluzi bilo koji prost broj koji je
veéi od max(p, q). Savjetuje se da d bude veliki broj.

c) Jo§ treba da rijesi po nepoznatoj e jednacinu de = 1 (mod ¢(n)). Za ovo postoji efikasan
algoritam. Primijeniti uopsteni Euklidov algoritam: 3k, de + ko(n) = 1, nepoznate su e i k.

d) Prilikom slanja poruke, Alice treba da izra¢una M°® mod n. Za ovo postoji efikasan
algoritam. Opi§imo ga u glavnim crtama. Izraéunati M2, M*, M® M, ... i onda pomnoziti
neke od izracunatih brojeva da izade M*°. Ustvari, izra¢unati M? mod n, M* mod n, M® mod

n, M*® mod n,...1onda pomnoziti mod n neke od izra¢unatih brojeva da izade M® mod n.
e) Za dekodiranje, Bob treba da izra¢una C? mod n. Vidimo da je rije¢ o istom zadatku
kao pod d).

f) Neko ko zeli da probije §ifru treba da rastavi na proste ¢inioce broj n. Bolje receno, ako
rastavi n onda je on probio ifru. Broj n je svima poznat. Vidje¢emo da dosad nije pronaden
algoritam koji bi bio makar 1 blizu efikasnom za rjesavanje sljedeceg zadatka "factor”: dat je
prirodan broj, kako glasi njegovo rastavljanje u proizvod prostih brojeva. A moguce je da
efikasan algoritam postoji (i da ¢e biti efektivno konstruisan). Ipak, zasad takav algoritam nije
pronaden. Dakle, sigurnost cijelog algoritma bazira se na tome $to zasad nema upotrebljivog
algoritma za zadatak "factor”! Jedino na tome se baziral

Zaista, pretpostavimo da je Carol uspjela da rastavi broj m» na proste ¢inioce, odnosno
da ona raspolaze sa p 1 ¢q. Njoj tada samo jo§ ostaje da rijesi po nepoznatoj d jednacinu

de =1 (mod p(n)).

> Navedimo primjer. Kroz primjer se ilustruje kako se poruci pridruzuje broj M i kako se
dugacka poruka rastavlja na blokove, pa se onda blok po blok kodira.

Razmotrimo slucaj p = 47, ¢ = 59, n = pq = 47-59 = 2773, o(n) = (p —1)(¢ — 1) =
46 - 58 = 2668 1 d = 157. Izracuna se da je tada e = 17.

Svakom slovu pridruzuje se dvocifren broj: blanko = 00, A =01, B =02, ...,Z = 26 a
jedan blok neka obuhvata dva slova, imamo u vidu da je kod nas n = 2773.

Neka poruka glasi ITS ALL GREEK TO ME. Znaci da se poruka prikazuje kao 0920 1900 0112
1200 0718 0505 1100 2015 0013 0500. Prvi blok M = 920 kodira se kao C' = M*® mod n =
920'7 mod 2773 = 948. Drugi blok M = 1900 kodira se kao C = M® mod n = 1900*" mod
2773 = 2342. Ttd. Citava poruka kodira se sa 0948 2342 1084 1444 2663 2390 0778 0774
0219 1655 (ovo se Salje preko ra¢unarske mreze). Citalac se moze uvjeriti da dekodiranje radi:

948'°7 mod 2773 = 920, itd.
> Koliko vremena treba da se rijesi zadatak "factor”?

Najbrzi algoritam koji danas postoji za rastavljanje broja n na proste ¢inioce potrosi T'(n)
=expvVinnlnlnn = (lnn)V Inn/Inlnn koraka. U tabeli je dat broj koraka (operacija) potrebnih

da se broj n rastavi po tom algoritmu, kao i vrijeme koje se trazi ako jedna operacija trosi jednu
mikro—sekundu za razne duzine broja n, tj. za razne sluéajeve broja dekadnih cifara broja n.
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cifara broj operacija vrijeme
1010 p
50 L4 1012 3,9 Casova Lako se pokazuje da zadatak “factor” pri-
75 9,010 104 dana . .. .
15 ) pada klasi NP. Nije poznato da li je

100 2,3-10 74 godine NP-kompletan. V. kasnije o teoriji NP-
200 1,2-10%  38.10° godina | | POECS SO !

300 1,5-102  4,9.10% godina P '

500 1,3.10% 4,2 .10% godina

> Koliko vremena treba da se rijesi zadatak ”prime”?

Poznat je algoritam (da se ispita da li je dati broj prost) ¢ija je vremenska slozenost T'(n) =
(Inp)cnlnlnn 75 neko ¢ > 0. Postoji algoritam koji potrosi T'(n) = (Inn)tnnm koraka gdje
postoje neka ogranicenja na kojima se ovdje ne¢emo zadrzavati, v. tabelu.

cifara broj operacija vrijeme
50 1,9 -10° 0,2 sekunde Lako se pokazuje da zadatak ”"prime” pripada klasi
75 8,0-10° 0.8 sekundi NP. Prije nekoliko godina pronaden je algoritam
100 2,3-10° 2 sekunde ¢ija slozenost iznosi T'(n) = c¢(Inn)'? koraka (bit—
200 3,1-107 30 sekundi operacija), odnosno dokazano je da "prime” pri-
300 1,5 108 2 minuta pada klasi P, 2002. godine.
500 1,1-10° 18 minuta

Laicki posmatrano, rekli bismo da je zadatak ”prime” nesto laksi od zadatka "factor”, kada
uporedimo vremensku slozenost algoritma za jedan 1 drugi zadatak. Slozenost APR algoritma
manja je od slozenosti Pomeranceovog algoritma. Formulom iskazano, vazi relacija (In n)c!nInlnn

< (lnn)Vv nn/Inlnn o 5 oo,

> Sljedece, u kriptoanalizi se ispituje da li predlozeni sistem za $ifrovanje ima slabih tacaka ili
je pak (suprotno) neprobojan za napade. Pronadeni su uslovi koje treba postovati da bi RSA
sistem bio sasvim neprobojan. Brojevi p i ¢ treba da se razlikuju po duzini za nekoliko cifara.
Oba p — 11 ¢ — 1 treba da imaju velike proste ¢inioce. NZD(p — 1,q — 1) treba da bude mali.

> RSA: Rivest, Shamir 1 Adleman, 1978. godine. APR algoritam za zadatak ”prime”: Adle-
man, Pomerance 1 Rumely, 1980. godine. Algoritam za zadatak "factor”: Pomerance, 1982.
godine.

6.5. DIGITALNI POTPIS

Bice izloZen pojam digitalnog potpisa i biée izlozen postupak po kome se (u slu¢aju primjene
sistema RSA) ostvaruje digitalni potpis, elektronski potpis.

U slucaju obicne ili papirne komunikacije (nekodirane), osoba B moze da dobije papir sa
otkucanim tekstom, gdje na pocetku teksta pise, takode otkucano, da je papir poslala osoba A.
Bolje bi bilo da stoji svojeruéni potpis osobe A. Vidjeéemo da je prilikom kodiranog (3ifrovanog)
slanja poruka po sistemu javnog kljuc¢a, preko komunikacione linije ¢ija je zastita od nepozeljnog
ucesnika pod znakom pitanja, moguce ostvariti ono §to je ekvivalentno ”svojeruénom potpisu”.
Ideja koja se koristi je vrlo jednostavna, koliko je jednostavna toliko je i zanimljiva i korisna.
Vidje¢emo da treba da i jedna i druga osoba imaju svoje javne kljuceve.

Dakle, treba da bude obezbijedeno sljedece: da osoba A §alje poruke osobi B u kodiranom
obliku, s tim da jo§: a) osoba B je sigurna da je upravo A poslala tu poruku i b) A kasnije ne
moze da negira (iz nekog razloga) da je upravo ona poslala tu poruku. Prema tome, kao sto
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je veé receno: c¢) trece lice ne moze da razumije poruku makar i da na racunarskoj mrezi (na
komunikacionoj liniji) proc¢ita kodirani oblik poruke i d) treée lice ne moze da posalje poruku
u tude ime, tj. ne moze da posalje poruku osobi B u ime osobe A.

Ovaj naslov predstavlja nastavak prethodnog naslova (kao §to digitalni potpis poruke pred-
stavlja dogradnju slanja poruke), tako da se oznake i ostalo prenose. Ipak ¢emo ponoviti
ukratko, vrieci pritom malu dogradnju oznaka, jer ce trebati.

Bob je izabrao proste brojeve p i ¢ (p # q), kao i broj d takav da je NZD(d, p(n)) = 1, gdje
jen=pgip(n)=(p—1)(¢g—1),d < ¢(n). On je jo§ nasao broj e < ¢(n) takav da p(n) | de—1,
@(n) dijeli de — 1 ili svejedno broj de — 1 djeljiv je bez ostatka sa brojem ¢(n). Kao 23 | 460.
Vrijednost e je jedinstvena. Time je Bob definisao svoj sistem za kriptografiju. Naravno da se
primjenjuje na¢in RSA. Njegov javni (opstepoznati) kljué je (n,e). A njegov tajni (privatni)
kljué je broj d, samo njemu je poznat. Znamo da n i e sluze kada se vrsi enkripcija, kada se
originalna poruka M prevodi u kodirani oblik C' koji ¢e biti poslat kroz komunikacionu liniju
(kroz ra¢unarsku mrezu). Znamo da d zajedno sa n sluzi za obrnut proces, sluzi kada se vrsi
dekripcija: na osnovu C izracuna se M. Tako da Alice koja $alje poruku zna, pored n i e, svoju
poruku u nekodiranom obliku M i u kodiranom obliku C'. A nepozeljni uéesnik u komunikaciji
zna samo m 1 e 1 jo§ eventualno moze da sazna C', $to mu je sve skupa nedovoljno. Dok Bob
o¢ito zna sve podatke: n, e, d, C'1 M. Uvedimo oznake n = ng, e = eg 1 d = dg. Razmotrimo
skup S = Sg = {1,2,...,n—1}. Uodili smo da poruci odgovaraju dva algoritma: algoritam za
enkripciju (primjenjuje ga Alice) i zatim algoritam za dekripciju (primjenjuje ga Bob). Uodcili
smo da su dva algoritma jedan drugom inverzni. Umjesto o dva algoritma mozemo govoriti
o dvije funkcije f 1 f~'. Dakle, neka bude f(M) = M° mod n za svaki broj M takav da je
1< M <mn-—1,tj. zasvaki broj M € § = Sp. Pisatemo svejedno f ili fg ili Eg. Funkcija
f je uzajamno jednoznaéna (1-1) i "na”. Njen domen (njena oblast definisanosti) je skup
S ={1,2,...,n — 1}, kao sto je ve¢ re¢eno. Kao sto je u prethodnom naslovu konstatovano,
za inverznu funkciju f=! vaii formula f~1(C) = C% mod n za svaki broj C € S. Funkcija f~?
je takode 1-1 i "na”, f~': § — S. Pisatemo svejedno f~!ili f3'ili Eg' ili Dg. Ponovimo:
Ep je uobicajena radnja koju vrsi onaj koji $alje poruku Bobu, enkripcija po Bobovom sistemu
ili klju¢u, Dp je uobitajena radnja koju vrsi Bob kada dobije poruku (kada od nekog primi
kodirani oblik poruke), dekripcija po Bobovom sistemu. Na osnovu izloZzenog znamo da je
Dp o Eg = I (komporzicija preslikavanja), kao nostalom i Ep o Dg = I, gdje je I identicko
preslikavanje na skupu S. Drukéije zapisano Dg(Ep(z)) = z, kao uostalom i Eg(Dp(z)) =
za svako z € S (za svako 1 <z <n —1).

Neka 1 Alice ima svoj klju¢: javni dio n4 1 e 1 tajni dio ds, a definiSe se naravno kao u
opstem slucaju (slicno kao za Boba). Sliéno se defini§u i dvije odgovarajuée funkcije: njena
funkcija enkripcije E4 1 njena funkcija dekripcije Ds. Obe funkcije definisane su na skupu
B. Posebno, vaii jednakost D' = E,, kao uostalom i jednakost E;' = Dy.

Pogledajmo sada kako se vrsi digitalni potpis. U najkracem kazano, vazi jednakost

E4(Dp(Ep(Da(M)))) = M.

Sematski prikazano: Alice M Da, g Pn, C,Bob C Dr, g P4 a1 Uvedena je oznaka S za
potpisanu poruku (signed message).
Ispricajmo korake i njihov redosljed rije¢ima. Razlikujemo sljedeca cetiri koraka: S =

DA(M), C = Eg(S), S = D5(C) i M = E4(S).
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1. Na svoju poruku M Alice prvo primijeni svoju funkciju za dekripciju D4, ¢ime ona dobija
S, potpisani oblik poruke. Dakle, izvrsila je radnju koju uobi¢ajeno uradi kada ona od nekoga
dobije poruku u kodiranom obliku (misli se: u slu¢aju RSA bez potpisa). 2. Zatim ona kodira
(enkriptuje) S saglasno Bobovom klju¢u. Tako ona dobija C. Ona posalje C preko mreze. 3.
Kada C' pristigne kod Boba onda on prvo izvrsi dekripciju saglasno svom kljucu. Tako je on
odredio S. 4. Najzad, Bob na § primijeni enkripciju na Alisin naéin. Drugim rije¢ima, izvrsi
radnju koja je uobicajena prilikom slanja poruke Alisi (misli se: u sluc¢aju sistema RSA bez
digitalnog potpisa). Sada Bob ima M i sada je sve zavr§eno. On moze da procita sta mu ona
porucuje.

Ispravnost predlozenog postupka proizilazi iz ranije navedenih ¢injenica.

Izvrsiti analizu i uvjeriti se da su ranije na pocetku postavljeni zahtjevi (uslovi) ispunjeni
u cjelini. U okviru analize, Alisa nije u moguénosti da otkrije Dg, kao §to ni Bob nije stekao
podatke po kojima bi mogao da otkrije njen tajni kljuc dg.

Time je izloZena ukupna Sema digitalnog potpisa prilikom kriptografije temeljene na javnom
klju¢u (u slu¢aju RSA). Do kraja nam jo§ ostaju dvije dopune.

Izvrsimo malu dogradnju izlozene $eme. Kako Bob zna ko mu je uputio poruku? Vidimo
da on u ¢etvrtom koraku upotrebljava funkciju £4. Dobro bi bilo da on preko mreze zajedno
sa S dobije 1 neki tekst oblika priblizno "ovu poruku Alice upuéuje”. Rjesenje: neka ulogu S
preuzme tekst + S, sa oCitim izmjenama u ukupnom algoritmu. Dakle, u drugom koraku Alice
vr§l enkripciju od tekst + S. Na kraju treceg koraka Bob ce raspolagati sa "ovu poruku Alice
upuéuje” + S. Sada on zna da u posljednjem (éetvrtom) koraku treba da primijeni upravo
funkciju E4 na S.

Zapaziti da je n4 # np uopste uzev, pretpostavimo odredenosti radi da je ng > np. Zapaziti
da dvije funkcije imaju kao domen (oblast definisanosti) skup S4 a dvije funkcije imaju kao
domen manji skup Sg. Time se stvara jedan manji problem. Naime, moze se desiti da bude
D4(M) > np, odnosno da izraz Eg(Da(M)) = Ep(S) nema smisla, nije definisan. Rjesenje:
tada treba podijeliti S na dva bloka, na blokove ¢ija je velicina dozvoljena, ¢ija je veliéina <
npg. Tek nakon toga izvrsiti enkripciju, naravno blok po blok. Drugim rije¢ima, tek nakon toga
primijeniti Fp na pojedinacne blokove. Onda preko mreze poslati.

( Il Alice salje M 1 S = Ds(M), a onda Bob racuna E4(S), izlazi M ocito. Kaze se da
je Alice potpisala poruku M, a da Bob ili neko drugi vrii provjeru, moze da izvrsi provjeru. )
Ako autoritet ii agencija stavi potpis na izjavu oblika ” Alice koristi RSA sa parametrima n =
toliko 1 e = toliko” onda se kaze da su oni izdali jedan digitalni sertifikat.

6.6. KRIPTOGRAFIJA POMOCU JAVNOG KLJUCA: METODA KVAD-
RATNOG OSTATKA

Razmotrimo funkciju y = y(z) definisanu jednakoséu y = z? mod n. Vidjeéemo da ova
funkcija ima jedno zanimljivo svojstvo (pod odredenim uslovima na broj n). Vidjeemo da na
osnovu tog svojstva moze da bude izgraden jedan dobar kriptografski sistem. Za taj sistem
koristi se naziv kvadratni ostatak ili eventualno ostatak od potpunog kvadrata, isto Rabinov
sistem. Kazimo unaprijed da z ima ulogu poruke (message), a y ima ulogu kodiranog oblika
poruke (ciphertext).

> Pogledajmo prvo matematicke ¢injenice na kojima se sistem temelji.
Teorema. Neka su p i ¢ prosti brojevi (p # ¢) takvi da je p = 3 (mod 4) i ¢ = 3 (mod 4), to
zna¢l da p prilikom dijeljenja sa 4 daje ostatak 3 1 da ¢ prilikom dijeljenja sa 4 daje ostatak
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3. Stavimo n = pq (tzv. Blumov broj). Neka je z prirodan broj, 1 < z < n — 1. Stavimo
y = > mod n. Tada je 1 <y <n — 1. Stavimo
y1 = (y mod p)®™* mod p i y, = (y mod ¢)("*/* mod q.
Tada x zadovoljava sistem jednacina
= ty; (modp), = = +y,(modygq). (1)

Teorema (nastavak prethodne teoreme). Ako je polazni broj z oblika cio broj puta p ili
oblika cio broj puta q onda sistem (1) ima dva rjeSenja. Za ostale z (1 <z < n — 1) sistem ima

Cetiri rjesenja. RjeSenja se naravno traze u skupu {1,2,...,n — 1}.
Ove dvije teoreme navodimo bez dokaza. Lako se vidi da je (n — k)*> mod n =(n? — 2nk +
k*) mod n = k* mod n. Lako se vidi da k = y; (mod p) = n — k = —y; (mod p).

Da ponovimo. Izracuna se y = 2 mod n. Izracunaju se y; i y». Formira se sistem (1), tako
da je z = ap+ y; za neko a 1 x = bq £ ys za neko b, ustvari formiraju se Cetiri sistema po
sablonu (+,4), (+,—), (=, +), (—, —). Rijesi se sistem (1) po nepoznatoj z. Ima dva ili cetiri
rjeSenja. Medu rjeSenjima ce se svakako naci i polazni broj =.

U velikoj vecini sluc¢ajeva, sistem ima cetiri rjeSenja. Za potrebe kriptografije, bolje bi bilo
da rjeSenja ima $to manje (da je rjeSenje jedinstveno), da bi se otkrio polazni broj .

Uzmimo da smo se ograni¢ili na brojeve z takve da je 1 < z < ”2;1 i uzmimo da rjesenje
sistema (1) trazimo samo u skupu {1 2,. —} Tada postoji jedno rjesenje ili postoje dva
rjesenja. U 7vecimi” slucajeva postoje dva rjeSenja, a samo u nekim izuzetnim sluc¢ajevima
(vrijednosti y; 1 y2) postoji samo jedno rjesenje. Postojanje dva rje§enja predstavlja mali
problem, sa stanovista kriptografuje. U nastavku ¢e biti pokazano da se taj problem lako
prevazilazi.

Neka je X = {1,....,n — 1}, f(z) = 2’ mod n, Y = {f(z)] z € X}. U drugoj teoremi
razmatra se slucaj y € Y. Ako y ¢ Y onda e se rjesavanjem sistema (1) dobiti broj = koji ne
zadovoljava z? mod n = y.

> Na redu je ukupan opis sistema kvadratnog ostatka.

Osoba B (Bob) zeli da prima poruke preko ra¢unarske mreze. On ée kao prvo da izgradi
svoj sistem utemeljen na principu javnog klju¢a. U tom cilju, on izabere dva prosta broja p
i q (da su razli¢iti), takve da je p = 3(mod4) i ¢ = 3(mod4). On pomnozi n = pq. Broj n
predstavlja njegov javni klju¢. Brojevi p i ¢ ¢ine njegov tajni klju¢. Vrijednost » on objavi
svakome. Brojeve p i ¢ on ¢uva kao svoju tajnu (samo on zna p i ¢). On jo§ objavi da se koristi
metoda (algoritam) kvadratnog ostatka. To $to je objavljeno saznali su osoba A (Alice) koja
namjerava da Salje poruke, a isto i osoba C (Carol) koja se zanima pronalazenjem eventualnih
slabih tacaka u kriptografskim sistemima.

Poruka koju Alice Zeli da saopsti Bobu prikaze se kao jedan broj z € {1,2,...,n —1}. Ona
naravno neée uputiti z kroz raé¢unarsku mrezu. Ona samo izra¢una y = z2 mod » i onda uputi
y Bobu preko racunarske mreze.

Bobu je stiglo y € {1,2,...,n — 1}. On e rijesiti sistem (1) i tako ée saznati z, otkriée
sta Alice Zeli da mu saopsti. Prilikom formiranja sistema (1) i rjeSavanja tog sistema, njemu
pomazu vrijednosti p i ¢ (njegov tajni kljuc).

Za Carol se pretpostavlja da raspolaze javnim klju¢em n 1 da je saznala kodirani oblik
poruke y. Nije dovoljno da bi mogla da otkrije =.
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Brojeve p i q treba izabrati da imaju po 100 ili vise dekadnih cifara. Tako da onda broj
n = pq ima 200 dekadnih cifara ili vise.

> Na redu je rekapitulacija. Koje racunske operacije treba da budu izvrsene i kolika je njihova
vremenska slozenost.

a) Prilikom konstrukcije svog kriptografskog sistema Bob treba da pronade dva prosta broja
p1q. Znamo da slozenost ovog posla nije za potcjenjivanje. Ipak, postoje algoritmi koji ¢e na
racunaru za svega nekoliko sekundi da utvrde da li je dati broj p prost, gdje p ima 1000 ili ¢ak
3000 dekadnih cifara. Plus Bob treba da izvrsi jednostavnu radnju n = pq.

b) Posiljalac poruke Alice treba da izvr$i samo jednostavnu radnju y = z? mod n.

c¢) Primalac Bob treba da uradi sljedeée. Da izracuna y; i ys, slozenost je prihvatljiva. Da
nade sva rjeSenja sistema (1), on ¢e primijeniti uopsteni Euklidov, slozenost je prihvatljiva. I
jo§ samo da od nadenih rjesenja (od Cetiri rjesenja) odabere ono pravo, jednostavno.

Ako je z = y; (modp) = & = ap + y1 za neko a, ¢ = y, (mod q) = = = bq + y» za neko b,
onda ap + y; = bq + y» 1 onda uopsteni Euklidov algoritam da se nadu a i b, samim tim 1 x.

d) Pred Carol stoji zadatak o rastavljanju broja n na proste ¢inioce. Nepremostiva prepreka.
Buduéi da danas nije poznat algoritam koji bi na bilo kom ra¢unarskom sistemu nasao proste
¢inioce broja n od 200 ili vise dekadnih cifara za vrijeme koje bi bilo krace od .... Nije lako
izracunzti. Mozda godinu dana ili deset godina.

Ko rastavi n, taj je provalio sistem (otklju¢ao je). Pokusaji da se nesto postigne (na planu
dekodiranja) sa pretpostavkom da se raspolaze sa puno y takvih da ,/y postoji i predstavlja
smislenu poruku, gdje svi y odgovaraju jednom te istom n, nisu dal rezultata.

> Jo§ nesto o bezbjednosti sistema.

Korii¢enjem najmocnijih sredstava moze da bude faktorisan broj od N = 120 dekadnih
cifara za razumno vrijeme. Ni kori§¢enjem najmocnijih sredstava danas ne moze da bude
faktorisan za iole prihvatljivo vrijeme broj velicine N = 150 dekadnih cifara. Cini se da je

AN = 3 ili AN = 4 na godisnjem nivou, najvise. Da se ovo pokaze, treba izvriti racunicu.
Racunica se zasniva na analizi vremenske slozenosti najboljeg danas poznatog algoritma za
faktorisanje velikih prirodnih brojeva (Pomerance). Racunica se zasniva i na tzv. Murovom
zakonu (Moore) koji govori da se broj logickih kola na ¢ipu udvostruéi kada produ dvije godine,
da se ukupna performansa racunara za vrijeme od otprilike dvije godine udvostruci.

Veé je receno da se bezbjednost vecine sistema sa javnim kljuc¢em temelji na tome sto do
danas nije pronaden efikasan algoritam (algoritam ¢ija je slozenost polinomska) za rjesavanje
zadatka o faktorizaciji prirodnog broja (o rastavljanju datog prirodnog broja na njegove proste
¢inioce). Dimenzioni broj tog zadatka definiSe se naravno kao broj binarnih ili dekadnih cifara
tog prirodnog broja. Dosad nije pronaden, a mogucée je da postoji; moguce je da postoji 1 da
¢e biti pronaden. Dalja pri¢a o ovoj temi vodi prema teoriji NP-kompletnih zadataka.
>< Kako rijesiti mali problem sto je rjeSenje z sistema (1) nejednoznaéno (najvise Cetiri rjeSenja
mogu da postoje)? Neka Alice na kraju poruke ponovi nekoliko njenih posljednjih karaktera
(to je ). Bob ée nadi sva rjesenja i izdvoji¢e kao tacno rjeSenje ono rjefenje koje posjeduje
takvo svojstvo: svojstvo da se na kraju poruke dvaput pojavljuje jedan te isti string.
>t Jedan blok poruke ima veliéinu 660 bita priblizno, ako je kao n posluzio broj koji ima 200

dekadnih cifara. Znamo da se dugacka poruka rastavlja na blokove 1 da se svaki blok poruke
posebno kodira.

> Primjer. Neka bude p = 71 g = 11. Ispunjeni su uslovi p = 3 (mod 4) i ¢ = 3 (mod 4). Imamo
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da je n = pg = 77. Neka promjenljiva = prolazi kroz skup {1,2,...,n — 1} = {1,2,...,76}.
Stavimo y = z? mod 77, tako da y takode pripada skupu {1,2,...,76}. Za razne y, treba
rijesiti jednaéinu y = 2% mod 77. Nepoznata = trazi se u tom istom skupu. Tu jednaéinu éemo
rijesiti puno lakse ako se oslonimo na formule (1).

Pogledajmo prvo jedan poseban slu¢aj. Stavimo da je z = 2. Tada je y = 22 mod 77 =
4 mod 77 = 4. Zaboravimo polaznu vrijednost z i prosto razmotrimo jednaéinu z% mod 77 = 4.
Sada, formule (1) u slucaju y = 4 govore da je

y1 = (y mod 7)®> mod 7 = (4 mod 7)> mod 7 = 4> mod 7 = 16 mod 7 = 2,

y2 = (y mod 11)® mod 11 = (4 mod 11)® mod 11 = 4® mod 11 = 64 mod 11 = 9.

Sistem (1) glasi
¢ =+12(mod7), z=+9(mod1l). (2)

Postoje ukupno ¢etiri rjeSenjaito z =2, z =9, ¢ = 68 1 x = 75. Treba izvrsiti provjeru.

z=1...2=10 | y=1y=4 y=9 y=16 y=25 y=36 y=49 y=64 y=4 y=23
x=11 ... 2=20 | y=44 y=67 y=15 y=42 y=71 y=25 y=>58 y=16 y=>53 y=15
=21 ... 2=30 | y=56 y=22 y=67 y=37 y=9 y=60 y=36 y=14 y=T71 y=53
x=31 ... x=40 | y=37 y=23 y=11 y=1 y=70 y=64 y=60 y=58 y=>58 y=60
=41 ... 2=50 | y=64 y=70 y=1 y=11 y=23  y=37 y=53 y="71 y=14 y=36
=51 ... =60 | y=60 y=9 y=37 y=67 y=22 y=56 y=15 y=53 y=16 y=58
=61 ... 2=70 | y=25 y=T1 y=42 y=15 y=67 y=44 y=23 y=4 y=64 y=49
=71 ... 2=76 | y=36 y=25 y=16 y=9 y=4 y=1

y=1 z=1, =34, ©=43, x=76 y=42 z=14, =63

y=4 z=2, =9, =68, =75 y=44 z=11, =66

y=9 =3, v=25, =52, x="74 y=49 =7, =70

y=11 x=33, z=44 y=53 x=19, =30, =47, =58
y=14 =28, z=49 y=06 x=21, =56

y=15 =13, =20, =57, z=64 y=58 =17, =38, =39, =60
y=16 x=4, x=18, =59, x=73 y=60 x=26, z=37, =40, x=51

y=22 x=22, x=55 y=64 =8, =36, z=41, z=69
y=23 x=10, ©=32, x=45, z=67 y=67 x=12, £=23, =54, =65
y=25 x=5, x=16, z=61, x="72 y=70 x=35, ©=42

y=36 x=6, =27, £=50, =71 y=71 x=15, ©=29, =48, =62
y=37 x=24, v=31, =46, =53

Sada pogledajmo opsti slu¢aj. Za svako z = 1,2, ..., 76 izracunati y po formuli y = z? mod
77. Vrijednosti koje je saops§tio ra¢unar prikazane su u tabel.

Za r = 2 odgovara y = 4. Pogledajmo iz suprotnog ugla. Za y = 4 odgovara ¢ = 2, a mozda
jos 1 neke druge vrijednosti  odgovaraju. Dakle, sada ¢emo da izvrsimo "inverziju” tabele. U
drugoj tabeli prikazane su sve vrijednosti y € {1,2,...,76} za koje jednaéina z? mod 77 = y
(po nepoznatoj = € {1,2,...,76}) ima rjeSenja. Jo§ su prikazana i sva odgovarajuéa rjesenja.

Akojez?mod 77T =411 <z <T6ondajex=2iiz =9ili z = 68 ili = = 75 (Cetiri
rjefenja). Jednacina z? mod 77 = 5 nema rjesenja u skupu {1,2,...,76}. Zavrien primjer.

Rjesenje sistema ¢ = 2 (mod 7), = 9 (mod 11) glasi z = 9. Rjesenje sistema z = 2 (mod 7),
z = —9(mod 11) glasi z = 2. Rjesenje sistema z = —2(mod 7), z = 9 (mod 11) glasi ¢ = 75.
Rjesenje sistema z = —2 (mod 7), x = —9 (mod 11) glasi z = 68.
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> Dopuna. Sluc¢aj dugacke poruke. Pretpostavimo da broj » ima b = 660 (ili b = 1024)
binarne cifre. Tada 1  moZe da ima isto toliko binarnih cifara, najvise. Isto vazi 1 za y.
Uzmimo da poruka ima 2b bita. Tada se poruka rastavi na dva bloka z; 1 5. Kroz ra¢unarsku
mreZu poslati prvi mail y; 1 malo kasnije drugi ys, gdje je y; = 3 mod n 1 y5 = 22 mod n.

VISAK (NE TREBA)

DOPUNA: SLOZENOST ALGORITMA ZA FAKTORIZACIJU

Izvr§imo jo§ jednom analizu bezbjednosti (stepena zastite) kriptografskih sistema tipa jav-
nog kljuca. Procijenimo izglede da neko uspije da probije zastitu. Da uspije da faktorise broj
n. Najbolji danas poznati algoritam za rjesavanje zadatka o faktorizaciji jeste Pomeranceov
algoritam. Njegova vremenska sloZenost je T'(n) = cexp vInnlnln n operacija, ocekivani slucayj.
Za taj algoritam koristi se naziv metoda kvadratnog sita, engl. quadratic sieve.

Pogledajmo prvo sa kakvim hardverom raspolazemo. Neka je na raspolaganju racunar ¢ija
se brzina (tempo, uéestanost ¢asovnika) opisuje sa vrijednoséu 10* MIPS. MIPS znaéi million
instructions per second, 10° naredbi u sekundi. Neka broj n koji treba da bude faktorisan
ima N dekadnih cifara. Po formuli za T'(n) lako se izracuna koliko se vremena potrosi (koliko
vremena se zahtijeva) da se izvr§i Pomeranceov algoritam na tom hardveru sa brojem n kao
ulaznim podatkom. To je zavisnost vrijeme = vrijeme(N). Pogledajmo inverznu zavisnost.

Neka je raspolozivo vrijeme za rad hardvera (ra¢unara) fiksirano. Uzmimo da je to fiksirano
vrijeme jednako jednoj sekundi. U tabeli je prikazano najveée N za koje mozemo da saznamo
odgovor (za koje ¢e nam hardver saopstiti rezultat, faktorizaciju broja n). Drugim rijecima, za
brojeve sa N ili manje dekadnih cifara mi mozemo da saznamo kako glasi njihovo rastavljanje
na proste ¢inioce (na proste faktore). A za brojeve sa preko N dekadnih cifara, hardver je
bespomocan, za dato fiksirano raspolozivo vrijeme. Mozda nekome jedna sekunda izgleda kao
isuvie stroga granica. Neka umjesto jedna sekunda bude jedan dan. Jedan dan = 86.400
sekundi. Priblizno jedan dan = 10° sekundi. Odgovarajuéu graniénu vrijednost (do koliko N
moze za jedan dan na 10* MIPS hardveru) takode imamo u tabeli. Pogledati $ta u tabeli pise
malo dalje, na mjestu & + 5.

Tabela: Pomerance za jednu sekundu uspijeva do N dekadnih cifara na 10* MIPS hardveru.
Istabelirano jeza k=6, k=7, ..., k = 18.

Murov zakon (Moore’s law): za dvije godine udvostruéi se performansa racunara. Slijedi:
za Sest godina se udesetostruci, grubo racunato. Broj k poveca se za jedan svakih Sest godina.

Vidimo da gornja granica N iz godine u godinu sporo napreduje. Napredak tehnologije ne
doprinosi puno. Ima i ne§to sto bi doprinijelo? Kada bi se pronasao bolji (efikasniji) algoritam.

Prethodni dio tabele:

k=]-6|-5|—-4|-3|-2|-110|1|2|3]|4]5
N=|1 2 | 4 7 |11 | 16 |21 | 27 | 34 | 41 | 49

(4
-J

k=6 |7 8|9 10|11 |12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18
N=|66|76|86|96 | 107 | 119 | 131 | 143 | 156 | 170 | 184 | 199 | 214

Nastavak tabele:
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k=19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24
N =230 | 246 | 262 | 279 | 297 | 315

Intel Pentium IIT 2000. godine 10* MIPS.

DOPUNA: MUROV ZAKON (MOORE’S LAW)

Tzv. Murov zakon ili Murova procjena glasi: performansa ra¢unara (broj bit operacija u
sekundi) udvostruéi se kada prode vrijeme At, gdje je At neka vrijednost u granicama 2 godine

< At <25 godina. Znadi da se efikasnost racunara (broj operacija izvrienih u jedinici vremena)
udesetostruéi svakih 8 godina. Za 64 godine efikasnost se pomnoZi sa 10®. Ako je racunaru iz
1938. godine bila potrebna jedna sekunda vremena da sabere dva cijela broja onda rac¢unar iz
2002. godine za jednu sekundu vremena obavi 10® operacija integer sabiranja.

O empirijskim temeljima Murovog zakona. Prvim racunarima smatraju se Z3 iz 1938.
godine (Zuse), ABC iz 1941. godine (Atanasoff), ENIAC iz 1946. godine (Eckert) i Manchester
Mark I iz 1948. godine (Williams). Sve do Pentium 2GHz iz 2002. godine. Itd. Za razne
racunare iz proslosti, u literaturi se lako mogu pronac¢i podaci o njihovim karakteristikama,
kakve su na primjer: koliko bit operacija u sekundi, koliko integer sabiranja u sekundi, koliko
elektronskih lampi ili tranzistora ima u procesoru (u rac¢unaru), koliki je kapacitet memorije.

O matematickim temeljima Murovog zakona. Veli¢ina y = y(¢) mijenja se kako vrijeme ¢
protice. Kao §to znamo, trenutni tempo promjene iznosi y' = y'(t). Za mnoge pojave y vazi
y' = ky, gdje je k > 0 konstanta. Sto je k veée to je razvoj brii. Opste rjesenje diferencijalne
jednagine y' = ky glasi y(t) = Ce**. Eksponencijalna funkcija y(t) = Ce* posjeduje sljedeée
svojstvo: postoji konstanta At > 0 takva da vazi relacija y(t;('t?t) = 2 bez obzira na C 1 t, vec je
receno da je k fiksirano. Lako se vidi da je At obrnuto srazmjerno sa k.

Neka podatak iz literature ima ulogu y = y(¢). Izvr§iti ra¢unicu i odrediti At¢.

Postoji vise moguénosti za izbor velicine y. Na primjer, opsta performansa racunara ili
bit operacija u sekundi ili integer sabiranja u sekundi. Isto tako, broj logickih elemenata u
procesoru ili broj tranzistora na ¢ipu. Takode, koliko ima memorijskih elemenata (flipflopova)
u memoriji ili koliki je kapacitet memorijskog ¢ipa (izrazeno u broju bita). Iz godine u godinu,
razne veli¢ine y mijenjaju se po dosta slicnom zakonu.

Treba reci da se 1 sama veli¢ina At pomalo mijenja, gledano od prvih racunara do nasih
dana.

U tabeli je prikazana gruba procjena vremena udvostrucavanja At za razne decenije.

od 1960. godine do 1970. godine bilo je At = 16 mjeseci
od 1970. godine do 1980. godine bilo je At = 18 mjeseci
od 1980. godine do 1990. godine bilo je At = 20 mjeseci
od 1990. godine do 2000. godine bilo je At = 24 mjeseca
od 2000. godine do 2010. godine bilo je At = 30 mjeseci

Primjer: UNIVAC I 1951. godine 1.900 sabiranja u sekundi, HP 9000 1991. godine
50.000.000 sabiranja u sekundi. Slijedi e*** = 26.000. Uvijek vazi e** = 2. Izrac¢unati At.
Primjer: Intel 8086 1978. godine 28.000 tranzistora, Intel Pentium 1993. godine 3.000.000

tranzistora. Uvijek vazi e*** = 2. Izraéunati At.

—————page 10 of 10 ————



—————— drugall.tex ————

6.7. ISPITIVANJE PRIMALNOSTI: MILLEROV POSTUPAK

Za konstrukciju RSA sistema treba naéi dva velika prosta broja (isto za sistem kvadratnog
ostatka). Ispitati primalnost datog prirodnog broja znac¢i utvrditi dali je taj broj prost ili slozen.
koji ¢e da saopsti "dati broj je prost” ili pak "dati broj nije prost”. Takode Zelimo da algoritam
bude efikasan ili blizak efikasnom.

U ovom naslovu govori se o Millerovom postupku (o Millerovom testu). Ponekad se naziva
— Fermaovim testom. Vidje¢emo da razmatrani postupak samo djelimiéno rjesava zadatak o
primalnosti.

Napisimo prvo kako glasi Mala Fermaova teorema, u nesto prilagodenom obliku. Neka je
n>212<b<n—1 Nekaje (b,n) =1 (ii neka je NZD(b,n) = 1, druga oznaka), tj. neka
su b i n uzajamno prosti. Stavimo y = "~ mod n, tako da je oéito 0 < y < n — 1. Teorema
glasi: ako je n prost onda je y = 1.

Zapaziti da je y # 0. Prilagodavajuéi dalje nasim potrebama, mozemo reéi da je n > 20.
Naime, teorema ce sluziti da se vidi da li je broj » — prost broj, a za vrlo male brojeve to se
ionako zna. Isto tako, uzimaéemo obi¢no b =211 b =3 ili b =5 ili b = 7. Drugim rije¢ima, u
algoritmu, obi¢no se uzima da je baza b — neki vrlo mali prost broj.

Pogledajmo primjere. Primjer: b = 2 i n = 21 (znamo da je n slozen). Tada je y =
b"~! mod n = 22° mod 21 = 4. Imamo y # 1 pa se kaZze da n nije prosao test (da n nije prosao
test za bazu b = 2). Imamo da je y # 1 = n je sloZen.

Primjer: b = 2 i n = 23 (znamo da je n prost). MoZemo pisati y = b" ' modn =
2?2 mod 23 = 1 i bez ra¢unanja. Imamo y = 1 pa se kaZe da je n prosao test.

Primjer: b = 2 i n = 341 (znamo da je n slozen). Tada je y = 0"~! mod n = 2%*° mod 341
= 1. Imamo y = 1 pa se kaze da je n proSao test. ZavrSeni su primjeri.

Prilikom stepenovanja y = b”~! mod n, radi lakSeg racunanja, moze se vrsiti redukcija po
modulu n djelimi¢nih proizvoda (¢im prede ») saglasno formuli z;z, mod n = (z; mod n -
25 mod n) mod n.

Definicija. Neka je b prirodan broj (2 < b < n — 1). Neka je n slozen broj. Ako je
"~ mod n» = 1 onda se kaZe da je broj n — pseudo-prost broj u bazi b. Ili svejedno: ako je
b"~! = 1(mod n) onda se kaze da je broj n — psendo—prost broj u bazi b.

Sigurno je y = 11ili y # 1. Na stranu y = 1 dolaze prosti brojevi i pseudo—prosti brojevi (na
stranu y = 1 dolaze prosti brojevi i brojevi koji su pseudo—prosti u bazi b). A na drugu stranu
y # 1 dolaze svi ostali slozeni brojevi.

Poznato je da je w(10000) = 1229, to je koliko ima prostih brojeva manjih od 10*. Poznato
je da do 10* ima 22 pseudo-prosta broja u bazi 2, ima toliko sloZenih brojeva koji prolaze test.
Najmanji medu njima je n = 341. Sta se defava u bazi b = 3? Poznato je da postoje 23 broja
koji su manji od 10* (svejedno: koji su manji ili jednaki od 10%) i koji su peudo—prosti u bazi 3.
Najmanji medu njima je » = 91. Ima svega 7 brojeva do 10* koji su pseudo-prosti u obe baze
b=21b=3, to je kardinalni broj presjeka dva skupa od maloc¢as. Najmanji medu njima je
n = 1105. Dakle, ako je broj prosao onda je vjerovatnoca (onda su Sanse) da je taj broj laznjak
jednake TEH'

Ponovimo da su pseudo—prosti brojevi — slozeni brojevi. Vidjeli smo da prosti brojevi
i pseudo—prosti brojevi prolaze test. Sto je udio pseudo-prostih brojeva u brojevima koji
prolaze test manji, to su okolnosti povoljnije. Zbog postojanja pseudo—prostih brojeva, Millerov
postupak samo nepotpuno rjeSava razmatrani zadatak o ispitivanju primalnosti datog broja.
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Millerov postupak je vrlo jednostavan. Neka je n broj ¢ija se primalnost ispituje. Izabere
se baza b 1 izra¢una se y = b""! mod n. Ako je izaslo y # 1 onda je broj n sigurno slozen i to
se saopstava kao odgovor. A ako je izaslo y = 1 onda je moguce 1 jedno 1 drugo, s tim da su
veée §anse da je n prost. Sanse da slozen broj prode smanjuju se ako se upotrebi vise baza.

Neka je by =2, by =3, b3 =5, b, =7, bs = 11, bg = 13, by = 17, bg = 19, ..., tj. neka je
{b,}>2; niz svih prostih brojeva (uredenih po veli¢ini).

Algoritam: Millerov postupak:

read(n, k);

write "testira se po bazama by, ..., b";

for 2 + 1 to k do

begin

b+ bi;

if (b,n) > 1 then goto out;

if 5"~ mod n # 1 then goto out

end;
write "broj n je prosao test”;
write ”vjerovatno, broj n je prost”;
stop;

out: write "broj n nije prosao test”;
write "broj n je slozen”;
stop

Ako je (b,n) > 1, tj. ako b i n nisu uzajamno prosti onda je n slozen.

Obicno se uzima da je k =41 k = 8.

Kolika je vremenska sloZzenost? Program se izvrsi za cas—posla, algoritam je efikasan.

Definisimo dogadaje A = {n je slozen} i B = {n je prosao} i uvedimo oznaku za uslovnu
vjerovatnocéu: p = P(A|B), ¢. vjerovatnoca da je n sloZen, pod uslovom da je n prosao. Mogao
bi da se da precizan izraz za p, §to se ovdje izostavlja. Kao §to je vec receno, veli¢ina p je bliska
nuli, ali je ipak p > 0. Bilo bi lijepo da je p = 0 jer bi tada predloZeni postupak rjesavao u
pravom smislu rijeci zadatak o primalnosti.

Millerov postupak se ne koristi u praksi, zato §to postoji dogradeni algoritam koji ima
bolje karakteristike. To je tzv. Miller—Rabinov postupak. On se koristi u praksi. Ima bolje
karakteristike — to znaci da je veli¢ina p jo§ manja (jos bliza nuli). Ipak, i kod Miller-Rabinovog
postupka imamo da je p > 0, tako da 1 taj drugi postupak samo djelimi¢no rjesava zadatak o
primalnosti.

6.8. ISPITIVANJE PRIMALNOSTI: MILLER-RABINOV POSTUPAK

U ovom naslovu bic¢e definisan Miller-Rabinov postupak za ispitivanje primalnosti i bice
navedene njegove karakteristike. Predstavlja poboljsanje Millerovog postupka i cesto se koristi
u praksi.

Neka je n prirodan broj ¢ija se primalnost ispituje. Slobodno mozemo smatrati da je n > 20,
kao i da je n neparan. Razmotrimo jednaéinu 2 mod n = 1 po nepoznatoj z € {0,1,...,n—1}.
Odmah se vidi da su z = 11 2 = —1 rjesenja te jednaline (da su z =11z =n — 1 rjefenja te
jednacine). Uslov & = 1 mozemo zapisati kao & = 1 (mod n). Uslov z = n — 1 mozemo zapisati
kao # = n — 1(mod n) ili svejedno kao # = —1 (mod n). Sliéno, polaznu jedna¢inu mozemo
zapisati kao z> = 1 (mod n).
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Teorema. Neka je broj m prost. Razmotrimo jednaé¢inu z? modn = 1 po nepoznatoj
z € {0,1,...,n —1}. Jedina dva rjesenja te jednacine su x = 1iz =mn — 1.

Dokaz teoreme se izostavlja, mada je dokaz priliéno jednostavan.

Neka je b baza (baza je obi¢no prost broj). Neka je n neparan broj ¢ija se primalnost
ispituje. Odredimo brojeve s 1t 1z jednakosti n — 1 = 2°¢, gdje je ¢ neparan. Definisimo brojeve

Loy L1y...yLg:
_ gt 2 2 2
o =b"modn, £, =zymodn, =2 modn, ..., z, ==z, ; modn.
Umyjesto z, = n — 1 ponekad cemo pisati z, = —1 jer se ta dva broja poklapaju mod n.

Zapazimo odmah da je z, = b"! mod n. Ako je n prost ili pseudo-prost onda je z, = 1. Ako
je 5, # 1 onda je n slozen.
Pogledajmo detaljnije slucaj kada je =z, = 1.

Ako je neki ¢lan u nizu (zg, #1,...,¢,) jednak —1 onda je iduéi ¢lan u nizu sigurno jednak
1 jer je (—1)? = 1. Sli¢no, poslije z, = 1 sigurno dolazi z,,; = 1 jer je 12 = 1.

Pogledajmo brojeve z,,z,_1,%,_5,... 1 potrazimo gdje se prvi put pojavljuje broj koji je
razlicit od 1. Dakle, dopustimo da je za neko r: z,_; # 11z, = 1. Ako je broj n prost onda
mora biti z,_; = —1, po prethodnoj teoremi. Dakle, ako je z,_; # —1 onda je broj n sigurno
slozen. A ako je z,_; = —17 Tada je veoma vjerovatno da je n prost. Jednostavno, tada se

kaze da je broj n prosao Miller—-Rabinov test za bazu b. Drukéije receno, u skladu sa definicijom
koja slijedi, tada je n prost ili je n jaki pseudo-prost broj u bazi b.

Definicija. Neka je b prirodan broj (2 < b < n — 1). Neka je n neparan slozen broj. Ako je
(xo,z1,...,2,) = (1,1,...,1) ili postoji r da je ,_; = n — 11z, = 1 onda se kaze da je broj n
jaki pseudo—prost broj u bazi b.

Druga formulacija: Definicija. Za neparan sloZzen broj n kaze se da je jaki pseudo—prost
broj u bazi b € {2,3,5,7,...} ako je bilo b* = 1 (mod =) ili postoji r, 0 < r < s — 1, takav da
je b?"* = —1(mod n), gdje je n — 1 = 2°¢ i ¢ je neparan.

Lako se vidi da vazi tvrdenje: n je jaki pseudo—prost broj u bazi b = n je pseudo—prost broj
u bazi b.

Izvodedi test za razne baze b (za jedno te isto n) smanjuju se §anse da laznjak prode (sma-
njuju se Sanse da slozen broj n prode test). Naime, oéito je da ée broj n koji je prost — proéi
test za bilo koju bazu. To isto ne moze se reci za broj n koji je slozen.

Neka je by =2, by =3, b3 =5, b, =7, bs = 11, bg = 13, by = 17, bg = 19, ..., tj. neka je
{b,}22; niz svih prostih brojeva (uredenih po veli¢ini).

U programu se ispituje da i n prolazi u svim bazama by, ..., by.

Algoritam: Miller-Rabinov postupak:

read(n, k);

write "testira se po bazama by, ..., b";
for 2 + 1 to k do

begin

b+ bi;

if (b,n) > 1 then goto out;

if 5"~ mod n # 1 then goto out;

izracunaj niz brojeva g, 1, ..., T,;
if niz brojeva nema predvideni oblik then goto out
end;

)

————pagedof T ———



—————— drugall.tex ————

write "broj n je prosao test”;
write ”"veoma vjerovatno, broj n je prost”;
stop;
out: write "broj n nije prosao test”;
write "broj n je slozen”;
stop

Ponovimo na primjeru s = 5 §ta znac¢i da niz brojeva ima predvideni oblik. To znaci da
taj niz brojeva (zo, z1, ©s, 3, T4, z5) glasi (1,1,1,1,1,1) ili (—1,1,1,1,1,1) ili (=,—1,1,1,1,1)
ili (z,2,—-1,1,1,1)ili (z,z,2,—1,1,1)ili (z,z,z,2z,—1,1). Ovdjeje z # —1 (z #n — 1), = je
generi¢ka oznaka. Jasno je da je © # 1 jer je 12 = 1.

Kao primjer, pogledajmo primjenu Miller-Rabinovog postupka na brojeve » < 10000.
Pogledajmo prvo slu¢aj baze b = 2. U literaturi pise da ima 22 pseudo—prosta broja do 10* i
da je medu njima najmanji n = 341 (nije jaki pseudo—prost u toj bazi). Znamo da ne moze
biti jaki pseudo—prost ako nije pseudo—prost, kada se radi o jednoj te istoj bazi. U literaturi
pise da medu ta 22 broja — njih 5 su jaki pseudo—prosti brojevi. Drugim rije¢ima, ima 5 jakih
pseudo-prostih brojeva do 10* u bazi b = 2. Tih 5 brojeva su: 2047, 3277, 4033, 4681, 8321.
U tabeli je prikazan niz (zo,@1,...,%,) za n = 341 i za ovih pet. Prelazimo na slucaj baze
b = 3, isto posmatramo do 10*. U literaturi piSe da ima 23 pseudo-prosta broja (medu njima
je najmanji n = 91 i nije jaki), a od njih su jaki pseudo—prosti: 121, 703, 1891, 3281, 8401,
8911. Ima ih 6 na broju. U tabeli je prikazano za n = 91 1 za ovih Sest. Pogledajmo sada
$ta se desava kada ukrstimo baze b = 21 b = 3, odnosno kada primijenimo Miller-Rabinov
postupak sa parametrom k = 2 (testira se po bazama by i by) u slu¢aju da je ulazni podatak
n < 10*. Lako vidimo da petoélani i Sestoélani skup nemaju zajedni¢kih ¢lanova. Prema tome,
svi brojevi n za koje program saopstava ”veoma vjerovatno, broj n je prost” — istinski su prosti
(kada je k = 21 n < 10%).

U tabeli se koriste oznake koje su veé uvedene: n — 1 = 2°t, t neparan, zo = b* mod n,
z, =z modn zal <r <s, tako da je z; = b* mod n, 5 = b* mod n, z3 = b* mod n, .. ..

U tabeli, x = —1 je zamjena za ¢ = n — 1.

b n t s T zakljucak ‘
1 2 341 | 8 | 2 32 "‘nije prosao
2 2 |2047|1023| 1 1 | prosao je
3 | 2 3277|819 2 128 | prosao je
4 | 2 |4033] 63 | 6 | 3521 | prosao je
) 2 |4681|585 | 3 1 | prosao je
6 | 2 [8321| 65 | 7 |8192 prosao je
7 3 91 | 45 | 1 27 "‘nije prosao
8 3 [121 | 15 | 3 1 | prosao je
91 3 | 703 351 1 -1 | prosao je
10 3 1891945 | 1 -1 | prosao je
11| 3 [3281(205| 4 | 3038 | prosao je
12| 3 |8401|525| 4 -1 | prosao je
13| 3 |8911|4455| 1 -1 prosao je

Ponovimo da su svi brojevi n koji se u tabeli pojavljuju — slozeni brojevi. Vidimo da u
tabeli preovladuju ”negativni primjeri” (preovladuju jaki pseudo—prosti brojevi, brojevi koji
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prolaze test za jednu datu bazu b). To ne treba smatrati slaboséu tabele. Naime, nesto lakse
je naéi brojeve n za koje je #,_1 # —11 @, = 1 (takvi brojevi n su sloZeni).

Kako se ponasa Miller—Rabinov test kada je u pitanju broj n sa 10 ili 20 ili vise dekadnih
cifara (malo treba parametar k povecati)? Primjera radi, pokazano je sljedeée: neka je n
najmanji prirodan broj koji je jaki pseudo—prost broj u svih osam najmanjih baza (u svim
bazama od b; = 2 do bg = 19). Za taj broj n vazi ocjena n > 10'*.

Sada je na redu finalna prica o Miller-Rabinovom postupku, koja ¢e pokazati da je taj
postupak ustvari bolji od onog kako je dosad receno (da je mozda bolji od onog kako je dosad
re¢eno). Prethodno, dimenzioni broj instance (obim ulaza) definiSe se kao broj cifara ulaznog
podatka n (u binarnom ili dekadnom zapisu), znamo da je broj cifara reda Inn. Moze se
pokazati da vremenska slozenost testa za jednu bazu ima red veli¢ine In®n. To znaéi da je ta
slozenost — polinomska. Jasno, vremenska slozenost testa za k baza ima red veli¢ine kIn®n.
Vazi sljedeéa teorema:

Teorema. Neka je n prirodan broj. Neka n prolazi test za sve baze b takve da je b < 2In’n.
Ako je tzv. uopstena Rimanova hipoteza ta¢na onda je broj m — prost broj.

Drugim rije¢ima, ako je n slozen onda n nije jaki pseudo—prost broj bar u jednoj baz
b < 2In*n pod uslovom da je istinita uopstena Rimanova hipoteza. Prema tome, dopustimo
da vazi uopstena Rimanova hipoteza 1 uzmimo da se test sprovodi za sve navedene baze, tj. da
u tekstu programa umjesto read(k) pise: izaberi k tako da vazi b, > 2In*n. Tada, u tekstu
programa, umjesto write ”veoma vjerovatno, broj m je prost” moze se staviti write "broj n
je prost”. Vremenska sloZenost ostaje polinomska jer je 2In’n - O(In®n) = O(In®n), prostih
brojeva (baza) do 21n*n ima manje od 21n*n. Dakle, slozenost je T(m) = O(m®), m > 1.

Mnozenje dva broja ¢ije su veliéine po m bita uzima m? taktova.

U zakljuc¢ku, Miller—-Rabinov algoritam je efikasan algoritam koji u potpunosti rjesava za-
datak o primalnosti, opet: ako vazi uopstena Rimanova hipoteza (Riemann).

Sasvim na kraju, uslov Miller—Rabinovog testa ocito je stroziji od uslova Millerovog. Klju¢nu
ulogu kod Millerovog ima tvrdenje: ako je b prost, b < m, nije b|n, y = b" T modn iy # 1
onda je n slozen. A kod Miller-Rabinovog: ako je b prost, b < n, nije b|n, y = 0"~ mod n i
y # 11ili y =11 (%) onda je n slozen. Uslov (x) glasi: u nizu zo = b* mod n, z; = b** mod n,

(n—1)

Ty =b¥modn,...,z,_, =0 /2 mod n, x, = b* ! mod n nisu svi brojevi = 1 i u tom nizu

nema broja koji bi bio = —1 (koji bi bio = n — 1); t neparan. Znamo da b|n znaci b dijeli n.
6.9. STREAM CIPHER

Kriptografski sistemi dijele se u dvije kategorije: sa javnim klju¢em i sa tajnim kljucem.
U ovom naslovu govori se (makar povrino) o sistemima sa tajnim kljué¢em. Kod sistema sa
tajnim kljucem, koriste se razne ideje, a mi ¢emo razmotriti jednu mogucnost: engl. stream
cipher ili u prevodu — kodiranje pomocu niza. Izlaganje se sastoji iz dva dijela: slucaj kada je
niz unaprijed dat i slucaj kada se niz definise zajedno sa porukom.

Prvi dio izlaganja: list za jednokratnu upotrebu ili engl. one—time pad.

Najprostiji i najsigurniji nacin. Koristi se Bulova funkcija XOR (iskljucivo ILI) ili svejedno
@ (sabiranje po modulu 2). Da izlozimo kriptografski sistem. Alisa i Bob se sastanu i na
jednom listu papira napisu N > 1 bita (N binarnih cifara) na slu¢ajan nacin. Oznaéimo niz
kao s1, 82,...,8n, gdje s; € {0,1} za 1l < i < N, kao sto je veé receno. Navedeni niz predstavlja
tajni klju¢. Omni isto prepisu na drugi list, tako da sada imaju dva jednaka primjerka. Svakome
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po jedan primjerak. Time su oni izvr§ili sve pripreme da Alisa moze (za nekoliko dana) da
posalje Bobu jednu poruku (duzine N bita) u kodiranom obliku. Sta ¢e se desiti kada prode
nekoliko dana? Alisa prvo sastavi poruku kao niz bita ziz,...zy. Zatim izracuna y; = ©; ® s;
za 1l < i < N. Ona uputi y;9»...yn preko racunarske mreze. Cim dobije kodirani oblik
poruke, Bob ée da uradi sljedeée. Izracunace z; = y; ® s; za 1 < ¢+ < N. Lako se vidi da
je on time ostvario dekodiranje (saznao originalnu poruku), odnosno da vazi z; = ;. Zaista,
z =1y ® s = (z; D s;) ®s; = z;. Znamo da je (z + 2s) mod 2 = z mod 2.

Ako je N = 1000 onda poruka ima 125 bajta, odnosno poruka se sastoji od 125 karaktera
(po propisu 8-bitni ASCII) ili manje.

Analiza bezbjednosti sistema. Pretpostavimo da je tre¢a osoba saznala kodirani oblik poruke
Y1Y2 ... yn. To joj nista ne vrijedi, na osnovu toga ne moze nista da se zakljuci o originalnoj
poruci z1xy...xy. Jednake su Sanse da je z; = 0 odnosno da je z; = 1 za svako 7. Dakle,
razmatrani kriptografski sistem je potpuno siguran, totalno neprobojan.

Drugi dio izlaganja: slucaj kada se niz sq, ss, ..., sy generise ili LFSR.

Postoje razne ideje da tajni klju¢ bude puno kraéi od N bita, a mi ¢emo razmotriti jednu
moguénost: engl. linear feedback shift register (LFSR) ili u prevodu — sift registar (pomeracki
registar). Nekan > 1 oznacava veli¢inu §ift registra (broj flipflopova). Sada se tajni kljué sastoji
od n bita, u oznaci sy, ..., s,. Recimo, moze da bude n = 4 ili n = 8 i n = 16. Vidjeéemo da se
pomocu tajnog kljuca lako generiSe niz i, so, . . ., sy koji sluzi za enkripciju 1 dekripciju, gdje je
N = 2" — 1. Kazimo unaprijed da se postupak enkripcije poklapa sa prethodnim slucajem lista
za jednokratnu upotrebu (y; = z;®s;), a isto tako se poklapa i postupak dekripcije (z; = y; ®s;).
Suvisno je ponavljati, z1zs ...z je originalna poruka (nekodirani oblik poruke), y1ys ... yn je
kodirani oblik poruke, a z;2s ... z, je dekodirana poruka. Vazi z; = z; za1 =1,2,..., N.

Treba objasniti kako se tajni kljuc sy, ..., s, produzava do niza koji ima N = 2" —1 ¢lanova.

Posluzimo se primjerom (n = 4). Razmotrimo $ift registar od 4 bita i ozna¢imo njegovo
tekuce stanje (stanje u taktu ¢t = 7) kao‘ ay ‘ as ‘ as ‘ aq ‘, a njegovo naredno stanje (¢ =7+ 1)

sa| aj | ay | ay | al | Radi se o registru u kome se vi§i pomijeranje udesno. Tada je aj = a4,
a4y = azial = as. Znamo da je a) = a; ako je pomijeranje kruzno, odnosno da je aj; = 0 ako nije
kruzno. Isto tako znamo da se a; saopstava. U svakom taktu, na izlaz se salje sadrzaj krajnjeg
desnog flipflopa. Za nase potrebe, izvrsimo modifikaciju registra. Neka bude a) = a1 @ a,,

v. sliku. U tabeli su prikazani stanje u registru iz takta u takt i1 vrijednosti s; koje se redom
saop§tavaju na izlazu, a uzeto je da je pocetno stanje (takt ¢ = 1) s4838281 = asazaza; = 1000.
Vidimo da se stanje kada je ¢+ = 16 poklapa sa pocetnim stanjem.

takt 12 ]3]4]5 |67 [8]9|10][11[12]13]|14]15]16
stanje asasa»a:[1000[0100{0010[1001/1100/0110/1011/0101[1010[1101{1110[1111]0111j0011j0001{1000
izlaz si=a; (O] O] O] 1T [O]JO |1 ][1]Oo]1]Oo]1[1]1]1]0

Opet: ako je u i—tom taktu stanje (sadrzaj registra) ‘ ay ‘ as ‘ s ‘ ay ‘

onda je u (¢ + 1)-vom taktu ‘ a1 ® as ‘ a4 ‘ as ‘ as ‘ U svakom taktu (u i—tom
taktu) na izlaz se daje a;. Kaze se da a; 1 a uti¢u i da odgovarajuéi polinom glasi p(z) =
x4+ 23 + 1.

Primjer (n = 8) ‘ as ‘ ar ‘ aeg ‘ as ‘ as ‘ as ‘ as ‘ ai ‘, a; = ajp1 za j = 1,...,7, ag =
a®asDasdar, plz)=2"+2* +2° +2°+ 1.

Primjer (n = 16) alg = a1 @ as ® a14 D a6, p(z) = 2+ 22 423+ 2+ 1.
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U opstem slucaju (ma koje n):
Spti = (C18n—14i + Ca8p—24i + ... + cus;) mod 2, ¢ > 1,

¢; € {0,1}, p(z) = caz™+ ...+ cax® + 1z + 1, polazi se od s1,...,$,. Na izlazu registra imamo
redom iz takta u takt jedan po jedan bit, jedan po jedan ¢lan niza s, 8s,..., sy koji sluzi za
enkripciju, kao uostalom i za dekripciju.

U sva tri navedena primjera, perioda je maksimalna moguca, ona iznosi N = 2" — 1. Mak-
simalnu periodu imamo samo za neke polinome. Takve polinome nazivamo primitivnim. Za
veéinu polinoma, perioda je puno kraca. Oni su slabiji sa stanovista kriptografije jer je kraca
poruka koja moze da bude kodirana. Matematicki dio izlaganja koji je sada potreban (algebra)
— izostavlja se. Gleda se da se izabere primitivni polinom p koji ima mali broj sabiraka, da
bi ra¢unanje po formuli s,4; = ... krace trajalo. Dalje, moze se pokazati da generisani niz
81,82, ...,sny 1ma dobra svojstva u pogledu distribucije nula i jedinica, $to je znacajno za bez-
bjednost kriptografskog sistema. Zato se smatra da je to jedan niz pseudo—sluc¢ajnih brojeva.
Samo ne treba kao pocetno stanje izabrati (s1,...,s,) = (0,...,0).

Ako je n = 16 onda pseudo-sluc¢ajni niz ima 2'¢ bita (ustvari, ima jedan bit manje), tako
da se moze kodirati poruka veli¢ine do 2'* = 8192 karaktera.

Prelazimo na zakljucke. Vidi se da su postupci za enkripciju 1 dekripciju jednostavni. Oni
se sprovode brze nego u slucaju javnog kljuca. Predlozena metoda (ift registra) moze lako da
bude i1 hardverski implementirana. Time se svakako dobija na brzini.

Analiza bezbjednosti sistema? Imamo sljedeée okolnosti. Opste—poznat je algoritam (Sift
registra), kao i formula oblika s,.; po kojoj se racuna. Takode se pretpostavlja da je treéa
osoba saznala kodirani oblik poruke y1ys...yn (jedino ne zna tajni kljué s;,...,s,). U takvoj
situaciji, sistemi sa tajnim klju¢em imaju slabija svojstva bezbjednosti (sigurnosti) od sistema
sa javnim kljuc¢em. Zavrsen je drugi dio izlaganja.

Qg as ) ay output = a;
L<‘<(«—p q
XOR ¢ -

p

Vidjeli smo da je potrebno da Alisa i Bob imaju zajednicki (podijeljeni) tajni kljué sq, ..., s,.
Mogu li oni da dodu do tog kljuca, a da se ne sastaju? Postoji nacin. Treba koristiti neku
metodu tipa javnog kljuc¢a (recimo RSA). Dakle, Alisa ¢e prvo sama da izabere tajni kljué
S1y..-y8n (85 € {0,1} za j = 1,...,n), recimo n = 16. Zatim ¢ée da posalje u prvom fajlu,
naravno u kodiranom obliku, recimo pomoéu RSA nacina, kljué koji je izabrala. Onda ¢ée u
drugom fajlu da posalje 1 1y ... yn. Zakljucak: vidimo da mogu da se kombinuju kriptografski
sistemi tipa tajnog kljuca 1 tipa javnog kljuca. Za kriptografske sisteme tipa javnog kljuca
ponekad se kaze da su sistemi koji sluZe za razmjenu kljuceva.

Stoljeéima unazad koristili su se sistemi sa tajnim kljucem. Njihova bezbjednost bazira se
na tajnosti podataka koji sluze za enkripciju i1 dekripciju. Tek sedamdesetih godina pojavili
su se sistemi sa javnim kljuéem: u javnom domenu ima dovoljno podataka da bi se sistem
"otklju¢ao”, samo $to treba puno puno vremena.
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6.10. PRATTOV SERTIFIKAT PRIMALNOSTI

U ovom naslovu uvodi se pojam sertifikata uopste 1 zatim se jo§ govori o jednom moguéem
sertifikatu za zadatak o ispitivanju da li je dati broj prost (Prattov rezultat). Vidjeemo da se
ovdje ne razmatra zadatak: dat je prirodan broj, odgovoriti sa "da” ili "ne” na pitanje — da i
je taj broj prost, veé se razmatra sljedeéi problem: dat je prost broj n, a Zelim da provjerim
da i je n zaista prost, zelim da budem siguran da je n zaista prost broj.

Razmotrimo skup svih prirodnih brojeva N i razmotrimo njegov podskup {2,3,5,7,...}
— skup svih prostih brojeva. Uvedimo neko kodiranje za ¢lanove skupa N, recimo pomocéu
dvoclane azbuke A, = {0,1}, tj. pomoéu binarnog brojnog sistema. Tada imamo jezik L =
{10,11,101,111,...} C Q(A,).

Pogledajmo primjer za Prattov sertifikat primalnosti. Neka je n = 7919 (ovaj broj je prost).
Neka je p1 = 2, ps = 37, ps = 107, ovi brojevi su prosti 1 vazi p;psps = n — 1. Neka je a = T.
Vazi

a™ ! =1 (mod n) ia™ VP £ 1 (mod n), a™ /P2 £ 1 (mod n), a™ /P £ 1 (mod n).

Velicine a, p;, ps, ps Cine sertifikat za n, uz pozivanje na jednu teoremu iz teorije brojeva. Te
veliéine ¢ine sertifikat za izjavu "broj » = 7919 je prost”. Razumije se da te veli¢ine treba
kodirati po nekoj Semi za kodiranje kao rije¢ ¢ u azbuci A, ili u nekoj vecoj azbuci, isto kao §to
se broj n kodira pomoéu rijeéi w € (Az). Dakle, ulazni podaci algoritma su dvije rijeéi ¢ i w.
Drukéije receno, pocetna pozicija na Tjuringovo] traci je ]*c*‘w* ..y gdje je w = (7919),. Za

navedene ¢ i w. program (algoritam) ée saopstiti kao rezultat "da”, tj. saopstiée da c¢ sertifikuje
da je n prost (c certifies). Ustvari, ¢ treba dopuniti sa slicnim sertifikatima za izjave "p; = 2
je prost”, "p, = 37 je prost”, "ps = 107 je prost”. Za ps, to su veli¢ine 2, 2, 53. Smatramo da
nikakva potvrda ne treba za proste brojeve manje od 100. Dakle, u primjeru se govori o jednoj
mogucoj proceduri za provjeru (checking procedure) da w € L = {10,11,101,111,...}.

Navedimo malocas spomenutu teoremu iz teorije brojeva.

Teorema. Neka je n > 3 prirodan broj. Uocimo rastavljanje broja n — 1 na proste ¢inioce:
n—1=p-ps-...-pr, gdje medu prostim brojevima {p;}*_, moze da bude ponavljanja. Broj
n je prost ako i samo ako postoji broj a (2 < a < n — 1) takav da vazi a" ' = 1(mod n) i da
za svako i € {1,2,...,k} vazi a™V/Pi £ 1 (mod n). Za a se kaze da je svjedok (witness).

Definicija. Neka je t > 1, neka je A; = {a1,...,a:} azbuka sa ¢ ¢lanova i neka je Q(A;)
skup svih rije¢i u azbuci A;. Neka je L jezik u azbuci A, tj. neka je L C Q(A;). Razmotrimo
algoritam A, tj. razmotrimo Tjuringovu ma$inu ¢ija je radna azbuka nadskup od A; i koja
posjeduje sljedeéa dva svojstva. Prvo svojstvo: za svaku rije¢ w € L postoji rije¢ ¢ takva da
vazi

]*c*wﬁ ... = |~agayg ao.

Isto je kazati da ée zavr$na pozicija biti | ~ ag a1 ag (ili svejedno da ée se magina zaustaviti poslije
T

rijeéi ay ) ili kazati da ¢e masina saopstiti "da” kao rezultat (takvu konvenciju uzimamo). Za rijec
¢ kaze se da predstavlja sertifikat. Pored toga, drugo svojstvo: za svaku rije¢ w € Q(A;) \ L, ne
postoji rije¢ ¢ u azbuci Tjuringove masine za koju bi vazila prethodna implikacija (=). Drugim
rije¢ima, za bilo koju rije¢ w ¢ L i bilo koju rije¢ ¢, u slu¢aju da je pocetna pozicija masine
]*c*uHT( ..., bice da masina vjecno radi ili da se zaustavlja ali ne poslije neke rijeéi ili da se
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zaustavlja poslije rijeci koja je razli¢ita od a;. Za algoritam A kaze se da predstavlja proceduru
za provjeru za jezik L.

Uz koris¢enje navedene teoreme iz teorije brojeva, lako se konstruise procedura za provjeru
A za jezik L kome pripadaju prosti brojevi, odnosno binarni (ili dekadni) prikazi-kodovi prostih
brojeva. Ne obra¢amo puno paznje na Semu za kodiranje jer se samo po sebi razumije da je
uvijek potreban neki sistem za prikazivanje podataka i da je to pitanje jednostavno. O toj
proceduri za provjeru A ve¢ je bilo rijeéi kroz primjer n = 7919.

Njen sertifikat ¢ = ¢(w) sastoji se iz tri dijela: svjedok a, prosti éinioci py,ps,...,p broja
n — 11 sertifikati za p; (¢ = 1,2,...,k). Jasno je da sertifikat za p; ima sli¢an oblik, tako da
obuhvata i proste ¢inioce broja p; — 1, itd. Tako da se ¢ moze prikazati kao jedno drvo.

Koje racunske radnje izvodi procedura za provjeru A tokom svog rada? Pocetna pozicija
na traci je ]*c*w# .... Ona prvo izracuna proizvod y = p; - ps - ... - p; 1 uvjeri se da je

zaista y = n — 1. Ako bi doslo do odstupanja (do kratkog spoja), tj. ako bi se ispostavilo da je
y # n—1 onda neka masina (recimo) izbrise ¢itavu traku i zaustavi se na samom pocetku trake.
Zatim se uvjeri da je zaista ™' = 1 (mod n). Zatim se uvjeri da je a(»"1/Pi £ 1 (mod n) za
svako4 = 1,2,... k. Zatim prelazi na verifikaciju primalnosti broja p; (kasnije ¢e za p,, ..., pr).
Ta verifikacija vrsi se na slican nac¢in. Uzmimo da se tako ¢itavo drvo potrosilo i da nigdje nije
bilo kratkog spoja. Tada neka algoritam A saopsti "da” i zaustavi se.

Na slici je prikazano drvo ¢ koje odgovara instanci n = 7919. Pored slike prikazane su
racunske radnje koje A uradi tokom svog izvrsavanja.

2-37-107 = 7918, 78 mod 7919 = 1

7718/2 mod 7919 #£ 1, 779837 mod 7919 # 1, 7718/ mod 7919 # 1
2 .53 = 106, 2'°° mod 107 = 1
2106/2 mod 107 # 1, 2198/53 mod 107 # 1

7919 |a=T7

2 37 107 |a=2

2 93

Slika: Verifikacija primalnosti

U nastavku se govori o procedurama za provjeru za neke druge jezike, o definiciji klase NP
1 o Prattovom rezultatu.

Razmotrimo jezik L C N kome pripadaju slozeni brojevi. Jedna moguéa procedura za
provjeru za taj jezik predvida da, kada je dat slozen broj », njegov sertifikat ¢ine dva broja n,;
1 my takvi da je g > 1, ny > 11 n = nyns. Druga procedura za provjeru za taj jezik moze lako
da se konstrui$e na osnovu sljedeéeg poznatog tvrdenja:

Tvrdenje: Neka je n neparan sloZen broj 1 neka je n — 1 = 2°¢, gdje je t neparan. Tada bar
za jednu bazu b (2 < b <n —1)ijedan broj r (0 <r < s—1) vazi pln=1/2 £ 4 (mod n) i
b=1/2" =1 (mod n).
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Razmotrimo zadatak o podjeli: da li dati prirodni brojevi . ..., z, mogu da se podijele u
dvije grupe tako da se poklapa zbir ¢lanova jedne i druge grupe. Jedna moguéa procedura za
provjeru za taj zadatak predvida da, u slu¢aju n-torke brojeva za koju takva podjela postoji,
kao sertifikat posluzi n—torka (ci,...,¢,), gdje ¢; € {0,1}, takva da ée se dva zbira poklopiti
ako se broj z; upise u prvu grupu kada je ¢; = 0, odnosno treba ga staviti u drugu grupu ako
jeci=1,zasvakos=1,... k.

Prelazimo na NP. Razmotrimo neki jezik L, jednu njegovu proceduru za provjeru A i
pocetnu poziciju na traci ]*c*'uHT( .... Dogovorimo se o sljedece tri vazne okolnosti. Uzmimo

da se veli¢ina ulaza (dimenzioni broj instance) definiSe kao broj slova rije¢i w, odnosno da
pomoéna rije¢ ¢ i njena duzina uopste ne uticu (na definiciju veli¢ine ulaza). Zatim, uzmimo da
se prilikom ra¢unanja vremenske slozenosti algoritma A uzimaju u obzir samo slucajevi kada
w € L, odnosno da desavanja tokom rada algoritma u slu¢ajevima w ¢ L ne uti¢u na bilo kakav
nac¢in na definiciju slozenosti. I jos, neka se prilikom definicije slozenosti, za dato w € L, uzima
u obzir samo slu¢aj najpovoljnijeg od svih sertifikata te rije¢i w. Najpovoljniji je onaj sertifikat
koji potro§i najmanje taktova dok se ne dostigne zavrina pozicija (znamo da ée zavrsna pozicija
biti | ~ ag a1 ag). Naime, jasno je da jednoj rije¢i w odgovara vise pomoénih rijeci ¢ (za koje ée
t

se saopétiti rezultat "da”), nopste uzev. Da izrazimo pomocu formule:

T(n)= wEILI,l%u)T:n czn}l}(ri) |niz(c, w)],
gdje je niz(c, w) — niz pozicija kroz koje masina prode od pocéetne do zavrne pozicije, a Y(c)
znali da Ce se u slu¢aju pomoéne rijeci ¢ saopstiti “da” kao rezultat (pomocéna rijec ¢ je serti-
fikat). Jos, stavlja se da je T'(n) = 1 ako u jeziku L nema nijedne rije¢i duzine n.

Nakon usvojenog dogovora, mozemo da krenemo dalje. Za jezik L kaze se da pripada klasi
NP (klasa nedeterministicki polinomskih jezika) ako postoji njemu odgovarajuéa procedura za
provjeru A ¢ija je vremenska slozenost polinomska, gdje prilikom racunanja slozenosti svakako
imamo u vidu tri navedene okolnosti. Pomocu formule: za svako n vazi T'(n) < p(n), gdje je
p = p(n) neki polinom. Kratko: NP - polinomska provjera.

Ovo je jedna od dvije moguénosti koje postoje u literaturi da se definise klasa jezika NP
(klasa zadataka N'P). Druga moguénost: preko pojma nedeterministicke Tjuringove masine.
Razlike izmedu jedne i druge definicije su samo tehnicke prirode. O tome i slicnom govori se u
sljede¢em poglavlju: Teorija NP-kompletnih zadataka.

Vratimo se zadatku o primalnosti. Teorema iz teorije brojeva koja je navedena — poznata
je odavno. Vidimo da nema puno razlike izmedu iskaza teoreme i procedure za provjeru A. U
tom smislu, moze se reci da je i ta procedura poznata odavno. Pratt je dao procjenu za visinu
drveta koje se pojavljuje i za druga svojstva tog drveta. Zatim je jo§ i izracunao vremensku
slozenost procedure za provjeru, njenu slozenost u malocas definisanom smislu. Pokazalo se da
je ta slozenost polinomska. U zakljucku, za proceduru se kaze da je Prattova procedura, a za
sertifikat koji se u njoj pojavljuje kaze se da je Prattov sertifikat primalnosti. MozZe se reéi da
je Pratt dokazao da zadatak "prime” pripada klasi NP.
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7. TEORIJA NP-KOMPLETNIH ZADATAKA

Veé smo rekli da se zadatak naziva lakim ako za njega postoji algoritam ¢ija je slozenost
polinomska, a u suprotnom sluc¢aju se naziva teskim. Vidje¢emo da je za mnoge zadatke
otvoreno pitanje — postoji li takav algoritam, tj. pripada li zadatak klasi P, tj. da L je taj
zadatak lak ili tezak. Biée uvedeni 1 nedeterministicki modeli za ra¢unanje. U okviru toga,
pojavljuje se jedna vazna klasa zadataka — klasa NP—kompletnih zadataka. Vidjecemo da je
1 za tu klasu vezano jedno otvoreno pitanje. Prvo otvoreno pitanje svodi se ustvari na drugo
otvoreno pitanje 1 obrnuto.

7.1. NEDETERMINISTICKA TJURINGOVA MASINA

Kod nedeterministicke Tjuringove masine (NDTM) se prilikom svakog takta umjesto pri-
druzivanja jednog objekta iz V* x () moze pridruziti nekoliko takvih objekata, ¢ime nastaje
nekoliko grana procesa obrade. Drukcije se moze recéi da je funkcija ¢ viseznacna, a kod obicne
ili prave ili deterministicke Tjuringove masine (TM) funkcija ¢ je kao $to znamo jednoznacna, ¢
— tablica magine. Obi¢ne oznake: V = AU{r,l,s} = {ao} U A, U{r,l,s} = {ao}U{as,...,a:} U
{r,l,s}1Q ={q0,q1,---,q:}- Zajedno éemo tretirati slucajeve k =11k > 1, k — broj traka.

Definicija 1. NDTM sa k traka 7' definise se svojom tablicom ¢ koja je jedno preslikavanje
iz Q x A* u P(V* x Q). Ostali elementi definicije su isti kao u sluéaju obiéne TM.

Znamo da P(X) oznalava partitivni skup skupa X. Kod obiéne TM je bilo: iz Q x AF u
V¥ x Q. Moglo bi se uvesti ograni¢enje na broj izbora d, recimo d < 2, da se jednom objektu
iz Q x A* pridruzuju najvise dva objekta iz V* x Q. Da je funkcija ¢ najvise dvoznacna.

Uzmimo da je pocetna pozicija data 1 da masina radi. U slucaju TM, stvara se jedan
potpuno odredeni niz ili sekvenca tekuéih pozicija. U slu¢aju NDTM, nastaju razne varijante
procesa obrade, kako vrijeme protice tako se broj varijanti povecava. Drugim rijeéima, imamo
nekoliko sekvenci tekuéih pozicija, kako vrijeme protice tako se vrse nova grananja. Dakle, pro-
cesu racunanja odgovara jedno drvo tekuéih pozicija. Ove okolnosti odnosno proces racunanja
prikazane su na slici i to dio a) prikazuje rad TM, a dio b) prikazuje rad NDTM.

a) . . . . *

Rije¢ w se smatra prihvacenom od strane NDTM ako bar jedna od nastalih varijanti prihvata
w. Dakle, dovoljno je da postoji bar jedna sekvenca tekucih pozicija koja vodi do prihvatanja.
Ako je prihvatanje rijeéi signalizovano onda nas ostale sekvence vise ne zanimaju.

Definicija 2. Kazemo da NDTM sa k traka T prihvata rije¢ w € Q(A;) ako ]Ow(T)... (na
prvoj traci), | Q... (na ostalim trakama) = |~ 0a; 0 (na prvoj traci), | ~ (na ostalim trakama)

bar za jednu od nastalih grana procesa obrade, tj. bar za jednu od nastalih varijanti. Skup
svih takvih rijeci ¢ini jezik L(T') koji masina prihvata.
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Ako nekoliko sekvenci signalizuje prihvatanje jedne rije¢i onda ¢emo mi o prihvatanju te
rije¢i saznati po najkracoj od tih sekvenci. Zato se kod definisanja sloZenosti uzima u obzir
duzina (odgovarajuéi broj taktova) te najkrace sekvence. Ako nema sekvence koja bi signalizo-
vala prihvatanje onda slozenost ostaje nedefinisana. Zato se u nedeterministickom slucaju kod
definisanja sloZenosti racunanja uzimaju u obzir samo ulazi velicine n koji ¢e biti prihvaéeni, a
ne svi mogudi ulazi veli¢ine n (kako vazi za deterministicki slucaj).

Definicija 3. Kazemo da NDTM sa k traka T ima vremensku slozenost T'(n) ako za svaku
prihvacenu rije¢ duzine n postoji bar jedna sekvenca tekuéih pozicija ¢ija je duzina < T'(n) a
koja vodi do prihvatanja te rije¢i. Ako za neko m nijedna rije¢ nije prihvaéena onda za to n
stavljamo da je T'(n) = 1.

Izlozimo formulom definiciju slozenosti u D (deterministickom) odnosno u ND (nedeter-
ministickom) slu¢aju. Neka je T TM (neka je T DTM). Oznacimo sa niz(w) niz konfiguracija
masine u slu¢aju da je u pocetnoj poziciji bila upisana rije¢ w na kanonski nacin ili na uobicajen
nacin, taj niz je jednozna¢no odreden. Oznac¢imo sa £(niz(w)) € NU{+oco} duzinu niza, tj. broj
taktova. Funkcija slozenosti T' = T'(n), gdje n € N, T'(n) € N U {+o0}, definiSe se relacijom:

T'(n) = max,eq(a,), w=n £(niz(w)).

Neka je sada T NDTM. Veli¢ina niz(w) nije vise jedna jedina, buduéi da tokom procesa
racunanja dolazi do grananja. Ako odredeni niz niz(w) ima svojstvo da signalizuje prihvatanje
rijeci w onda to zapisujemo pomoéu Y(niz(w)). Funkcija slozenosti definiSe se relacijom:

T(n) — MaXyeL(T), |w|=n minniz(w),Y(niz(w)) Z(IllZ(’w))

i T(n) = 1 ako u jeziku L(T') pridruZenom masini T' nema nijedne rije¢i duzine n, sada je
T(n) € N.

Primjer. Formulisimo jedan zadatak. Zadatak o podjeli, engl. partition problem. Dato
je nekoliko prirodnih brojeva. Odgovoriti na sljedece pitanje: da li dati brojevi mogu da se
podijele u dvije grupe (svaki broj je dopao u jednu od grupa) tako da zbir svih ¢lanova prve
grupe bude jednak zbiru svih ¢lanova druge grupe. Recimo, u slucaju primjerka zadatka: dati
brojevi su 4, 14 i 10, odgovor na postavljeno pitanje je ocito "da”. Ne zna se da li zadatak
o podjeli € P ili ¢ P. Sastaviti program za NDTM za rjesavanje zadatka o podjeli. Neka su
ulazni podaci prikazani na prvoj traci na sljedeéi nacin:

121...101...10...0 1...1 20...,
— — — 1

z1 puta . puta z, puta

§to znaci da je dato n prirodnih brojeva i da su ti prirodni brojevi upravo 1, s, . .., ©,. Zavrina
pozicija na prvoj traci treba da bude oblika | ~ 010 ako i samo ako je odgovor na postavljeno

pitanje, za dati primjerak, jednak "da”.

Ideja rjesenja ili ideja programa za NDTM. Koristi se masina sa tri trake. Vidimo da na
prvoj traci imamo n nizova jedinica. Jedan po jedan niz jedinica redom biva nedeterministicki
(slu¢ajno) upisan na drugu ili treéu traku, tj. biva dopisan veé¢ postojeéim jedinicama druge
trake ili biva dopisan ve¢ postojeéim jedinicama trece trake. Kada se svih n nizova ovako
prepie onda se jo§ samo uporedi broj jedinica na drugoj traci sa onim na treéoj traci. Ako
se brojevi poklapaju onda se na prvu traku upise 0 1(% 1 zaustavi se. Ako se ne poklapaju, ne

mora nista da se radi. U nastavku — skica rjesenja:
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1: Predi na korak 2 ili predi na korak 3

2: Jedinice koje su lijevo od tekuéeg radnog polja prve trake (sve do znaka koji je # 1)
prebaci na drugu traku, tj. dopisi ih desno od ve¢ postojecih tamo, predi na 4

3: ... prebaci na trecu traku ...

4: Ako je u teku¢em radnom polju prve trake upisan znak 0 onda predi na korak 1, a inace
predi na korak 5

5: Ako se koli¢ine znakova 1 na drugoj traci i na trecoj traci poklapaju onda predi na 6, a
inace se zaustavi

6: Odstampaj na prvoj traci 010 i zaustavi se.

Vidimo da se mogucnost nedeterminizma koristi u naredbi 1, "ili”. Iz ocitih tehnickih
razloga izostavljamo dalje detaljisanje izloZenog rjeSenja (sastavljanje tablice masine). Zavrien
primjer.

Naglasimo da svojstvo nedeterminizma samo li¢i na svojstvo paralelizma. Nedeterministicki
uredaj za ra¢unanje: tokom izvrSavanja programa stvara se viSe grana procesa racunanja, onda
te grane rade paralelno, kako vrijeme protice tako tih grana ima sve vise 1 vise uopste uzev,
nema gornjeg ograni¢enja na broj grana. Paralelni ra¢unar: ima recimo 2'® procesora koji rade
paralelno 1 usaglaseno, broj procesora je fiksiran.

Oblast djelovanja (klasa izracunljivih funkcija) za dva modela TM i NDTM je jedna te ista.

Vremenska slozenost programa za NDTM sa jednom trakom 1 vremenska slozenost odgo-
varajuceg ili ekvivalentnog programa za NDTM sa k traka su dvije funkcije koje su medusobno
polinomski povezane.

Na kraju, mozda je model RAM jednostavniji za razumijevanje od TM. Polazeé¢i od nekog
(deterministickog) modela za racunanje moze se definisati njemu odgovarajuéi nedeterministicki
model. Tako moze da bude definisana nedeterministicka masina RAM.

NDRAM nastaje kada se postojeéem repertoaru naredbi masine RAM doda naredba CHO-
ICE ¢&iji opsti oblik glasi CHOICE(Ly, Ls, ..., Lx). Ovdje su Lj,Ls,..., L labele (obiljezja
naredbi). Ova naredba zahtijeva da se slu¢ajno (nedeterministicki) izabere jedna od k naredbi
koje imaju obiljezja redom L, Ly, ..., L. Drugim rije¢ima, izvr§avanjem ove naredbe stvara se
k grana procesa racunanja, grane se odsad izvrsavaju istovremeno, nezavisno jedna od druge.
Tako da proces racunanja na masini NDRAM moze da bude prikazan pomocu jednog drveta
tekucih pozicija masine. Efekat nedeterminizma bi bio u potpunosti postignut i kada bi grananje
u pojedinom vrhu tog zamisljenog drveta bilo ograni¢eno. Na primjer, da broj izbora na pojedi-

nom mjestu bude sveden na d = 2, tj. da naredba CHOICE ima opsti oblik CHOICE(L,, L,).
7.2. TRI KLASE JEZIKA

Mi sada govorimo samo o zadacima koji su algoritamski rjesivi, tj. o zadacima za koje postoji
odgovarajuéi program. Znamo da se zadatak u opstem slucaju odnosi na ra¢unanje vrijednosti
funkcije. Ulazni podatak programa je argument funkcije ili argumenti funkcije (kada se radi
o funkeciji od vise promjenljivih), a rezultat treba da bude — vrijednost funkcije. Ako postoje
samo dvije moguée vrijednosti funkcije (0 i 1 ili svejedno "da” i "ne” ili svejedno pripada i
ne pripada) onda je u pitanju tzv. da—ne zadatak ili zadatak o prihvatanju (prepoznavanju,
raspoznavanju) jezika. U tom sluc¢aju, ulazni podatak programa jeste rije¢, a program saopsti
— pripada li ta rije¢ jeziku ili ne pripada. Sada ce biti definisane tri vazne klase. Mogu se
definisati kao klase zadataka ili kao klase jezika. Mi ¢emo ih definisati kao klase jezika, jer je

tako uobicajeno 1 jer je tako jednostavnije, sva svojstva teorije se lijepo vide. Ukratko o tri
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vazne klase. Klasa P, od rijeci polinomski, tu pripadaju jezici koji su laki, koji su laki u pravom
smislu rijeéi, u deterministickom smislu. Klasa NP, od rije¢i nedeterministicki polinomski, tu
pripadaju jezici koji su "laki”, koji su laki u nedeterministickom smislu. Klasa NPC', od rijeci
— nedeterministicki polinomski kompletan, ovoj kriti¢énoj klasi jezika pripadaju jezici iz klase
NP koji se nalaze na vrhu same te klase N'P.

Definicija 4. Oznacimo sa P skup svih jezika koji mogu da budu prihvaceni od neke TM ¢ija
je slozenost polinomska. Dakle, P = {L| 3 TM T i 3 polinom p = p(n) takvi da je L = L(T)
i T(n) < p(n)}. Ovdje L(T) oznacava jezik koji masina T prihvata. Ovdje je T'(n) vremenska
sloZenost magine T'.

Kao §to smo radili, ako w € L onda ]Ow(%... = |~0a, (T), ako w ¢ L onda ]Ow(T)... =

| ~00, uzeli smo konvenciju da rije¢ a; znaéi "da” a da rije¢ O znadi "ne”; L C Q(A;).
T

Definicija 5. Oznacéimo sa NP skup svih jezika koji mogu da budu prihvaéeni od neke
NDTM c¢ija je slozenost polinomska.

Oznake: ako je A = {1}, B = {1,2} onda pisSemo A C B, A Cx B, B C B. Jasno je da
vazi P C N'P. Zaista, NDTM nije obavezna da koristi moguénost grananja, a dodatno se kod
NDTM prilikom racunanja slozenosti uzimaju u obzir samo prihvaéene rijeci duzine n (a kod
obi¢ne TM - sve rijeé¢i duzine n). S druge strane, nije naden primjer jezika koji bi pripadao
NP a ne bi pripadao P. Dakle, otvoreno pitanje: da li je P pravi podskup od NP ili se pak
suprotno P i NP poklapaju. Formulom: da li je P Cx NP ili je P = NP. Ili: dali je
P#NPilijeP =NP.

Dakle, NP-hipoteza ili hipoteza o NP-kompletnosti glasi: P je pravi podskup od NP.
Ovo je otvoreno pitanje, tj. ova hipoteza predstavlja najvazniji otvoreni problem (nerijeseni
problem) teorijskog programiranja. Medu struénjacima preovladava uvjerenje da je hipoteza
1stinita.

Prilikom raznih izucavanja vezanih za ovo otvoreno pitanje, na prirodan nacin se pojavila
jedna vazna klasa jezika, tzv. klasa NP—kompletnih jezika, skraceno klasa NPC. Naime, ako
neko usmjeri svoja ispitivanja ka tome da dokaze da je P pravi podskup od NP onda se on
prirodno prvo zapita: koji su zadaci najtezi u N'P. Pa ée za izdvojene zadatke nastojati da
dokaze da su van P, da je njihova (deterministicka) sloZenost iznad polinomske.

Definicija 6. Za jezik Ly € NP kaZemo da je NP-kompletan ako je ispunjen sljedeéi uslov.
Neka imamo deterministicki, tj. obican algoritam vremenske slozenosti T'(n) > n za prihvatanje
jezika Ly. Tada za svaki jezik L € NP moZemo da nademo deterministi¢ki, tj. obi¢an algoritam
za njegovo prihvatanje vremenske slozenosti do T'(pr(n)), gdje je pr, polinom koji zavisi od L.

Rijecima, slozenost jezika L manja je ili jednaka od na izvjestan polinomski nacin uvecane
slozenosti jezika Lo. Vidimo sljedeée: ako je T'(n) polinom onda je i T'(pz(n)) polinom. Prema
tome, ako za Ly postoji polinomski algoritam onda za svako L € NP postoji polinomski
algoritam. Drugim rije¢ima, ako je bar jedan NP-kompletan zadatak lak (moze da bude rijesen
za polinomsko vrijeme, pripada P) onda su i svi zadaci iz NP takode laki (pripadaju P).
Hipoteza o NP-kompletnosti prelama se na jednom bilo kom zadatku iz skupa NPC. Dalje,
ako je bar jedan zadatak iz NP tezak (ne pripada P) onda su i svi NP-kompletni zadaci teski
(ne pripadaju P).

Zanimljivo je na jednom crtezu prikazati ove tri klase, v. crtez. Ako vazi hipoteza o NP—
kompletnosti, tj. ako je P Cx NP onda je istinito ono §to pokazuje slika a). A ako je P = NP
onda je istinito ono §to pokazuje slika b).

Prilikom prou¢avanja najtezih (ili pretpostavljeno najtezih) zadataka iz NP, razliiti autori
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su na razli¢ite nacine definisali predmet proucavanja. Tako je prisutna isljedeca, druga definicija
za NPC.

Definicija 7. Za jezik Lo € NP kaZe se da je NP-kompletan ako je ispunjen sljedeéi uslov.
Za svaki jezik L € NP postoji deterministicki (obi¢an) algoritam, tj. TM ¢&ija je sloZenost
polinomska a koja vrsi sljedecu obradu: svaku rije¢ w u azbuci jezika L ona pretvara u rijec
wg 1 azbuci jezika Lo tako da vazi w € L ako i samo ako wy € Lg. KaZe se da se pomocu ove
masine jezik L transformise ili svodi na jezik Lqg.

Jasno je da je w ulaznmi podatak ove masine i da je wg njen izlazni podatak, tj. rezultat
njenog rada. Vidimo da ova masina M za polinomsko vrijeme svodi pitanje koje se tice jezika
L na pitanje koje se tice jezika Lg.

Prema tome, za prepoznavanje jezika L predlaze se sljedeci algoritam koji se sastoji iz dva
koraka. Korak A: w se pomocu M prevede na wy. Korak B: na wg se primijeni neki algoritam
za Lg. Njegov odgovor ¢e biti preuzet, tj. predstavljace 1 nas odgovor.

Da i wy € Ly: algoritam PROG na wy. Da i w € L: algoritam M na rije¢ w, a onda jo$
na izlazni podatak ovog algoritma primijeniti algoritam PROG. Zapaziti da je algoritam M
efikasan (ima polinomsku slozenost), tj. da izvrsavanje koraka A trosi malo vremena.

Dakle, bilo koji zadatak L € NP je eventualno samo malo tezi od Ly € NPC. Niko ne
brani da se L rijesi pomocu nekog drugog algoritma, bez svodenja na Ly, ne dovodedéi ga u bilo
kakvu vezu sa Ly, moguce je da taj drugi algoritam bude efikasniji od algoritma u kome se
primjenjuje svodenje.

Vidimo sljedeée: ako je algoritam PROG efikasan, tj. ako zadatak Ly ima polinomsku
slozenost (pripada P) onda i zadatak L ima polinomsku slozenost (pripada P), buduéi da
efikasan algoritam M + PROG sluzi za njega.

Moze se dokazati da je NPC; C NPCs. U dokazu, treba da podemo od jednog jezika Lo
koji zadovoljava uslove definicije 7 1 da pokazemo da taj jezik zadovoljava i1 uslove definicije 6.

Zanimljivo je da nije poznato da li vazi NPCy; Cx NPCj ili pak vazi NPCy; = NPCs. Mi
usvajamo definiciju 6 kao definiciju klase N PC'. Prilikom dokazivanja da neki zadatak pripada
klasi N PC imamo pravo da se oslonimo na definiciju 7 zato §to Lo € NPC7? = Ly € NPCs.

NPC
NP P=NP=NPC
.
a) b)

Jedna slika je istinita a jedna je lazna

7.3. JEZICI I ZADACI

Bice navedeno nekoliko primjera zadataka (sastaviti program za ra¢unanje funkecije) i speci-
jalno nekoliko primjera jezika (sastaviti program za prepoznavanje jezika). Bi¢e uvedeno neko-
liko jednostavnih pravila za zapisivanje ili kodiranje ulaznih podataka programa, odnosno za
prikazivanje primjerka zadatka.
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Podimo od drugog, od tih pravila. Ta pravila definisu uslove koje treba da ispunjava prikazi-
vanje, tj. koje treba da ispunjava Sema za kodiranje. Ako Sema ispunjava uslove onda se za
semu kaze da je razumna.

Zadaci koji se rjesavaju odnose se obi¢no na brojeve, grafove, drveta, Bulove izraze 1 slicno.
Sema za kodiranje ne treba da vjestacki preuveli¢ava obim ulaza n. Zato se brojevi ne prikazuju
u unarnom obliku nego se prikazuju u binarnom ili dekadnom obliku. Niti da vjestacki uma-
njuje. Sema za kodiranje ne smije da pomaze programu. Recimo, ako se ulazni podaci sastoje
od nekoliko brojeva onda Sema za kodiranje ne smije da trazi da se ti brojevi unose uredeni po
veliéini.

Ako Ssema za kodiranje nije razumna onda ona daje nepravilnu sliku o veli¢ini ulaznih po-
dataka i o slozenosti algoritma (programa) koji se predlaze za rjeSavanje postavljenog zadatka.
Naime, znamo da slozenost predstavlja jednu funkciju ili funkcionalnu zavisnost potrebnog broja
koraka T'(n), izrazenog u zavisnosti od obima ulaza n. Vidimo da nacin definisanja obima ulaza
iz osnova utice na tu zavisnost i da ¢ak moze da utice i na oblik zavisnosti (da 1i je zavisnost
polinomska ili nije).

Nasuprot dosad re¢enom, detalji u pravilima o kodiranju koji ne uti¢u puno na ukupnu
duzinu koda — nisu znacajni.

Za kodiranje se kaze da je razumno ako su ispunjena sljede¢a pravila. Ova pravila definisu
standard za prikazivanje argumenta zadatka:

1 Prirodni ili cijeli brojevi predstavljaju se u dekadnom ili binarnom brojnom sistemu, tj.
u bilo kom brojnom sistemu ¢ija je osnova veca od jedan. Tako da broj N ima otprilike log N
ili log, N cifara.

2 Vrhovi grafa koji ima n vrhova oznacavaju se brojevima od 1 do n, a ivica grafa koja vodi
od vrha 4; ka vrhu 4, oznacava se kao par (iq,14s).

3 Ako Bulov izraz ima n promjenljivih onda se promjenljive oznacavaju brojevima od 1 do
n. Bulove operacije 717, ”ili” 1 "ne” oznacavaju se redom znacima recimo %, + 1 —. U zapisu
Bulovog izraza ucestvuju 1 zagrade.

Slijede primjeri zadataka (postavke zadataka). Dati su i primjeri §ema za kodiranje (Sema
koje su pravilne).

1. Zadatak o podjeli, v. ranije u 7.1. Standardno kodiranje u slu¢aju ranije navedenog
primjerka moze da bude X4,,14,10X. Obim ulaza = |w| = n = 9.

2. Zadatak o ispunljivosti ili zadatak SAT, od engleske rijeci satisfiability. Dat je Bulov izraz
u konjunktivnoj normalnoj formi (KNF). Neka izraz E zavisi od n promjenljivih wy, us, . .., .
Da li je izraz E bar jednom istinit (ispunjen), tj. da li je bar za jednu kombinaciju vrijednosti
promjenljivih wy, s, ..., u, taj izraz E = 1 (= TRUE). Slijedi postavka nes§to potpunije
opisana. Nazovimo disjunkcijom izraz oblika V;v; (ili 32, v;), gdje je v; jednako u; za neko i ili
je v; jednako w; za neko ¢. Bulovim izrazom E = E(uy, ..., u,) nazivamo izraz oblika £ = &;, dj,
(i E =TI dr), gdje je di, disjunkcija za svako k. Zadatak SAT: dali se mogu izabrati vrijednosti
za promjenljive uq, ..., u, tako da za izabrane vrijednosti bude E(uy,...,u,) = 1.

Razmotrimo primjerak Bulovog izraza od tri promjenljive £ = (u; V us V uz) & (u1 V
u2) & (u1 V Uz). Kodira se kao (14+24—(3))*(1+2)*(1+—(2)). Duzina ovog koda ili obim ulaza
iznosi kada se izbroji |w| = n = 25.

Mi kazemo programeru da zadatak SAT glasi: sastaviti program koji u¢itava rije¢ w (rije¢ w
definise jednu KNF) i onda stampa odgovor ”postoji kombinacija” ili "ne postoji kombinacija”.
Bilo bi dobro da sastavljeni program ima polinomsku slozenost.

Vracajuéi se primjerku od malocas, za taj primjerak odgovor oé¢ito glasi "kombinacija pos-
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toji” (izraz je ispunljiv), tj. rije¢ w pripada jeziku ("da”). Zaista, dovoljno je izabrati u; = 1.
Kada je u; = 1, bez obzira na vrijednosti us i uz (mozemo reéi us = 01 ug = 0), tada vazi
E = E(uy, us,u3) = 1.

3. Zadatak o kliki. Dati su podaci o neusmjerenom grafu G i dat je prirodan broj k.
Sastaviti program koji odgovara na sljedece pitanje: da li postoji potpun podgtaf grafa G ¢éija
je veli¢ina jednaka k (broj vrhova). Znamo da klika ili potpun graf znaéi graf u kome su bilo
koja dva vrha povezani ivicom.

Razmotrimo primjerak kada je & = 3 i1 kada je graf G v. sliku. Navedeni ulazni podaci
mogu da se kodiraju kao 3//1,2/1,4/2,3/2,4/3.4/3.5/4.5.

Sto se tice slike, klika veli¢ine 3 ocito postoji, npr. {vy,vs, v4}, odgovor je "da”.

Kodiranje od malocas izvedeno je na osnovu sljedeceg pravila ili Seme koja se moze uvesti
za zadatak o kliki: k/ /i1, j1/i2, 52/ - /tm, Jm, S$to znaéi da se pitanje odnosi na potpun podgraf
velicine k u grafu koji ima m ivica (41,71), - - (fm, Jm)-

4. Zadatak o trgovackom putniku. Dat je potpun neusmjeren graf, vrhove grafa smatramo
gradovima. Svakoj ivici grafa pridruzen je prirodan broj koji predstavlja duzinu ili cijenu ivice,
predstavlja rastojanje izmedu dva grada koji su krajevi ivice (predstavlja duzinu puta izmedu
ta dva grada). Trgovacki putnik treba tacno jednom da prode kroz svaki grad i da se na kraju
nade u gradu i1z koga je krenuo. Odrediti optimalnu marsrutu, tj. onu za koju je ukupna cijena
najmanja moguca.

Sljedeca slika sluzi da ilustruje zadatak o trgovackom putniku. Na slici je prikazan jedan
primjerak zadatka. Da i je zadatak o trgovackom putniku lak il tezak?

Svaki od zadataka od 1 do 4 je NP-kompletan.

Zadatku 4 odgovara nesto jednostavniji zadatak oblika da—ne, kako slijedi. Dati su podaci
o tezinskom grafu kao maloc¢as 1 jo§ je dat prirodan broj B. Postoji li marsruta za trgovackog
putnika ¢ija je ukupna cijena < BY

Zadatak o optimizaciji ponekad moze da se svede na odgovarajuéi (jednostavniji) da—ne
zadatak. Umjesto "da—ne zadatak” moze se kazati problem odluéivanja.

® II 8 O

I11 I
11 14
7 1
® v 2 O
Klika Trgovacki putnik

7.4. DOKAZ DA JE ZADATAK SAT NP-KOMPLETAN

U ovom naslovu bi¢e dokazana teorema koja jednostavno tvrdi da zadatak SAT pripada klasi
NPC. Ovu teoremu dokazao je S. A. Cook 1971. godine, to je tzv. Kukova teorema. Sa tom
teoremom 1 pocinje razvo] teorije NP—kompletnih zadataka. Dakle, gledano po vremenskoj osi,
zadatak SAT je prvi zadatak za koji je dokazano da je NP-kompletan. U tom smislu, dokaz se
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izvodi oslanjanjem na definiciju klase N PC. Postavku zadatka SAT v. u prethodnom naslovu
7.3. Dalijeikad E =1, gdje je E = E(uy,...,un) = (11 Vura V... V)& ... &(ug V
Uka V ...V Uky, ), s tim da su pojedini u;; jednaki w; ili %y ili itd. ili w, ili @,.

Teorema. Zadatak SAT pripada klasi NPC.

Dokaz. Dokaz ima dva dijela. U prvom dijelu bi¢e dokazano da zadatak SAT pripada klasi
NP time §to ée biti sastavljen nedeterministi¢ki polinomski algoritam za njegovo rjeiavanje.
U drugom dijelu biée pokazano, grubo govoreéi, da u klasi NP nema tezeg zadatka od SAT.
Govoreéi preciznije, da se svaki ¢lan L skupa NP moie za polinomsko vrijeme redukovati na
zadatak SAT. Dakle, ovdje ¢e biti upotrebljena definicija 7.

Prvi dio dokaza. Vidjeéemo da NDTM stvara, $to je prije moguce, 2" grana procesa
racunanja, svaka grana odgovara jednom potencjalnom rjesenju, tj. odgovara jednoj dodjeli
vrijednosti n—torki promjenljivih (w1, us,. .., u,), moguée vrijednosti koje se dodjeljuju su 0 i
1 (neta¢no i taéno). Zatim se za svako od 2" potencijalnih rjeSenja ispita da li ono stvarno
pokazuje da je bar jednom FE(uq,us,...,u,) = 1, da li pokazuje da je odgovor "da”. Ko-
liko vremena treba da se izracuna vrijednost Bulovog izraza F kada su dodijeljene vrijednosti
promjenljivima tog izraza? Oznalimo duzinu zapisa izraza F na Tjuringovoj traci kao |E| = N.
Lako se vidi da postoji algoritam ¢ija je slozenost O(N?).

Tako da se prvi dio dokaza sastoji od sljedeéih glavnih elemenata. Opisimo odgovarajuéu
NDTM. Neka smo se opredijelili za odredenu §emu za kodiranje i neka su ulazni podaci (prikaz
tj. kod Bulovog izraza) zapisani na pocetku prve trake. Program ove NDTM predvida sljedede.
Za svako ¢ od 1 do m ponovi: upisi na prvo slobodno mjesto na drugoj traci 0 ili upisi na
prvo slobodno mjesto na drugoj traci 1, "ili” — nedeterminizam. Sada ocito ima 2" grana
procesa racunanja. Zatim izra¢unaj vrijednost izraza koji je prikazan na prvoj traci u slucaju
da brojevi upisani na drugoj traci predstavljaju redom vrijednosti za wuq,us,...,u,. Ako je
izracunata vrijednost £ = 0 onda se zaustavi. A ako je E = 1 onda treba signalisati pozitivan
odgovor, tj. odstampaj na prvoj traci 010 1 zaustavi se. Jasno je da se tokom racunanja
vrijednosti Bulovog izraza mogu koristiti jos neke trake.

Treba pokazati da je izlozeni nedeterministicki algoritam — polinomske slozenosti. Neka je
|E| = |w| duzina zapisa na prvoj traci. Neka je f(|w]|) broj taktova u slu¢aju da je doslo do
prihvatanja rijeci w upisane na prvoj traci, misli se — broj taktova izvrsenih u onoj sekvenci
koja je dovela do prihvatanja rijeci, odnosno u najkracoj od takvih sekvenci. Detaljnija analiza
bi pokazala da je f(|w|) < p(|w|) za neki polinom p = p(z).

Drugi dio dokaza. Treba dokazati da svaki jezik L € NP moze biti polinomski redukovan
na zadatak SAT. Neka je M NDTM ¢éija je sloZenost polinomska (u nedeterministickom smislu)
koja raspoznaje L i neka je w ulaz za M. Polazeé¢i od M i w, mi ¢emo konstruisati Bulov
izraz wq takav da M prihvata w ako 1 samo ako je wg ispunljiv. Konstrukciju Bulovog izraza
wo (po datim M i w) obavlja naravno jedna detetministicka TM u oznaci recimo M; &ija je
sloZenost polinomska (¢ija je deterministicka sloZenost polinomska). Drugi dio dokaza teoreme
¢ini glavninu dokaza teoreme i veoma je obiman, pa se zato izostavlja.

Dokaz je zavrsen.

Dopuna. Moze se pokazati da je 1 zadatak 3-SAT NP-kompletan. Misli se na izraz E koji je
konjunkcija izvjesnih objekata, ti objekti su disjunkcije koje sadrze najvise tri ¢lana, a ¢lanovi
su sa svoje strane promjenljive ili negacije promjenljivih. Drugim rije¢ima n; < 3, ..., ng < 3.
Za E se naravno pita da li je ispunljiv. Recimo, moze da bude E = (u1 V ~us Vur) & .. ..

Medutim, moze se pokazati da je zadatak 2-SAT lak, tj. da pripada klasi P.
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7.5. DOKAZ DA JE ZADATAK O KLIKI NP-KOMPLETAN

Zadatak o kliki bio je ranije formulisan u 7.3. Ponovimo ukratko: da li u datom neusmje-
renom grafu postoji potpun podgraf date velicine. Bice dokazana teorema koja jednostavno
tvrdi da zadatak o kliki pripada klasi NPC. Na ovom primjeru vidjeéemo obi¢an nac¢in da se
dokaze da neki zadatak L, (u ovom slu¢aju, zadatak o kliki) pripada klasi NPC. Naime, polazi
se od nekog zadatka L; za koji se odranije zna da pripada klasi NPC. Zatim se pokaze da se
L, svodi na Ly, svodi za polinomsko vrijeme u deterministickom smislu. Ulogu zadatka L; u
nasem sluc¢aju imace zadatak SAT. Slijedi da je zadatak L, NP-kompletan. Naravno ako jo§ L
pripada klasi N'P. Mi ovdje koristimo definiciju 7 i svojstvo tranzitivnosti relacije polinomskog
svodenja.

Ponovimo, $ablon dokaza je sljedeéi: L; € NPC & L; se polinomski svodi na Ly & L, € NP
= L, € NPC.

Teorema. Zadatak o kliki je NP-kompletan.

Dokaz teoreme. Dokaz teoreme sastoji se iz dva dijela. Prvi dio dokaza teoreme. Da je
zadatak o kliki u klasi N'P. Zaista, lako se konstruise polinomski algoritam za NDTM, otprilike
kako slijedi. Prvo se (koristeéi nedeterminizam) kreiraju sve moguée n—torke ¢iji su ¢lanovi 0
1 1, takvih n—torki ima 2", gdje je » broj vrhova grafa. Imamo 2" grana procesa racunanja.
Svaka n—torka defini$e jedan podgraf: ako je na i—tom mjestu 0 onda to znaci da —t1 vrh ne
pripada podgrafu. Za podgraf se ispita da li je potpun (da li ima sve mogudée ivice) i da li ima
tacno k vrhova, ovdje je k ocito predvidena velicina klike (potpunog podgrafa). Ako podgraf
1sounjava oboje onda saopstiti "da”. Drugi dio dokaza teoreme. Pokazacemo da se zadatak
SAT moze za polinomsko vrijeme (na obi¢noj Tjuringovoj masini) svesti na razmatrani zadatak
o kliki. Poslije toga je dokaz zavrSen, uzimajuéi u obzir da je zadatak SAT NP-kompletan.
Ostaje da se opise kako se vr§i spomenuto svodenje. U nastavku slova » 1 k uzimaju drugo

znacenje.
Razmotrimo Bulov izraz E koji zavisi od n promjenljivih (n > 1). Oznacimo promjenljive
kao z1,...,%,. Uzimamo da je izraz E = E(z1,...,z,) prikazan u KNF, tj. uzimamo da

jeE =8 NANSsN...ANSp (kE>1),gdjejeSi =zinVanV...Vay (n1 >1 ny >1, ...,
ng > 1). Ovdje je z;; promjenljiva ili negacija promjenljive, tj. vazi z;; = z; ili z;; = 77 ili
itd. ili z;; = z, ii z;; = T,. lzrazu E = E(z1,...,z,) pridruzujemo graf G po sljedeéem
propisu. Kazi koji je skup vrhova grafa i1 kazi koji je skup ivica grafa. Za skup vrhova grafa G
uzimamo skup svih uredenih parova prirodnih brojeva oblika (4,7), gdje je 1 < 5 < n;, s tim da
je 1 < i < k. Dva vrha (¢,5) i (p, q) ¢emo povezati ivicom u grafu G ako je i # p 1 z;; # Tpq.

Lako se vidi da broj vrhova grafa G ne prevazilazi duzinu zapisa izraza E (ne prevazilazi
|E]). Odatle se lako zakljucuje da je vrijeme potrebno da se ostvari opisano pridruzivanje—
svodenje (da se sastavi—zapiSe graf G) ograni¢eno odozgo nekim polinomom od |E|. Svodenje
zahtijeva samo polinomsko vrijeme.

Tvrdimo da je izraz E ispunljiv ako 1 samo ako u grafu G postoji potpun podgraf sa k ili
viSe vrhova. Ostaje jo§ samo da se ovo dokaze.

U jednom smjeru. Neka je izraz E ispunljiv. Tada postoji kombinacija vrijednosti prom-
jenljivih zq, ..., z, za koju su svi izrazi S; istiniti (S; =1, Sa =1, ..., S = 1). Zato za svako
i € {1,2,...,k} postoji bar jedna vrijednost j; € {1,2,...,n;} takva da je z;; = 1. Posmat-
rajmo skup vrhova {(4,7;)| 1 < ¢ < k} i posmatrajmo sve ivice grafa G ¢ija su oba kraja u tom
skupu vrhova. Taj skup vrhova zajedno sa tim ivicama ¢ini ocito podgraf koji ima k vrhova.
Vise od toga, taj podgraf je potpun. Zaista, ako izmedu dva njegova razlicita vrha (p,7,) 1
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(q,74) ne bi postojala ivica onda bi vazilo (uzimajuéi u obzir da je p # q) ©p;, = z4j,, v. defi-
niciju svodenja. Medutim, ovo posljednje je nemoguce, buduéi da za spomenutu kombinaciju
vrijednosti promjenljivih zy,..., 2, vazi z,;, = 11 z,;, = 1. Klika postoji.

Sl/\Sz/\Sk:].:>51:1752:1,...,Sk:1

i VxinV...V Ty — l=>zp=11iz;=111...11 Tin; = 1

U suprotnom smjeru. Neka G ima potpun podgraf od k& vrhova. Oznacimo vrhove kao
(t1,71), (42, J2)s - -, (%%, Jk). Tada su sigurno sve vrijednosti iq,14s,...,%; medusobno razlicite.
Usputno zapazamo da potpun podgraf grafa G ovog oblika ne moze imati vise od k vrhova.
Pored toga, medu sabircima z;,, , Zij,, - - - » %i,j, Dijedan nije negacija nekog drugog. Zato mogu
da budu izabrane vrijednosti promjenljivih tako da svi sabirci budu istiniti. Recimo, ako je
z;,;, = ¢4 onda stavi z4 = 1 a ako je z;,;, = T4 onda izaberi z, = 0, slicno postupi za
Tiyins- -« Tiyj,- Ovaki sabirak je u svojoj disjunkeiji S;. Prema tome, za izabranu kombinaciju
vrijednosti promjenljivih vazi F = 1. Dakle, izraz E je ispunljiv.

Mi smo pokazali: izraz je ispunljiv < k—klika postoji. Teorema je dokazana.

Pogledajmo primjer. Neka Bulov izraz glasi E = E(@1, 22, 3) = (21 VT2)A(22VE3)A(23VE7).
U pridruzenom grafu, dva vrha necée biti povezani ivicom ako je prva komponenta uredenih
parova korespondiranih jednom i1 drugom vrhu jedna te ista. Osim toga, nece se povezati x; sa
77 1 slicno. Na slici je prikazan pridruzeni graf G.

Sada je E = 51 A S2 A Ss. lzraz je ispunljiv < u grafu postoji 3-klika. Vidimo da je izraz
ispunljiv. Recimo, pogodna kombinacija je z; = 1, x5 = 1, z3 = 1. Vidimo da u grafu postoji
potpun podgraf sa k vrhova (k = 3). Recimo, takav je podgraf ¢iji su vrhovi (1,1), (2,1) 1
(3,1).

(1,1) (3,1)

i T3

(1,2) (3,2)

A decision problem c is said to be NP—complete if: 1. ¢ is in NP, and 2. Every problem in
NP is reducible to ¢ in polynomial time.

The easiest way to prove that some new problem is NP—complete is first to prove that it is
in NP, and then to reduce some known NP—complete problem to it.

7.6. NEKI ZADACI ZA KOJE JE DOKAZANO DA SU TESKO RJESIVI
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Kao $to je radeno, za jezik L (za problem odlucivanja L) kaze se da je tesko rjesiv ako
L ¢ P. Izraze "tesko rjesiv” i "tezak” i engl. intractable upotrebljavamo kao sinonime. Biée
navedeno nekoliko primjera zadataka za koje je dokazano da su van skupa NP. Dakle, svaki od
tih zadataka je tezak u nedeterministickom smislu. Samim tim je (tim prije) tezak i u determi-
nistickom smislu rijeci (tezak u pravom smislu rijeci). Drugim rije¢ima, ne postoji polinomski
algoritam ni deterministicki, ni nedeterministicki ni za koji od tih zadataka. Uostalom, bududci
da nije rijesena-raspravljena glavna hipoteza (da li je P Cx NP, da li je P pravi podskup od
N'P), to nije jasno ni da li postoji razlika izmedu "tezak u deterministickom smislu” i "tezak
u nedeterministickom smislu” (da li postoji razlika izmedu L ¢ P i L ¢ N'P).

U ovom naslovu bi¢e uveden pojam regularnog izraza i bi¢e navedena dva zadatka za koje
je dokazano da su tesko rjesivi. Predstavljamo ukratko i bez dokaza.

Neka je A fiksirana azbuka. Neka su L; i Ly jezici u toj azbuci, tj. neka je L; C Q(A)
i Ly C QA). Njihova konkatenacija oznacava se kao L;Ls a definiSe se relacijom LiL, =
{zy| = € L1, y € Ly}, kada se poslije rijeci = dopiSe rije¢ y onda se tako dobije rije¢ zy.
Definisimo i stepene nekog jezika L. Neka je L™ = L™ 'L za n > 2 i neka je L° = {O}, gdje
O oznacava tzv. praznu rijec (rije¢ duzune nula slova). Uvedimo i pojam iteracije jezika L ili
Klinijevog zatvorenja jezika L u oznaci L*, neka je L* = {0} U LU L*U... =2, L™

Definicija. Neka je A azbuka. Regularan izraz R u azbuci A 1 skup rijeci ili jezik L koji je
oznacen tim regularnim izrazom (skup rijeci koji je pridruzen tom regularnom izrazu) definisu se
rekurzivno kako slijedi. 1. @ je regularan izraz, oznacava prazan skup rijeéi. 2. O je regularan
izraz, oznacava skup rijeci {0}. 3. Za svako a € A, a je regularan izraz a oznacava skup {a}. 4.
Neka su p i g regularni izrazi i ozna¢imo sa P i () redom njima pridruzene (regularne) skupove
rije¢i. Tada sui (p + q), (pq) i (p*) regularni izrazi i to oni redom oznacavaju skupove rijeci
PUQ, PQ i P*. Za jezik koji je definisan (opisan) nekim regularnim izrazom kaze se da je
regularan jezik.

Prilikom pisanja regularnih izraza mi mozemo da izostavimo veliki broj zagrada ako uzmemo
da operacija a* ima vedéi prioritet od konkatenacije, a konkatenacija da ima veéi prioritet od +.
Na primjer, ((0(1*)) + 0) moze da bude zapisano kao 01* + 0.

Primjeri. 1. 01 je regularan izraz koji oznacava skup {01}. 2. (0 + 1)* oznacava skup
Q({0,1}). 3. 1(0 + 1)*1 + 1 oznacava skup svih rijeci koje pocinju i zavrsavaju se sa slovom 1.
Objasnjenja. 1. 0+ 1 znaci 0 ili 1. 2. 1* znac¢i 1 ma koliko puta (uklju¢ujuéi i moguénost nula
puta), tj. znaci O ili 1 ili 11 ili 111 ili itd. 3. R = (0 + 1)2*3" znaéi 0 ili 1, a zatim 2 nekoliko
puta, a zatim 3 nekoliko puta. Recimo, jeziku L koji je definisan posljednjim regularnim izrazom

*

pripadaju izmedu ostalih i rijeci w = 033 1 w = 122223.

Zadatak. Sastaviti regularne izraze za sljedeée skupove rijeéi u azbuci A = {a,b}. 1. Sve
rije¢i u kojima se ne pojavljuju dva uzastopna slova a. 2. Sve rijeci sa neparnim brojem slova
a 1 parnim brojem slova b. 3. Sve rijec¢i koje ne sadrze podrijec aba. Sami za vjezbu.

Definicija. Poluprosireni regularan izraz: dodaje se operacija presjek, u oznaci N. Detalj-
nije, ako su p i ¢ poluprosireni regularni izrazi, oznacimo sa P 1 () njima odgovarajuce jezike,
onda je 1 p N q poluprosireni regularan izraz, s tim da njemu odgovara skup rijeéi P N Q.

Definicija. Prosireni regularan izraz: na moguénosti koje ima poluprosireni dodata je ope-
racija —, komplement. Konkretno, ako izrazu p odgovara jezik P onda je i —p izraz, s tim da
njemu odgovara jezik Q(A) \ P.

S jedne strane, klasa jezika koji mogu da budu prikazani ne izmijeni se (ne poveca se)
dodavanjem moguénosti presjeka 1 komplementa, to 1 dalje ostaje klasa svih regularnih jezika,
ovo moze da bude dokazano. S druge strane, upotreba dvije operacije presjek 1 komplement
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moze znatno da smanji duZine izraza potrebnih da se opisu neki skupovi rijeci.

Prvi zadatak ili zadatak Z;. Data je azbuka A i1 dat je regularan izraz R u toj azbuci ¢ime
je definisan jedan jezik L. Da li je komplement od L (u odnosu na skup (A)) prazan skup ili
svejedno da li je L = Q(A), tj. da li R oznacava sve mogudée rijeci u azbuci A. Kratko se kaze:
zadatak o praznom komplementu.

Drugi zadatak ili zadatak Z,. Data je azbuka A i1 dat je poluprosireni regularan izraz R u
toj azbuci . ..

Tre¢i zadatak ili zadatak Zs. Data je azbuka A i dat je prosireni regularan izraz R u toj
azbuci ...

Sva tri zadatka su algoritamski rjesivi. Da i su teski? Zapaziti odmah da je Z, tezi od Zi,
tj. u najmanju ruku nije laksi od Z;. Sliéno i Z; ima veéu ili jednaku tezinu (stepen slozenosti)
od Z,. Zato §to je slozenost (govoreéi opisno): broj taktova kroz obim ulaza; "imenilac” tj.
obim ulaza kod Z, je manji (kraéi) od onog kod Z;.

Neko moze da procita deset strana za dva sata vremena. Efikasnost ¢itanja ce biti bolja ako
uspije da poveéa broj strana ili da smanji vrijeme na satipo. Bilo koji algoritam za Z3; moze da
posluzi i za Z;.

Sto se tice zadatka Z;, nije poznato da li pripada ili ne pripada skupu NP.

Teorema. Zadatak Z, ne pripada skupu NP.

Teorema. Zadatak Z3 ne pripada skupu NP.

Izostavljaju se dokazi dvije navedene teoreme.

* ok ok ok ok ok ok ok %

Kao obnavljanje, skicirajmo definicije nekih vaznih pojmova, radi njihovog pravilnog ras-
poreda. Kako treba definisati vremensku slozenost? Da 1i se slaze sa realnim kompjuterom?

Znamo da u definiciji vremenske slozenosti jednog algoritma ucestvuju nezavisno prom-
jenljiva n — obim ulaza (veli¢ina instance) i zavisno promjenljiva t,, — odgovarajuéi vremenski
trosak. U slu¢aju Tjuringove masine, n je broj polja na traci upotrebljenih da se saopste ulazni
podaci (prije starta). Dok se t,, izrazava preko broja potrebnih radnji, preko broja ¢lanova u
nizu pozicija (od pocetne do zavrine). Na primjer, masina za kopiranje K vrsi obradu agw ag . . .
= agwagw ag. .. (gdje rije¢ w € Q(A)) i za nju vazi t, ~ 2n®. U slu¢aju racunara, n pred-
stavlja broj bajta (karaktera) za ulazne veli¢ine. Drugim rije¢ima, koliko puta treba pritisnuti
taster da bismo racunaru saopstili ulazne podatke. Ili svejedno: ako se podaci preuzimaju iz
jednog fajla, kolika je duzina tog fajla u bajtima. Dok ¢, znaci: koliko se bit—operacija izvrsi
tokom rada programa. Lako se zapaza da su dvije skicirane tzv. idealne definicije vremenske
sloZenosti, u sluéaju Tjuringove masine 1 u slucaju racunara, u dobroj saglasnosti jedna sa
drugom. Takve definicije otvaraju put prema izgradnji pravilne teorije sloZzenosti algoritama,
npr. teorije NP-kompletnih problema.

Primjer masinske instrukcije je ADD EAX, EBX. Znamo da racunar, baziran na procesoru
Pentium ili nekom sli¢nom, izvrs$i 32 ili 64 bit—operacije u okviru jedne masinske instrukcije. S
druge strane, za jednu instrukciju treba u prosjeku 2-4 takta. Dalje, uéestanost takta iznosi
1 GHz (to znaéi jedna nano—sekunda za jedan takt) ili 4 GHz ili tako. Prema tome, postoji
direktna veza oblika y = ax 1zmedu broja izvrsenih bit—operacija z 1 odgovarajuceg potrosenog
vremena rada raunara y izraZenog npr. u sekundama. Naime, a = 107'° ili a = 107!,
Dakle, postoji prakti¢éno potpuna saglasnost medu veli¢inama: broj bit—operacija, potreban
broj masinskih instrukcija i potroseno vrijeme po ¢asovniku.
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Programiranje II, Sadrzaj predavanja:

2.1 Strukture podataka: liste, redovi 1
stekovi drugaen.tex

2.2 Predstavljanje skupova drugaen.tex

2.3 Grafovi (definicija i memorijsko
predstavljanje) drugaeo.tex

2.4 Drveta (razne definicije, memorijsko
predstavljanje i tri nacina obilaska)
drugaeo.tex

2.5 Rekurzija (inorder numeracija sa i bez
rekurzije i rekurzija u slucaju RASP)
drugaep.tex

2.6 Podijeli pa vladaj (najmanji i najveéi
¢lan skupa i proizvod dva binarna broja)
drugaep.tex

2.7 Balansiranje, algoritam mergesort
drugaep.tex

2.8 Dinamicko programiranje (zadatak o
mnozenju nekoliko matrica) drugaep.tex

3.1 Postavka zadatka o uredivanju
drugaeq.tex

3.2 Radikalno uredivanje ili bucketsort
drugaeq.tex

3.3 Uredivanje pomoc¢u uporedivanja
(pomoéu poredenja); donja granica
drugaeq.tex

3.4 Heapsort drugafl.tex

3.5 Quicksort drugafl.tex

3.6 Order statistics (linearna slozenost u
najgorem sluc¢aju) drugafl.tex

3.7 Order statistics, produzetak (linearna
slozenost u o¢ekivanom sluc¢aju) drugafl.tex

4.1 Osnovne operacije nad skupovima
drugag.tex

4.2 Hesovanje drugag.tex

4.3 Binarno pretrazivanje drugag.tex

4.4 Drveta binarnog pretrazivanja
drugag.tex

4.5 Optimalna drveta binarnog
pretrazivanja drugag.tex

4.6 Jednostavni algoritam za uniju dva
disjunktna skupa drugag.tex

4.7 Seme (algoritmi) koje koriste
balansirana drveta drugag.tex

5.1 Drvo koje povezuje minimalne cijene
(Kruskalov algoritam za obuhvatno drvo)
drugah.tex

5.2 Obilazak grafa po dubini drugah.tex

5.3 Algoritam za tranzitivno zatvorenje (da
li postoji put) drugai.tex

5.4 Algoritam za najkra¢i put drugai.tex

5.5 Zadatak o jednom izvoru (Dijkstra)
drugai.tex

5.6 Zadatak o nezavisnom skupu 1
backtracking drugaj.tex

5.7 Zadatak o trgovackom putniku 1
backtracking drugaj.tex

6.1 Euklidov algoritam 1 njegova sloZenost
(za NZD) drugak.tex

6.2 Neke teoreme iz teorije brojeva (mala
Fermaova i kineska o ostacima) drugak.tex

6.3 Uopsteni Euklidov algoritam drugak.tex

6.4 Kriptografija pomocu javnog kljuca:
nacin RSA drugal.tex

6.5 Digitalni potpis drugal.tex

6.6 Kriptografija pomocu javnog kljuca:
metoda kvadratnog ostatka drugal.tex

6.7 Ispitivanje primalnosti: Millerov
postupak drugall.tex

6.8 Ispitivanje primalnosti: Miller—-Rabinov
postupak drugall.tex

6.9 Stream cipher drugall.tex

6.10 Prattov sertifikat primalnosti
drugal2.tex

7.1 Nedeterministicka Tjuringova masina
drugal3.tex

7.2 Tri klase jezika drugal3.tex

7.3 Jezici i zadaci (razumna Sema za
kodiranje i postavke nekih zadataka)
drugal3.tex

7.4 Dokaz da je zadatak SAT
NP-kompletan drugal3.tex

7.5 Dokaz da je zadatak o kliki
NP-kompletan drugam.tex

7.6 Neki zadaci za koje je dokazano da su
tesko rjesivi drugam.tex

Fajlovi (gsview): drugaen.tex 3 pages
drugaeo.tex 5 pages drugaep.tex 10 pages
drugaeq.tex 4 pages drugafl.tex 8 pages
drugag.tex 15 pages drugah.tex 5 pages
drugai.tex 7 pages drugaj.tex 6 pages
drugak.tex 6 pages drugal.tex 10 pages
drugall.tex 7 pages drugal2.tex 3 pages
drugal3.tex 8 pages drugam.tex 4 pages. Y. =
15 files & 101 pages
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