1 Uslovno matematicko ocekivanje

Neka je (X,Y) slu¢ajni vektor diskretnog tipa. Uslovno matemati¢ko o¢ekivanje prom-

jenljive Y uz uslov X = x; se oznacava sa E(Y|X = z;) i zadaje sa

BYIX =2) = S g PY = |X = w1},

j=1

gdje je x; neka realizacija promjenljive X, a y;,7 = 1,2, ..., m, su sve realizacije promjenljive
Y. Primjenjujuéi isti postupak na sve realizacije z;,7 = 1, 2,...n, slu¢ajne promjenljive X,
generiSemo preslikavanje g(z;) = E(Y|X = x;),7 = 1,2,...,n.(x) Kako su argumenti pres-
likavanja g slike preslikavanja X sa () je zadata kompozicija g o X = ¢(X) tj. slucajna
promjenljiva i formirano preslikavanje-slu¢ajnu promjenljivu nazivamo matematicko oceki-
vanje od Y uz uslov X i ozna¢avamo sa F(Y|X). Sumirajuéi sve do sada reeno mozemo

konstatovati:

n

9(X)=E(Y[X)=) gle){X =2} =) > yPlY =ylX =z}{X =ux}.

i=1 i=1 j=-1

Uopstenje na apsolutno neprekidni slucaj je prirodno. Ulogu sume preuzima integral,
ulogu vjerovatnoce gustina. Neka je (X,Y) slucajni vektor apsolutno neprekidnog tipa i

neka su o(z,v), ¢(y|z), p1(x), p2(y) odgovarajuce gustine. Imamo

o0 o0

EOIX =)= [ oty = [ v= D dy = hia) = n00) = V1)

—00 —00

Svojstva uslovnog matematickog ocekivanja.

2. B(w(X)|X) = w(X), B(X|X) = X, E(w(X)Y|X) = w(X)E(Y|X), w : R — R je

Borelovo preslikavanje.

3. Ako su X 1Y nezavisne slu¢ajne promjenljive, tada je E(Y|X) = EY.



4. FE(Y|X) = EY. Tvrdenje ¢emo dokazati u apsolutno neprekidnom slucaju.

EEYIX) = [ BVIX =a)a(o)de = [ o) [ 222ay)de = [ y( ] ole,g)dr)y =
/ yp2(y)dy = EY.

U stohastici se sa L? = L?(Q, F, P) oznacava prostor slu¢ajnih promjenljivih (zadatih na

(2, F, P)) sa kona¢nim drugim momentom. Dakle, X € L? ako je EX? < cc.

Zadacemo preslikavanje (X,Y) = EXY, gdje su X,Y € L?. Dakle, paru (X,Y) se dod-

jeljuje realni broj.
Lako se provjerava: ako su X,Y, Z € L? tada vazi
(aX +0Y,Z)=a(X,Z)+b(Y,Z), a,b € R

(X, X) >0
(X, X)=0=X=0.

Dakle (X,Y) je skalarni proizvod. Pokazuje se da je prostor L? snabdjeven normom

1
X Jl= (X, X)>

kompletan. Dakle, prostor L? snabdjeven sa gore zadatim skalarnim proizvodom je Hilber-
tov. Uobicajeno se L? naziva Hilbertovim prostorom slucajnih veli¢ina sa kona¢nim drugim

momentom.

Neka je (X,Y) sluc¢ajni vektor i neka je w : R — R Borelovo preslikavanje. Sluc¢ajnu

promjenljivu w(X) nazivamo ocjenom sluc¢ajne promjenljive Y.

DEFINICIJA 1.1 Ocjena w*(X) je najbolja ako je
B(Y —w(X))? = B(Y —w* (X)) tj. | Y —w(X) [[Z]| Y — w"(X) |

za proizvoljno Borelovo preslikavanje w.

Teorema 1.1 w*(X) = E(Y|X).



[\

b E(Y — w(X))? = E(Y — w(X) + w(X) — w(X))
B(Y — w*(X))? + 2B(Y — w*(X))(w*(X) — w(X)) = E(Y —

Naime

E(Y —w*(X))(w"(X) —w(X)) = EE((Y — w*(X))(w"(X) — w(X))|X) =
= (koristimo svojstvo 2) E(w*(X) —w(X))E(Y —w*(X)|X) =0. «

Potreba za ocjenjivanjem se pojavljuje u slucajevima kada je X dostupna, a Y nedostupna
slu¢ajna promjenljiva. Na primjer, X je temperatura, a Y vlaznost na nekom lokalitetu i
dostupni su podaci o temperaturi, a nedostupni o vlaznosti. U tim okolnostima na osnovu

trenutne temperature x nepoznatu trenutnu vlaznost ocjenjujemo sa w*(x).
U teoriji ocjenjivanja, funkcija w* se naziva funkcija regresije. Ta¢nost ocjene se "mjeri"
parametrom A = E(Y — w*(X))>2

Primjer 1.1 (X,Y) :U(D), D ={(z,y) : 0 <2z <1,0<y <z}

o(r,y) =2, (z,y) €D, p1(z) = [2dy = 22,0 <z < 1, w*(z) =

Y
2
A= E(Y — %) = fDIQ(y — %)zdxdy = i.

O—=
Ct—=a

yp(ylr)dy = 5,0 <z < 1.

Primjer 1.2 Nacéi ocekivani broj bacanja kocke do registrovanja tri uzastopne Sestice.

Neka je X3 broj bacanja kocke do registrovanja tri uzastopne Sestice, X, broj bacanja kocke

do registrovanja dvije uzastopne Sestice, X; broj bacanja kocke do registrovanja Sestice.

r+1 z+1+3 rz+1+4

X3|X2 :

1
6

BE(X3| Xy =7) = (z + 1)(% + 2(P{X3=3}+ P{X; =4} + )) + 2(3P{ X5 =3} +4P{X5=4}) + ...)
(@ +1) + 2EX;y = B(X3|Xa) = Xo + 1 + 3EX; = EE(X;|Xa) = EXs = EXy + 1+ 2EX; =
EXs = 6(EXy + 1),
Istovjetnim postupkom se dobija EXy = 6(EX; +1) = EX, =6(6 + 1) = FX3 = 6% + 62 + 6 = 258.



Primjer 1.3 Neka je slucajna promjenljiva X jednaka broju bacanja novciéa do padanja pr-
vog pisma, a Y broju bacanja novcica do padanja drugog pisma. Naéi raspodjelu slucajne

promjenljive Y te E(X|Y), E(Y|X) i EY.

»Standardnim postupkom se dobija raspodjela slu¢ajne promjenljive Y, a racunanjem

E(Y|X =k)i E(X|Y =1) dobijamo funkcije koje odreduju uslovno matematicko o¢ekivanje.

2 3 4 ...
y: 0 b By =g
2_2 22_3 32_4 P
F41 k+2 k43 ...
yix =g "0 ETEET EY|X =k)=k+2= E(YV|X)= X +2,
2 22 23 :
-1 1-2 1-3 ...
xy=1:' 0 E(X[Y =) =1—2= E(X|Y)= X —2.
Lo

Primjer 1.4 Slucajna promjenljiva X ima P (X) raspodjelu, a slucajna promjenljiva Y pri
uslovu X = n ima B(n,p) raspodjelu. Naéi E(Y|X), E(X|Y),EY.

k
E(Y|X) =pX, EY = EE(Y|X) = EpX = Ap.

PlY =k} =Y P{Y =k|X =n}P{X =n} = ) 5) e k=0,1,2,..
n=k ’

PY =n|X = F}P{X =k} _ AL-p)"" Ly
P{Y = n} (k —n)! ’

P{X =k]Y =n} =

k=n,n+1,.., E(X|Y:n):ka{xzkyy:n}:A(l_p)Jrnj

k=n

E(X|Y)=A1—-p)+Y. <

Primjer 1.5 U kutiji se nalazi 10 bijelih i 10 crnih kuglica. Iz kutije se po modelu bez vraéanja,
u prvoj seriji vadi 8 kuglica, a zatim se po istom modelu u drugoj seriji vadi jos 8 kuglica.
Neka je X broj izvadenth bijelih kuglica u prvoj seriji, a Y broj izvadenih bijelih kuglica u
drugoj seriji. Naéi raspodjelu slucéajnog vektora (X,Y) te E(Y|X) i EY.



10\ ( 10 \ (10—kY (2+k 10—kY (2+k
»P{X —_ k,Y l} ( )( 2)0( l )(S_l),P{Y _ ”X _ k} _ ( l 1)2(8—l)’
(5) (%) ()
O<k<870<l<8,6<k’+l<10,E(Y|X:k):8101;k:20;%
20 — 2X 20—2-4

B(Y|X)= =5 = EY =EE(Y|X)= =~ = 4 <

Primjer 1.6 Na brojac padaju kosmicke cestice. Neka slucajna promjenljiva X predstavija broj
cestica koje padnu na brojac u toku vremena T i neka je X : P(AT'). Svaka cestica koja padne
na brojac registruje se nezavisno od ostalih i to sa vjerovatnoéom p, 0 < p < 1. Neka je Y

broj registrovanih cestica. Naéi E(X]Y).

= o e (AT)F
»P{Y = m}—§jP{Y m|X = k}P{X_k:E:(> ¢ (k!) =
AT
uepm, m=0,1,2,...,g=1—p; P{X =k|]Y =m} =
m!

PLY = mlX = K}PAX =k} (@TF™ o
PV =m] BRCETI R b

)\Tkm
E(X]Y =m) Zk (4 e = m 4+ AT = B(X]Y) =Y + )T, <

Primjer 1.7 X1 : U(0,1), (Xa| X1 = 1) : U(x1,1), (X[ X2 = 22) : U(2, 1), ... Nadipa(x2), p(a1]|22), EX,.

p(r|1) = =5, <P(flf’1:332) p(ra|z1)pr(21) = 7257, 0 < 21 < w9 < 15 a(2) fga Ty, x2)dr) =

=In— o 0 <2 <1 gp(x1|x2) = %"g(lgg) _1 (xrl)lln(lim ,0<a <z9 < 1.
E(X2|X1 = .731 fZEQQO l’2|$1)dl’2 f dry = 1+x’1 = h(l’l) =

1 x1

E(X,|X,) =N = EX, = FE(Xy|X,) = HEX% = 3,

1x1

- 14+EX,_ n_
Po analogiji imamo, EX3 = 2% =1 pX, = t2tnmt — 221

Primjer 1.8 Neka su X1, Xs, ..., X,, nezavisne, jednako raspodijeljene slucajne promjenljiva sa
U(0,1) raspodjelom. Naéi E(Y1|Y,) i E(Y,|Y1).



> f(yilyn) = f%y(zzn) _ (n — 1);%1”_1_ )2

,0<y1 <y, <1,

Yn

Yn
BOAIY, =) = [ Sl = % = BORIY,) =22
0

Sli¢no se dobija E(Y,|Y1) =nY;. <

Primjer 1.9 Neka su X1,Xs,...,X,, nezavisne, jednako raspodijeljene slucajne velicine sald(0, 1)
raspodjelom. Izracunati E(% > Xk|Yn> i E(% > Xk|Y1>.
k=1 k=1

»Zbog linearnosti operatora matematickog ocekivanja imamo,

( Zxk\y) E(X,|Y,).

Nadimo raspodjelu za X;|Y,, = v, 0 < v < 1. Imamo,

P{Xi <u,v<Y, <v+h}

F(u|)—hmP{X1<u|v Y<v—|—h}—110 Plo <Y, <vihl

Ocigledno je F(u|v) =1, u > v. Dalje,

(n—Duv"?h+o(h) n-—1u
= = — < .
Flufv) = ilg% nv"~th 4+ o(h) n v Y

Na kraju, rac¢unaju¢i Lebeg-Stiltjesov integral i uzimajué¢i u obzir skok koji funkcija F'(ulv)
ima u tacki u = v, dobijamo funkciju koja odreduje trazeno uslovno matematicko oc¢ekivanje.

Imamo,

— 1 ¢ 1 1
E(X1|Y, =v) = /udF(u]v) _ /2du+ 1, _ntl
v

n n 2n
R

n
Dakle, w(v) = ”+1v pa je trazeno E( > Xk|Yn> = ”2—21}/”. Sprovodedi identi¢ni postupak,
k=1

dobija se E(%];ka) = nfly;,

Primjer 1.10 Na intervalu (0,1) slucajno se biraju dvije tacke, a zatim se na intervalu koji



one formiraju slucajno bira tacka T. Naéi raspodjelu slucajne promjenljive X koja je jednaka

apscist tacke T ¢ naéi ET.

Primjer 1.11 Slucajna promjenljiva X ima U(0,1) raspodjelu, a Y|X = z : B(n,x). Naéi

raspodjelu slucajne promjenljive Y © EY.

EY|X=2)=nr=EY|X)=nX = EY = FE(Y|X) = EnX = g

Primjenjujuci formulu potpune vjerovatnocée u apsolutno neprekidnom sluc¢aju, dobijamo

1
n+1

Y

P{Y =k} = /1P{Y = kX = 2} (2)de = /1 (Z) P (1—z)"kdy = (Z)B(k+1,n—k+1) -

k=0,1,...,n.

2 Karakteristicne funkcije

DEFINICIJA 2.1 Neka je X slucajna promgjenljiva éija je funkcija raspodjele Fx(x). Karak-

teristi¢na funkcija slué¢ajne promjenljive X u oznaci

fx(t) = Be™ = / edF(x), t € R.

—00

Primijetimo, f : R — C i funkcija raspodjele postoji za svaku slu¢ajnu promjenljivu. Integral
sa kojim je definisana karakteristi¢na funkcija apsolutno konvergira odakle slijedi konvergen-

cija samog integrala. Provjerimo,

7 it |dF (z) = 7dF(x) ~ 1

—00

Ako je raspodjela sluc¢ajne promjenljive X diskretnog tipa tj. P{X = z;} = p;, i € I, tada je

fX<t> _ Zpieeti-

el



Ako je slu¢ajna promjenljiva X apsolutno neprekidnog tipa sa gustinom g(z) tada je

Koristi se i sinonim: karakteristi¢na funkcija za raspodjelu X. Integral [ e"dF(x) se

u Analizi naziva Furijeova transformacija funkcije F'(x).
Potrazimo karakteristi¢nu funkciju slufajne promjenljive X : N'(0, 1).
oo 12 o I2 o0 1:2
flt) = \/LZ? [ costze™ =z dx, f'(t) = —\/Lz? [ wsintze 7 dr = = [ sintwde” 7 =

(parcijalna int) = —tf(t) = f(t) = C’e‘é; fO)=1=C=1teje f(t)=e =.
Iz . -
/ |zsintx|e” zdxr < / |zle” 2 dx < oo,

slijedi da integral dobijen formalnim diferenciranjem ravnomjerno konvergira po t te je difer-
enciranje bilo korektno.

Svojstva karakteristi¢ne funkcije.

L f0) =1, [f®) <1, f(=t) = [(2).

2. Akoje Y =aX +b, a,b € R, tada je fy(t) = fx(at)e'.

fy(t) — RitlaX+b) — proiatX+ith fX(at)eitb.

3. Funkcija f(t) je ravnomjerno neprekidna na R.
|f(t + h) _ f(t)‘ — ’Eei(t+h)X _ Eez‘tX’ _ |E€z’tX(€z’Xh _ 1)| < E‘ez’tXHeiXh _ 1’ —
[ |e™" —1|dF(X) = 0,h — 0.

Konvergencija slijedi na osnovu Lebegove konvergencije o dominantnoj konvergenciji, a ¢iju

primjenu obezbjeduje aproksimacija ™" — 1| < 2.



4. Ako za neko n € N postoji EX", tada za svako k < n postoji f*)(t) i vazi

f(t)y = ~EX" 4 o(t"), t — 0.

k!
k=0
Formalnim diferenciranjem dobijamo f®)(¢t) = [ (iz)*e™*dF(z). Korektnost diferenci-

ranja slijedi kao posljedica aproksimacije
/ (iz)F e |dF (z) = B|X]* < oo.

Konstatujmo, f*)(0) = i*EX*. I na kraju

n

£ =Y 700 + o) = 30 U
k=0

k'EXk+dﬂ)t%0.

5. Ako postoji f2)(0), tada je EX? < co. (bez dokaza)

6. Ako su Xy, ..., X,, nezavisne slu¢ajne promjenljive, tada je ff) . (t) =TI fx.(2).
k

=) k=1

it >, X no n
fo  ()=Ee =" = B[ ™ =[] fx,(t).
PR k=1 k=1
Teorema 2.1 Bohner-Hincinova teorema. Funkcija f(t) je karakteristicna funkcija neke
slucajne promgjenljive ako i samo ako vazi 1. f(0) =1, 2. |f(t)| <1, 3. f(t) je neprekidna 4.
f(t) je nenegativno definitivna tj. za svaku kolekciju realnih brojeva ty, ..., t, i svaku kolekciju

kompleksnih brojeva zi, ..., z, vazi Y, f(t; —tg)z;Ze = 0,n=1,2, ...
k=1

U konkretnim slu¢ajevima je provjera nenegativne definitnosti tezak zadatak. Zbog toga su
ustanovljene teoreme tipa ako-tada i do cilja tj. verifikacije da je data funkcija karakteristi¢na

se brzo dolazi. NaveSéemo primjer.

Teorema 2.2 Pojina teorema. Ako je funkcija f(t) neprekidna, konveksna, parna, nenega-
tivna, f(0) =1, f(t) = 0,t — £o0, tada je f(t) karakteristicna funkcija.

Primjenom Pojine teoreme lako se provjerava da je f(t) = e !l karakteristi¢na funkcija.



Teorema 2.3 Levijeva formula inverzije. Ako su a i b tacke neprekidnosti funkcije raspodjele
F(z) i ako je f(t) odgovarajuca karakteristicna funkcija, tada je
e

F(b) — F(a) = lim i/——Tte_itb__Tmf(t)dt.

Posljedice. a) Ako je karakteristi¢na funkcija f(¢) apsolutno integrabilna na R, tada je
odgovaraju¢a slucajna promjenljiva (raspodjela) apsolutno neprekidnog tipa i za odgovara-

juéu funkciju gustine g(x) vazi

g(z) = % / e~ (1) dt.

b) Ako je slu¢ajna promjenljiva X diskretnog tipa, tada za svaku realizaciju = vazi

T
1 .
P{X =z}= Tli_{roloﬁ/e_mf(t)dt.
“r

Karakteristi¢nim funkcijama se uspostavlja preslikavanje sa skupa funkcija raspodjele (sa
skupa raspodjela) na skup karakteristi¢nih funkcija. Teoremom jedinstvenosti se ustanovljava

da je preslikavanje 1 — 1.

U dokazu teoreme jedinstvenosti za karakteristi¢ne funkcije koristimo Stonovu teoremu.

Teorema 2.4 (Stone) Neka je f(x) neprekidna funkcija na [—1,1] i f(=1) = f(l). Za Ve >

0 postojgi trigonometrijski polinom

n

T.(z) = Z a, €™

v=—"n

takav da je sup |T,,(z) — f(x)| < e.
[_lv”

Teorema 2.5 (Teorema jedinstvenosti) Neka su ' i G funkcije raspodjele koje imaju

wstu karakteristicnu funkciju na R tj. za svako t € R vazi

oo o0

/eitzdF(:c) = /ede(x). (2.1)

— 00 —0o0



Tada je F = G.
Fiksirajmo a,b € R (a < b),e > 0 i formirajmo funkciju f© za koju vazi:

0, r<a—¢e, x>0,
a—e<z<a,
1, a<x<b—e¢g,
=, b—e<z <

Dokazimo da je

[ 19wirw = [ r9wice) (2.2)

Neka je n € N takav da je [a —e,b] C [—n,n] i neka je (0, n € N) takav niz da je d,, > 0

i 6,10, n— oo. Funkcija f) ispunjava uslove Stonove teoreme te postoji kona¢na suma
K@) =3 age™
k
tako da vazi

sup | f(x) — f17(2) < 6.

z€R

Funkciju f7(f) periodi¢no produzimo na R. Primijetimo

sup | 1 (x) |< 2.
zeR

Iz (2.1) slijedi

/mmwwz/mmwm



Imamo

/ﬂW“ﬂmﬂ—/V@@W@w:=/?@@Mﬂ@—/}@@maw><
[r0@are) - [ 50 wice| + 2, <

[e.e]

+ 26, + 2F ([-n,n]°) + 2G([-n,n]%),  (2.3)

/mmww—/Mmmm

—00 —00

gdje je FI(A) = / dF (z) 1 G(A) = / dG(z). Pustajuéi da n — oo zakljutujemo da (2.3)
A A
tezi ka 0. Ovim je dokazana jednakost (2.2).

Primijetimo f()(x) — Itap)(7) kad € — 0. Na osnovu teoreme o dominantnoj konvergenciji
iz (2.2) slijedi

o0 oo

[ Tant@)dF @) = [ o (@)ici)

tj. F'(b) — F(a) = G(b) — G(a). Zbog proizvoljnosti a i b zakljut¢ujemo da je F(x) = G(z) za
svako r € R. ¢

DEFINICUA 2.2 Raspodjela sucajne promjenljive X je simetricna ako za svaki Borelov skup
B vazi P{X € B} = P{X € (—B)} = P{(—X) € B} tj. slucajne promjenljive X i —X

imaju sty raspodyelu.

Lema 2.1 Karakteristicna funkcija je parna < odgovarajuca raspodjela je simetricna <

karakteristicna funkcija je realna.

Pretpostavimo da je karakteristi¢na funkcija parna. Imamo fx(t) = fx(—t) = f_x(t) na
osnovu tepreme jedinstvenosti zaklju¢ujemo da promjenljive X i —X imaju istu raspodjelu
tj. raspodjela promjenljive X je simetri¢na.

Pretpostavimo da je raspodjela slu¢ajne promjenjive X simetri¢na. Imamo

o o0 [e o]

f(t) = /costxdF(x) +1 / sintxdF (z) = /cos trdF (x).

—0o0 —00 —00



Pretpostavimo da je karakteristicna funkcija realna. Imamo f(t) f costxdF (z) =

f(=1).
Primjer 2.1 Naéi karaktersisticnu funkciju slucajne pomjenljive S, : B(n, p).
. L . ) 0 1 i
Neka je I, indikator dogadaja A, p(A) = p. Kako je I, : ,q = 1 — p, imamo
q p

f1,(t) = pe' + q. Polazeci od S,, = I, + ... + I 4,, gdje je A; dogadaj da se u prvom opitu iz
serije od n ponavljanja ostvari uspjeh,..., A, je dogadaj da se u n-tom opitu iz serije ostvari

uspjeh, dobijamo
H fra, (8) = (pe’ +q)".

Primjer 2.2 Nadéi karakteristicnu funkciju slucajne promjenljive N'(m, c?).

Pokazimo da 2= : N(0, 1).

ot+m (avf'm)2 t u?
P{—X;m < t} =P{X <ot+m}= 5 [ e 2 do= (”“’;m = “) =5 | e =du

2,2

= m = X N(0,1), X =0 X" +m; fx(t) = foxrim(t) = €™ fx(ot) = ™™ "2,

Primjer 2.3 a) Slucajna promgjenljiva X : P(\). Naéi fx(t), EX, DX.

b) Slucagne promgenljive X1, ..., X,, su nezavisne sa P(A\1), ..., P(\,) raspodjelama. Dokazati

da 32 Xi: (Y M.

n

a) fx(t) = kz ettt ()‘kt,) e = k:Z WZ—T)ke_)‘ = A1) f1(0) = iEX = EX =\
—0 0

F(0)=2EX? = EX? =X+ A= DX = EX?— (EX)2 = \.

(35 M)(teit—1)

b fg ()= fok() e i — (t. jedinstvenosti) kZZ:le:P(é)\k).

k=1

Primjer 2.4 a) Sluca]ne promjenljwe X1, ..., X, sunezavisne sa N (my, %), ..., N (my, 02) raspod-
jelama. Dokazati da Z X (Z my, Z ).

k=1 k=1
b) Slucajne promjenljive X1, ..., X,, su nezavisne jednako raspodiljeljene sa N'(m, o?) raspod-

jelom. Dokazati da 22 = L5~ X« N'(m, %2)
k=1



W= = =75 o 5 X N (S e 3 o).
Gama raspodjela

Gama funkcija. T'(a) := [ 2° 'e™"dz, a > 0. Pokazuje se da vazi I'(a + 1) = al'(a), I'(n +

1) =nl, T(0,5) = /7.

DEFINICIJA 2.3 Slucajna promjenljiva X ima gama raspodjelu sa parametrima o i v, koristi
se zapis X : ['(v,«0), ako je odgovarajuca funkcija gustine
1 1

g(x) = o) o’z" e x>0, > 0,v > 0.

Potrazimo karakteristi¢nu funkciju slu¢ajne promjenljive X : T'(v, ).

fX(t> _ F(ly) f aveita:xu—le—amdl. —_ F1 2 v n—&—y—le—a:cdw — (de — U)
0 n=0 0
= (%) n+v— —u = I'(n+v 7 " = —v 7 " 7 v
:F(lu)Z IU+ ! du = Zn('Ij(»V))<Et> :Z(n)<_at> :< _Et> :

n=0 n=0

[e=]

Koristili smo uopsteni binomni koeficijent

<t) _ tt—1)...(t—k+ 1)’ {eR, kN,

k k!

Ako su Xj, ..., X,, nezavisne sluc¢ajne promjenljive sa I'(v1, @), ..., I'(vp, @) raspodjelama, tada

S X T (Y. g, ). Zaista
k=1 k=1

i Hka (1 — g>_kz_:1 = ZXk . F(CK, I/k).

k=1 k=1 k=1

Primijetimo, ako je X : £(\) mozemo koristiti i zapis X : I'(1,\). Naime, eksponencijalna
raspodjela je specijalan sluc¢aj gama raspodjele. Ako su X1, ..., X, nezavisne sluc¢ajne prom-

jenljive i svaka ima £(\) raspodjelu, tada > X : I'(n, A).
k=1

Komentar. Neka je X slucajna promjenljiva koja je jednaka broju neuspjeha do reg-

istrovanja r tog uspjeha, vjerovatnoca uspjeha je p.

r+k—1Y\ , -\ , k
P{X—k}—( I )qu—<k>p(—q)7k—0,1,2,...



Ovim je objasnjeno zbog ¢ega se koristi naziv negativna binomna raspodjela.

Primjer 2.5 Slucajne promjenljive X 1Y su nezavisne i svaka ima karakteristicnu funkciju

ft)=(2- e”)_l. Naéi raspodjelu slucajne promjenljive Z = X +Y.

1 e eint
=0

B 1
2 —eit

1 p—
2 1—eit/2

> f(t) k=0,1,....

2k+1’
n

o
Koristedi razvoj (1 — z)72 = > nz""!, dobijamo
n=1

1 P N n+1 .,
fz(t):Z'<1_7) :Zgnw‘e :

n=0
Iz teoreme jedinstvenosti, dobija se

k1
P{Z:k}:Qk—tQ,k:O,l,Q,....<

Primjer 2.6 Neka su X i Y nezavisne slucajne promjenljive sa raspdjelama P{X = k} =
1/28 k = 1,2,..., P{Y =k} = 21/3% k = 1,2,... Naéi raspodjelu slucajne promgenljive
Z=X+Y.

o0 eitk’ eit o 2k‘—1 eitk eit
>ix) =) G =g =) =
k=1 k=1

e?zt

fz(t) = fx () fy(t) = (2 —€it)(3 — 2€it)'

Uvedimo smjenu w = € i funkciju g(w) = m razvijmo u red. Dobijamo

Dakle, P{Z = k} = (g) — i k=23

Primjer 2.7 Naéi raspodjelu cija je karakteristicna funkcija f(t) = m.



Primjer 2.8 Slucajne promgjenljive X 1Y su nezavisne, njihove karakteristicne funkcije su
Fx(t) = 35=L f(t) = cos*(t). Izracunati P{X <Y +1} i EY®.

46Tt —2>

A -1 < 0O -1 -2 -3
3 i 1 ! ez(nl)t i
f(®) =+ [se (1= 5t ) B 2N P NP
n= 1
Y T 4 20 2 4
fY(t):( Jr2 ):%Z(i)etke R 1 103 1 1
k=0 16 4 8 4 16

Zbog simetri¢nosti raspodjele slu¢ajne promjenljive Y dobijamo EY? = 0 i

PIX<KY+1}=1-P{X+Y >2}=1-P{X=0,Y =2} - P{X = -2,V =4}—
— _ 193

P{X=—-1Y =4} - P{X =0,Y =4} = 1%,

~0,5 0,5

0,5 0,5
Metodom karakteristicnih funkcija naci raspodjelu slucajne promgjenljive Z = X +Y.

Primjer 2.9 X i Y su nezavisne slucajne promjenljive, X : U(—0,5;0,5), Y :

Primjer 12. Neka su X, Xs,... nezavisne, jednako raspodijeljene slucajne promjenljive
ineka je Y, = X3+ Xy + ... + X,,. Ako je 0 < P{Xj je djeljivosa 2} < 1, tada je
lim P{Y, je djeljivo sa 2} = % Dokazati!

n—oo

»Neka je P{X; =k} =pp, k=0,41, 42, ... Kako je fx,(t) = > ppe™ to je

k=—o00

fx,(m)=(po+p—s2+p+..)—(P1+pa+ps+ps+..)=
P{X; je djeljivo sa 2} — P{X; nije djeljivo sa 2}.

Ocigledno, f, (t) = e (). Sada je

P{Y,, je djeljivo sa 2} — P{Y,, nije djeljivo sa 2} = «,, — (,,
gdje je a, = P{Y}, je djeljivo sa 2} i B, = P{Y, nije djeljivo sa 2}. Primijetimo, f, (7) =
fe (m) — 0, n = o0 jer je | f, (m)] < 1. Dakle, ap, — 8, — 01 ay + fn = 1, odakle slijedi

an—>%,n—>oo.<

Primjer 2.10 Dokazati da funkcije a) f(t) = e ¥ b) f(t) = cost?, ¢) f(t) = e " nisu

karakteristicne.



a) Funkcija je parna ali nije realna. b) Funkcija nije ravnomjerno neprekidna. ¢) Ako je
funkcija karakteristi¢na, tada je EX? = —f7(0) =0 = X 2 0= fx(t) = 1, kontradikcija.

DEFINICIJA 2.4 Niz funkcija raspodjele F,,(x) slabo konvergira ka funkciji F(x) ako F,,(x) —
F(x) za Vo € C(F), koristi se zapis F,(z) — F(x). Ako niz F,(x) — F(x) pri cemu je
F(z) funkcija raspodjele, tada kaZemo da niz F,,(x) kompletno konvergira ka F(x) i koristimo
zapis F(x) = F(x).

DEFINICIJA 2.5 Niz slucajnih promjenljivih X,,,n = 1,2, ... u raspodjeli konvergira ka sluca-
gnoj promjenljivoj X, koristimo zapis X, 4 x (d-distribution) ako Fx, (z) = Fx(x).

—n

Primjer 2.11 X, : n=12,..F,(z) — F(z) = . Konvergencija nije kompletna.

i 3

1
2

Teorema 2.6 (Teorema neprekidnosti) Neka je F,(x),x € R, niz funkcija raspodjele i neka
je fu(t),t € R, odgovarajuéi niz karakteristicnih funkcija.

1) Ako F,(x) LN F(z), tada f,(t) = f(t),t € R, f(t) je karakteristicna funkcija za F(x).

2) Ako za ¥t € R postoji lim f,(t) i ako je funkcija f(t) = lim f,(t) neprekidna u tacki
n—oo n—o0

t =0, ona je karakteristicana funkcija za neku funkciju raspodjele F(x) i F,(z) — F(z).

Primjer 2.12 Neka je X,,,n = 1,2, ... niz slucajnih promjenljivih sa U ((—4—, —442)U(0, 2))

raspodjelom. Metodom karakteristicnih funkcija ispitati konvergenciju u raspodjeli datog niza.

e
n n . 2 _4 1 -4 0
an(t) = / gemdx —+ / 6€thdﬂf — §6 dit + § = fw(t), W 2 1
41 0 3 3

n

Primjer 2.13 Slucajne promjenljive X;,5 = 1,2,... su nezavisne ¢ jednako raspodijeljene sa

raspodjelom
0 1 9
Xt 1
10 10 10
Neka je



Dokazati da niz slucajnih promjenljivih

9
1 1 sm5t
t EZtXJ — eztk 6
Jx, () 10 kz:% 10 sm u
1 n sin 5% 9it 1 Sin% 2(1—10*”) Sin% "
fra(t) = g e = €2 — 2 e'2 = fw(t).
10” | SN 545 10™ sin 5557 t

e 1. g .. P . . o . . e .
Koristili e'” —1 = 2isin £e'2; u proizvodu sinusa nakon §to sinuse eksplicitno zapiSemo dolazi

do skracivanja.

Primjer 2.14 Neka je X,, n = 1,2, ... niz nezavisnih slucajnih promjenljivih sa I'(1,n + 1)

raspodjelama. Dokazati da

Ynzzwix:/\/(o,l/2)7n—>oo.

n
k=1

> Znamo fx, (£) = (1 —it)™*=1, fi (0) = iEX; = EX; = k + 1.

n<n+ )

k1 Zt S n+3 _n(n+3)1 1_it _tL+3
fif'n Hka< ) Ztn (1__) (& —ut 2 — 2 1’1( ZTL) ¢ 2 —

n

n(n+3) < it | t2 1 ) 4 n+3 2
St ro() ) gt w1 2
e 2 n 2n2 ( n3 ) 2 J— e +o ( n ) — €

Primjer 2.15 Neka su X;, Xs,... nezavisne, jednako raspodijeljene slucajne promjenljive sa
U(0, 1) raspodjelom i neka je slucajna promjenljiva Y, n-ta po velicini iz kompleksa (X1, X, ..., Xon_1).

Dokazati da niz )
W, — (Yn _ 5)\/871

u raspodjeli konvergira ka slucajnoj promjenljivoj W koja ima N (0, 1) raspodjelu.

»Znamo da je gustina slucajne promjenljive Y,

(2n —1)!
(n—1!(n—1)!

gn(u) = u”’l(l —w)" L 0<u<1,



Sada je

fw (t) = fr, (V8nt)e V2 = g=itvan fl eVentug, (u)du = [(u — 1)v8n =

(2n—1)! \/f% VBt (5 + (3+
(n— 1)' n—1 '\/871
n—1
2n—1)! itw w
(n—l)!(é—l)!\}%22”72 f I yan,yam) (w)e ( - %) dw —

L[ et dw = fig(t),n — oo, W N(0,1).

Koristili smo Stirlingovu formulu i Lebegovu teoremu o dominantnoj konvergenciji.

Primjer 2.16 Slucajne promjenljive iz niza X,,, n = 1,2, ... imaju gustine
gn(2) =n(1—2)" 1 0<x<1.

Neka je Y,, = nX,. Dokazati da niz Y, u raspodjeli konvergira ka slucajnoj promjenljivoj Y
koja ima E(1) raspodjelu.

1

fyn (t) — Eitan — /Tl(l - x)n—leintxdx o / 1 - ’U/TL n 1 ztv[( )( )dv
0

0

[e.@]
— /em’e_”dv = f,(t), n = oc.
0

Koristili smo Lebegovu teoremu o dominantnoj konvergenciji i teoremu jedinstvenosti. <

Primjer 13. Slucajna veli¢ina X ima P(A), A > 0, raspodjelu. Dokazati da raspodjela

slucajne velicine w), = Xf’\ kada A\ — oo, konvergira ka raspodjeli slucajne veli¢ine X :

N0, 1).

it 2
> fu,(t) = em VA VA1) ef%JrO(%), A — 00.

Trazeni rezultat, sada direktno slijedi iz Obrnute teoreme. <



3 Konvergencije nizova slucajnih promjenljivih i grani¢ne

teoreme

DEFINICIJA 3.1 Niz slucajnih promjenljivih X,,n = 1,2,... u wvjerovatnoéi konvergira ka

slucajnoj promjenljivoj X, koristi se zapis X,, 2 X, ako je za (Ve > 0), lim P{w : | X,(w) —
n—oo

X(w)| >¢€} =0.

Neka je ay,,n = 1,2, ... niz realnih brojeva. Znamo,
a, > a s (Ve >0)(IN € N)(Vn = N)|a, —a| < e < (Vk € N)(IN € N)(Vn > N)|a, — «

Oznac¢imo sa

oo o oo oo o0 o0 1
L={x,»X}= U N{x.-XI<e=U N{X.—X] <E}€f.
e>0 N=1n=N k=1 N=1n=N
Bududi da je X,, — X slucajna promjenljiva, skup {w : |X,(w) — X(w)| < %} je dogadaj.
Budué¢i da je o polje dogadaja zatvoreno u odnosu na prebrojiva presijecanja i uniranja,

izvodimo zakljucak da je skup L dogadaj.

DEFINICIJA 3.2 Niz slucajnih promjenljivih X,, skoro izvjesno konvergira ka slucajnoj prom-
jenljivoj X, koristi se zapis X, “3 X (a.s. almost surely), ako je P{w : X,(w) — X(w)} =
P(L)=1.

Lema 3.1 Neka je By, k = 1,2,... niz dogadaja. P< N Bk> =1< (Vk e N)P(By) = 1.
k=1

U = smjeru tvrdenje je ocigledno. Dokazimo tvrdenje u < smjeru. C; = B,y =

ByBy,Cs = B,ByBs, ... Kako C, |, imamo P( N Bk> - P( N Ck> = lim P(Cy) = 1.
k=1 k=1 oo

Primjenom Silvesterove formule se dokazuje (Vk € N)P(Cy) =1

Na osnovu leme zaklju¢ujemo,X,, 3 X & (Vk € N)P{ U N{X.,—X|< %} =l

N=1n=N
(vk € N) lim P{ N X, — X| < %} — 1, posljednja ekvivalencija slijedi iz: (Vk € N)
—00 n=N

N {1X, — X| < %} = Wy 1 . Dokazali smo
n=N



Lema 3.2 X, “5 X & (¥e > 0) lim P( N 11X, — X| < e) =1,
—00 n=N

Prelaskom na komplementarni dogadaj, zaklju¢ujemo da se lema moze formulisati na sljedeéi
nacin:
(o.)

{1X,—X| > e}} ~ lim P{ sup | X, — X| > e}
N N—oo

n>N

Lema 3.3 X, “} X « (Ve > 0) lim P{
—00

n=

- P{ N U {X,—X| > e}} = P(Tim A, () = 0, gdje je Ape = {| X, = X| > ehn=1,2, .

N=1n=N

Primijetimo, P{ U {IX,. — X| > e}} < > P{|Xn - X| > e} te ako za Ve > 0 red
n=N n=N

> P{\Xn - X| > e} konvergira konstatujemo: (Ve > 0) A}im P{ U {IX, - X| > e}} =

n=1 00 n=N

0= X, X.

Prisjetimo se jednog tvrdenja iz Borel-Kantelijeve teoreme. Ako je A,,n = 1,2,... niz
nezavisnih dogadaja, tada je P(li_>_mAn) =0« i P(A,) < oo. Neka je ¢ konstanta i
X, niz nezavisnih slu¢ajnih prom?enolojivih. Iz pretpggtlavljene nezavisnosti promjenljivih X,
slijedi nezavisnost dogadaja A, = {|X, — | > €},n = 1,2,.... Analizu zaklju¢imo sa

X, X & (Ve>0)P(lim A, ) =0« (Ve > 0) Y P{|X, — | > ¢} < .
n—oo n=1
Dakle, vazi
Lema 3.4 Neka je X,,,n = 1,2, ... niz slucajnih promgjenljivih, X slucajna promgjenljiva i c
konstanta.
a) Ako za Ve >0 red Y P{|X, — X| > €} konvergira tada X,, “3 X.
n=1

b) Ako su promjenljive X,, nezavisne, tada X,, “3 ¢ ako i samo za Ye > 0 red

> P{|X, —c| > €} konvergira
n=1

Komentar. U nizu dogadaja A, = {|X, — X| > €},n = 1,2,... , gdje su sluc¢ajne prom-

jenljive X, Xy, X, ... nezavisne i jednako raspodijeljene sa raspodjelom X : =, dogadaji

w

nisu nezavisni. Provjeriti! Ovim je obrazlozeno zbog ¢ega u prethodnoj lemi pod a) nemamo

ekvivalenciju.

Lema 3.5 Ako X, “3 X tada X, 2 X.



X, 2 X = (Ve>0) lim P{sup|X,—X|>e}=0= (Ve>0) lim P{|Xy—X|>e} =0
N—o0 n>=N N—oo
jer {|Xn — X| > e} C {sup |X,, — X| > €}.
n=>N

Lema 3.6 Ako X, 5 X tada postoji podniz Xy, takav da X, 3 X.

Tz P{|X, — X| > 1} = 0 = 3ny, P{|Xn, — X| > 1} < &. Iz P{|X, - X| > 1} 5 0=
Iny > ny, P{|X,, — X| > 1} < 5. Nastavljajuéi postupak dolazimo do nj, > .. > ny > ny i

Xoy P{| X0, — X| > 1} < 5. Neka je e > 0. Tk GN,k—lo <eteje > P{|X, —X|>¢}<
k=ko

kzk P{|X,, — X|> 1} < 0.
=Fko

Primjer 3.1 Neka je X,, : U(0,n), n = 1,2, ... niz nezavisnih slucajnih promgjenljivih i neka je
Y, = min{1, X,,}. Dokazati da Y, N i Y, A3 1.

» Neka je 0 < e < 1. Imamo

]__
Pl-Y,>e}=P{X,<1—-c}=-° 20, n— o0
n

Dakle, Y, L4 1. Kako red > + divergira, zaklju¢ujemo da Y, £%51 <

n=1
Komentar. U zadacima u kojima ispitujemo p ili a.s. konvergenciju, dovoljno je analizu
provesti u slucaju 0 < € < 1. Naime, P{|X, — X| > e} < P{|X,, — X| > e}, gdje je
0<er <1602 1.

Lema 3.7 X, 5 X = X, 4 X

Neka je x € C(F'),e > 0.

Fx(zr—e)=P{X<zrx—e}=P{X<z—eX,<az}+P{X<z—-—¢X,>2}<
P{X, <z} + P{|X, — X| > €} = Fx(x —€) — P{|X,, — X| > ¢} < Fx, ().
Takode Fx,(z) < Fx(x+¢€) + P{|X, — X| > ¢} =
Fx(z —¢€) < liminf Fy, (z) < limsup Fx, (z) < Fx(z + ¢€).

Bududi da je x proizvoljna tacka neprekidnosti funkcije F'(x) i € proizvoljan pozitivan broj,

zaklu¢ujemo da Fx, 5 F(z).



Lema 3.8 X, A c= X, B e

0, z<c
1, z>c
cte} <P{X,<c—5}+1-P{X,<c+5}—0,n— o0,

Znamo, F(x) = Neka je € > 0. P{| X, —c| > e} < P{X,, < c— ¢} + P{X,, >

Primjer 3.2 Konstruisati niz slucajnih promjenljivih koji konvergira u raspodjeli i ne konver-

gira u vjerovatnodi.

»Naved¢éemo dva niza. a) Neka je X slucajna promjenljivih sa raspodjelom

X

= O
N~ =

nekaje X, = X, n=1,2,...1Y = 1— X. Slu¢ajne promjenljive X,, i Y imaju istu raspodjelu
te X, oy, Medutim, | X, — Y| = 1 te niz X,, ne konvergira u vjerovatno¢i ka slu¢ajnoj

promjenljivoj Y.

b) Neka je X : N(0,1) i neka je X,, = =X, n = 1,2,.... Slu¢ajne promjenljive iz niza X, i
slu¢ajna promjenljiva X imaju istu raspodjelu te X, %4 X. Neka je € proizvoljan broj veéi
od 0. Imamo

P{|X, — X| > e} = P{|X]| >¢/2} /= 0, n — oc.

Dakle niz sluc¢ajnih promjenljivih X, ne konvergira u vjerovatnoéi.«

U tekstu koji slijedi oznaka || || se odnosi na normu iz prostora L.

DEFINICIJA 3.3 Niz slucajnih promjenljivih X,,n = 1,2, srednjekvadratno konvergira ka
slucajnoj promjenljivoj X ako || X, — X| — 0 & E(X, — X)* — 0,n — oo, koristicemo
oznaku X, 2 x.

Lema 3.9 X, B X=X, % X

Neka je € > 0. P{|X, — X| > ¢} < 2&X7 0 - 0.

Primjer 3.3 a) X, : n=223 ..

1
L1
’I’L2

0

11

b) X, - ,n=2,3,... promjenljive su nezavisne.

3= =



a) X, 30 = X, B0, EX2 = 1 te niz ne konvergira srednjekvadratno. b) Niz ne konvergira
skoro izvjesno, EX? =1 = X, o= Xx,20.

Lema 3.10 Ako je niz X,,,n = 1,2,... skoro izvjesno ogranicen (tj. postoji interval (a,b)
takav da je (Vn € N)P(a < X,, < b) = 1), tada iz X, 2> X = X, 22X,

e>0,E(X, —X)*= f (X, — X)*P(dw) + Ik (X, — X)?*P(dw) <
wi| X (@) =X (@) |21/ Wi Xn (W) =X (@)[>/5
S+ (b— a)QP{\Xn - X[> 5} <5+ (- a)zm =€, za ¥n = ny(e).

Postojanje brojeva (b ) i ng(€) slijedi iz pretpostavljene konvergencije u vjerovatnodi.

Primjer 3.4 Neka je X,,, n = 2,3, ... niz slucajnih promjenljivih sa raspodjelama

' -n 0 n
Xnio 5 1__5 _ _3
(n+1)2 (n+1)2  (n41)?2

Ispitatt konvergencije niza X,,.

»Neka je 0 < ¢ < 1. Kako red Z P{|X,| > ¢} = Z ﬁ konvergira, zaklju¢ujemo da

2

X, 250, X, =5 01 X, -5 0. KakOJeEXQ—(H)

Xn%0.4

s — 9, n — 00, zakljucujemo da

Primjer 3.5 Neka je X,,, n = 1,2,... niz jednako raspodijeljenih slucajnih promjenljivih sa

E(1) raspodjelom. Ispitati konvergencije niza Y, = —\/n%Xn,

»Neka je ¢ > 0.

1 -1 1
P{Y, > ¢ :P{Xn< }: / e du=1—e «vnd ~ , N — OQ.
{ J evn? evn?

Kako red Z — konvergira to je ZP{|Y!>£}<ooteY 2250, Y, 25 01Y, -5 0.

n=

Primijetimo,
o0

1
et 1 dt

EY? = dt > — | —.
" / n3t? n3e ) t?

0 0

Posljednji integral divergira te slu¢ajne promjenljive Y,, ne pripadaju prostoru L,. <



1,2,..., niz jednako raspodijeljenih slucajnih promgjenljivih sa

Primjer 3.6 Neka je X,,, n =
Ispitaty konvergencije niza Y,.

1
= Tfnixz-

U(0,1) raspodjelom i neka je Y, =

» Neka je 0 < € < 1. Za dovoljno velike n-ove kojima se obezbjeduje da je —ni < 1, imamo
1 11 11
P{KL>€}:P{HT4)(TQL>€}:P Xn<T :T

Kako red # konvergira, zaklju¢ujemo da Y, <3 0, Y, L0i Y, 25 0. Realizacije niza

n=1
Y,, su izvjesno sa intervala (0,1) te iz ve¢ konstatovane konvergencije u vjerovatnodi slijedi

Y, 22 0. <
niz nezavisnih, jednako raspodijeljenih slucajnih prom-

Primjer 3.7 Neka je X,,, n = 1,2, ...
jenljivih sa E(1) raspodjelom i neka je Y, = ﬁ Ispitats konvergencije niza Y,.
»Neka je 0 < ¢ < 1. Imamo
1
P{Y>}—P{ ! >}—P{X <%_1}—/ “tdu =
n T ENT 14+ nX, T " n n ¢ =
0

—1

l—e 7 =g(e,n).

fon =

Kako g(e,n) — 0, n — 00, zakljuéujemo da Y, — 01 Y, -2 0.
n — oo te red > g(e,n), 0 < & < 1, divergira. Dakle,

1_
Primijetimo, g(e,n) ~ Enl,
Y, 23 0. Iz P{0 < Y, < 1} = 11i ve¢ dokazane konvergencije u vjerovatnodi zakljuéujemo

n=1

Y, 22 0. <

Primjer 3.8 Neka je X,,, n = 1,2, ... niz slucajnih promgenljivih sa
1 1
u(1 1+ —)
n n
raspodjelama. Ispitati konvergencije niza X,,.

>P{w:1—%<Xn(w)<1+%}:1:>P{Xn—>1}:1:>Xnﬂ>1,Xni>1i

X,, -4 1. Buduéi da je izvjesno 0 < Y, < 2 zakljucujemo da X,, =2 1. <



Xn
T+ Xy

jelama. Ispitati konvergencije niza Y, =

Primjer 3.9 Neka je X,,, n = 1,2, ... niz nezavisnih slucajnih promjenljivih sa U(0,n) raspod-

11
2 — 0, n — oo.

»Neka je 0 < € < 11in dovoljno veliko tako da je n > % — 1. Imamo,
n

P{1-Y,| >5}:P{1—Yn>5}:P{Xn<——1}
9
Dakle, ¥, -2 11 Y, -% 1. Primijetimo, P{0 < ¥, < 1} = 1 te V,, =2 1. Kako red

3" P{|1 = Y,| > ¢} divergira, zaklju¢ujemo da Y, 2= 1. <«
n=1

Primjer 3.10 Neka je X,,, n = 1,2, ... niz nezavisnih slucajnih promjenljivih sa

u((o,%) U (1,1+%))

raspodjelama. Ispitati konvergencije niza X,,.
» Jednostavno se provjerava da fx, () — 1 odakle slijedi X, N 0, a time 1 X, L.
Kako je P{0 < X,, <2} =1to X, 22, 0. Neka je 0 < e < 11in dovoljno veliko tako da je

B 1
S on+1

1
n2

1 < e. Imamo,
n

1 1

P

PX, > b= P{X, e (1L1+-5)}

Kako red Y. P{X, > ¢} divergira to X,, /5 0. <
n=1
niz slucajnih promjenljivih sa U(n,n*) raspodjelama i

Primjer 3.11 Neka je X,,, n = 1,2,
neka je Y, = e "X,. Dokazati da 'Y, =50, L2,

2
<n—}:1:>P{w: Y, (w) = 0} = 1.
en

> Plw:0 <Y, (w)

Dakle, Y,, =% 0. Lako se provjerava da EY? - 0,n — o0o. <



