1 Uslovno matematicko ocekivanje

Neka je (X,Y) slu¢ajni vektor diskretnog tipa. Uslovno matemati¢ko o¢ekivanje prom-

jenljive Y uz uslov X = x; se oznacava sa E(Y|X = z;) i zadaje sa

BYIX =2) = S g PY = |X = w1},

j=1

gdje je x; neka realizacija promjenljive X, a y;,7 = 1,2, ..., m, su sve realizacije promjenljive
Y. Primjenjujuéi isti postupak na sve realizacije z;,7 = 1, 2,...n, slu¢ajne promjenljive X,
generiSemo preslikavanje g(z;) = E(Y|X = x;),7 = 1,2,...,n.(x) Kako su argumenti pres-
likavanja g slike preslikavanja X sa () je zadata kompozicija g o X = ¢(X) tj. slucajna
promjenljiva i formirano preslikavanje-slu¢ajnu promjenljivu nazivamo matematicko oceki-
vanje od Y uz uslov X i ozna¢avamo sa F(Y|X). Sumirajuéi sve do sada reeno mozemo

konstatovati:

n

9(X)=E(Y[X)=) gle){X =2} =) > yPlY =ylX =z}{X =ux}.

i=1 i=1 j=-1

Uopstenje na apsolutno neprekidni slucaj je prirodno. Ulogu sume preuzima integral,
ulogu vjerovatnoce gustina. Neka je (X,Y) slucajni vektor apsolutno neprekidnog tipa i

neka su o(z,v), ¢(y|z), p1(x), p2(y) odgovarajuce gustine. Imamo

o0 o0

EOIX =)= [ oty = [ v= D dy = hia) = n00) = V1)

—00 —00

Svojstva uslovnog matematickog ocekivanja.

2. B(w(X)|X) = w(X), B(X|X) = X, E(w(X)Y|X) = w(X)E(Y|X), w : R — R je

Borelovo preslikavanje.

3. Ako su X 1Y nezavisne slu¢ajne promjenljive, tada je E(Y|X) = EY.



4. FE(Y|X) = EY. Tvrdenje ¢emo dokazati u apsolutno neprekidnom slucaju.

EEYIX) = [ BVIX =a)a(o)de = [ o) [ 222ay)de = [ y( ] ole,g)dr)y =
/ yp2(y)dy = EY.

U stohastici se sa L? = L?(Q, F, P) oznacava prostor slu¢ajnih promjenljivih (zadatih na

(2, F, P)) sa kona¢nim drugim momentom. Dakle, X € L? ako je EX? < cc.

Zadacemo preslikavanje (X,Y) = EXY, gdje su X,Y € L?. Dakle, paru (X,Y) se dod-

jeljuje realni broj.
Lako se provjerava: ako su X,Y, Z € L? tada vazi
(aX +0Y,Z)=a(X,Z)+b(Y,Z), a,b € R

(X, X) >0
(X, X)=0=X=0.

Dakle (X,Y) je skalarni proizvod. Pokazuje se da je prostor L? snabdjeven normom

1
X Jl= (X, X)>

kompletan. Dakle, prostor L? snabdjeven sa gore zadatim skalarnim proizvodom je Hilber-
tov. Uobicajeno se L? naziva Hilbertovim prostorom slucajnih veli¢ina sa kona¢nim drugim

momentom.

Neka je (X,Y) sluc¢ajni vektor i neka je w : R — R Borelovo preslikavanje. Sluc¢ajnu

promjenljivu w(X) nazivamo ocjenom sluc¢ajne promjenljive Y.

DEFINICIJA 1.1 Ocjena w*(X) je najbolja ako je
B(Y —w(X))? = B(Y —w* (X)) tj. | Y —w(X) [[Z]| Y — w"(X) |

za proizvoljno Borelovo preslikavanje w.

Teorema 1.1 w*(X) = E(Y|X).



E(Y —w(X))2 = E(Y — w*(X) +w*(X) — w(X))? >
B(Y —w* (X)) + 2B(Y — w*(X))(w"(X) — w(X)) = B(Y — w*(X))2.

Naime

E(Y —w*(X))(w"(X) —w(X)) = EE((Y — w*(X))(w"(X) — w(X))|X) =
= (koristimo svojstvo 2) E(w*(X) — w(X))E(Y —w*(X)|X) =0.4

Potreba za ocjenjivanjem se pojavljuje u slucajevima kada je X dostupna, a Y nedostupna
slu¢ajna promjenljiva. Na primjer, X je temperatura, a Y vlaznost na nekom lokalitetu i
dostupni su podaci o temperaturi, a nedostupni o vlaznosti. U tim okolnostima na osnovu

trenutne temperature x nepoznatu trenutnu vlaznost ocjenjujemo sa w*(x).

U teoriji ocjenjivanja, funkcija w* se naziva funkcija regresije. Ta¢nost ocjene se "mjeri"
parametrom A = E(Y — w*(X))>2

Primjer 1.1 (X,Y) :U(D), D ={(z,y) : 0 <2z < 1,0 <y <z}

> o(z,y) =2, (z,y) € D, p1(x) = [2dy = 22,0 <z <1, w*(z) = [yp(y|lz)dy = %,
0 0
1

2 2
0<x<1;A:E(Y—§> :fDIQ(y—g)dxdy: . <
Primjer 1.2 Nacéi ocekivani broj bacanja kocke do registrovanja tri uzastopne Sestice.

»Neka je X3 broj bacanja kocke do registrovanja tri uzastopne Sestice, X5 broj bacanja kocke

do registrovanja dvije uzastopne Sestice, X; broj bacanja kocke do registrovanja Sestice.

r+1 r+1+3 rz+1+4

X3|X2 :

1
6

B(XalXp = 2) = (v + 1) (4 + 2 (P{Xs = 3} + P{X; =4} +..) )+
3(3P{X3=3}+4P{X3=4})+..) = (z + 1) + SEX; = E(X;3|X,) =

Istovjetnim postupkom se dobija

EX;=6(EX;+1)= EX;=6(6+1) = EX3=06"+6°+6 = 258. <



Primjer 1.3 Neka je slucajna promjenljiva X jednaka broju bacanja novciéa do padanja pr-
vog pisma, a Y broju bacanja novcica do padanja drugog pisma. Naéi raspodjelu slucajne

promjenljive Y te E(X|Y), E(Y|X) i EY.

»Standardnim postupkom se dobija raspodjela slu¢ajne promjenljive Y, a racunanjem

E(Y|X = k)i E(X|Y =1) dobijamo funkcije koje odreduju uslovno matematicko o¢ekivanje.

2 3 4 ...
y: 0 b By =g
2_2 22_3 32_4 P
F4l k+2 k43 ...
yix =g " ETEET EY|X=k)=k+2= E(YV|X)= X +2,
2 22 23
-1 1-2 1-3 ...
xy=1:' 0 E(X[Y =) =1—2= E(X|Y)= X —2.
2 22 23 :

Primjer 1.4 Slucajna promjenljiva X ima P (X) raspodjelu, a slucajna promjenljiva Y pri
uslovu X =n ima B(n,p) raspodjelu. Naéi E(Y|X), E(X|Y),EY.

»P{Y = k|X =n} = (n)pk(l —p)" " k=0,1,..,n,E(Y|X =n) =np=

k
E(Y|X) =pX, EY = EE(Y|X) = EpX = Ap.

PlY =k} =Y P{Y =k|X =n}P{X =n} = %e@, k=0,1,2,..
n=~k ’

PIX = KY = n) = P{Y = nJD)i;:k}nJ;{X =k} _ (A((lk—_pg; A
k=nn+1,.., E(X|Y =n) :ikP{X =klY =n}=XX1-p) +n=

EX|Y)=A1-p)+Y. <

Primjer 1.5 U kutiji se nalazi 10 bijelih i 10 crnih kuglica. Iz kutije se po modelu bez vraéanja,
u prvoj seriji vadi 8 kuglica, a zatim se po istom modelu u drugoj seriji vadi jos 8 kuglica.
Neka je X broj izvadenth bijelih kuglica u prvoj seriji, a'Y broj izvadenih bijelih kuglica u
drugoj seriji. Nacéi raspodjelu slucéajnog vektora (X,Y) te E(Y|X) i EY.



10\ ( 10 \ (10—kY (2+k 10—kY (2+k
»P{X —_ k,Y l} ( )( 2)0( l )(S_l),P{Y _ ”X _ k} _ ( l 1)2(8—l)’
(5) (%) ()
0<k<870<l<8,6<k’+l<10,E(Y|X:k):8101;k:20;%:>
20 — 2X 20—-2-4

B(Y|X)= =5 = EY =EE(Y|X)= =~ = 4 <

Primjer 1.6 Na brojac padaju kosmicke cestice. Neka slucajna promjenljiva X predstavija broj
cestica koje padnu na brojac u toku vremena T i neka je X : P(AT). Svaka cestica koja padne
na brojac registruje se nezavisno od ostalih 1 to sa vjerovatnoéom p, 0 < p < 1. Neka je Y

broj registrovanih cestica. Naci E(X|Y).

»P{Y =m} = ZP{Y m|X = kYP{X =k} = Z( )mkm%:

AT
ue_pw, m=0,1,2,...,g=1—p; P{X =k|]Y =m} =
m!

P{Y =m|X = k}P{X =k} _ (QAT)*=™

= T = 1 2, ...
P{Y—m} (k’—m)!e , m,m+1m+2, ..,

(gAT)*
BE(X[Y =m) qu eqAT:m+qAT:>E(X|Y):Y+q)\T.<

Primjer 1.7 Xl IU(O, 1), (X2|X1 = .T1> : Z/{(.fl?l, 1), (Xg’XQ = ZEQ) ZZ/{(.CEQ, 1), .... Naéi QOQ(.TQ),
o(x1|xe), EX,y.

> p(z2]71) = f— I1> @(%7352) o(xa|r1)p1(11) = 1 o 0 <2 <x3 < 1;09(22) =

:fZgo(xl,xg)dxl In —— o 0 <@ <15 p(m1|zg) = ‘pg(lgi) = (x1—1)1£1(1—x2)’
0 <z <9 < 1. E(X3| X7 =11) fxgw To|zy)dry = f r2-dry = 1”1 = h(x1) =
E(Xs|X;) =18 :,Q;JXQ = EBE(X,|X, ) = LEh = 3
Po analogiji imamo, EX; = X2 = I | pX, = 10t = 221 4

Primjer 1.8 Neka su X1, Xo, ..., X,, nezavisne, jednako raspodijeljene slucajne promjenljiva sa
U(0,1) raspodjelom. Naéi E(Y1|Y,) i E(Y,|Y1).



> f(yilyn) = f%y(zzn) _ (n — 1);%1”_1_ )2

,0<y1 <y, <1,

Yn

Yn
BOAIY, =) = [ Sl = % = BORIY,) =22
0

Sli¢no se dobija E(Y,|Y1) =nY;. <

Primjer 1.9 Neka su X1,Xs,...,X,, nezavisne, jednako raspodijeljene slucajne velicine sald(0, 1)
raspodjelom. Izracunati E(% > Xk|Yn> i E(% > Xk|Y1>.
k=1 k=1

»Zbog linearnosti operatora matematickog ocekivanja imamo,

( Zxk\y) E(X,|Y,).

Nadimo raspodjelu za X;|Y,, = v, 0 < v < 1. Imamo,

P{Xi <u,v<Y, <v+h}

F(u|)—hmP{X1<u|v Y<v—|—h}—110 Plo <Y, <vihl

Ocigledno je F(u|v) =1, u > v. Dalje,

(n—Duv"?h+o(h) n-—1u
= = — < .
Flufv) = ilg% nv"~th 4+ o(h) n v Y

Na kraju, rac¢unaju¢i Lebeg-Stiltjesov integral i uzimajué¢i u obzir skok koji funkcija F'(ulv)
ima u tacki u = v, dobijamo funkciju koja odreduje trazeno uslovno matematicko oc¢ekivanje.

Imamo,

— 1 ¢ 1 1
E(X1|Y, =v) = /udF(u]v) _ /2du+ 1, _ntl
v

n n 2n
R

n
Dakle, w(v) = ”+1v pa je trazeno E( > Xk|Yn> = ”2—21}/”. Sprovodedi identi¢ni postupak,
k=1

dobija se E(%];ka) — 1y <

Primjer 1.10 Na intervalu (0,1) slucajno se biraju dvije tacke, a zatim se na intervalu koji



one formiraju slucajno bira tacka T. Naéi raspodjelu slucajne promjenljive X koja je jednaka

apscist tacke T ¢ naéi ET.

Primjer 1.11 Slucajna promjenljiva X ima U(0,1) raspodjelu, a Y|X = z : B(n,x). Naéi

raspodjelu slucajne promjenljive Y © EY.

» E(Y|X =) =nz = E(Y|X) =nX = EY = EE(Y|X) = EnX = g

Primjenjujuci formulu potpune vjerovatnocée u apsolutno neprekidnom sluc¢aju, dobijamo
1
P{Y =k} = fP{Y—k;|X—x}g01 = [ (D" — z)"Fdx =
0

(k)B(k+1,n—k+1) — L k=01 .1 <

%_H?
2 Karakteristicne funkcije

DEFINICIJA 2.1 Neka je X slucajna promgenljiva éija je funkcija raspodjele Fx(x). Karak-

teristi¢na funkcija slué¢ajne promjenljive X u oznaci

o0

fx(t) = Be™ = / edF(x), t € R.

—00

Primijetimo, f : R — C i funkcija raspodjele postoji za svaku slu¢ajnu promjenljivu. Integral
sa kojim je definisana karakteristi¢na funkcija apsolutno konvergira odakle slijedi konvergen-

cija samog integrala. Provjerimo,

7 le"*|dF (z) = 7dF(m) =1.

Ako je raspodjela sluc¢ajne promjenljive X diskretnog tipa tj. P{X = z;} = p;, i € I, tada je

— Z pieetz

i€l



Ako je slu¢ajna promjenljiva X apsolutno neprekidnog tipa sa gustinom g(z) tada je

Koristi se i sinonim: karakteristi¢na funkcija za raspodjelu X. Integral [ e"dF(x) se

u Analizi naziva Furijeova transformacija funkcije F'(x).
Potrazimo karakteristi¢nu funkciju slufajne promjenljive X : N'(0, 1).
oo 12 o I2 o0 1:2
flt) = \/LZ? [ costze™ =z dx, f'(t) = —\/Lz? [ wsintze 7 dr = = [ sintwde” 7 =

(parcijalna int) = —tf(t) = f(t) = C’e‘é; fO)=1=C=1teje f(t)=e =.
Iz . -
/ |zsintx|e” zdxr < / |zle” 2 dx < oo,

slijedi da integral dobijen formalnim diferenciranjem ravnomjerno konvergira po t te je difer-
enciranje bilo korektno.

Svojstva karakteristi¢ne funkcije.

L f0) =1, [f®) <1, f(=t) = [(2).

2. Akoje Y =aX +b, a,b € R, tada je fy(t) = fx(at)e'.

fy(t) — RitlaX+b) — proiatX+ith fX(at)eitb.

3. Funkcija f(t) je ravnomjerno neprekidna na R.
|f(t + h) _ f(t)‘ — ’Eei(t+h)X _ Eez‘tX’ _ |E€z’tX(€z’Xh _ 1)| < E‘ez’tXHeiXh _ 1’ —
[ |e™" —1|dF(X) = 0,h — 0.

Konvergencija slijedi na osnovu Lebegove konvergencije o dominantnoj konvergenciji, a ¢iju

primjenu obezbjeduje aproksimacija ™" — 1| < 2.



4. Ako za neko n € N postoji EX", tada za svako k < n postoji f*)(t) i vazi

f(t)y = ~EX" 4 o(t"), t — 0.

k!
k=0
Formalnim diferenciranjem dobijamo f®)(¢t) = [ (iz)*e™*dF(z). Korektnost diferenci-

ranja slijedi kao posljedica aproksimacije
/ (iz)F e |dF (z) = B|X]* < oo.

Konstatujmo, f*)(0) = i*EX*. I na kraju

n

£ =Y 700 + o) = 30 U
k=0

k'EXk+dﬂ)t%0.

5. Ako postoji f2)(0), tada je EX? < co. (bez dokaza)

6. Ako su Xy, ..., X,, nezavisne slu¢ajne promjenljive, tada je ff) . (t) =TI fx.(2).
k

=) k=1

it >, X no n
fo  ()=Ee =" = B[ ™ =[] fx,(t).
PR k=1 k=1
Teorema 2.1 Bohner-Hincinova teorema. Funkcija f(t) je karakteristicna funkcija neke
slucajne promgjenljive ako i samo ako vazi 1. f(0) =1, 2. |f(t)| <1, 3. f(t) je neprekidna 4.
f(t) je nenegativno definitivna tj. za svaku kolekciju realnih brojeva ty, ..., t, i svaku kolekciju

kompleksnih brojeva zi, ..., z, vazi Y, f(t; —tg)z;Ze = 0,n=1,2, ...
k=1

U konkretnim slu¢ajevima je provjera nenegativne definitnosti tezak zadatak. Zbog toga su
ustanovljene teoreme tipa ako-tada i do cilja tj. verifikacije da je data funkcija karakteristi¢na

se brzo dolazi. NaveSéemo primjer.

Teorema 2.2 Pojina teorema. Ako je funkcija f(t) neprekidna, konveksna, parna, nenega-
tivna, f(0) =1, f(t) = 0,t — £o0, tada je f(t) karakteristicna funkcija.

Primjenom Pojine teoreme lako se provjerava da je f(t) = e !l karakteristi¢na funkcija.



Teorema 2.3 Levijeva formula inverzije. Ako su a i b tacke neprekidnosti funkcije raspodjele
F(z) i ako je f(t) odgovarajuca karakteristicna funkcija, tada je
e

F(b) — F(a) = lim i/——Tte_itb__Tmf(t)dt.

Posljedice. a) Ako je karakteristi¢na funkcija f(¢) apsolutno integrabilna na R, tada je
odgovaraju¢a slucajna promjenljiva (raspodjela) apsolutno neprekidnog tipa i za odgovara-

juéu funkciju gustine g(x) vazi

g(z) = % / e~ (1) dt.

b) Ako je slu¢ajna promjenljiva X diskretnog tipa, tada za svaku realizaciju = vazi

T
1 .
P{X =z}= Tli_{roloﬁ/e_mf(t)dt.
“r

Karakteristi¢nim funkcijama se uspostavlja preslikavanje sa skupa funkcija raspodjele (sa
skupa raspodjela) na skup karakteristi¢nih funkcija. Teoremom jedinstvenosti se ustanovljava

da je preslikavanje 1 — 1.

U dokazu teoreme jedinstvenosti za karakteristi¢ne funkcije koristimo Stonovu teoremu.

Teorema 2.4 (Stone) Neka je f(x) neprekidna funkcija na [—1,1] i f(=1) = f(l). Za Ve >

0 postojgi trigonometrijski polinom

n

T.(z) = Z a, €™

v=—"n

takav da je sup |T,,(z) — f(x)| < e.
[_lv”

Teorema 2.5 (Teorema jedinstvenosti) Neka su ' i G funkcije raspodjele koje imaju

wstu karakteristicnu funkciju na R tj. za svako t € R vazi

oo o0

/eitzdF(:c) = /ede(x). (2.1)

— 00 —0o0



Tada je F = G.
#Fiksirajmo a,b € R (a < b),e > 0 i formirajmo funkciju £ za koju vazi:

0, r<a—¢e, x>0,

[O@ =9

1, a<x<b—e¢g,
X

a—e<z<a,

b—e<z<b.

Dokazimo da je

[ 19wirw = [ r9wice) (2.2)

Neka je n € N takav da je [a —e,b] C [—n,n] i neka je (0, n € N) takav niz da je d,, > 0

i 6,10, n— oo. Funkcija f) ispunjava uslove Stonove teoreme te postoji kona¢na suma
K@) =3 age™
k
tako da vazi

sup | f(x) — f17(2) < 6.

z€R

Funkciju f7(f) periodi¢no produzimo na R. Primijetimo

sup | 1 (x) |< 2.
zeR

Iz (77) slijedi

/mmwwz/mmwm



Imamo

/ﬂW“ﬂmﬂ—/V@@W@w:=/?@@Mﬂ@—/}@@maw><
[r0@are) - [ 50 wice| + 2, <

[e.e]

+ 26, + 2F ([-n,n]°) + 2G([-n,n]%),  (2.3)

/mmww—/Mmmm

—00 —00

gdje je F(A) = / dF(z) i G(A) = /dG(x). Pustajuéi da n — oo zaklju¢ujemo da (?7)

A A
tezi ka 0. Ovim je dokazana jednakost (77?).

Primijetimo f()(x) — Itap)(7) kad € — 0. Na osnovu teoreme o dominantnoj konvergenciji

iz (?7) slijedi

[ Tont@)dF @) = [ o (@)ici)

tj. F'(b) — F(a) = G(b) — G(a). Zbog proizvoljnosti a i b zakljuc¢ujemo da je F(x) = G(z) za
svako z € R. ¢

DEFINICUA 2.2 Raspodjela sucajne promjenljive X je simetricna ako za svaki Borelov skup
B vazi P{X € B} = P{X € (—B)} = P{(—X) € B} tj. slucajne promjenljive X i —X

imaju sty raspodyelu.

Lema 2.1 Karakteristicna funkcija je parna < odgovarajuca raspodjela je simetricna <

karakteristicna funkcija je realna.

#Pretpostavimo da je karakteristi¢na funkcija parna. Imamo fx(t) = fx(—t) = f_x(¢) na
osnovu tepreme jedinstvenosti zaklju¢ujemo da promjenljive X i —X imaju istu raspodjelu
tj. raspodjela promjenljive X je simetri¢na.

Pretpostavimo da je raspodjela slu¢ajne promjenjive X simetri¢na. Imamo

o o0 [e o]

f(t) = /costxdF(x) +1 / sintxdF (z) = /cos trdF (x).

—0o0 —00 —00



Pretpostavimo da je karakteristicna funkcija realna. Imamo f(t) f costxdF (z) =

f(=1)-4
Primjer 2.1 Naéi karaktersisticnu funkciju slucajne pomjenljive S, : B(n, p).
. - . ) 0 1 i
»Neka je I indikator dogadaja A, p(A) = p. Kako je I : ,q = 1 — p, imamo
q p

f1,(t) = pe' + q. Polazeci od S,, = T4, + ... + I 4,, gdje je A; dogadaj da se u prvom opitu iz
serije od n ponavljanja ostvari uspjeh,..., A, je dogadaj da se u n-tom opitu iz serije ostvari

uspjeh, dobijamo
H fra, (8) = (pe’* + q)".

Primjer 2.2 Nadéi karakteristicnu funkciju slucajne promjenljive N'(m, c?).

»Pokazimo da = : N/(0,1).

ot+m (avf'm)2 u?
P{X;m <t} :P{X<o-t+m}: riroa 7f e 22 dxr = (m_a'm :u) :\/%771‘;/‘ e” zdu

242

= Xm — X*N(0,1), X =0 X*+m; fx(t) = foxeqm(t) = €™ fx-(ot) = 2. <

oz

Primjer 2.3 a) Slucajna promgjenljiva X : P(\). Naéi fx(t), EX, DX.

b) Slucajne promjenljive X1, ..., X,, su nezavisne sa P(A\1), ..., P(\,) raspodjelama. Dokazati

da 32 Xi: (Y M.

a) fx(t) =Y ekt (Akt!)ke_)‘ => %e"\ = A1) f1(0) = iEX = EX = )\
k=0

k
F7(0) = ?EX? = EX2 = \> + A= DX = EX? — (EX)? = \.
n (3 M)ttt —1) - N e L
. (t) = k]:[l fx, (t) =er=1 = (t. jedinstvenosti) > Xy :P(>. \). «

k=1

Primjer 2.4 a) Sluca]ne promjenljwe X1, ..., X, sunezavisne sa N (my, %), ..., N (my, 02) raspod-
jelama. Dokazati da Z X (Z my, Z ).

k=1 k=1
b) Slucajne promjenljive X1, ..., X,, su nezavisne jednako raspodiljeljene sa N'(m, o?) raspod-

jelom. Dokazati da 22 = L5~ X« N(m, %2)
k=1



> o ()= fok<>=':1 ST S S X N (S, Y 02). «

n
> X — — —
k=1 k=1 k=1 k=1

Gama raspodjela

Gama funkcija. I'(a) := [ 2% e *dx, a > 0. Pokazuje se da vazi I'(a + 1) = al'(a), I'(n +
0

1) =nl, T(0,5) = /7.

DEFINICIJA 2.3 Slucajna promjenljiva X ima gama raspodjelu sa parametrima o i v, koristi
se zapis X : ['(v,«0), ako je odgovarajuca funkcija gustine
1 1

g(x) = o) o’z" e x>0, > 0,v > 0.

Potrazimo karakteristi¢nu funkciju slu¢ajne promjenljive X : T'(v, ).

fX(t> _ F(ly) f aveita:xu—le—amdl. —_ F1 2 v n—&—y—le—a:cdw — (de — U)
0 n=0 0
= (%) n+v— —u = I'(n+v 7 " = —v 7 " 7 v
:F(lu)Z IU+ ! du = Zn('Ij(»V))<Et> :Z(n)<_at> :< _Et> :

n=0 n=0

[e=]

Koristili smo uopsteni binomni koeficijent

<t) _ tt—1)...(t—k+ 1)’ {eR, kN,

k k!

Ako su Xj, ..., X,, nezavisne sluc¢ajne promjenljive sa I'(v1, @), ..., I'(vp, @) raspodjelama, tada

S X T (Y. g, ). Zaista
k=1 k=1

i Hka (1 — g>_kz_:1 = ZXk . F(CK, I/k).

k=1 k=1 k=1

Primijetimo, ako je X : £(\) mozemo koristiti i zapis X : I'(1,\). Naime, eksponencijalna
raspodjela je specijalan sluc¢aj gama raspodjele. Ako su X1, ..., X, nezavisne sluc¢ajne prom-

jenljive i svaka ima £(\) raspodjelu, tada > X : I'(n, A).
k=1

Komentar. Neka je X slucajna promjenljiva koja je jednaka broju neuspjeha do reg-

istrovanja r tog uspjeha, vjerovatnoca uspjeha je p.

r+k—1Y\ , -\ , k
P{X—k}—( I )qu—<k>p(—q)7k—0,1,2,...



Ovim je objasnjeno zbog ¢ega se koristi naziv negativna binomna raspodjela.

Primjer 2.5 Slucajne promjenljive X 1Y su nezavisne i svaka ima karakteristicnu funkciju

ft)=(2- e”)_l. Naéi raspodjelu slucajne promjenljive Z = X +Y.

1 e eint
=0

B 1
2 —eit

1 p—
2 1—eit/2

> f(t) k=0,1,....

2k+1’
n

o
Koristedi razvoj (1 — z)72 = > nz""!, dobijamo
n=1

1 P N n+1 .,
fz(t):Z'<1_7) :Zgnw‘e :

n=0
Iz teoreme jedinstvenosti, dobija se

k1
P{Z:k}:Qk—tQ,k:O,l,Q,....<

Primjer 2.6 Neka su X i Y nezavisne slucajne promjenljive sa raspdjelama P{X = k} =
1/28 k = 1,2,..., P{Y =k} = 21/3% k = 1,2,... Naéi raspodjelu slucajne promgenljive
Z=X+Y.

o0 eitk’ eit o 2k‘—1 eitk eit
>ix) =) G =g =) =
k=1 k=1

e?zt

fz(t) = fx () fy(t) = (2 —€it)(3 — 2€it)'

Uvedimo smjenu w = € i funkciju g(w) = m razvijmo u red. Dobijamo

Dakle, P{Z = k} = (g) — i k=23

Primjer 2.7 Naéi raspodjelu cija je karakteristicna funkcija f(t) = m.



Primjer 2.8 Slucajne promgjenljive X 1Y su nezavisne, njihove karakteristicne funkcije su
Fx(t) = 35=L f(t) = cos*(t). Izracunati P{X <Y +1} i EY®.

46Tt —2>

-1 pi(—n 0o -1 -2 =3

> fx(t) =3+ [Se”(l — Mﬂ =34 Z ot = X 5 s o4 s
3973 274 9
ity (N 4 -2 0 2 4
fY(t):<+T> :L“Z()tk W =y 1 1 3 1 1
k=0 16 14 8 4 16

Zbog simetri¢nosti raspodjele slu¢ajne promjenljive Y dobijamo EY? = 0 i

PIX<Y+1}=1-P{X+Y 22} =1-P{X=0,Y =2} - P{X = -2,V =4}—

P{X=-1Y=4-P{X=0Y =4} =2 <

-0,5 0,5

0,5 0,5
Metodom karakteristicnih funkcija naci raspodjelu slucajne promgjenljive Z = X +Y.

Primjer 2.9 X 1 Y su nezavisne sluéajne promjenljive, X : U(—0,5;0,5), Y :

Primjer 2.10 Neka su X1, X, ... nezavisne, jednako raspodijeljene slucajne promjenljive i neka
je Y, =X1+ Xo+ ...+ X,. Ako je 0 < P{X; je djeljivo sa 2} < 1, tada je

lim P{Y,, je djeljivo sa 2} = % Dokazati!

n—oo

»Neka je P{X; =k} =pp, k=0,£1,£2, ... Kako je fx,(t) = > ppe’™ to je

k=—o00

fx,(m)=po+po+pe+..)—p1+p1+ps+ps+..)=
P{X; je djeljivo sa 2} — P{X; nije djeljivo sa 2}.

Ocigledno, f, (t) = I3 (t). Sada je
P{Y,, je djeljivo sa 2} — P{Y,, nije djeljivo sa 2} = «,, — (,,
gdje je o, = P{Y}, je djeljivo sa 2} i 3, = P{Y, nije djeljivo sa 2}. Primijetimo, f, (7) =

f;1 (m) — 0, n — oo jer je |fy (m)| < 1. Dakle, o, — 8, — 01 a, + 8, = 1, odakle slijedi
Qqp — %, n — 00. 4



Primjer 2.11 Dokazati da funkcije a) f(t) = e M, b) f(t) = cost?, ¢) f(t) = e " nisu

karakteristicne.

»a) Funkcija je parna ali nije realna. b) Funkcija nije ravnomjerno neprekidna. ¢) Ako je
funkcija karakteristicna, tada je EX? = —f7(0) =0 = X 2 0= fx(t) = 1, kontradikcija. «

DEFINICUJA 2.4 Niz funkcija raspodjele F,,(x) slabo konvergira ka funkciji F(x) ako F,,(x) —
F(x) za Yo € C(F), koristi se zapis F,(z) — F(x). Ako niz F,(zr) - F(x) pri cemu je
F(z) funkcija raspodjele, tada kazZemo da niz F,(x) kompletno konvergira ka F(x) i koristimo

zapis F,(r) - F(x).

DEFINICIJA 2.5 Niz slucajnih promjenljivih X,,,n = 1,2, ... u raspodjeli konvergira ka sluca-
jnoj promjenljivoj X, koristimo zapis X, < X (d-distribution) ako Fx, (z) = Fx(z).

—n w

Primjer 2.12 X, : n=1,2,..F(z) — F(z) = 1. Konvergencija nije kompletna.

1
2
Teorema 2.6 (Teorema neprekidnosti) Neka je F,(x),x € R, niz funkcija raspodjele i neka
je fn(t),t € R, odgovarajuéi niz karakteristicnih funkcija.

1) Ako F,(x) LN F(x), tada f,(t) = f(t),t € R, f(t) je karakteristicna funkcija za F(z).

2) Ako za ¥t € R postoji lim f,(t) i ako je funkcija f(t) = lim f,(t) neprekidna u tacki
n—oo n—oo

t =0, ona je karakteristicana funkcija za neku funkciju raspodjele F(x) i F,(z) — F(z).

Primjer 2.13 Neka je X,,,n = 1,2, ... niz slucajnih promjenljivih sa L{((—4—%, —4+%)U(O, %))

raspodjelom. Metodom karakteristicnih funkcija ispitati konvergenciju u raspodjeli datog niza.



Primjer 2.14 Slucajne promgjenljive X;,j5 = 1,2,... su nezavisne 1 jednako raspodijeljene sa

raspodjelom
0 1 9
Xit1o1 1
10 10 10
Neka je
~ 1
Yn ﬁXJ?n ,2,
j=1

10 10 sm £
k=0
1 v sinb-t  _on 1 sini & n sint ,
fYn( ) - : ltOJ €210] — _n%GQ(l—lo ) -9 267,2 _ fW(t)
107 [ SN 545 10™ sin 5757

Koristili ¢ —1 = 2isin L% : : u proizvodu sinusa nakon $to sinuse eksplicitno zapiSsemo dolazi
2

do skracivanja. <

Primjer 2.15 Neka je X,,, n = 1,2, ..

. niz nezavisnih slucéajnih promgjenljivih sa T'(1,n + 1)
raspodjelama. Dokazali da

Y, = wiX:N(O,l/Q),n%oo.

n
k=1

b Znamo fx, (£) = (1 —it)™*=1, fi (0) = iEXy = EXg = k + 1.

n(n+3)

ha@ =TI (e = (1-5) 7 e =l
n k n

—w<—%+%+o(%)>—it¥ _ (n43)¢? +o(l) 42

e " " =e  dn ) e T = fx(t),n — 0. 4

Primjer 2.16 Neka su Xi, Xs, ... nezavisne, jednako raspodijeljene slucajne promgjenljive sa

U(0, 1) raspodjelom i neka je slucajna promgjenljiva Y, n-ta po velicini iz kompleksa (X1, Xo, ..., Xop_1).
Dokazati da niz

W, — (Yn—%)\/S_n



u raspodjeli konvergira ka slucajnoj promjenljivoj W koja ima N(0,1) raspodjelu.

»Znamo da je gustina slucajne promjenljive Y,

(2n —1)!

(= in =11 Tl —uw)" T, 0<u< 1.

gn(u) =

Sada je

i (£) = fr, (VEnt)e= 2 = =ity f Vg, (u)du = [(u — §)V/En = u]

V2n
(2n—1)! f ezx/Snt% %)

1 w _
—(n Dn—1)1Van gn(5 + J5 dw =

n

n—1
2n—1)! itw w
(n—l)!(é—l)!x}%ﬂ"—Q f 1y vamy (w)e" (1 - %) dw —

\/%7 | eitwe_wTde = fw(t),n — co, W : N(0,1).

Koristili smo Stirlingovu formulu i Lebegovu teoremu o dominantnoj konvergenciji. <

Primjer 2.17 Slucajne promjenljive iz niza X,,, n = 1,2, ... imaju gustine
g(2)=n(1—2)" 1 0<x<1.
Neka je Y, = nX,. Dokazati da niz Y, u raspodjeli konvergira ka slucajnoj promjenljivoj Y

koja ima E(1) raspodjelu.

1

> f, (t) = B = /n(l — )" ™ dy = [nx = ]/(1 —v/n)" " e™ I, (v)dv
0

0

— /eit”e”dv = f,(t), n = oc.
0

Koristili smo Lebegovu teoremu o dominantnoj konvergenciji i teoremu jedinstvenosti. «



3 Konvergencije nizova slucajnih promjenljivih

DEFINICUA 3.1 Niz slucagnih promjenljivih X,,n = 1,2,... u vjerovatnoéi konvergira ka

slucajnoj promjenljivoj X, koristi se zapis X, 2 X, ako je za (Ve > 0), lim P{w : | X, (w) —
n—oo

X(w)| > €} =0.

Neka je ay,,n = 1,2, ... niz realnih brojeva. Znamo,

o, = a s (Ve>0)(AN e N)(Vn > N)|oy, —a| < e & (Vk € N)(IN € N)(Vn = N)|o, — o < 1.

Oznacimo sa
L={x,»X}= U NM{x.-XI<e= U N{X.—X] <%}€F.
e0 N=1n=N k=1 N=1n=N

Bududéi da je X, — X slu¢ajna promjenljiva, skup {w : |X,(w) — X(w)| < %} je dogadaj.
Budué¢i da je o polje dogadaja zatvoreno u odnosu na prebrojiva presijecanja i uniranja,

izvodimo zakljucak da je skup L dogadaj.

DEFINICUA 3.2 Niz slucagnih promjenljivih X,, skoro izvjesno konvergira ka sluc¢ajnoj prom-
jenljivoj X, koristi se zapis X, “3 X (a.s. almost surely), ako je P{w : X,(w) = X(w)} =
P(L)=1.

Lema 3.1 Neka je By, k = 1,2,... niz dogadaja. P< N Bk> =1< (Vk e N)P(By) = 1.
k=1

U = smjeru tvrdenje je ocigledno. Dokazimo tvrdenje u < smjeru. C; = By,(y =
ByBy,Cs = B,ByBs, ... Kako C, |, imamo P( N Bk) - P( N ck) = lim P(Cy) = 1.
k=1 k=1 o0
Primjenom Silvesterove formule se dokazuje (Vk € N)P(Cy) = 1.4
Na osnovu leme zaklju¢ujemo, X, 3 X < (Vk € N)P{ U N{X.—X| < %} =l
N=1n=N

(Vk € N) ]\}im P{ N {1X, — X| < %} = 1, posljednja ekvivalencija slijedi iz: (Vk € N)
—00 n=N

N {IX, — X| < %} = Wy 71 . Dokazali smo
n=N

Lema 3.2 X, “¥ X & (Ve > 0) lim P( N {IX, - X| < e) ~1,
00 n=N



Prelaskom na komplementarni dogadaj, zaklju¢ujemo da se lema moze formulisati na sljedeci

nadin:

Lema 3.3 X, “§ X & (¥e > 0) lim P{ U {|X,—X| > e}} — lim P{ sup | X, — X | > e}
—00 n=N —00

n>N

=P{ N U{IX—X| > et} = P(Tm A,,0) =0, gdje je Ay = {|X,— X| > e}n=1,2,..

N=1n=N

Primijetimo, P{ U {IX, — X| > e}} < > P{|Xn - X| > e} te ako za Ve > 0 red
n=N n=N

> P{\Xn - X| > e} konvergira konstatujemo: (Ve > 0) A}im P{ U {IX, - X| > e}} =
n=1 00 n=N
0= X, X.

Prisjetimo se jednog tvrdenja iz Borel-Kantelijeve teoreme. Ako je A,,n = 1,2,... niz
nezavisnih dogadaja, tada je P(IL_mAn) =0« i P(A,) < oo. Neka je ¢ konstanta i
X, niz nezavisnih slucajnih promgenofjivih. Iz pretpggtlavljene nezavisnosti promjenljivih X,
slijedi nezavisnost dogadaja A, = {|X,, —¢| > €},n = 1,2,.... Analizu zaklju¢imo sa

X=X & (Ve>0)P(lim A, ) =06 (Ve > 0) Y P{|X, — | > €} < o0
n—o00 n=1

Dakle, vazi

Lema 3.4 Neka je X,,,n = 1,2, ... niz slucajnih promgjenljivih, X slucajna promgjenljiva i c

konstanta.

a) Ako za Ve >0 red Y P{|X, — X| > €} konvergira tada X,, 3 X.
n=1

b) Ako su promjenljive X,, nezavisne, tada X,, “3 ¢ ako i samo ako za Ye > 0 red

> P{|X,, — ¢| > €} konvergira.
n=1

Komentar. U nizu dogadaja A, = {|X, — X| > €},n = 1,2, ..., gdje su slu¢ajne prom-

1
jenljive X, X1, X, ... nezavisne i jednako raspodijeljene sa raspodjelom X : , » dogadaji

1

3
nisu nezavisni. Provjeriti! Ovim je obrazlozeno zbog ¢ega u prethodnoj lemi pod a) nemamo

w

ekvivalenciju.

Lema 3.5 Ako X,, %3 X tada X, 2 X.



X, X = (Ve > 0) lim P{sup |X,—X|>e} =0= (Ve>0) lim P{{Xy—X|>e}=0
N—oo n>=N N—oo

jer {| Xy — X| > €} C{sup |X,, — X| > €}.4
n=>N

Lema 3.6 Ako X, 5 X tada postoji podniz Xy, takav da X, 3 X.

Oz P{|X, - X| > 1} = 0= In;, P{|X,, - X| > 1} < 2. Tz P{|X,, - X| > L} - 0=
Iny > ny, P{|X,, — X| > 1} < 5. Nastavljajuéi postupak dolazimo do nj, > .. > ny > ny i

Xoy P{| X0, — X| > 1} < 5. Neka je e > 0. Tk GN,k—lo <eteje > P{|X, —X|>¢}<
k=ko

S P{|X,, — X| > 1} < .4

k=ko

Primjer 3.1 Neka je X,, : U(0,n), n = 1,2, ... niz nezavisnih slucajnih promgjenljivih i neka je
Y, = min{1, X,,}. Dokazati da Y, N i Y, A3 1.

» Neka je 0 < e < 1. Imamo

]__
Pl-Y,>e}=P{X,<1—-c}=-° 20, n— o0
n

Dakle, Y, L4 1. Kako red > + divergira, zaklju¢ujemo da Y, £%51 <

n=1
Komentar. U zadacima u kojima ispitujemo p ili a.s. konvergenciju, dovoljno je analizu
provesti u slucaju 0 < € < 1. Naime, P{|X, — X| > e} < P{|X,, — X| > e}, gdje je
0<er <1602 1.

Lema 3.7 X, 5 X = X, 4 X

#Necka je x € C(F),e > 0.

Fx(r—e)=P{X<zrx—e}=P{X<z—eX,<az}+P{X<z—-¢X,>2}<
P{X, <z} + P{|X, — X| > €} = Fx(x —€) — P{|X,, — X| > ¢} < Fx, ().
Takode Fx,(z) < Fx(x+¢€) + P{|X, — X| > ¢} =
Fx(z —¢€) < liminf Fy, (z) < limsup Fx, (z) < Fx(z + ¢€).

Buduéi da je x proizvoljna tacka neprekidnosti funkcije F'(x) i € proizvoljan pozitivan broj,

zaklu¢ujemo da Fyx, 5 F(z).4



Lema 3.8 X, A c= X, B e

0, v<c

1, z>c
ctef <P{X,<c—5}+1-P{X,<c+5}—=0,n—004¢

#Znamo, F.(x) = Neka je € > 0. P{|X, —c| > ¢} < P{X, <c—¢€}+ P{X, >

Primjer 3.2 Konstruisati niz slucajnih promjenljivih koji konvergira u raspodjeli i ne konver-

gira u vjerovatnodi.

»Naved¢éemo dva niza. a) Neka je X slucajna promjenljivih sa raspodjelom

X

= O
N~ =

nekaje X, = X, n=1,2,...1Y = 1— X. Slu¢ajne promjenljive X,, i Y imaju istu raspodjelu
te X, oy, Medutim, | X, — Y| = 1 te niz X,, ne konvergira u vjerovatno¢i ka slu¢ajnoj

promjenljivoj Y.

b) Neka je X : N(0,1) i neka je X,, = =X, n = 1,2,.... Slu¢ajne promjenljive iz niza X, i
slu¢ajna promjenljiva X imaju istu raspodjelu te X, %4 X. Neka je € proizvoljan broj veéi
od 0. Imamo

P{|X, — X| > e} = P{|X]| >¢/2} /= 0, n — oc.

Dakle niz sluc¢ajnih promjenljivih X, ne konvergira u vjerovatnoéi.«

U tekstu koji slijedi oznaka || || se odnosi na normu iz prostora L.

DEFINICIJA 3.3 Niz slucajnih promjenljivih X,,n = 1,2, srednjekvadratno konvergira ka
slucajnoj promjenljivoj X ako || X, — X| — 0 & E(X, — X)* — 0,n — oo, koristicemo
oznaku X, 2 x.

Lema 3.9 X, B X=X, % X

#Neka je e > 0. P{|X, — X| > e} < 22X 00— 004

Primjer 3.3 a) X, : n=223 ..

1
L1
’I’L2

0

11

b) X, - ,n=2,3,... promjenljive su nezavisne.

3= =



pa) X, ¥ 0= X, B 0, EX? = 1 te niz ne konvergira srednjekvadratno. b) Niz ne
konvergira skoro izvjesno, EX2 =1 = X, o= X, 50 <

Lema 3.10 Ako je niz X,,,n = 1,2,... skoro izvjesno ogranicen (tj. postoji interval (a,b)
takav da je (Vn € N)P(a < X,, < b) = 1), tada iz X, 2> X = X, 22X,

¢ >0,EX,—X)?= i (X, — X)?P(dw) + f (X, — X)*P(dw)
X (@)~ X(@)>+/3 e (@I>+/3
s+ (b—a)P{X, - X|>/5} <5+ (b—a)*; sGa = € 22 Vn 2 ng(e).

Postojanje brojeva =5 i ng(e€) slijedi iz pretpostavljene konvergencije u vjerovatnoci.4

2(b— a)

Primjer 3.4 Neka je X,,, n = 2,3, ... niz slucajnih promjenljivih sa raspodjelama

' -n 0 n
Xnio 5 1__5 _ _3
(n+1)2 (n+1)2  (n41)?2

Ispitatt konvergencije niza X,,.

»Neka je 0 < ¢ < 1. Kako red Z P{|X,| > ¢} = Z ﬁ konvergira, zaklju¢ujemo da

2

X, 250, X, =5 01 X, -5 0. KakOJeEXQ—(H)

Xn%0.4

s — 9, n — 00, zakljucujemo da

Primjer 3.5 Neka je X,,, n = 1,2,... niz jednako raspodijeljenih slucajnih promjenljivih sa

E(1) raspodjelom. Ispitati konvergencije niza Y, = —\/n%Xn,

»Neka je ¢ > 0.

1 -1 1
P{Y, > ¢ :P{Xn< }: / e du=1—e «vnd ~ , N — OQ.
{ J evn? evn?

Kako red Z — konvergira to je ZP{|Y!>£}<ooteY 2250, Y, 25 01Y, -5 0.

n=

Primijetimo,
o0

1
et 1 dt

EY? = dt > — | —.
" / n3t? n3e ) t?

0 0

Posljednji integral divergira te slu¢ajne promjenljive Y,, ne pripadaju prostoru L,. <



1,2,..., niz jednako raspodijeljenih slucajnih promgjenljivih sa

Primjer 3.6 Neka je X,,, n =
Ispitaty konvergencije niza Y,.

1
= Tfnixz-

U(0,1) raspodjelom i neka je Y, =

» Neka je 0 < € < 1. Za dovoljno velike n-ove kojima se obezbjeduje da je —ni < 1, imamo
1 11 11
P{KL>€}:P{HT4)(TQL>€}:P Xn<T :T

Kako red # konvergira, zaklju¢ujemo da Y, <3 0, Y, L0i Y, 25 0. Realizacije niza

n=1
Y,, su izvjesno sa intervala (0,1) te iz ve¢ konstatovane konvergencije u vjerovatnodi slijedi

Y, 22 0. <
niz nezavisnih, jednako raspodijeljenih slucajnih prom-

Primjer 3.7 Neka je X,,, n = 1,2, ...
jenljivih sa E(1) raspodjelom i neka je Y, = ﬁ Ispitats konvergencije niza Y,.
»Neka je 0 < ¢ < 1. Imamo
1
P{Y>}—P{ ! >}—P{X <%_1}—/ “tdu =
n T ENT 14+ nX, T " n n ¢ =
0

—1

l—e 7 =g(e,n).

fon =

Kako g(e,n) — 0, n — 00, zakljuéujemo da Y, — 01 Y, -2 0.
n — oo te red > g(e,n), 0 < & < 1, divergira. Dakle,

1_
Primijetimo, g(e,n) ~ Enl,
Y, 23 0. Iz P{0 < Y, < 1} = 11i ve¢ dokazane konvergencije u vjerovatnodi zakljuéujemo

n=1

Y, 22 0. <

Primjer 3.8 Neka je X,,, n = 1,2, ... niz slucajnih promgenljivih sa
1 1
u(1 1+ —)
n n
raspodjelama. Ispitati konvergencije niza X,,.

>P{w:1—%<Xn(w)<1+%}:1:>P{Xn—>1}:1:>Xnﬂ>1,Xni>1i

X,, -4 1. Buduéi da je izvjesno 0 < Y, < 2 zakljucujemo da X,, =2 1. <



Xn
T+ Xy

jelama. Ispitati konvergencije niza Y, =

Primjer 3.9 Neka je X,,, n = 1,2, ... niz nezavisnih slucajnih promjenljivih sa U(0,n) raspod-

11
2 — 0, n — oo.

»Neka je 0 < € < 11in dovoljno veliko tako da je n > % — 1. Imamo,
n

P{1-Y,| >5}:P{1—Yn>5}:P{Xn<——1}
9
Dakle, ¥, -2 11 Y, -% 1. Primijetimo, P{0 < ¥, < 1} = 1 te V,, =2 1. Kako red

3" P{|1 = Y,| > ¢} divergira, zaklju¢ujemo da Y, 2= 1. <«
n=1

Primjer 3.10 Neka je X,,, n = 1,2, ... niz nezavisnih slucajnih promjenljivih sa

u((o,%) U (1,1+%))

raspodjelama. Ispitati konvergencije niza X,,.
» Jednostavno se provjerava da fx, () — 1 odakle slijedi X, N 0, a time 1 X, L.
Kako je P{0 < X,, <2} =1to X, 22, 0. Neka je 0 < e < 11in dovoljno veliko tako da je

B 1
S on+1

1
n2

1 < e. Imamo,
n

1 1

P

PX, > b= P{X, e (1L1+-5)}

Kako red Y. P{X, > ¢} divergira to X,, /5 0. <
n=1
niz slucajnih promjenljivih sa U(n,n*) raspodjelama i

Primjer 3.11 Neka je X,,, n = 1,2,
neka je Y, = e "X,. Dokazati da 'Y, =50, L2,

2
<n—}:1:>P{w: Y, (w) = 0} = 1.
en

> Plw:0 <Y, (w)

Dakle, Y,, =% 0. Lako se provjerava da EY? - 0,n — o0o. <



4 Zakoni velikih brojeva

DEFINICIJA 4.1 Neka su X,,,n = 1,2, ... slucajne promjenljive sa konacnim matematickim

ocekivanjem i neka je S, = X1+ ...+ X,,,n=1,2,... Ako niz

S, — ES,
n

konvergira u vjerovatnoci ka 0, tada za niz X, vazi slabi zakon velikih brojeva. Ako je kon-

vergencija ka 0 skoro izvjesna, tada za niz X, vazi strogi zakon velikih brojeva.

Teorema 4.1 Bernulijev zakon velikih brojeva. Neka S, : B(n,p). Tada % 5 op.

#Znamo da je S, = Y 14, gdje je Ay dogdaj da se u k-tom opitu Bernulijeve sheme ostvari
k=1
uspjeh. Ocigledno ES—TZL = p. Primjenom CebiSovljeve nejednakosti dobijamo

S, n 1

S D=2 pq
>0, P{ — —pl> } <—==—<
¢ | n pl>e €2 nez  4dne?

—0,n — 0. ¢

Komentar. U opitu u kome n puta bacamo nov¢i¢, n je veliko, iskustvo nas uci da
relativna ucestalost palih pisama ne odstupa "mnogo" od % Medutim, ne mogu se iskljuciti
slucajevi kada dolazi do znacajnog odstupanja. Recimo, u ¢etvrtini bacanja padne pismo.
Tada je relativna ucestalost pisama 1—11 i taj broj "mnogo" odstupa od % Prirodno se namece
racunanje vjerovatnoce dogadaja W = ¢ | 22 — 1 |> e}—odstupanje relativne ucestalosti
pisama odstupa od % vise od e. Eksplicitno racunanje te vjerovatnoce je tezak i mukotrpan
zadatak, a dobijeni rezultat neprikladan za dobijanje ocjene vjerovatnoce odstupanja. Jakob
Bernuli je nasao ocjenu te vjerovatnoce (< ﬁ) i potom zakljucio da vjerovatnoca odstupanja
tezi ka 0. Dakle, vjerovatnoc¢a dogadaja da je odstupanje veée od €, sa rastom n sve je manja.

Uskoro ¢emo naci bolju ocjenu za P{ |2 —p|> e}.

Teorema 4.2 Cebisovljev zakon velikih brojeva. Neka je X,,,n = 1,2, ... niz nezavisnih
sluc¢agnih promjenljivih i neka je C' konstanta za koju vazi DX, < C,n=1,2,... Tada za niz

X, vazi slabi zakon velikih brojeva.

LS =B, )

n

06>O,P{

Koristili smo CebiSovljevu nejednakost. ¢



Teorema 4.3 Hincinov zakon velikih brojeva. Neka je X,,,n = 1,2,... niz nezavisnih
jednako raspodijeljenih slucajnih promgjenlyivih sa konacnim matematickim ocekivanjem i neka

je EX1 = a. Tada za niz X,, vazi slabi zakon velikih brojeva.

n

$ER, foips(t)=fo x, () = [EXy—a=0]=]] (1—1—0(%)) = (1+o(%))” — 1= fo(t).

k=1 " k=1

3

Sn—ES

Iz teoreme neprekidnosti slijedi da niz 22==22 konvergira u raspodjeli ka 0. Kako je 0 kon-

stanta, niz konvergira i u vjerovatnoc¢i.¢

Primjer 4.1 Neka je X,,, n = 1,2, ... niz nezavisnih slucajnih promjenljivih sa raspodjelama

=2 2"
1

X, : 1
2 2
Dokazati da za niz X, ne vazi slabi zakon velikih brojeva.
» Primijetimo, P{|S, 2| < 2" '} = 1. Neka je 0 < & < 1. Imamo
S S
P[54} >
n

1
X P{XTL = 2n7Xn—1 = 2n—1} = P{Xn = 2n7Xn—1 = 2n—1} - Z_l

> e|X, =2, X, = 2”—1}><

Dakle, za niz X,, ne vazi slabi zakon velikih brojeva. <

Primjer 4.2 Neka je X,,, n = 1,2, ... niz nezavisnih slucajnih promgjenljivih sa N'(0,n) raspod-

jelama. Dokazati da za niz X,, ne vazi slabi zakon velikih brojeva.

» Metodom karakteristi¢nih funkcija lako se dokazuje % : N(O, %) Neka je € proizvoljan

broj veéi od 0. Imamo

Pl

Dakle, za niz X, ne vazi slabi zakon velikih brojeva. <

£

nu 1 —1L2
en+1 du — —e “du<1,n— oo.
n+ ﬁ

—&

Primjer 4.3 Neka je X, n = 1,2, ... niz nezavisnih slucajnih promjenljivih sa raspodjelama

0o 2

X L1

3=



P
Dokazati da X,, —— 0, ali da Sn—” #+— 0.

»Neka je € proizvoljan broj veéi od 0. Za dovoljno veliko n imamo P{X, > ¢} = % te je

konvergencija niza X,, u vjerovatnodi ka nuli oc¢igledna.

Neka je N prirodan broj, N > 4. Lako se provjerava da je 2¥/2 > N. Za n > N imamo

Sh 1
P{—él} éP{Xk:(), za svako k, %<k5<n} <
n
1\ /2
(1——) —>e_1/2,n—>oo.<
n
Teorema 4.4 Kolmogorovljeva nejednakost. Neka su Xi, k = 1,2,....n, nezavisne

slucajne promjenljive, EX), = 0,EX? < 00,5, = Xi + ... + Xs. Tada za svako ¢ > 0

vai
Pl 151> o) < 2
4¢Oznac¢imo
A= {llél&}% | Sp|>eh Ar={]Si|<e,i=1,..,k—1,| Sk |> e}, 1 <k <n.
Konstatujmo,

A= Ay DS, =ES. > ESiIs =Y ESiy,.

k=1 k=1

ES%I4, = E(Sp + (Xps1 + - + X)) 14, = ESFL4, +
2ESk(Xpy1 + oo + X)), + E(Xps1 + oo + X)) L4, = ESP Ly, .

Naime ESila, (Xgt1 + ... + X)) = ESpla, E(Xjs1 + ... + X,,) = 0, koristimo nezavisnost
promjenljivih Sila, 1 Xjy1 + ... + X,,. Na kraju,

3

ES?> ) ESi. >¢>) P(Ay) =&*P(A).4

k=1 k=1

PoOSLIEDICA 4.1 Neka su Xy, k = 1,2,...,n, nezavisne slucajne promgjenljive sa konacnim

disperzijama DXy, S, = X1+ ... + Xi. Tada za svako € > 0 vazi

DS,
22

P{Q&}i | Sy — ESk |> 5} <



Ako su wy = Xy — EX; i S}, = wy + ... + wy, tada je Fw, = 0,DS) = DSj. Imamo na

osnovu upravo dokazane teoreme

DS’ DS,
— frng / no— -_—n
P{f?z?é% [ Sk = ESy [> e} P{f?z?é% [ Sk l> ek < g2

g2

Teorema 4.5 Kolmogorovljev zakon velikih brojeva. Neka ]6 Xn,n = 1,2,.

nezavisnih sluc¢ajnih promjenljivih, EX, = 0, DX,, = 02 i red Z konvergira. Tada

n

n
% 231 X; ¥¥0,n — o0, tj. za niz X, vazi strogi zakon velikih brojeva.
1=

#Neka je S = Xy + Xy + ... + Xi. Skoro izvjesna konvergencija iz formulacije teoreme je

ekvivalentna sa

: Sk
(Ve > 0) lim P{ sup | - |> e} =0. (%)

Neka je
An:{ max ]%be}

2n—1gk<2n

Jednakost () je ekvivalentna sa (provjerite!)
i PU ) = P(J ) =

Koriste¢i Kolmogorovljevu nejednakost dobijamo

P(A,) < P{ max | Sy > 62"‘1} < P{ max | Sy |> e2"" 1} 4 %Zn

an—1lk<2n 1<k<2n
Na kraju,
00 00 ok 00 9
> P(Ay) <4e? 327 3 on <de? Y on 3 27 _22—’5<OO,
k=1 k=1 n=1 n=1 k:2k>n

koristimo ocjenu > 272 < 2272 Iz konvergencije reda Y, P(A;) i Borel-Kantelijeve
k=ko k=1

teoreme slijedi (Ve > O)P( lim An> =0.4

n—oo

POSLJEDICA 4.2 Neka je Xn,n = 1,2, ..., niz nezavisnih slucajnih promgjenlyivih © neka red
Z DXn konvergira. Tada * Z(X —EX;) %% 0, tj. za niz X,, vaZi strogi zakon velikih brojeva.

n=1 z:l




Formirajmo niz w, = X, — EX,. Oc¢igledno, Fw, = 0, Dw, = DX, ired > % =
n=1

o0
> % na osnovu pretpostavke konvergira. Na osnovu upravo dokazane teoreme slijedi
=1

n n

3

(X; — EX;) =LY w =30,
1 =1

3=

1

POSLJEDICA 4.3 Neka je X,, niz nezavisni jednako raspodijeljenth slucajnih promgjenljivih sa
konacnom disperzijom 1 neka je EX,, = a,S, = X1 + ... + X,,. Tada za niz X, vazi strogi

zakon velikih brojeva tj. %” % a.

PosLJEDICA 4.4 Borelov zakon velikih brojeva. U Bernulijevoj shemi Sn—" 2.

Znamo da je S, = Y Ia4,, gdje je Ay dogadaj da se u k tom opitu ostvari dogadaj A tj.
k=1

uspjeh. Promjenljive iz niza I,, su nezavisne, Els, = p, D14, = p(1 — p) te iz prethodne

posljedice slijedi Borelov zakona velikih brojeva.

Teorema 4.6 Kolmogorovljev zakon velikih brojeva. Neka je X, niz nezavisnih jed-
nako raspodijeljenth slucajnih promjenlyivih, S, = X1 + ... + X,,. % 2 a ako i samo ako je
EX, = a. Bez dokaza.

Teorema 4.7 Neka je X,,n = 1,2, ... niz slucajnih promjenljivih za koji vazi strogi zakon

S X-E Y X .
velikih brojeva tj. =" =L 2% 0. Tada, X2=EXe 250,

n

#Neka je W, = X,, — EX,,,n=1,2,.... EW,, = 0,5, = > Wj. Nage tvrdenje se sada svodi
k=1

na: ako Sn—" 30, tada % 30. Iz

% Y20 = (Ve > 0)P{| S, |> ne za bm. n} = 0.

Ako je

-1
Wiy |> ne =| S, — S,—1 |> ne = Sn>E\/ Sh—1 >E>—(n )¢
3 3 3

Dakle,

{| W, |> ne za bam. n} C{| Sn |> % za bm. n} = (Ve > 0)P{| W,, |> nezab.m. n} =0
n



tj. 2= 25 0.4

Normalni brojevi. Opit slu¢ajnog izbora braja sa [0, 1] se modelira vjerovatnosnim
prostorom ([0, 1], By 1j, P), P je Lebegova mjera na [0, 1]. Neka je w proizvoljni broj sa [0, 1]
i neka je w = 0,wws... odgovarajuéi binarni razvoj (zbog jednozna¢nosti u slucaju kada
postoje dva razvoja, opredjeljujemo se za onaj sa beskonafno mnogo uzastopnih nula). Za
broj sa [0, 1] kazemo da je normalan ako relativna ucestalost cifre 1 medu prvim ciframa

1

njegovog binarnog razvoja konvergira ka ;. Akup normalnih brojeva ¢emo oznaciti sa A.

Formirajmo niz slu¢ajnih promjenljivih X,,, X,,(w) = w,,n = 1,2, ... Kako je

1 1 1
P{anle}P{Xnk:xk}:Q522_k:P{Xn1:xl7aXnk:$k}a

(provjeriti!) zakljufujemo da su slu¢ajne promjenljive iz niza X,, nezavisne i

X, :

o= O
N|—= =

Na osnovu Kolmogorovljevog zakona velikih brojeva zaklju¢ujemo
{ 1§n:X( )%1} P(4) =1
w:— w —r = =
P n < F 2 ’

dakle Lebegova mjera skupa normalnih brojeva sa [0,1] je 1. Drugim rije¢ima, skoro svi

brojevi sa [0, 1] su normalni.

Metod Monte Karlo. Neka je f : [0, 1] — [0, 1] neprekidna funkcija. Neka je X1,Y7, X5, Y5, ...

niz nezavisnih slu¢ajnih promjenljivih sa [0, 1] raspodjelom. Neka je

LX) >y
oo fX) <Y

Konstatujmo, slu¢ajne promjenljive w;,7 = 1,2, ... su nezavisne i

Fw; = P{f(X;) > Y} = /f(x)dx



Kako za niz w; vazi strogi zakon velikih brojeva, zakljucujemo

1
L~ as
— E w; —>/f(x)dx
n -
=1 0

Metod Monte Karlo za priblizno racunanje integrala jf(x)da: se zasniva na ustanovljenoj
konvergenciji. Modeliraju se nezavisne sluc¢ajne taékeo (X;,Y;) (vektor (X;,Y;) : U(]0,1] x
[0,1])), zatim se ustanovljavaju realizacije w; i konacno se realizacija - i w;. proglasava za
aproksimaciju integrala. Veca vrijednost broja n obezbjeduje bolju apr(;lj;imaciju.

Primjer 4.4 Neka je X,, n = 2,3, ... niz nezavisnih slucajnih promjenljivih sa raspodjelama

—n 0 n
X, :

_1 _ 1 1

2nlnn nlnn 2nlnn

Dokazati da za niz X,, vazi slabi, a ne vazi strogi zakon velikih brojeva.

nlnn

>O<€<17ZP{‘XTL’>”€}:Z 1 :ooj%g/io
n=2

n=

Primijetimo da je DX, = -, n = 2,3,... i da funkcija g(r) = = monotono raste za
x > e. Sada imamo
s 1r2 2 (n—1)(n+2)
x n—1)(n
> ODXe < 5 | “da < .
nQ; PN 2 1112+ / Inx . n?ln2+ n?lnn
= 3

Neka je € proizvoljan broj vec¢i od 0. Na osnovu éebiéovljeve nejednakosti imamo

Pl

Dakle, za niz X,, vazi slabi zakon velikih brojeva.«

1 <

Primjer 4.5 Neka je f neprekidna funkcija zadata na segmentu [0, 1] i neka je X,,, n =1,2, ...
niz nezavisnih, jednako raspodijeljenih slucajnih velicina sa U[0, 1] raspodjelom. Dokazati da

FER) =57 () i BF(5) = £(3).m = oo



» Na osnovu Borelove teoreme % —

() 1)} =10

5. Zbog neprekidnosti funkcije f(z) imamo

Dakle f(%") 5% f(%)

1 1

Ef<&) :/.../f(xl+x2:;m+xn>dm1dx2...da:n:

0

/f(S ) —>/ f(%),n—)oo.d

Q

1

Primjer 4.6 Izracunati lim f fcos :1:1 + x5 + ... + x,)drrdrsy.. dxy,.

»Na funkciju f(z) = cos®5x, x € [0, 1] primijenimo drugo tvrdenje iz prethodnog prim-
1
2

jera. Trazena granic¢na vrijednost je f( ) =2"". <

5 Centralna grani¢na teorema

Teorema 5.1 Centralna grani¢na teorema. Za niz X,,,n = 1,2, ... nezavisnih, jednako

raspodijeljenih slucajnih promjenljivih, EX, = a, DX,, = 0%,S, = X1 + ... + X,, vai:

Sn — Sn —
(‘V’IGR)P{ \/n_aza<x}—>—/ _2dtn—>oo tj. nazagX*:N(O,l).

#Neka je t € R.

- t* 2\ " 2
n—na t — —a t — <1 i - ) — T2 = * t 5 — .
fs no? ( ) k=1 fXV 12102 ( ) 2” + O(2n) € fX ( ) " o0

Iz teoreme neprekidnosti za karakteristicne funkcije slijedi S"n—\/_T”; 4 x i



PosLJEDICA 5.1 Integralna Moavr-Laplasova teorema. Neka S, : B(n,p). Tada

S, —np / Sh Sp—np 4
Ve R\P{ — <=z 2dtn—>oo tj — X",
( ) { v pq v 4 v/ pq

Postoji i lokalna Moavr-Laplasova teorema koja se koristi za aproksimaciju vjerovatnoce

P,(m) = P{S, = m} u slucaju velikog n. Teoremu ¢emo prezentovati bez dokaza.

Teorema 5.2 Lokalna Moavr-Laplasova teorema. Za VC > 0

\/27Tnp P (m)

n~>oo

=1

6 2

ravnomgerno po svimm € {0,1,...,n} za koje se x = xp, ,, = "\Z%D (—-C, ),
1.
v 2mnpg P, (m
sup Wp(;( )—1 — 0,n — oo.
{m:lm—np|<C\/npq} e 2z

U knjizi B.V. Gnedenko: The theory of probability, knjiga se moze skinuti sa http://gen.lib.rus.ec/,
lijepo je ilustrovana primjena lokalne teoreme. Iz te knjige navodimo konkretan primjer.

2

Koristi se oznaka Q,(m) = \/#que_%. Podaci su n = 400,p = ;,m = 210. Imamo

1'2107400 - 1, P400(210) == O, 024207, Q400(210) - O, 024194, P400(210) - Q400(210) - O, 000013,

Pyoo(210) _
D00 (210) — 1,0004.

Primjer 5.1 Kocka se baca 100 puta. Kolika je vjerovatnoca da je zbir palih brojeva izmedu
340 ¢ 3707

»Sa X, k=1,2,...,100, oznac¢imo rezultat k-tog bacanja. Jasno

12345 6 35
Xet )y 41 g0 BXe=35DXy= 15 k=12,.,100.
6 6 6 6 6 6
100

Zbir palih brojeva je Sigo = > Xk.
k=1

Niz vjerovatnoca u CGT brzo konvergira, 100 je dovoljno velik broj pa je opravdano traziti

rezultat kao Sto to radimo u redovima koji slijede. Iako koristimo aproksimaciju, zbog njene



izuzetne preciznosti, nakon primjene CGT ne¢emo upotrijebiti simbol za pribliznu vrijednost

ve¢ simbol jednakosti.

340 — 350  Sipo —100-3,5 370 — 350
< <

NN T

= ®*(1,17) + ®*(0,59) = 0,379 + 0,222 = 0,601. «

P{340 < 5100 < 370} =P

Primjer 5.2 Informacionim kanalom se prenose binarni nizovi. Zbog prisustva bijelog Suma u
kanalu, vjerovatnoéa pravilnog prijema odaslanog znaka je 0,55. Zbog toga se svaki znak Salje
n puta, a odluka o poslanom znaku se donosi nakon utvrdivanja znaka koji se cesée javlja.

Nacéi nagmanje n za koje je vjerovalnoca pravilne odluke > 0.99.

»Smatracemo da je uspjeh pravilno primljeni znak. Kod nas je p = 0,55, ¢ = 0,45, dok
Sy, : B(n,p) predstavlja broj pravilno primljenih znakova. Pravilnu odluku donosimo ako je

Sp > 5. Sada imamo

P{Sn>ﬁ}:P Sy —0.55n _ 0.5 —055n | o ( 0.05/n
2 Nz /0,55 -0,45n /0, 2475

0,05/ 0,05/7
DOV 99 = 2V S 9 33— = 537, <
/0, 2475 2475) /0, 2475 "

:0,5+<1>*<

Primjer 5.3 Strijelac pogada metu sa vjerovatnoéom 0,4 i gada u nju 150 puta. Naéi bar jedan

interval u kojem ce se sa vjerovatnoéom > 0,8 nalaziti broj pogodaka.

»Slucajna veli¢ina S5 : B(150;0,4) predstavlja broj pogodaka. Trazi¢emo interval oblika
(A, B).

A —60 S150 — 60 B—60}

P{A B} =r
{A < S0 < B} { 6 < 150~O,4~0,6< 6

A_60:—1,28, B —60

=0,8 = — 1,28 = A = 52,32, B = 67,68

te je zbog cjelobrojnosti broja pogodaka trazeni interval (52,68). Interval je tim bolji §to je

krac¢i. Cilj dobijanja najkra¢eg intervala se ostvaruje izborom simetri¢nog intervala (%; B g60

Naime, od svih intervala za koje je vjerovatnoca da u njih "upadne" X* konstantna, najkraci

je simetri¢an interval. <«

).



Primjer 5.4 Koliko puta treba baciti novcié pa da sa vjerovatnoéom > 0,95 odstupanje relativne

ucestalosti pojave pisma od % bude < 0,027

» Muavr-Laplasova teorema nam daje moguénost da nademo n za koje je sa vjerovat-
no¢om > « (prirodno je raditi sa « koje je blisko 1) odstupanje relativne frekvencije pos-
matranog dogadaja od vjerovatnoce tog dogadaja manje od nekog malog €. Sa dobijenim
rezultatom sebi mozemo dati za pravo da u nekom smislu predvidamo buduénost. Naime,
kad u nekom konkretnom vjerovatnosnom zadatku nademo vjerovatnoéu p nekog dogadaja
A, a zatim nademo i gore pomenuto n, tada mozemo sa velikom dozom uvjerenosti tvrditi

da ¢e nakon n ponavljanja opita, relativna frekvencija dogadaja A biti blizu broja p.

Potrazimo n u konkretnom sluc¢aju.

S S, —0,5n
P — <002V =p|n_2 7
{ n 075‘ "0 } { v0,5-0,5n

> 0,95 = 0,04y/n > 1,96 = n = 2401.

<0, 04%} = 20*(0,04+/n)

KoriSéenjem nejednakosti Cebigova dobijamo grubu aproksimaciju broja n.

0,95<P{‘&—0,5' <0,02} :P{‘&—O,E)
n n

1
4n(0,02)

> 0,02} < 0,05

n”

Primjer 5.5 Izracunati lim e™™ ) 7.

»Neka su X, Xy, ..., X, nezavisne, jednako raspodijeljene slu¢ajne promjenljive sa P(1)
raspodjelom. Znamo da je S, = > X} : P(n). Sada imamo

k=0

S, —n

P{Snén}:Z%e_”:P{ NG gO}—>(I>(0):§,n—>oo.<
k=0

Primjer 5.6 Neka je X,,, n = 1,2, 3, ... niz nezavisnih slucajnih promjenljivih sa raspodjelama

Dokazati da za niz X,, ne vazi CGT.



»Elementarno se ustanovljava da je EX, = 0, DX, = 1,n = 1,2,...1 X,, =% 0. Iz

ustanovljedne skoro izvjesne konvergencije slijedi da skoro izvjesno u nizu X,, postoji samo

oo
kona¢no mnogo ¢lanova razli¢itih od nule te red >  X; skoro izvjesno konvergira. Dakle,
i=1

n .
X, St
A§1\/ﬁ—>0,n—>oo.<
1=



