
1 Uslovno matemati£ko o£ekivanje

Neka je (X, Y ) slu£ajni vektor diskretnog tipa. Uslovno matemati£ko o£ekivanje prom-

jenljive Y uz uslov X = xi se ozna£ava sa E(Y |X = xi) i zadaje sa

E(Y |X = xi) =
m∑
j=1

yjP{Y = yj|X = xi},

gdje je xi neka realizacija promjenljive X, a yj, j = 1, 2, ...,m, su sve realizacije promjenljive

Y . Primjenjuju¢i isti postupak na sve realizacije xi, i = 1, 2, ...n, slu£ajne promjenljive X,

generi²emo preslikavanje g(xi) = E(Y |X = xi), i = 1, 2, ..., n.(∗) Kako su argumenti pres-

likavanja g slike preslikavanja X sa (∗) je zadata kompozicija g ◦ X = g(X) tj. slu£ajna

promjenljiva i formirano preslikavanje-slu£ajnu promjenljivu nazivamo matemati£ko o£eki-

vanje od Y uz uslov X i ozna£avamo sa E(Y |X). Sumiraju¢i sve do sada re£eno moºemo

konstatovati:

g(X) = E(Y |X) =
n∑
i=1

g(xi)I{X = xi} =
n∑
i=1

m∑
j=−1

yjP{Y = yj|X = xi}I{X = xi}.

Uop²tenje na apsolutno neprekidni slu£aj je prirodno. Ulogu sume preuzima integral,

ulogu vjerovatno¢e gustina. Neka je (X, Y ) slu£ajni vektor apsolutno neprekidnog tipa i

neka su ϕ(x, y), ϕ(y|x), ϕ1(x), ϕ2(y) odgovaraju¢e gustine. Imamo

E(Y |X = x) =

∞∫
−∞

yϕ(y|x)dy =

∞∫
−∞

y
ϕ(x, y)

ϕ1(x)
dy = h(x)⇒ h(X) = E(Y |X).

Svojstva uslovnog matemati£kog o£ekivanja.

1. E(
∑
i

ciXi|Y ) =
∑
i

ciE(Xi|Y ).

2. E(w(X)|X) = w(X), E(X|X) = X, E(w(X)Y |X) = w(X)E(Y |X), w : R → R je

Borelovo preslikavanje.

3. Ako su X i Y nezavisne slu£ajne promjenljive, tada je E(Y |X) = EY.



4. EE(Y |X) = EY. Tvr�enje ¢emo dokazati u apsolutno neprekidnom slu£aju.

EE(Y |X) =
∞∫
−∞

E(Y |X = x)ϕ1(x)dx =
∞∫
−∞

ϕ1(x)
( ∞∫
−∞

yϕ(x,y)
ϕ1(x)

dy
)
dx =

∞∫
−∞

y
( ∞∫
−∞

ϕ(x, y)dx
)
dy =

∞∫
−∞

yϕ2(y)dy = EY.

U stohastici se sa L2 = L2(Ω,F , P ) ozna£ava prostor slu£ajnih promjenljivih (zadatih na

(Ω,F , P )) sa kona£nim drugim momentom. Dakle, X ∈ L2 ako je EX2 <∞.

Zada¢emo preslikavanje (X, Y ) = EXY , gdje su X, Y ∈ L2. Dakle, paru (X, Y ) se dod-

jeljuje realni broj.

Lako se provjerava: ako su X, Y, Z ∈ L2 tada vaºi

(aX + bY, Z) = a(X,Z) + b(Y, Z), a, b ∈ R

(X,X) > 0

(X,X) = 0⇒ X = 0.

Dakle (X, Y ) je skalarni proizvod. Pokazuje se da je prostor L2 snabdjeven normom

‖ X ‖= (X,X)
1
2

kompletan. Dakle, prostor L2 snabdjeven sa gore zadatim skalarnim proizvodom je Hilber-

tov. Uobi£ajeno se L2 naziva Hilbertovim prostorom slu£ajnih veli£ina sa kona£nim drugim

momentom.

Neka je (X, Y ) slu£ajni vektor i neka je w : R → R Borelovo preslikavanje. Slu£ajnu

promjenljivu w(X) nazivamo ocjenom slu£ajne promjenljive Y .

Definicija 1.1 Ocjena w∗(X) je najbolja ako je

E(Y − w(X))2 > E(Y − w∗(X))2 tj. ‖ Y − w(X) ‖>‖ Y − w∗(X) ‖

za proizvoljno Borelovo preslikavanje w.

Teorema 1.1 w∗(X) = E(Y |X).



�E(Y − w(X))2 = E(Y − w∗(X) + w∗(X)− w(X))2 >

E(Y − w∗(X))2 + 2E(Y − w∗(X))(w∗(X)− w(X)) = E(Y − w∗(X))2.

Naime

E(Y − w∗(X))(w∗(X)− w(X)) = EE((Y − w∗(X))(w∗(X)− w(X))|X) =

= (koristimo svojstvo 2) E(w∗(X)− w(X))E(Y − w∗(X)|X) = 0.�

Potreba za ocjenjivanjem se pojavljuje u slu£ajevima kada je X dostupna, a Y nedostupna

slu£ajna promjenljiva. Na primjer, X je temperatura, a Y vlaºnost na nekom lokalitetu i

dostupni su podaci o temperaturi, a nedostupni o vlaºnosti. U tim okolnostima na osnovu

trenutne temperature x nepoznatu trenutnu vlaºnost ocjenjujemo sa w∗(x).

U teoriji ocjenjivanja, funkcija w∗ se naziva funkcija regresije. Ta£nost ocjene se "mjeri"

parametrom ∆ = E(Y − w∗(X))2.

Primjer 1.1 (X, Y ) : U(D), D = {(x, y) : 0 < x < 1, 0 < y < x}.

I ϕ(x, y) = 2, (x, y) ∈ D, ϕ1(x) =
x∫
0

2dy = 2x, 0 < x < 1, w∗(x) =
x∫
0

yϕ(y|x)dy = x
2
,

0 < x < 1; ∆ = E
(
Y − X

2

)2

=
∫ ∫
D

2
(
y − x

2

)2
dxdy = 1

24
. J

Primjer 1.2 Na¢i o£ekivani broj bacanja kocke do registrovanja tri uzastopne ²estice.

INeka je X3 broj bacanja kocke do registrovanja tri uzastopne ²estice, X2 broj bacanja kocke

do registrovanja dvije uzastopne ²estice, X1 broj bacanja kocke do registrovanja ²estice.

X3|X2 :
x+ 1 x+ 1 + 3 x+ 1 + 4 ...

1
6

5
6
P{X3 = 3} 5

6
P{X3 = 4} ...

E(X3|X2 = x) = (x+ 1)
(

1
6

+ 5
6

(
P{X3 = 3}+ P{X3 = 4}+ ...

))
+

5
6

(
3P{X3 = 3}+ 4P{X3 = 4}) + ...

)
= (x+ 1) + 5

6
EX3 ⇒ E(X3|X2) =

X2 + 1 + 5
6
EX3 ⇒ EE(X3|X2) = EX3 = EX2 + 1 + 5

6
EX3 ⇒ EX3 = 6(EX2 + 1).

Istovjetnim postupkom se dobija

EX2 = 6(EX1 + 1)⇒ EX2 = 6(6 + 1)⇒ EX3 = 63 + 62 + 6 = 258. J



Primjer 1.3 Neka je slu£ajna promjenljiva X jednaka broju bacanja nov£i¢a do padanja pr-

vog pisma, a Y broju bacanja nov£i¢a do padanja drugog pisma. Na¢i raspodjelu slu£ajne

promjenljive Y te E(X|Y ), E(Y |X) i EY .

IStandardnim postupkom se dobija raspodjela slu£ajne promjenljive Y , a ra£unanjem

E(Y |X = k) i E(X|Y = l) dobijamo funkcije koje odre�uju uslovno matemati£ko o£ekivanje.

Y :
2 3 4 . . .
1
22

2 1
23

3 1
24

. . .
, EY = 4,

Y |X = k :
k + 1 k + 2 k + 3 . . .

1
2

1
22

1
23

. . .
, E(Y |X = k) = k + 2⇒ E(Y |X) = X + 2,

X|Y = l :
l − 1 l − 2 l − 3 . . .

1
2

1
22

1
23

. . .
, E(X|Y = l) = l − 2⇒ E(X|Y ) = X − 2. J

Primjer 1.4 Slu£ajna promjenljiva X ima P (λ) raspodjelu, a slu£ajna promjenljiva Y pri

uslovu X = n ima B(n, p) raspodjelu. Na¢i E(Y |X), E(X|Y ), EY .

IP{Y = k|X = n} =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k, k = 0, 1, ..., n, E(Y |X = n) = np⇒

E(Y |X) = pX, EY = EE(Y |X) = EpX = λp.

P{Y = k} =
∞∑
n=k

P{Y = k|X = n}P{X = n} =
(λp)k

k!
e−λp, k = 0, 1, 2, ...

P{X = k|Y = n} =
P{Y = n|X = k}P{X = k}

P{Y = n}
=

(λ(1− p))k−n

(k − n)!
e−λ(1−p),

k = n, n+ 1, ..., E(X|Y = n) =
∞∑
k=n

kP{X = k|Y = n} = λ(1− p) + n⇒

E(X|Y ) = λ(1− p) + Y. J

Primjer 1.5 U kutiji se nalazi 10 bijelih i 10 crnih kuglica. Iz kutije se po modelu bez vra¢anja,

u prvoj seriji vadi 8 kuglica, a zatim se po istom modelu u drugoj seriji vadi jo² 8 kuglica.

Neka je X broj izva�enih bijelih kuglica u prvoj seriji, a Y broj izva�enih bijelih kuglica u

drugoj seriji. Na¢i raspodjelu slu£ajnog vektora (X, Y ) te E(Y |X) i EY .



IP{X = k, Y = l} =

(
10
k

)(
10

8−k

)(
10−k
l

)(
2+k
8−l

)(
20
8

)(
12
8

) , P{Y = l|X = k} =

(
10−k
l

)(
2+k
8−l

)(
12
8

) ,

0 6 k 6 8, 0 6 l 6 8, 6 6 k + l 6 10, E(Y |X = k) = 8
10− k

12
=

20− 2k

3
⇒

E(Y |X) =
20− 2X

3
⇒ EY = EE(Y |X) =

20− 2 · 4
3

= 4. J

Primjer 1.6 Na broja£ padaju kosmi£ke £estice. Neka slu£ajna promjenljiva X predstavlja broj

£estica koje padnu na broja£ u toku vremena T i neka je X : P(λT ). Svaka £estica koja padne

na broja£ registruje se nezavisno od ostalih i to sa vjerovatno¢om p, 0 < p < 1. Neka je Y

broj registrovanih £estica. Na¢i E(X|Y ).

IP{Y = m} =
∞∑
k=m

P{Y = m|X = k}P{X = k} =
∞∑
k=m

(
k

m

)
pmqk−m

(λT )k

k!
=

(pλT )m

m!
e−pλT , m = 0, 1, 2, ..., q = 1− p; P{X = k|Y = m} =

P{Y = m|X = k}P{X = k}
P{Y = m}

=
(qλT )k−m

(k −m)!
e−qλT , k = m,m+ 1,m+ 2, ...,

E(X|Y = m) =
∞∑
k=m

k
(qλT )k−m

(k −m)!
e−qλT = m+ qλT ⇒ E(X|Y ) = Y + qλT. J

Primjer 1.7 X1 : U(0, 1), (X2|X1 = x1) : U(x1, 1), (X3|X2 = x2) : U(x2, 1), .... Na¢i ϕ2(x2),

ϕ(x1|x2), EXn.

I ϕ(x2|x1) = 1
1−x1 , ϕ(x1, x2) = ϕ(x2|x1)ϕ1(x1) = 1

1−x1 , 0 < x1 < x2 < 1;ϕ2(x2) =
x2∫
0

ϕ(x1, x2)dx1 = ln 1
1−x2 , 0 < x2 < 1; ϕ(x1|x2) = ϕ(x1,x2)

ϕ2(x2)
= 1

(x1−1) ln(1−x2)
,

0 < x1 < x2 < 1. E(X2|X1 = x1) =
1∫
x1

x2ϕ(x2|x1)dx2 =
1∫
x1

x2
1−x1dx2 = 1+x1

2
= h(x1)⇒

E(X2|X1) = 1+X1

2
⇒ EX2 = EE(X2|X1) = 1+EX1

2
= 3

4
.

Po analogiji imamo, EX3 = 1+EX2

2
= 7

8
, ..., EXn = 1+EXn−1

2
= 2n−1

2n
. J

Primjer 1.8 Neka su X1, X2, ..., Xn nezavisne, jednako raspodijeljene slu£ajne promjenljiva sa

U(0, 1) raspodjelom. Na¢i E(Y1|Yn) i E(Yn|Y1).



I f(y1|yn) =
f(y1, yn)

h(yn)
=

(n− 1)(yn − y1)n−2

yn−1
n

, 0 < y1 < yn < 1,

E(Y1|Yn = yn) =

yn∫
0

y1f(y1|yn)dy1 =
yn
n
⇒ E(Y1|Yn) =

Yn
n
.

Sli£no se dobija E(Yn|Y1) = nY1. J

Primjer 1.9 Neka su X1,X2,...,Xn nezavisne, jednako raspodijeljene slu£ajne veli£ine sa U(0, 1)

raspodjelom. Izra£unati E
(

1
n

n∑
k=1

Xk|Yn
)
i E
(

1
n

n∑
k=1

Xk|Y1

)
.

IZbog linearnosti operatora matemati£kog o£ekivanja imamo,

E
( 1

n

n∑
k=1

Xk|Yn
)

= E(X1|Yn).

Na�imo raspodjelu za X1|Yn = v, 0 < v < 1. Imamo,

F (u|v) = lim
h→0

P{X1 < u|v 6 Yn < v + h} = lim
h→0

P{X1 < u, v 6 Yn < v + h}
P{v 6 Yn < v + h}

.

O£igledno je F (u|v) = 1, u > v. Dalje,

F (u|v) = lim
h→0

(n− 1)uvn−2h+ o(h)

nvn−1h+ o(h)
=
n− 1

n

u

v
, u 6 v.

Na kraju, ra£unaju¢i Lebeg-Stiltjesov integral i uzimaju¢i u obzir skok koji funkcija F (u|v)

ima u ta£ki u = v, dobijamo funkciju koja odre�uje traºeno uslovno matemati£ko o£ekivanje.

Imamo,

E(X1|Yn = v) =

∫
R

udF (u|v) =
n− 1

n

v∫
0

u

v
du+

1

n
v =

n+ 1

2n
v.

Dakle, w(v) = n+1
2n
v pa je traºeno E

(
1
n

n∑
k=1

Xk|Yn
)

= n+1
2n
Yn. Sprovode¢i identi£ni postupak,

dobija se E
(

1
n

n∑
k=1

Xk|Y1

)
= n+1

2
Y1. J

Primjer 1.10 Na intervalu (0, 1) slu£ajno se biraju dvije ta£ke, a zatim se na intervalu koji



one formiraju slu£ajno bira ta£ka T . Na¢i raspodjelu slu£ajne promjenljive X koja je jednaka

apscisi ta£ke T i na¢i ET.

Primjer 1.11 Slu£ajna promjenljiva X ima U(0, 1) raspodjelu, a Y |X = x : B(n, x). Na¢i

raspodjelu slu£ajne promjenljive Y i EY.

I E(Y |X = x) = nx⇒ E(Y |X) = nX ⇒ EY = EE(Y |X) = EnX =
n

2
.

Primjenjuju¢i formulu potpune vjerovatno¢e u apsolutno neprekidnom slu£aju, dobijamo

P{Y = k} =
1∫
0

P{Y = k|X = x}ϕ1(x)dx =
1∫
0

(
n
k

)
xk(1− x)n−kdx =(

n
k

)
B(k + 1, n− k + 1) = 1

n+1
, k = 0, 1, ..., n. J

2 Karakteristi£ne funkcije

Definicija 2.1 Neka je X slu£ajna promjenljiva £ija je funkcija raspodjele FX(x). Karak-

teristi£na funkcija slu£ajne promjenljive X u oznaci

fX(t) := EeitX =

∞∫
−∞

eitxdF (x), t ∈ R.

Primijetimo, f : R→ C i funkcija raspodjele postoji za svaku slu£ajnu promjenljivu. Integral

sa kojim je de�nisana karakteristi£na funkcija apsolutno konvergira odakle slijedi konvergen-

cija samog integrala. Provjerimo,

∞∫
−∞

|eitx|dF (x) =

∞∫
−∞

dF (x) = 1.

Ako je raspodjela slu£ajne promjenljive X diskretnog tipa tj. P{X = xi} = pi, i ∈ I, tada je

fX(t) =
∑
i∈I

pie
eti.



Ako je slu£ajna promjenljiva X apsolutno neprekidnog tipa sa gustinom g(x) tada je

fX(t) =

∞∫
−∞

eitxg(x)dx.

Koristi se i sinonim: karakteristi£na funkcija za raspodjelu X. Integral
∞∫
−∞

eitxdF (x) se

u Analizi naziva Furijeova transformacija funkcije F (x).

Potraºimo karakteristi£nu funkciju slu£ajne promjenljive X : N (0, 1).

f(t) = 1√
2π

∞∫
−∞

cos txe−
x2

2 dx, f ′(t) = − 1√
2π

∞∫
−∞

x sin txe−
x2

2 dx = 1√
2π

∞∫
−∞

sin txde−
x2

2 =

(parcijalna int) = −tf(t)⇒ f(t) = Ce−
t2

2 ; f(0) = 1⇒ C = 1 te je f(t) = e−
t2

2 .

Iz
∞∫

−∞

|x sin tx|e−
x2

2 dx 6

∞∫
−∞

|x|e−
x2

2 dx <∞,

slijedi da integral dobijen formalnim diferenciranjem ravnomjerno konvergira po t te je difer-

enciranje bilo korektno.

Svojstva karakteristi£ne funkcije.

1. f(0) = 1, |f(t)| 6 1, f(−t) = f(t).

2. Ako je Y = aX + b, a, b ∈ R, tada je fY (t) = fX(at)eitb.

fY (t) = Eit(aX+b) = EeiatX+itb = fX(at)eitb.

3. Funkcija f(t) je ravnomjerno neprekidna na R.

|f(t+ h)− f(t)| = |Eei(t+h)X − EeitX | = |EeitX(eiXh − 1)| 6 E|eitX ||eiXh − 1| =
∞∫
−∞
|eixh − 1|dF (X)→ 0, h→ 0.

Konvergencija slijedi na osnovu Lebegove konvergencije o dominantnoj konvergenciji, a £iju

primjenu obezbje�uje aproksimacija |eixh − 1| 6 2.



4. Ako za neko n ∈ N postoji EXn, tada za svako k 6 n postoji f (k)(t) i vaºi

f(t) =
n∑
k=0

(it)k

k!
EXk + o(tn), t→ 0.

Formalnim diferenciranjem dobijamo f (k)(t) =
∞∫
−∞

(ix)keitxdF (x). Korektnost diferenci-

ranja slijedi kao posljedica aproksimacije

∞∫
−∞

|(ix)keitx|dF (x) = E|X|k <∞.

Konstatujmo, f (k)(0) = ikEXk. I na kraju

f(t) =
n∑
k=0

tk

k!
f (k)(0) + o(tn) =

n∑
k=0

(it)k

k!
EXk + o(tn), t→ 0.

5. Ako postoji f (2k)(0), tada je EX2k <∞. (bez dokaza)

6. Ako su X1, ..., Xn nezavisne slu£ajne promjenljive, tada je f n∑
k=1

Xk
(t) =

n∏
k=1

fXk(t).

f n∑
k=1

Xk
(t) = Ee

it
n∑
k=1

Xk
= E

n∏
k=1

eitXk =
n∏
k=1

fXk(t).

Teorema 2.1 Bohner-Hin£inova teorema. Funkcija f(t) je karakteristi£na funkcija neke

slu£ajne promjenljive ako i samo ako vaºi 1. f(0) = 1, 2. |f(t)| 6 1, 3. f(t) je neprekidna 4.

f(t) je nenegativno de�nitivna tj. za svaku kolekciju realnih brojeva t1, ..., tn i svaku kolekciju

kompleksnih brojeva z1, ..., zn vaºi
n∑

j,k=1

f(tj − tk)zjzk > 0, n = 1, 2, ...

U konkretnim slu£ajevima je provjera nenegativne de�nitnosti teºak zadatak. Zbog toga su

ustanovljene teoreme tipa ako-tada i do cilja tj. veri�kacije da je data funkcija karakteristi£na

se brzo dolazi. Nave²¢emo primjer.

Teorema 2.2 Pojina teorema. Ako je funkcija f(t) neprekidna, konveksna, parna, nenega-

tivna, f(0) = 1, f(t)→ 0, t→ ±∞, tada je f(t) karakteristi£na funkcija.

Primjenom Pojine teoreme lako se provjerava da je f(t) = e−|t| karakteristi£na funkcija.



Teorema 2.3 Levijeva formula inverzije. Ako su a i b ta£ke neprekidnosti funkcije raspodjele

F (x) i ako je f(t) odgovaraju¢a karakteristi£na funkcija, tada je

F (b)− F (a) = lim
T→∞

1

2π

∫
−−T t e

−itb − e−ita

−it
f(t)dt.

Posljedice. a) Ako je karakteristi£na funkcija f(t) apsolutno integrabilna na R, tada je

odgovaraju¢a slu£ajna promjenljiva (raspodjela) apsolutno neprekidnog tipa i za odgovara-

ju¢u funkciju gustine g(x) vaºi

g(x) =
1

2π

∞∫
−∞

e−itxf(t)dt.

b) Ako je slu£ajna promjenljiva X diskretnog tipa, tada za svaku realizaciju x vaºi

P{X = x} = lim
T→∞

1

2T

T∫
−T

e−itxf(t)dt.

Karakteristi£nim funkcijama se uspostavlja preslikavanje sa skupa funkcija raspodjele (sa

skupa raspodjela) na skup karakteristi£nih funkcija. Teoremom jedinstvenosti se ustanovljava

da je preslikavanje 1− 1.

U dokazu teoreme jedinstvenosti za karakteristi£ne funkcije koristimo Stonovu teoremu.

Teorema 2.4 (Stone) Neka je f(x) neprekidna funkcija na [−l, l] i f(−l) = f(l). Za ∀ε >
0 postoji trigonometrijski polinom

Tn(x) =
n∑

v=−n

ave
iπv x

l

takav da je sup
[−l,l]
|Tn(x)− f(x)| < ε.

Teorema 2.5 (Teorema jedinstvenosti) Neka su F i G funkcije raspodjele koje imaju

istu karakteristi£nu funkciju na R tj. za svako t ∈ R vaºi

∞∫
−∞

eitxdF (x) =

∞∫
−∞

eitxdG(x). (2.1)



Tada je F = G.

�Fiksirajmo a, b ∈ R (a < b), ε > 0 i formirajmo funkciju f (ε) za koju vaºi:

f (ε)(x) =


0, x < a− ε, x > b,

x−a+ε
ε

, a− ε 6 x < a,

1, a 6 x < b− ε,
b−x
ε
, b− ε 6 x < b.

Dokaºimo da je
∞∫

−∞

f (ε)(x)dF (x) =

∞∫
−∞

f (ε)(x)dG(x). (2.2)

Neka je n ∈ N takav da je [a− ε, b] ⊂ [−n, n] i neka je (δn, n ∈ N) takav niz da je δn > 0

i δn ↓ 0, n→∞. Funkcija f (ε) ispunjava uslove Stonove teoreme te postoji kona£na suma

f (ε)
n (x) =

∑
k

ake
iπxk
n

tako da vaºi

sup
x∈R
| f (ε)(x)− f (ε)

n (x) |6 δn.

Funkciju f (ε)
n periodi£no produºimo na R. Primijetimo

sup
x∈R
| f (ε)

n (x) |6 2.

Iz (??) slijedi
∞∫

−∞

f (ε)
n (x)dF (x) =

∞∫
−∞

f (ε)
n (x)dG(x).



Imamo∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

f (ε)(x)dF (x)−
∞∫

−∞

f (ε)(x)dG(x)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∫

−n

f (ε)(x)dF (x)−
n∫

−n

f (ε)(x)dG(x)

∣∣∣∣∣ 6∣∣∣∣∣
n∫

−n

f (ε)
n (x)dF (x)−

n∫
−n

f (ε)
n (x)dG(x)

∣∣∣∣∣+ 2δn 6

∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

f (ε)
n (x)dF (x)−

∞∫
−∞

f (ε)
n (x)dG(x)

∣∣∣∣∣+ 2δn + 2F
(
[−n, n]c

)
+ 2G

(
[−n, n]c

)
, (2.3)

gdje je F (A) =

∫
A

dF (x) i G(A) =

∫
A

dG(x). Pu²taju¢i da n → ∞ zaklju£ujemo da (??)

teºi ka 0. Ovim je dokazana jednakost (??).

Primijetimo f (ε)(x)→ I[a,b)(x) kad ε→ 0. Na osnovu teoreme o dominantnoj konvergenciji

iz (??) slijedi
∞∫

−∞

I[a,b)(x)dF (x) =

∞∫
−∞

I[a,b)(x)dG(x)

tj. F (b)− F (a) = G(b)−G(a). Zbog proizvoljnosti a i b zaklju£ujemo da je F (x) = G(x) za

svako x ∈ R. �

Definicija 2.2 Raspodjela su£ajne promjenljive X je simetri£na ako za svaki Borelov skup

B vaºi P{X ∈ B} = P{X ∈ (−B)} = P{(−X) ∈ B} tj. slu£ajne promjenljive X i −X
imaju istu raspodjelu.

Lema 2.1 Karakteristi£na funkcija je parna ⇔ odgovaraju¢a raspodjela je simetri£na ⇔
karakteristi£na funkcija je realna.

�Pretpostavimo da je karakteristi£na funkcija parna. Imamo fX(t) = fX(−t) = f−X(t) na

osnovu tepreme jedinstvenosti zaklju£ujemo da promjenljive X i −X imaju istu raspodjelu

tj. raspodjela promjenljive X je simetri£na.

Pretpostavimo da je raspodjela slu£ajne promjenjive X simetri£na. Imamo

f(t) =

∞∫
−∞

cos txdF (x) + i

∞∫
−∞

sin txdF (x) =

∞∫
−∞

cos txdF (x).



Pretpostavimo da je karakteristi£na funkcija realna. Imamo f(t) =
∞∫
−∞

cos txdF (x) =

f(−t).�

Primjer 2.1 Na¢i karaktersisti£nu funkciju slu£ajne pomjenljive Sn : B(n, p).

INeka je IA indikator doga�aja A, p(A) = p. Kako je IA :
0 1

q p
, q = 1 − p, imamo

fIA(t) = peit + q. Polaze¢i od Sn = IA1 + ...+ IAn , gdje je A1 doga�aj da se u prvom opitu iz

serije od n ponavljanja ostvari uspjeh,..., An je doga�aj da se u n-tom opitu iz serije ostvari

uspjeh, dobijamo

fSn(t) =
n∏
k=1

fIAk (t) = (peit + q)n. J

Primjer 2.2 Na¢i karakteristi£nu funkciju slu£ajne promjenljive N (m,σ2).

IPokaºimo da X−m
σ

: N (0, 1).

P
{
X−m
σ

< t
}

= P{X < σt+m} = 1√
2πσ2

σt+m∫
−∞

e−
(x−m)2

2σ2 dx =
(
x−m
σ

= u
)

= 1√
2π

t∫
−∞

e−
u2

2 du

⇒ X−m
σ

= X∗ : N (0, 1), X = σX∗ +m; fX(t) = fσX∗+m(t) = eitmfX∗(σt) = eitm−
σ2t2

2 . J

Primjer 2.3 a) Slu£ajna promjenljiva X : P(λ). Na¢i fX(t), EX, DX.

b) Slu£ajne promjenljive X1, ..., Xn su nezavisne sa P(λ1), ...,P(λn) raspodjelama. Dokazati

da
n∑
k=1

Xk : P(
n∑
k=1

λk).

I a) fX(t) =
n∑
k=0

eikt (λt)k

k!
e−λ =

n∑
k=0

(λteit)k

k!
e−λ = eλ(teit−1).f ′(0) = iEX ⇒ EX = λ;

f”(0) = i2EX2 ⇒ EX2 = λ2 + λ⇒ DX = EX2 − (EX)2 = λ.

b) f n∑
k=1

Xk
(t) =

n∏
k=1

fXk(t) = e
(
n∑
k=1

λk)(teit−1)
⇒ (t. jedinstvenosti)

n∑
k=1

Xk : P(
n∑
k=1

λk). J

Primjer 2.4 a) Slu£ajne promjenljive X1, ..., Xn su nezavisne sa N (m1, σ
2
1), ...,N (mn, σ

2
n) raspod-

jelama. Dokazati da
n∑
k=1

Xk : N (
n∑
k=1

mk,
n∑
k=1

σ2
k).

b) Slu£ajne promjenljive X1, ..., Xn su nezavisne jednako raspodiljeljene sa N (m,σ2) raspod-

jelom. Dokazati da Sn
n

= 1
n

n∑
k=1

Xk : N
(
m, σ

2

n

)
.



I f n∑
k=1

Xk
(t) =

n∏
k=1

fXk(t) = e
it

n∑
k=1

mk− t
2

2

n∑
k=1

σ2
k ⇒

n∑
k=1

Xk : N (
n∑
k=1

mk,
n∑
k=1

σ2
k). J

Gama raspodjela

Gama funkcija. Γ(a) :=
∞∫
0

xa−1e−xdx, a > 0. Pokazuje se da vaºi Γ(a+ 1) = aΓ(a), Γ(n+

1) = n!, Γ(0, 5) =
√
π.

Definicija 2.3 Slu£ajna promjenljiva X ima gama raspodjelu sa parametrima α i ν, koristi

se zapis X : Γ(ν, α), ako je odgovaraju¢a funkcija gustine

g(x) =
1

Γ(ν)
ανxν−1e−αx, x > 0, α > 0, ν > 0.

Potraºimo karakteristi£nu funkciju slu£ajne promjenljive X : Γ(ν, α).

fX(t) = 1
Γ(ν)

∞∫
0

ανeitxxν−1e−αxdx = 1
Γ(ν)

∞∑
n=0

(it)n

n!

∞∫
0

ανxn+ν−1e−αxdx = (αx = u)

= 1
Γ(ν)

∞∑
n=0

( it
α

)n

n!

∞∫
0

un+ν−1e−udu =
∞∑
n=0

Γ(n+ν)
n!Γ(ν)

(
it
α

)n
=
∞∑
n=0

(−ν
n

)(
− it

α

)n
=
(

1− it
α

)−ν
.

Koristili smo uop²teni binomni koe�cijent(
t

k

)
:=

t(t− 1)...(t− k + 1)

k!
, t ∈ R, k ∈ N0.

Ako su X1, ..., Xn nezavisne slu£ajne promjenljive sa Γ(ν1, α), ...,Γ(νn, α) raspodjelama, tada
n∑
k=1

Xk : Γ(
n∑
k=1

νk, α). Zaista

f n∑
k=1

Xk
(t) =

n∏
k=1

fXk(t) =
(

1− it

α

)− n∑
k=1

νk
⇒

n∑
k=1

Xk : Γ(α,
n∑
k=1

νk).

Primijetimo, ako je X : E(λ) moºemo koristiti i zapis X : Γ(1, λ). Naime, eksponencijalna

raspodjela je specijalan slu£aj gama raspodjele. Ako su X1, ..., Xn nezavisne slu£ajne prom-

jenljive i svaka ima E(λ) raspodjelu, tada
n∑
k=1

Xk : Γ(n, λ).

Komentar. Neka je X slu£ajna promjenljiva koja je jednaka broju neuspjeha do reg-

istrovanja r tog uspjeha, vjerovatno¢a uspjeha je p.

P{X = k} =

(
r + k − 1

k

)
prqk =

(
−r
k

)
pr
(
− q
)k
, k = 0, 1, 2, ...



Ovim je obja²njeno zbog £ega se koristi naziv negativna binomna raspodjela.

Primjer 2.5 Slu£ajne promjenljive X i Y su nezavisne i svaka ima karakteristi£nu funkciju

f(t) = (2− eit)−1
. Na¢i raspodjelu slu£ajne promjenljive Z = X + Y .

I f(t) =
1

2− eit
=

1

2
· 1

1− eit/2
=
∞∑
n=0

eint

2n+1
=⇒ P{X = k} =

1

2k+1
, k = 0, 1, . . . .

Koriste¢i razvoj (1− z)−2 =
∞∑
n=1

nzn−1, dobijamo

f
Z
(t) =

1

4
·
(

1− eit

2

)−2

=
∞∑
n=0

n+ 1

2n+2
eint.

Iz teoreme jedinstvenosti, dobija se

P{Z = k} =
k + 1

2k+2
, k = 0, 1, 2, . . . . J

Primjer 2.6 Neka su X i Y nezavisne slu£ajne promjenljive sa raspdjelama P{X = k} =

1/2k, k = 1, 2, ..., P{Y = k} = 2k−1/3k, k = 1, 2, ... Na¢i raspodjelu slu£ajne promjenljive

Z = X + Y.

IfX(t) =
∞∑
k=1

eitk

2k
=

eit

2− eit
, fY (t) =

∞∑
k=1

2k−1eitk

3k
=

eit

3− 2eit
.

fZ(t) = fX(t)fY (t) =
e2it

(2− eit)(3− 2eit)
.

Uvedimo smjenu w = eit i funkciju g(w) = w2

(2−w)(3−2w)
razvijmo u red. Dobijamo

g(w) =
1

2
+

4

w − 2
− 9

2

1

2w − 3
=
∞∑
k=2

[(2

3

)k−1

− 1

2k−1

]
eitk.

Dakle, P{Z = k} =
(

2
3

)k−1

− 1
2k−1 , k = 2, 3, ... J

Primjer 2.7 Na¢i raspodjelu £ija je karakteristi£na funkcija f(t) = 3
8−5e−3it .



Primjer 2.8 Slu£ajne promjenljive X i Y su nezavisne, njihove karakteristi£ne funkcije su

fX(t) = 3eit−1
4eit−2

, fY (t) = cos4(t). Izra£unati P{X 6 Y + 1} i EY 9.

I fX(t) = 3
4

+
[
8eit
(

1− 1
2eit

)]−1

= 3
4

+
∞∑
n=0

ei(−n−1)t

2n+3 ⇒ X :
0 −1 −2 −3 ...
3
4

2−3 2−4 2−5 ...

fY (t) =
(
eit+e−it

2

)4

= 1
24

4∑
k=0

(
4
k

)
eitke−it(4−k) ⇒ Y :

−4 −2 0 2 4
1
16

1
4

3
8

1
4

1
16

Zbog simetri£nosti raspodjele slu£ajne promjenljive Y dobijamo EY 9 = 0 i

P{X 6 Y + 1} = 1− P{X + Y > 2} = 1− P{X = 0, Y = 2} − P{X = −2, Y = 4}−
P{X = −1, Y = 4} − P{X = 0, Y = 4} = 193

256
. J

Primjer 2.9 X i Y su nezavisne slu£ajne promjenljive, X : U(−0, 5; 0, 5), Y :
−0, 5 0, 5

0, 5 0, 5
Metodom karakteristi£nih funkcija na¢i raspodjelu slu£ajne promjenljive Z = X + Y.

Primjer 2.10 Neka su X1, X2, ... nezavisne, jednako raspodijeljene slu£ajne promjenljive i neka

je Yn = X1 +X2 + ...+Xn. Ako je 0 < P{X1 je djeljivo sa 2} < 1, tada je

lim
n→∞

P{Yn je djeljivo sa 2} = 1
2
. Dokazati!

INeka je P{X1 = k} = pk, k = 0,±1,±2, .... Kako je fX1(t) =
∞∑

k=−∞
pke

itk to je

fX1(π) = (p0 + p−2 + p2 + ...)− (p1 + p−1 + p3 + p−3 + ...) =

P{X1 je djeljivo sa 2} − P{X1 nije djeljivo sa 2}.

O£igledno, f
Yn

(t) = fn
X1

(t). Sada je

P{Yn je djeljivo sa 2} − P{Yn nije djeljivo sa 2} = αn − βn,

gdje je αn = P{Yn je djeljivo sa 2} i βn = P{Yn nije djeljivo sa 2}. Primijetimo, f
Yn

(π) =

fn
X1

(π) −→ 0, n→∞ jer je |f
X1

(π)| < 1. Dakle, αn − βn −→ 0 i αn + βn = 1, odakle slijedi

αn −→ 1
2
, n→∞. J



Primjer 2.11 Dokazati da funkcije a) f(t) = e−i|t|, b) f(t) = cos t2, c) f(t) = e−t
4
nisu

karakteristi£ne.

Ia) Funkcija je parna ali nije realna. b) Funkcija nije ravnomjerno neprekidna. c) Ako je

funkcija karakteristi£na, tada je EX2 = −f”(0) = 0⇒ X
s.i.
= 0⇒ fX(t) = 1, kontradikcija.J

Definicija 2.4 Niz funkcija raspodjele Fn(x) slabo konvergira ka funkciji F (x) ako Fn(x) −→
F (x) za ∀x ∈ C(F ), koristi se zapis Fn(x)

w−→ F (x). Ako niz Fn(x)
w−→ F (x) pri £emu je

F (x) funkcija raspodjele, tada kaºemo da niz Fn(x) kompletno konvergira ka F (x) i koristimo

zapis Fn(x)
c−→ F (x).

Definicija 2.5 Niz slu£ajnih promjenljivih Xn, n = 1, 2, ... u raspodjeli konvergira ka slu£a-

jnoj promjenljivoj X, koristimo zapis Xn
d→ X (d-distribution) ako FXn(x)

c→ FX(x).

Primjer 2.12 Xn :
−n n

1
2

1
2

n = 1, 2, ...Fn(x)
w−→ F (x) = 1

2
. Konvergencija nije kompletna.

Teorema 2.6 (Teorema neprekidnosti) Neka je Fn(x), x ∈ R, niz funkcija raspodjele i neka

je fn(t), t ∈ R, odgovaraju¢i niz karakteristi£nih funkcija.

1) Ako Fn(x)
k−→ F (x), tada fn(t)⇒ f(t), t ∈ R, f(t) je karakteristi£na funkcija za F (x).

2) Ako za ∀t ∈ R postoji lim
n→∞

fn(t) i ako je funkcija f(t) = lim
n→∞

fn(t) neprekidna u ta£ki

t = 0, ona je karakteristi£ana funkcija za neku funkciju raspodjele F (x) i Fn(x)
c−→ F (x).

Primjer 2.13 Neka je Xn, n = 1, 2, ... niz slu£ajnih promjenljivih sa U((−4− 1
n
,−4+ 3

n
)∪(0, 2

n
))

raspodjelom. Metodom karakteristi£nih funkcija ispitati konvergenciju u raspodjeli datog niza.

I fXn(t) =

−4+ 3
n∫

−4− 1
n

n

6
eitxdx+

2
n∫

0

n

6
eitxdx→ 2

3
e−4it +

1

3
= fW (t), W :

−4 0
2
3

1
3
. J



Primjer 2.14 Slu£ajne promjenljive Xj, j = 1, 2, ... su nezavisne i jednako raspodijeljene sa

raspodjelom

Xj :
0 1 ... 9
1
10

1
10

1
10
.

Neka je

Yn =
n∑
j=1

1

10j
Xj, n = 1, 2, ....

Dokazati da niz slu£ajnih promjenljivih

Yn
d→ W : U(0, 1), n→∞.

I fXj(t) = EitXj =
1

10

9∑
k=0

eitk =
1

10

sin 5t

sin t
2

ei
t
2 .

fYn(t) =
1

10n

n∏
j=1

sin 5 t
10j

sin t
2·10j

e
9it

2·10j =
1

10n
sin t

2

sin t
2·10n

e
it
2

(1−10−n) → 2
sin t

2

t
ei

t
2 = fW (t).

Koristili eiϕ−1 = 2i sin ϕ
2
ei
ϕ
2 ; u proizvodu sinusa nakon ²to sinuse eksplicitno zapi²emo dolazi

do skra¢ivanja.J

Primjer 2.15 Neka je Xn, n = 1, 2, ... niz nezavisnih slu£ajnih promjenljivih sa Γ(1, n + 1)

raspodjelama. Dokazati da

Yn =
n∑
k=1

Xk − EXk

n

R−→ X : N
(
0, 1/2

)
, n→∞.

I Znamo fXk(t) = (1− it)−k−1, f ′Xk(0) = iEXk ⇒ EXk = k + 1.

fYn(t) =
n∏
k=1

fXk

( t
n

)
e−it

k+1
n =

(
1− it

n

)−n(n+3)
2

e−it
n+3
2 = e−

n(n+3)
2

ln
(

1−i t
n

)
−itn+3

2 =

e
−n(n+3)

2

(
− it
n

+ t2

2n2
+o
(

1
n3

))
−itn+3

2 = e−
(n+3)t2

4n
+o
(

1
n

)
→ e−

t2

4 = fX(t), n→∞. J

Primjer 2.16 Neka su X1, X2, ... nezavisne, jednako raspodijeljene slu£ajne promjenljive sa

U(0, 1) raspodjelom i neka je slu£ajna promjenljiva Yn n-ta po veli£ini iz kompleksa (X1, X2, ..., X2n−1).

Dokazati da niz

Wn =
(
Yn −

1

2

)√
8n



u raspodjeli konvergira ka slu£ajnoj promjenljivoj W koja ima N (0, 1) raspodjelu.

IZnamo da je gustina slu£ajne promjenljive Yn

gn(u) =
(2n− 1)!

(n− 1)!(n− 1)!
un−1(1− u)n−1, 0 < u < 1.

Sada je

fWn(t) = fYn(
√

8nt)e−it
√

2n = e−it
√

2n
1∫
0

ei
√

8ntugn(u)du = [(u− 1
2
)
√

8n = w]

(2n−1)!

(n−1)!(n−1)!
√

8n

√
2n∫

−
√

2n

e
i
√

8nt( 1
2

+ w√
8n

)
gn(1

2
+ w√

8n
)dw =

(2n−1)!

(n−1)!(n−1)!
√

8n22n−2

∞∫
−∞

I(−
√

2n,
√

2n)(w)eitw
(

1− w2

2n

)n−1

dw →

1√
2π

∞∫
−∞

eitwe−
w2

2 dw = fW (t), n→∞, W : N (0, 1).

Koristili smo Stirlingovu formulu i Lebegovu teoremu o dominantnoj konvergenciji.J

Primjer 2.17 Slu£ajne promjenljive iz niza Xn, n = 1, 2, ... imaju gustine

gn(x) = n(1− x)n−1, 0 < x < 1.

Neka je Yn = nXn. Dokazati da niz Yn u raspodjeli konvergira ka slu£ajnoj promjenljivoj Y

koja ima E(1) raspodjelu.

I f
Yn

(t) = EitnXn =

1∫
0

n(1− x)n−1eintxdx = [nx = v]

∞∫
0

(1− v/n)n−1eitvI(0,n)(v)dv

→
∞∫

0

eitve−vdv = f
Y

(t), n→∞.

Koristili smo Lebegovu teoremu o dominantnoj konvergenciji i teoremu jedinstvenosti. J



3 Konvergencije nizova slu£ajnih promjenljivih

Definicija 3.1 Niz slu£ajnih promjenljivih Xn, n = 1, 2, ... u vjerovatno¢i konvergira ka

slu£ajnoj promjenljivoj X, koristi se zapis Xn
p→ X, ako je za (∀ε > 0), lim

n→∞
P{ω : |Xn(ω)−

X(ω)| > ε} = 0.

Neka je αn, n = 1, 2, ... niz realnih brojeva. Znamo,

αn → α⇔ (∀ε > 0)(∃N ∈ N)(∀n > N)|αn − α| 6 ε⇔ (∀k ∈ N)(∃N ∈ N)(∀n > N)|αn − α| 6 1
k
.

Ozna£imo sa

L = {Xn → X} =
∞⋂
ε>0

∞⋃
N=1

∞⋂
n=N

{|Xn −X| 6 ε} =
∞⋂
k=1

∞⋃
N=1

∞⋂
n=N

{|Xn −X| 6
1

k
} ∈ F .

Budu¢i da je Xn − X slu£ajna promjenljiva, skup {ω : |Xn(ω) − X(ω)| 6 1
k
} je doga�aj.

Budu¢i da je σ polje doga�aja zatvoreno u odnosu na prebrojiva presijecanja i uniranja,

izvodimo zaklju£ak da je skup L doga�aj.

Definicija 3.2 Niz slu£ajnih promjenljivih Xn skoro izvjesno konvergira ka slu£ajnoj prom-

jenljivoj X, koristi se zapis Xn
a.s.→ X (a.s. almost surely), ako je P{ω : Xn(ω) → X(ω)} =

P (L) = 1.

Lema 3.1 Neka je Bk, k = 1, 2, ... niz doga�aja. P
( ∞⋂
k=1

Bk

)
= 1⇔ (∀k ∈ N)P (Bk) = 1.

�U ⇒ smjeru tvr�enje je o£igledno. Dokaºimo tvr�enje u ⇐ smjeru. C1 = B1, C2 =

B1B2, C3 = B1B2B3, ... Kako Ck ↓, imamo P
( ∞⋂
k=1

Bk

)
= P

( ∞⋂
k=1

Ck

)
= lim

k→∞
P (Ck) = 1.

Primjenom Silvesterove formule se dokazuje (∀k ∈ N)P (Ck) = 1.�

Na osnovu leme zaklju£ujemo,Xn
a.s.→ X ⇔ (∀k ∈ N)P

{ ∞⋃
N=1

∞⋂
n=N

{|Xn −X| 6 1
k

}
= 1⇔

(∀k ∈ N) lim
N→∞

P
{ ∞⋂
n=N

{|Xn −X| 6 1
k

}
= 1, posljednja ekvivalencija slijedi iz: (∀k ∈ N)

∞⋂
n=N

{|Xn −X| 6 1
k
} = WN ↑ . Dokazali smo

Lema 3.2 Xn
a.s.→ X ⇔ (∀ε > 0) lim

N→∞
P
( ∞⋂
n=N

{|Xn −X| 6 ε
)

= 1,



Prelaskom na komplementarni doga�aj, zaklju£ujemo da se lema moºe formulisati na sljede¢i

na£in:

Lema 3.3 Xn
a.s.→ X ⇔ (∀ε > 0) lim

N→∞
P
{ ∞⋃
n=N

{|Xn−X| > ε}
}

= lim
N→∞

P
{

sup
n>N
|Xn−X| > ε

}
= P

{ ∞⋂
N=1

∞⋃
n=N

{|Xn−X| > ε}
}

= P ( lim
n→∞

An,ε) = 0, gdje je An,ε = {|Xn−X| > ε}, n = 1, 2, ...

Primijetimo, P
{ ∞⋃
n=N

{|Xn − X| > ε}
}
6

∞∑
n=N

P
{
|Xn − X| > ε

}
te ako za ∀ε > 0 red

∞∑
n=1

P
{
|Xn − X| > ε

}
konvergira konstatujemo: (∀ε > 0) lim

N→∞
P
{ ∞⋃
n=N

{|Xn − X| > ε}
}

=

0⇒ Xn
a.s.→ X.

Prisjetimo se jednog tvr�enja iz Borel-Kantelijeve teoreme. Ako je An, n = 1, 2, ... niz

nezavisnih doga�aja, tada je P ( lim
n→∞

An) = 0 ⇔
∞∑
n=1

P (An) < ∞. Neka je c konstanta i

Xn niz nezavisnih slu£ajnih promjenljivih. Iz pretpostavljene nezavisnosti promjenljivih Xn

slijedi nezavisnost doga�aja An,ε = {|Xn − c| > ε}, n = 1, 2, .... Analizu zaklju£imo sa

Xn
a.s.→ X ⇔ (∀ε > 0)P ( lim

n→∞
An,ε) = 0⇔ (∀ε > 0)

∞∑
n=1

P
{
|Xn − c| > ε

}
<∞.

Dakle, vaºi

Lema 3.4 Neka je Xn, n = 1, 2, ... niz slu£ajnih promjenljivih, X slu£ajna promjenljiva i c

konstanta.

a) Ako za ∀ε > 0 red
∞∑
n=1

P
{
|Xn −X| > ε

}
konvergira tada Xn

a.s.→ X.

b) Ako su promjenljive Xn nezavisne, tada Xn
a.s.→ c ako i samo ako za ∀ε > 0 red

∞∑
n=1

P
{
|Xn − c| > ε

}
konvergira.

Komentar. U nizu doga�aja An,ε = {|Xn − X| > ε}, n = 1, 2, ... , gdje su slu£ajne prom-

jenljive X,X1, X2, ... nezavisne i jednako raspodijeljene sa raspodjelom X :
0 1
1
3

2
3

, doga�aji

nisu nezavisni. Provjeriti! Ovim je obrazloºeno zbog £ega u prethodnoj lemi pod a) nemamo

ekvivalenciju.

Lema 3.5 Ako Xn
a.s.→ X tada Xn

p→ X.



�Xn
a.s.→ X ⇒ (∀ε > 0) lim

N→∞
P
{

sup
n>N
|Xn−X| > ε

}
= 0⇒ (∀ε > 0) lim

N→∞
P{|XN−X| > ε} = 0

jer {|XN −X| > ε} ⊂ {sup
n>N
|Xn −X| > ε}.�

Lema 3.6 Ako Xn
p→ X tada postoji podniz Xnk takav da Xnk

a.s.→ X.

�Iz P{|Xn − X| > 1} → 0 ⇒ ∃n1, P{|Xn1 − X| > 1} < 1
12
. Iz P{|Xn − X| > 1

2
} → 0 ⇒

∃n2 > n1, P{|Xn2 −X| > 1
2
} < 1

22
. Nastavljaju¢i postupak dolazimo do nk > .. > n2 > n1 i

Xnk , P{|Xnk −X| > 1
k
} < 1

k2
. Neka je ε > 0. ∃k0 ∈ N, 1

k0
< ε te je

∞∑
k=k0

P{|Xnk −X| > ε} 6
∞∑

k=k0

P{|Xnk −X| > 1
k
} <∞.�

Primjer 3.1 Neka je Xn : U(0, n), n = 1, 2, ... niz nezavisnih slu£ajnih promjenljivih i neka je

Yn = min{1, Xn}. Dokazati da Yn
P−→ 1 i Yn 6

a.s.−→ 1.

I Neka je 0 < ε < 1. Imamo

P{1− Yn > ε} = P{Xn < 1− ε} =
1− ε
n
→ 0, n→∞.

Dakle, Yn
P−→ 1. Kako red

∞∑
n=1

1
n
divergira, zaklju£ujemo da Yn 6

a.s.−→ 1 J.

Komentar. U zadacima u kojima ispitujemo p ili a.s. konvergenciju, dovoljno je analizu

provesti u slu£aju 0 < ε < 1. Naime, P{|Xn − X| > ε2} 6 P{|Xn − X| > ε1}, gdje je

0 < ε1 < 1, ε2 > 1.

Lema 3.7 Xn
p→ X ⇒ Xn

d→ X.

�Neka je x ∈ C(F ), ε > 0.

FX(x− ε) = P{X < x− ε} = P{X < x− ε,Xn < x}+ P{X < x− ε,Xn > x} 6
P{Xn < x}+ P{|Xn −X| > ε} ⇒ FX(x− ε)− P{|Xn −X| > ε} 6 FXn(x).

Tako�e FXn(x) 6 FX(x+ ε) + P{|Xn −X| > ε} ⇒
FX(x− ε) 6 lim inf FXn(x) 6 lim supFXn(x) 6 FX(x+ ε).

Budu¢i da je x proizvoljna ta£ka neprekidnosti funkcije F (x) i ε proizvoljan pozitivan broj,

zaklu£ujemo da FXn
c→ F (x).�



Lema 3.8 Xn
d→ c⇒ Xn

p→ c.

�Znamo, Fc(x) =

{
0, x 6 c

1, x > c
Neka je ε > 0. P{|Xn− c| > ε} 6 P{Xn < c− ε}+ P{Xn >

c+ ε} 6 P{Xn < c− ε
2
}+ 1− P{Xn < c+ ε

2
} → 0, n→∞.�

Primjer 3.2 Konstruisati niz slu£ajnih promjenljivih koji konvergira u raspodjeli i ne konver-

gira u vjerovatno¢i.

INave²¢emo dva niza. a) Neka je X slu£ajna promjenljivih sa raspodjelom

X :
0 1
1
2

1
2

,

neka je Xn = X, n = 1, 2, ... i Y = 1−X. Slu£ajne promjenljive Xn i Y imaju istu raspodjelu

te Xn
d−→ Y . Me�utim, |Xn − Y | = 1 te niz Xn ne konvergira u vjerovatno¢i ka slu£ajnoj

promjenljivoj Y .

b) Neka je X : N (0, 1) i neka je Xn = −X, n = 1, 2, .... Slu£ajne promjenljive iz niza Xn i

slu£ajna promjenljiva X imaju istu raspodjelu te Xn
d−→ X. Neka je ε proizvoljan broj ve¢i

od 0. Imamo

P{|Xn −X| > ε} = P{|X| > ε/2} 6−→ 0, n→∞.

Dakle niz slu£ajnih promjenljivih Xn ne konvergira u vjerovatno¢i.J

U tekstu koji slijedi oznaka ‖ ‖ se odnosi na normu iz prostora L2.

Definicija 3.3 Niz slu£ajnih promjenljivih Xn, n = 1, 2, srednjekvadratno konvergira ka

slu£ajnoj promjenljivoj X ako ‖Xn − X‖ → 0 ⇔ E(Xn − X)2 → 0, n → ∞, koristi¢emo

oznaku Xn
L2→ X.

Lema 3.9 Xn
L2→ X ⇒ Xn

p→ X.

�Neka je ε > 0. P{|Xn −X| > ε} 6 E(Xn−X)2

ε2
→ 0, n→∞.�

Primjer 3.3 a) Xn :
0 1

1− 1
n2

1
n2

, n = 2, 3, ...

b) Xn :
0 1

1− 1
n

1
n

, n = 2, 3, ... promjenljive su nezavisne.



Ia) Xn
a.s.→ 0 ⇒ Xn

p→ 0, EX2
n = 1 te niz ne konvergira srednjekvadratno. b) Niz ne

konvergira skoro izvjesno, EX2
n = 1

n
⇒ Xn

L2→ 0⇒ Xn
p→ 0. J

Lema 3.10 Ako je niz Xn, n = 1, 2, ... skoro izvjesno ograni£en (tj. postoji interval (a, b)

takav da je (∀n ∈ N)P (a < Xn < b) = 1), tada iz Xn
p→ X ⇒ Xn

L2→ X.

�ε > 0, E(Xn −X)2 =
∫

ω:|Xn(ω)−X(ω)|>
√

ε
2

(Xn −X)2P (dω) +
∫

ω:|Xn(ω)−X(ω)|>
√

ε
2

(Xn −X)2P (dω)

6 ε
2

+ (b− a)2P{|Xn −X| >
√

ε
2
} 6 ε

2
+ (b− a)2 ε

2(b−a)2
= ε, za ∀n > n0(ε).

Postojanje brojeva ε
2(b−a)2

i n0(ε) slijedi iz pretpostavljene konvergencije u vjerovatno¢i.�

Primjer 3.4 Neka je Xn, n = 2, 3, ... niz slu£ajnih promjenljivih sa raspodjelama

Xn :
−n 0 n

2
(n+1)2

1− 5
(n+1)2

3
(n+1)2

.

Ispitati konvergencije niza Xn.

INeka je 0 < ε < 1. Kako red
∞∑
n=2

P{|Xn| > ε} =
∞∑
n=2

5
(n+1)2

konvergira, zaklju£ujemo da

Xn
a.s.−→ 0, Xn

P−→ 0 i Xn
d−→ 0. Kako je EX2

n = 5n2

(n+1)2
→ 5, n → ∞, zaklju£ujemo da

Xn 6
L2−→ 0. J

Primjer 3.5 Neka je Xn, n = 1, 2, ... niz jednako raspodijeljenih slu£ajnih promjenljivih sa

E(1) raspodjelom. Ispitati konvergencije niza Yn = 1√
n3Xn

.

INeka je ε > 0.

P{Yn > ε} = P
{
Xn <

1

ε
√
n3

}
=

1

ε
√
n3∫

0

e−udu = 1− e−
1

ε
√
n3 ∼ 1

ε
√
n3
, n→∞.

Kako red
∞∑
n=1

1√
n3

konvergira to je
∞∑
n=1

P{|Yn| > ε} <∞ te Yn
a.s.−→ 0, Yn

P−→ 0 i Yn
d−→ 0.

Primijetimo,

EY 2
n =

∞∫
0

e−t

n3t2
dt >

1

n3e

1∫
0

dt

t2
.

Posljednji integral divergira te slu£ajne promjenljive Yn ne pripadaju prostoru L2. J



Primjer 3.6 Neka je Xn, n = 1, 2, ..., niz jednako raspodijeljenih slu£ajnih promjenljivih sa

U(0, 1) raspodjelom i neka je Yn = 1
1+n4X2

n
. Ispitati konvergencije niza Yn.

I Neka je 0 < ε < 1. Za dovoljno velike n-ove kojima se obezbje�uje da je
√

1
ε
−1

n2 < 1, imamo

P{Yn > ε} = P
{ 1

1 + n4X2
n

> ε
}

= P

{
Xn <

√
1
ε
− 1

n2

}
=

√
1
ε
− 1

n2
.

Kako red
∞∑
n=1

1
n2 konvergira, zaklju£ujemo da Yn

a.s.−→ 0, Yn
P−→ 0 i Yn

d−→ 0. Realizacije niza

Yn su izvjesno sa intervala (0, 1) te iz ve¢ konstatovane konvergencije u vjerovatno¢i slijedi

Yn
L2−→ 0. J

Primjer 3.7 Neka je Xn, n = 1, 2, ... niz nezavisnih, jednako raspodijeljenih slu£ajnih prom-

jenljivih sa E(1) raspodjelom i neka je Yn = 1
1+nXn

. Ispitati konvergencije niza Yn.

INeka je 0 < ε < 1. Imamo

P{Yn > ε} = P
{ 1

1 + nXn

> ε
}

= P
{
Xn <

1
ε
− 1

n

}
=

1
ε−1

n∫
0

e−udu =

1− e−
1
ε−1

n = g(ε, n).

Kako g(ε, n)→ 0, n→∞, zaklju£ujemo da Yn
P−→ 0 i Yn

d−→ 0.

Primijetimo, g(ε, n) ∼
1
ε
−1

n
, n → ∞ te red

∞∑
n=1

g(ε, n), 0 < ε < 1, divergira. Dakle,

Yn 6
a.s.−→ 0. Iz P{0 < Yn < 1} = 1 i ve¢ dokazane konvergencije u vjerovatno¢i zaklju£ujemo

Yn
L2−→ 0. J

Primjer 3.8 Neka je Xn, n = 1, 2, ... niz slu£ajnih promjenljivih sa

U
(

1− 1

n
, 1 +

1

n

)
raspodjelama. Ispitati konvergencije niza Xn.

I P
{
ω : 1 − 1

n
< Xn(ω) < 1 + 1

n

}
= 1 ⇒ P{Xn → 1} = 1 ⇒ Xn

a.s.−→ 1, Xn
p−→ 1 i

Xn
d−→ 1. Budu¢i da je izvjesno 0 < Yn < 2 zaklju£ujemo da Xn

L2−→ 1. J



Primjer 3.9 Neka je Xn, n = 1, 2, ... niz nezavisnih slu£ajnih promjenljivih sa U(0, n) raspod-

jelama. Ispitati konvergencije niza Yn = Xn
1+Xn

.

INeka je 0 < ε < 1 i n dovoljno veliko tako da je n > 1
ε
− 1. Imamo,

P{|1− Yn| > ε} = P{1− Yn > ε} = P
{
Xn <

1

ε
− 1
}

=
1
ε
− 1

n
→ 0, n→∞.

Dakle, Yn
p−→ 1 i Yn

d−→ 1. Primijetimo, P{0 < Yn < 1} = 1 te Yn
L2−→ 1. Kako red

∞∑
n=1

P{|1− Yn| > ε} divergira, zaklju£ujemo da Yn 6
a.s.−→ 1. J

Primjer 3.10 Neka je Xn, n = 1, 2, ... niz nezavisnih slu£ajnih promjenljivih sa

U
((

0,
1

n

)
∪
(
1, 1 +

1

n2

))
raspodjelama. Ispitati konvergencije niza Xn.

IJednostavno se provjerava da fXn(t) → 1 odakle slijedi Xn
d−→ 0, a time i Xn

P−→ 0.

Kako je P{0 6 Xn 6 2} = 1 to Xn
L2−→ 0. Neka je 0 < ε < 1 i n dovoljno veliko tako da je

1
n
< ε. Imamo,

P{Xn > ε} = P
{
Xn ∈

(
1, 1 +

1

n2

)}
=

1
n2

1
n

+ 1
n2

=
1

n+ 1
.

Kako red
∞∑
n=1

P{Xn > ε} divergira to Xn 6
a.s.−→ 0. J

Primjer 3.11 Neka je Xn, n = 1, 2, ... niz slu£ajnih promjenljivih sa U(n, n2) raspodjelama i

neka je Yn = e−nXn. Dokazati da Yn
a.s.−→ 0 i Yn

L2−→ 0.

I P
{
ω : 0 6 Yn(ω) 6

n2

en

}
= 1 =⇒ P{ω : Yn(ω)→ 0} = 1.

Dakle, Yn
a.s.−→ 0. Lako se provjerava da EY 2

n → 0, n→∞. J



4 Zakoni velikih brojeva

Definicija 4.1 Neka su Xn, n = 1, 2, ... slu£ajne promjenljive sa kona£nim matemati£kim

o£ekivanjem i neka je Sn = X1 + ...+Xn, n = 1, 2, ... Ako niz

Sn − ESn
n

konvergira u vjerovatno¢i ka 0, tada za niz Xn vaºi slabi zakon velikih brojeva. Ako je kon-

vergencija ka 0 skoro izvjesna, tada za niz Xn vaºi strogi zakon velikih brojeva.

Teorema 4.1 Bernulijev zakon velikih brojeva. Neka Sn : B(n, p). Tada Sn
n

p→ p.

�Znamo da je Sn =
n∑
k=1

IAk , gdje je Ak dog�aj da se u k-tom opitu Bernulijeve sheme ostvari

uspjeh. O£igledno E Sn
n

= p. Primjenom �ebi²ovljeve nejednakosti dobijamo

ε > 0, P
{
| Sn
n
− p |> ε

}
6
DSn

n

ε2
=

pq

nε2
6

1

4nε2
→ 0, n→∞.�

Komentar. U opitu u kome n puta bacamo nov£i¢, n je veliko, iskustvo nas u£i da

relativna u£estalost palih pisama ne odstupa "mnogo" od 1
2
. Me�utim, ne mogu se isklju£iti

slu£ajevi kada dolazi do zna£ajnog odstupanja. Recimo, u £etvrtini bacanja padne pismo.

Tada je relativna u£estalost pisama 1
4
i taj broj "mnogo" odstupa od 1

2
. Prirodno se name¢e

ra£unanje vjerovatno¢e doga�aja W =
{
| Sn

n
− 1

2
|> ε

}
-odstupanje relativne u£estalosti

pisama odstupa od 1
2
vi²e od ε. Eksplicitno ra£unanje te vjerovatno¢e je teºak i mukotrpan

zadatak, a dobijeni rezultat neprikladan za dobijanje ocjene vjerovatno¢e odstupanja. Jakob

Bernuli je na²ao ocjenu te vjerovatno¢e (6 1
4nε2

) i potom zaklju£io da vjerovatno¢a odstupanja

teºi ka 0. Dakle, vjerovatno¢a doga�aja da je odstupanje ve¢e od ε, sa rastom n sve je manja.

Uskoro ¢emo na¢i bolju ocjenu za P
{
| Sn
n
− p |> ε

}
.

Teorema 4.2 �ebi²ovljev zakon velikih brojeva. Neka je Xn, n = 1, 2, ... niz nezavisnih

slu£ajnih promjenljivih i neka je C konstanta za koju vaºi DXn 6 C, n = 1, 2, ... Tada za niz

Xn vaºi slabi zakon velikih brojeva.

�ε > 0, P
{ | Sn − ESn |

n
> ε
}
6
DSn
εn2

6
Cn

εn2
→∞.

Koristili smo �ebi²ovljevu nejednakost.�



Teorema 4.3 Hin£inov zakon velikih brojeva. Neka je Xn, n = 1, 2, ... niz nezavisnih

jednako raspodijeljenih slu£ajnih promjenljivih sa kona£nim matemati£kim o£ekivanjem i neka

je EX1 = a. Tada za niz Xn vaºi slabi zakon velikih brojeva.

�t ∈ R, fSn−ESn
n

(t) = f n∑
k=1

Xk−a
n

(t) = [EXk−a = 0] =
n∏
k=1

(
1+o

( t
n

))
=
(
1+o

( t
n

))n → 1 = f0(t).

Iz teoreme neprekidnosti slijedi da niz Sn−ESn
n

konvergira u raspodjeli ka 0. Kako je 0 kon-

stanta, niz konvergira i u vjerovatno¢i.�

Primjer 4.1 Neka je Xn, n = 1, 2, ... niz nezavisnih slu£ajnih promjenljivih sa raspodjelama

Xn :
−2n 2n

1
2

1
2

.

Dokazati da za niz Xn ne vaºi slabi zakon velikih brojeva.

IPrimijetimo, P{|Sn−2| 6 2n−1} = 1. Neka je 0 < ε < 1. Imamo

P
{∣∣∣Sn

n

∣∣∣ > ε
}
> P

{∣∣∣Sn
n

∣∣∣ > ε|Xn = 2n, Xn−1 = 2n−1
}
×

× P{Xn = 2n, Xn−1 = 2n−1} = P{Xn = 2n, Xn−1 = 2n−1} =
1

4
.

Dakle, za niz Xn ne vaºi slabi zakon velikih brojeva.J

Primjer 4.2 Neka je Xn, n = 1, 2, ... niz nezavisnih slu£ajnih promjenljivih sa N (0, n) raspod-

jelama. Dokazati da za niz Xn ne vaºi slabi zakon velikih brojeva.

IMetodom karakteristi£nih funkcija lako se dokazuje Sn
n

: N
(

0, n+1
2n

)
. Neka je ε proizvoljan

broj ve¢i od 0. Imamo

P
{∣∣∣Sn

n

∣∣∣ 6 ε
}

=

ε∫
−ε

√
n

(n+ 1)π
e−

nu2

n+1du −→
ε∫

−ε

1√
π
e−u

2

du < 1, n→∞.

Dakle, za niz Xn ne vaºi slabi zakon velikih brojeva.J

Primjer 4.3 Neka je Xn, n = 1, 2, ... niz nezavisnih slu£ajnih promjenljivih sa raspodjelama

Xn :
0 2n

1− 1
n

1
n

.



Dokazati da Xn
P−→ 0, ali da Sn

n

P

6−→ 0.

INeka je ε proizvoljan broj ve¢i od 0. Za dovoljno veliko n imamo P{Xn > ε} = 1
n
te je

konvergencija niza Xn u vjerovatno¢i ka nuli o£igledna.

Neka je N prirodan broj, N > 4. Lako se provjerava da je 2N/2 > N . Za n > N imamo

P
{Sn
n
6 1
}
6 P

{
Xk = 0, za svako k,

n+ 1

2
< k 6 n

}
6(

1− 1

n

)n/2
−→ e−1/2, n→∞. J

Teorema 4.4 Kolmogorovljeva nejednakost. Neka su Xk, k = 1, 2, ..., n, nezavisne

slu£ajne promjenljive, EXk = 0, EX2
k < ∞, Sk = X1 + ... + Xk. Tada za svako ε > 0

vaºi

P{max
16k6n

| Sk |> ε} 6 DSn
ε2

.

�Ozna£imo

A = {max
16k6n

| Sk |> ε};Ak = {| Si |6 ε, i = 1, ..., k − 1, | Sk |> ε}, 1 6 k 6 n.

Konstatujmo,

A =
n∑
k=1

Ak; DSn = ES2
n > ES2

nIA =
n∑
k=1

ES2
nIAk .

ES2
nIAk = E(Sk + (Xk+1 + ...+Xn))2IAk = ES2

kIAk+

2ESk(Xk+1 + ...+Xn)IAk + E(Xk+1 + ...+Xn)2IAk > ES2
kIAk .

Naime ESkIAk(Xk+1 + ... + Xn) = ESkIAkE(Xk+1 + ... + Xn) = 0, koristimo nezavisnost

promjenljivih SkIAk i Xk+1 + ...+Xn. Na kraju,

ES2
n >

n∑
k=1

ES2
kIAk > ε2

n∑
k=1

P (Ak) = ε2P (A).�

Posljedica 4.1 Neka su Xk, k = 1, 2, ..., n, nezavisne slu£ajne promjenljive sa kona£nim

disperzijama DXk, Sk = X1 + ...+Xk. Tada za svako ε > 0 vaºi

P{max
16k6n

| Sk − ESk |> ε} 6 DSn
ε2

.



Ako su wk = Xk − EXk i S ′k = w1 + ... + wk, tada je Ewk = 0, DS ′k = DSk. Imamo na

osnovu upravo dokazane teoreme

P{max
16k6n

| Sk − ESk |> ε} = P{max
16k6n

| S ′k |> ε} 6 DS ′n
ε2

=
DSn
ε2

.

Teorema 4.5 Kolmogorovljev zakon velikih brojeva. Neka je Xn, n = 1, 2, ..., niz

nezavisnih slu£ajnih promjenljivih, EXn = 0, DXn = σ2
n i red

∞∑
n=1

σ2
n

n2 konvergira. Tada

1
n

n∑
i=1

Xi
a.s.→ 0, n→∞, tj. za niz Xn vaºi strogi zakon velikih brojeva.

�Neka je SK = X1 + X2 + ... + Xk. Skoro izvjesna konvergencija iz formulacije teoreme je

ekvivalentna sa

(∀ε > 0) lim
n→∞

P
{

sup
k>n
| Sk
k
|> ε

}
= 0. (∗)

Neka je

An =
{

max
2n−16k<2n

| Sk
k
|> ε

}
.

Jednakost (∗) je ekvivalentna sa (provjerite!)

lim
n→∞

P
( ⋃
k>n

Ak

)
= P

(
lim
n→∞

An

)
= 0

Koriste¢i Kolmogorovljevu nejednakost dobijamo

P (An) 6 P
{

max
2n−16k<2n

| Sk |> ε2n−1
}
6 P

{
max

16k<2n
| Sk |> ε2n−1

}
6 4 S2n

ε222n
.

Na kraju,

∞∑
k=1

P (Ak) 6 4ε−2
∞∑
k=1

2−2k
2k∑
n=1

σ2
n 6 4ε−2

∞∑
n=1

σ2
n

∑
k:2k>n

2−2k 6 8ε−2
∞∑
n=1

σ2
n

n2 <∞,

koristimo ocjenu
∞∑

k=k0

2−2k 6 2 · 2−2k. Iz konvergencije reda
∞∑
k=1

P (Ak) i Borel-Kantelijeve

teoreme slijedi (∀ε > 0)P
(

lim
n→∞

An

)
= 0.�

Posljedica 4.2 Neka je Xn, n = 1, 2, ..., niz nezavisnih slu£ajnih promjenljivih i neka red
∞∑
n=1

DXn
n2 konvergira. Tada 1

n

n∑
i=1

(Xi−EXi)
a.s.→ 0, tj. za niz Xn vaºi strogi zakon velikih brojeva.



Formirajmo niz wn = Xn − EXn. O£igledno, Ewn = 0, Dwn = DXn i red
∞∑
n=1

Dwn
n2 =

∞∑
n=1

DXn
n2 na osnovu pretpostavke konvergira. Na osnovu upravo dokazane teoreme slijedi

1
n

n∑
i=1

(Xi − EXi) = 1
n

n∑
i=1

wi
a.s.→ 0.

Posljedica 4.3 Neka je Xn niz nezavisni jednako raspodijeljenih slu£ajnih promjenljivih sa

kona£nom disperzijom i neka je EXn = a, Sn = X1 + ... + Xn. Tada za niz Xn vaºi strogi

zakon velikih brojeva tj. Sn
n

si→ a.

Posljedica 4.4 Borelov zakon velikih brojeva. U Bernulijevoj shemi Sn
n

a.s.→ p.

Znamo da je Sn =
n∑
k=1

IAk , gdje je Ak doga�aj da se u k tom opitu ostvari doga�aj A tj.

uspjeh. Promjenljive iz niza IAk su nezavisne, EIAk = p, DIAk = p(1 − p) te iz prethodne

posljedice slijedi Borelov zakona velikih brojeva.

Teorema 4.6 Kolmogorovljev zakon velikih brojeva. Neka je Xn niz nezavisnih jed-

nako raspodijeljenih slu£ajnih promjenljivih, Sn = X1 + ... + Xn.
Sn
n

a.s.→ a ako i samo ako je

EXn = a. Bez dokaza.

Teorema 4.7 Neka je Xn, n = 1, 2, ... niz slu£ajnih promjenljivih za koji vaºi strogi zakon

velikih brojeva tj.

n∑
k=1

Xk−E
n∑
k=1

Xk

n

a.s.→ 0. Tada, Xn−EXn
n

a.s.→ 0.

�Neka je Wn = Xn − EXn, n = 1, 2, ..., EWn = 0, Sn =
n∑
k=1

Wk. Na²e tvr�enje se sada svodi

na: ako Sn
n

a.s.→ 0, tada Wn

n

a.s.→ 0. Iz

Sn
n

a.s.→ 0⇒ (∀ε > 0)P{| Sn |> nε za b.m. n} = 0.

Ako je

| Wn |> nε⇒| Sn − Sn−1 |> nε⇒| Sn |>
nε

3
∨ | Sn−1 |>

nε

3
>

(n− 1)ε

3
.

Dakle,

{| Wn |> nε za b.m. n} ⊆ {| Sn
n
|> ε

3
za b.m. n} ⇒ (∀ε > 0)P{| Wn |> nε za b.m. n} = 0



tj. Wn

n

a.s.→ 0.�

Normalni brojevi. Opit slu£ajnog izbora braja sa [0, 1] se modelira vjerovatnosnim

prostorom ([0, 1],B[0,1], P ), P je Lebegova mjera na [0, 1]. Neka je ω proizvoljni broj sa [0, 1]

i neka je ω = 0, ω1ω2... odgovaraju¢i binarni razvoj (zbog jednozna£nosti u slu£aju kada

postoje dva razvoja, opredjeljujemo se za onaj sa beskona£no mnogo uzastopnih nula). Za

broj sa [0, 1] kaºemo da je normalan ako relativna u£estalost cifre 1 me�u prvim ciframa

njegovog binarnog razvoja konvergira ka 1
2
. Akup normalnih brojeva ¢emo ozna£iti sa A.

Formirajmo niz slu£ajnih promjenljivih Xn, Xn(ω) = ωn, n = 1, 2, ... Kako je

P{Xn1 = x1} · · ·P{Xnk = xk} =
1

2
· · · 1

2
=

1

2k
= P{Xn1 = x1, ..., Xnk = xk},

(provjeriti!) zaklju£ujemo da su slu£ajne promjenljive iz niza Xn nezavisne i

Xn :
0 1
1
2

1
2

.

Na osnovu Kolmogorovljevog zakona velikih brojeva zaklju£ujemo

p
{
ω :

1

n

n∑
k=1

Xk(ω)→ 1

2

}
= P (A) = 1,

dakle Lebegova mjera skupa normalnih brojeva sa [0, 1] je 1. Drugim rije£ima, skoro svi

brojevi sa [0, 1] su normalni.

MetodMonte Karlo. Neka je f : [0, 1]→ [0, 1] neprekidna funkcija. Neka jeX1, Y1, X2, Y2, ...

niz nezavisnih slu£ajnih promjenljivih sa U [0, 1] raspodjelom. Neka je

wi =

{
1, f(Xi) > Yi,

0, f(Xi) 6 Yi.

Konstatujmo, slu£ajne promjenljive wi, i = 1, 2, ... su nezavisne i

Ewi = P{f(Xi) > Yi} =

1∫
0

f(x)dx.



Kako za niz wi vaºi strogi zakon velikih brojeva, zaklju£ujemo

1

n

n∑
i=1

wi
a.s.→

1∫
0

f(x)dx.

Metod Monte Karlo za pribliºno ra£unanje integrala
1∫
0

f(x)dx se zasniva na ustanovljenoj

konvergenciji. Modeliraju se nezavisne slu£ajne ta£ke (Xi, Yi) (vektor (Xi, Yi) : U([0, 1] ×
[0, 1])), zatim se ustanovljavaju realizacije wi i kona£no se realizacija 1

n

n∑
i=1

wi. progla²ava za

aproksimaciju integrala. Ve¢a vrijednost broja n obezbje�uje bolju aproksimaciju.

Primjer 4.4 Neka je Xn, n = 2, 3, ... niz nezavisnih slu£ajnih promjenljivih sa raspodjelama

Xn :
−n 0 n

1
2n lnn

1− 1
n lnn

1
2n lnn

.

Dokazati da za niz Xn vaºi slabi, a ne vaºi strogi zakon velikih brojeva.

I 0 < ε < 1,
∞∑
n=2

P{| Xn |> nε} =
∞∑
n=2

1
n lnn

=∞⇒ Xn
n

a.s.9 0.

Primijetimo da je DXn = n
lnn
, n = 2, 3, ... i da funkcija g(x) = x

lnx
monotono raste za

x > e. Sada imamo

1

n2

n+1∑
k=2

DXk 6
1

n2

[ 2

ln 2
+

n+2∫
3

x

lnx
dx
]
6

2

n2 ln 2
+

(n− 1)(n+ 2)

n2 lnn
.

Neka je ε proizvoljan broj ve¢i od 0. Na osnovu �ebi²ovljeve nejednakosti imamo

P
{∣∣∣Sn

n

∣∣∣ > ε
}
6

1

n2ε2

n+1∑
k=2

DXk −→ 0, n→∞.

Dakle, za niz Xn vaºi slabi zakon velikih brojeva.J

Primjer 4.5 Neka je f neprekidna funkcija zadata na segmentu [0, 1] i neka je Xn, n = 1, 2, ...

niz nezavisnih, jednako raspodijeljenih slu£ajnih veli£ina sa U [0, 1] raspodjelom. Dokazati da

f
(
Sn
n

) a.s.−→ f
(

1
2

)
i Ef

(
Sn
n

)
−→ f

(
1
2

)
, n→∞.



INa osnovu Borelove teoreme Sn
n

a.s.−→ 1
2
. Zbog neprekidnosti funkcije f(x) imamo

P
{
f
(Sn
n

)
−→f

(1

2

)}
= 1, n→∞.

Dakle f
(
Sn
n

) a.s.−→ f
(

1
2

)
.

Ef
(Sn
n

)
=

1∫
0

...

1∫
0

f
(x1 + x2 + ...+ xn

n

)
dx1dx2...dxn =

∫
Ω

f
(Sn(ω)

n

)
P (dω) −→

∫
Ω

f
(1

2

)
P (dω) = f

(1

2

)
, n→∞. J

Primjer 4.6 Izra£unati lim
n→∞

1∫
0

...
1∫
0

cos2m π
2n

(x1 + x2 + ...+ xn)dx1dx2...dxn.

INa funkciju f(x) = cos2mπ
2
x, x ∈ [0, 1] primijenimo drugo tvr�enje iz prethodnog prim-

jera. Traºena grani£na vrijednost je f
(

1
2

)
= 2−m. J

5 Centralna grani£na teorema

Teorema 5.1 Centralna grani£na teorema. Za niz Xn, n = 1, 2, ... nezavisnih, jednako

raspodijeljenih slu£ajnih promjenljivih, EXn = a,DXn = σ2, Sn = X1 + ...+Xn vaºi:

(∀x ∈ R)P
{Sn − na√

nσ2
< x

}
→ 1√

2π

x∫
−∞

e−
t2

2 dt, n→∞, tj. Sn − na√
nσ2

d→ X∗ : N (0, 1).

�Neka je t ∈ R.

fSn−na√
nσ2

(t) =
n∏
k=1

fXk−a√
nσ2

(t) =
(

1− t2

2n
+ o
( t2

2n

))n
→ e−

t2

2 = fX∗(t), n→∞.

Iz teoreme neprekidnosti za karakteristi£ne funkcije slijedi Sn−na√
nσ2

d→ X∗.�



Posljedica 5.1 Integralna Moavr-Laplasova teorema. Neka Sn : B(n, p). Tada

(∀x ∈ R)P
{Sn − np√

npq
< x

}
→ 1√

2π

x∫
−∞

e−
t2

2 dt, n→∞, tj. Sn − np√
npq

d→ X∗.

Postoji i lokalna Moavr-Laplasova teorema koja se koristi za aproksimaciju vjerovatno¢e

Pn(m) = P{Sn = m} u slu£aju velikog n. Teoremu ¢emo prezentovati bez dokaza.

Teorema 5.2 Lokalna Moavr-Laplasova teorema. Za ∀C > 0

lim
n→∞

√
2πnpqPn(m)

e−
x2

2

= 1

ravnomjerno po svim m ∈ {0, 1, ..., n} za koje se x = xm,n = m−np√
npq

nalazi u intervalu (−C,C),

tj.

sup
{m:|m−np|<C√npq}

∣∣∣√2πnpqPn(m)

e−
x2

2

− 1
∣∣∣→ 0, n→∞.

U knjizi B.V. Gnedenko: The theory of probability, knjiga se moze skinuti sa http://gen.lib.rus.ec/,

lijepo je ilustrovana primjena lokalne teoreme. Iz te knjige navodimo konkretan primjer.

Koristi se oznaka Qn(m) = 1√
2πnpq

e−
x2

2 . Podaci su n = 400, p = 1
2
,m = 210. Imamo

x210,400 = 1, P400(210) = 0, 024207, Q400(210) = 0, 024194, P400(210)−Q400(210) = 0, 000013,
P400(210)
Q400(210)

= 1, 0004.

Primjer 5.1 Kocka se baca 100 puta. Kolika je vjerovatno¢a da je zbir palih brojeva izme�u

340 i 370?

ISa Xk, k = 1, 2, . . . , 100, ozna£imo rezultat k-tog bacanja. Jasno

Xk :
1 2 3 4 5 6
1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

, EXk = 3, 5, DXk =
35

12
, k = 1, 2, . . . , 100.

Zbir palih brojeva je S100 =
100∑
k=1

Xk.

Niz vjerovatno¢a u CGT brzo konvergira, 100 je dovoljno velik broj pa je opravdano traºiti

rezultat kao ²to to radimo u redovima koji slijede. Iako koristimo aproksimaciju, zbog njene



izuzetne preciznosti, nakon primjene CGT ne¢emo upotrijebiti simbol za pribliºnu vrijednost

ve¢ simbol jednakosti.

P{340 < S100 < 370} = P

340− 350
√
.

<
S100 − 100 · 3, 5√

100 · 35
12

<
370− 350
√
.


= Φ∗(1, 17) + Φ∗(0, 59) = 0, 379 + 0, 222 = 0, 601. J

Primjer 5.2 Informacionim kanalom se prenose binarni nizovi. Zbog prisustva bijelog ²uma u

kanalu, vjerovatno¢a pravilnog prijema odaslanog znaka je 0, 55. Zbog toga se svaki znak ²alje

n puta, a odluka o poslanom znaku se donosi nakon utvr�ivanja znaka koji se £e²¢e javlja.

Na¢i najmanje n za koje je vjerovatno¢a pravilne odluke > 0.99.

ISmatra¢emo da je uspjeh pravilno primljeni znak. Kod nas je p = 0, 55, q = 0, 45, dok

Sn : B(n, p) predstavlja broj pravilno primljenih znakova. Pravilnu odluku donosimo ako je

Sn >
n
2
. Sada imamo

P
{
Sn >

n

2

}
= P

{
Sn − 0, 55n
√
.

>
0, 5n− 0, 55n√

0, 55 · 0, 45n

}
= 1− Φ

(
− 0, 05

√
n√

0, 2475

)
= 0, 5 + Φ∗

(
0, 05
√
n√

0, 2475

)
> 0, 99 =⇒ 0, 05

√
n√

0, 2475
> 2, 33 =⇒ n = 537. J

Primjer 5.3 Strijelac poga�a metu sa vjerovatno¢om 0, 4 i ga�a u nju 150 puta. Na¢i bar jedan

interval u kojem ¢e se sa vjerovatno¢om > 0, 8 nalaziti broj pogodaka.

ISlu£ajna veli£ina S150 : B(150; 0, 4) predstavlja broj pogodaka. Traºi¢emo interval oblika

(A,B).

P{A < S100 < B} = P

{
A− 60

6
<

S150 − 60√
150 · 0, 4 · 0, 6

<
B − 60

6

}
= 0, 8 =⇒ A− 60

6
= −1, 28,

B − 60

6
= 1, 28 =⇒ A = 52, 32, B = 67, 68

te je zbog cjelobrojnosti broja pogodaka traºeni interval (52, 68). Interval je tim bolji ²to je

kra¢i. Cilj dobijanja najkra¢eg intervala se ostvaruje izborom simetri£nog intervala
(
A−60

6
; B−60

6

)
.

Naime, od svih intervala za koje je vjerovatno¢a da u njih "upadne" X∗ konstantna, najkra¢i

je simetri£an interval. J



Primjer 5.4 Koliko puta treba baciti nov£i¢ pa da sa vjerovatno¢om > 0, 95 odstupanje relativne

u£estalosti pojave pisma od 1
2
bude 6 0, 02?

I Muavr�Laplasova teorema nam daje mogu¢nost da na�emo n za koje je sa vjerovat-

no¢om > α (prirodno je raditi sa α koje je blisko 1) odstupanje relativne frekvencije pos-

matranog doga�aja od vjerovatno¢e tog doga�aja manje od nekog malog ε. Sa dobijenim

rezultatom sebi moºemo dati za pravo da u nekom smislu predvi�amo budu¢nost. Naime,

kad u nekom konkretnom vjerovatnosnom zadatku na�emo vjerovatno¢u p nekog doga�aja

A, a zatim na�emo i gore pomenuto n, tada moºemo sa velikom dozom uvjerenosti tvrditi

da ¢e nakon n ponavljanja opita, relativna frekvencija doga�aja A biti blizu broja p.

Potraºimo n u konkretnom slu£aju.

P

{∣∣∣∣Snn − 0, 5

∣∣∣∣ 6 0, 02

}
= P

{∣∣∣∣ Sn − 0, 5n√
0, 5 · 0, 5n

∣∣∣∣ 6 0, 04
√
n

}
= 2Φ∗(0, 04

√
n)

> 0, 95 =⇒ 0, 04
√
n > 1, 96 =⇒ n = 2401.

Kori²¢enjem nejednakosti �ebi²ova dobijamo grubu aproksimaciju broja n.

0, 95 < P

{∣∣∣∣Snn − 0, 5

∣∣∣∣ 6 0, 02

}
=⇒ P

{∣∣∣∣Snn − 0, 5

∣∣∣∣ > 0, 02

}
6 0, 05

=⇒ 1

4n(0, 02)2 6 0, 05 =⇒ n > 12500. J

Primjer 5.5 Izra£unati lim
n→∞

e−n
n∑
k=0

nk

k!
.

INeka su X1, X2, ..., Xn nezavisne, jednako raspodijeljene slu£ajne promjenljive sa P(1)

raspodjelom. Znamo da je Sn =
n∑
k=0

Xk : P(n). Sada imamo

P{Sn 6 n} =
n∑
k=0

nk

k!
e−n = P

{Sn − n√
n
6 0
}
−→ Φ(0) =

1

2
, n→∞. J

Primjer 5.6 Neka je Xn, n = 1, 2, 3, ... niz nezavisnih slu£ajnih promjenljivih sa raspodjelama

Xn :
−n 0 n

1
2n2 1− 1

n2
1

2n2

.

Dokazati da za niz Xn ne vaºi CGT.



IElementarno se ustanovljava da je EXn = 0, DXn = 1, n = 1, 2, ... i Xn
a.s.−→ 0. Iz

ustanovljedne skoro izvjesne konvergencije slijedi da skoro izvjesno u nizu Xn postoji samo

kona£no mnogo £lanova razli£itih od nule te red
∞∑
i=1

Xi skoro izvjesno konvergira. Dakle,
n∑
i=1

Xi√
n

si−→ 0, n→∞. J


