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Izlet u uslovna ocekivanja i vjerovatnoce

> X —s.v.

> E[X]= [ XdP

> E[X|Cl=[XdPc=[-XdPc
> Akoje AC Ci X =1, onda je:

Ell, | C]:/C]IAdPC
P(A) _ E[lal(]

= 9P = P19 5G = (g



Izlet u uslovna ocekivanja i vjerovatnoce

E[X1c]

> Ako je X =14 ond jeE[X | C] = PIO)

> Ako je X # 14 mozemo aproksimirati X = )" x;1 4,

E[X1c]

» Svakako vazi E[X | C] = P(O)




Izlet u uslovna ocekivanja i vjerovatnoce
Konstruktivna definicija
» B C A - pod-o-algebra

> E[X | B]jes.v. ito:

» 5 mjerljiva s.v.

> [LE[X|B]dP = [, X dP za svako B € B

Slucajno ocekivanje u odnosu na s.v.
> Y —s.wv.

» o(Y) - o-algebra generisana s.v. Y (originali skupova)

> E[X | Y] = E[X|o(Y)]



Izlet u uslovna ocekivanja i vjerovatnoce

Uslovno ocekivanje

» Znacenje uslovnog ocekivanja?
» Kakve veze ima sa uslovnom vjerovatno¢om?

» Kakve veze ima sa océekivanjem uslovljenim dogadajem?



Izlet u uslovna ocekivanja i vjerovatnoce

> | dalje je:
» C € A dogadaj, P(C) #0
> A e A dogadaj

> Neka je Y =1¢
> o(lc) = {0,.C,C.Q}

> E[X | 1¢)] je o(1¢)-mjerljivo
> E[X | 1c] je konstantno na C i C€:

EX|1c](w)=c,weC, EIX|1c)(w)=c,weCC

Dakle: E[X ‘ ]lc] = Cl]lC + C2]1CC
Zasto? ¢l =7 c2 =7



Izlet u uslovna ocekivanja i vjerovatnoce
cl =7 c2 =7

Koristeéi jednakost: E[X | 1¢] = alc + el cc
/ E[X ’ ]lc] dP = Cl/ dP = C1P(C)
c c

Koriste¢i definiciju uslovnog ocekivanja

/CE[X|]1c]dP:/CXdP



Izlet u uslovna ocekivanja i vjerovatnoce

Kombinuju¢i prethodne jednakosti

q:P(lC)/CXdPZE[xyC]
Sli¢éno:
o= E[X | C
Zakljucak:

E[X|1c]=E[X]|Cllc+E[X|C e



Izlet u uslovna ocekivanja i vjerovatnoce

E[1a]|1c]

Na osnovu prethodnog slajda:

E[la|1c]=E[la| Cllc+ E[la| Clcc
=P(A| C)lc+P(A] C)lcc

Kraj izleta.



Kamatni racun

C — kapital, glavnica

i — (godisnja) kamatna stopa, efektivna

C — C(1+i) — CA+i3? —...
Kamata se obraCunava na kraju godine (obracunskog perioda)
tj dekurzivno (in arrears).

» C(1+ i)k — vrijednost kapitala nakon k godina

» (1+ i)k — akumulacioni faktor

>
>
» / je "cijena koristenja kapitala”...
>
>



Akumulacija kapitala, fond

» r, —iznos koji se ulaze u fond na kraju svake godine

» j — kamatna stopa
» C = Fy — pocetni kapital
> Fi=F(l1+i)+n
> Fr=Fea(1+i)+r
’ n
Fo=(1+0)"Fo+ > (1+i)""*n
k=1

Interpretacija?
| 2

n
F,,:Fo—i—Zrk—i—Zi,:k—l
k=1 k=1

Interpretacija?



Sadasnja vrijednost, diskontni faktor

Co — pocetni kapital
i — kamatna stopa

C1 = Go(1 + i) vrijednost kapitala nakon jedne godine
v = i diskontni faktor.
14

Co = v(; sadaénja vrijednost kapitala Cy!
Ch=(1+4+1)"Cy, GCo=v"C, Interpretacija?

Vazan koncept!

vVVvyyYyYy V VYV VY



Nominalna kamatna stopa

» Nominalna (godinja) kamatna stopa koja se obracunava m
puta godisnje se oznacava sa i(m)

» Akumulacioni faktor za svaki period duzine 1/m godine je

j(m)
(1 + ’7)

i(m) (m)\ 2
c — Cll+—| —mC|1+— —
m m

» Relativna kamatna stopa je efektivna kamatna stopa za period
1 j(m)
duzine —: —
m m

Jm\ "

» Nakon jedne godine kapital C se uve¢a do: C |1+ s



Nominalna i efektivna godisnja kamatna stopa

» Ako je /(™ nominalna godisnja kamatna stopa, odgovarajuca
efektivna dogisnja kamatna stopa / zadovoljava jednakost:

Jm\ "
Cli+— ) =c@a+1)
m

Jm\ "
> i=(1+—] -1
m

> Ako je data efektivna godisnja kamatna stopa i onda je
odgovarajuéa konformna kamatna stopa za m-ti dio godine:

L
amy _ A+ 0)m —1

1
m



Intenzitet kamate

Definicija

Intenzitet kamate (force of interest) : 0 = limp o0 j(m)

Zasto?



Intenzitet kamate

Definicija
Intenzitet kamate (force of interest) : & = limp_o0 m)
1
1 m—1
i(m = (1+ /2 = &= lim (™ =1In(1+1)
= m—00
m
Zasto?




Akumulacija kapitala i intenzitet kamate

Konstantni intenzitet kamate 0
> =1+
» Akumulacija nakon k godina C(1+ i)k = Ce%*

Promjenljivi intenzitet kamate d(t), neprekidni slucaj
» F(0) = C, pocetni kapital
» U trenutku t akumulirani kapital je:

F(t) = F(0)exp < /O “5(s) ds>

» Princip konzistencije!



Neprekidna plac¢anja
Rate of payment

F(0) = C, pocetni kapital

Intenzitet placanja r(t)
Ideja: U periodu od t do t + dt u fond se uplati r(t)dt novca.

0 = 0 — nema kamacenja: dF(t) = r(t)dt

F(t)=C+ /Ot r(s)ds

d > 0 — neprekidno kamacenje: dF(t) = F(t)d(t)dt + r(t)dt

F(t) = C- exp </Ot5(s) ds> —I—/Otexp </st(5(u) du> H(s) ds



Anticipativna pla¢anja, diskontna stopa

i godisnja kamatna stopa

Co i Gy kapital na pocetku i kraju godine

G = Go(1+1)

Diskontna stopa d je definisana jednakoscu: Gy = Ci(1 — d)

vV vvYVYyy

v
= Q
I
|
|

v
> a

nticipativni obracun kamate! Interpretacija?



Nominalna diskontna stopa d(m)

» (™ nominalna godisnja kamatna stopa

1
» C i C' kapital na pocetku i kraju perioda duzine —
m

L, I(m)
> C=C|1+—

» Nominalna diskontna stopa d(™ je definisana jednakos¢u:

c—c(1-2"
m



Nominalna diskontna stopa d(m)

m
1 1 n 1
dm) — m " i(m)
> |z posljednje jednakosti slijedi:

lim d(™ = lim (™M =§

m—o0 m—00

Interpretacija?



Perpetuiteti

Beskonacni niz (jednakih) uplata
Anticipativni perpetuitet (perpetuity due)

» Godisnje uplate vrijednosti 1 pocev od pocetka prve godine.

» Sadasnja vrijednost se oznacava sa dsg:

. 1
i =l+tv+vi4... = =

1
1—v d

Dekurzivni perpetuitet (immediate perpetuity)

» Godisnje uplate vrijednosti 1 pocev od kraja prve godine.

» Sadasnja vrijednost se oznacava sa asg:

aw:v+v2+v3+...: = -



Perpetuiteti sa m godisnjih plac¢anja
Anticipativni perpetuitet sa m godisnjih plac¢anja

» m godisnjih uplata vrijednosti # pocev od pocetka prvog
perioda duzine % :

» Sadasnja vrijednost se oznacava sa é%ﬂ:

1 2
s Ly v L
e =i i S omi_ s dm

Dekurzivni perpetuitet sa m godisnjih pla¢anja

» m godisnjih uplata vrijednosti % pocev od kraja prvog perioda

duzine %
» Sadasnja vrijednost se oznacava sa a%’):
1 2 3 1 1 1
(m) . vVm vVm vm . vm .
) =t — .= = =
ol m m m mi_ ym ilm



Neprekidni perpetuitet

> Neprekidna placanja pocev od trenutka t = 0.
» Konstantan intenzitet placanja r(t) = 1.

» Sadasnja vrijednost se oznacava sa as:

+oo 1
5@ = / e_‘St dt = —
0 )



Standardni rastuéi perpetuitet

Anticipativni standardni rastu¢i perpetuitet

» Godisnje uplate vrijednosti 1,2, 3, ... redom pocevsi od
pocetka prve godine.

» Sadasnja vrijednost se oznacava sa (/3)3].

1 1
1330 =1+2v+3v2 + 4V + .. = =
(13)q +2v+3v +4v’ + A-v)? &
Dekurzivni standardni rastu¢i perpetuitet
> Godisnje uplate vrijednosti 1,2,3,... redom pocevsi od
pokraja prve godine.
» Sadasnja vrijednost se oznacava sa (/a)x].
v 1—d

(la)ag = v +2v2 +3vV3 + vt + .. = =



Rastuci perpetuiteti

Dokazi jednakosti sa prethodnog slajda?!

Rastu¢i perpetuiteti sa m godisnjih uplata, koji rastu g puta
godinje: SAMI.

Neprekidni rastuéi perpetuiteti: SAMI.



Anuiteti

Konacéni niz (jednakih) uplata
Anticipativni annuitet (annuity due)
» n godisnjih uplate vrijednosti 1 pocev od pocetka prve godine.
» Sadasnja vrijednost se oznacava sa ap:

1 . ne 1—v"
:a@—va@: d

Gm=1l+v+ v+ v

Dekurzivni annuitet (immediate annuity)
» n godisnjih uplate vrijednosti 1 pocev od kraja prve godine.
» Sadasnja vrijednost se oznacava sa ag:

1—v"

i

am=v+vVi+vi4. v =



Anuiteti sa vise godisnjih uplata

» Analogno perpetuitetima se definisu anuiteti sa m jednakih
uplata m puta godisnje.

(m)

» Sadasnje vrijednosti se oznacavaju sa: ag i a(mm).



Rastuci i opadajuéi anuiteti

» Prirodno se definisu i rastuci anuiteti (analogno rastu¢im
perpetuitetima)

» Za sadasnje vrijednosti se koriste oznake: (/3)n]i (/a)n.
» Razmatraju se i opadajuéi anuiteti sa uplatama n,n—1,...,1
» Za sadasnje vrijednosti se koriste oznake: (Da)n] i (Da)n].



Ukupna vrijednost anuiteta

(L+0)"-1 (1+i)"—1

=g e

qm _ AN =1 m _ (147)"—1
| d(m) l j(m)

(15)a,  (Is)m, (Ds)A, (Ds)7, ..



Kamatni racun

C — kapital, glavnica

i — (godisnja) kamatna stopa, efektivna

C — C(1+i) — CA+i3? —...
Kamata se obraCunava na kraju godine (obracunskog perioda)
tj dekurzivno (in arrears).

» C(1+ i)k — vrijednost kapitala nakon k godina

» (1+ i)k — akumulacioni faktor

>
>
» / je "cijena koristenja kapitala”...
>
>



Akumulacija kapitala, fond

» r, —iznos koji se ulaze u fond na kraju svake godine

» j — kamatna stopa
» C = Fy — pocetni kapital
> Fi=F(l1+i)+n
> Fr=Fea(1+i)+r
’ n
Fo=(1+0)"Fo+ > (1+i)""*n
k=1

Interpretacija?
| 2

n
Fo=Fo+ > nc+ Y iFi
k=1 k=1

Interpretacija?



Sadasnja vrijednost, diskontni faktor

Co — pocetni kapital
i — kamatna stopa

C1 = Go(1 + i) vrijednost kapitala nakon jedne godine
v = i diskontni faktor.
14

Co = v(; sadaénja vrijednost kapitala Cy!
Ch=(1+4+1)"Cy, GCo=v"C, Interpretacija?

Vazan koncept!

vVVvyyYyYy V VYV VY



Nominalna kamatna stopa

» Nominalna (godinja) kamatna stopa koja se obracunava m
puta godisnje se oznacava sa i(m)

» Akumulacioni faktor za svaki period duzine 1/m godine je

j(m)
(1 + ’7)

i(m) (m)\ 2
c — Cll+—| —mC|1+— —
m m

» Relativna kamatna stopa je efektivna kamatna stopa za period
1 j(m)
duzine —: —
m m

Jm\ "

» Nakon jedne godine kapital C se uve¢a do: C |1+ s



Nominalna i efektivna godisnja kamatna stopa

> Ako je /(™ nominalna godisnja kamatna stopa, odgovarajuca
efektivna dogisnja kamatna stopa i zadovoljava jednakost:

jm\ "
Clil+— ) =C(1+1)

m
>i=(1+—| -1
m

/-\

3

=

\

—
—
+

=

3=
|
—



Intenzitet kamate

Definicija

Intenzitet kamate (force of interest) : 0 = limp o0 j(m)

Zasto?



Intenzitet kamate

Definicija
Intenzitet kamate (force of interest) : & = limp_o0 m)
1
1 m—1
i(m = (1+ /2 = &= lim (™ =1In(1+1)
= m—00
m
Zasto?




Akumulacija kapitala i intenzitet kamate

Konstantni intenzitet kamate o
> =14
» Akumulacija nakon k godina C(1 + i)k = Ce%*

Promjenljivi intenzitet kamate §(t), neprekidni slucaj
» F(0) = C, pocetni kapital
» U trenutku t akumulirani kapital je:

F(t) = F(0)exp ( /0 T5(s) ds>

» Princip konzistencije!



Neprekidna plac¢anja
Rate of payment

F(0) = C, pocetni kapital

Intenzitet placanja r(t)
Ideja: U periodu od t do t + dt u fond se uplati r(t)dt novca.

9 = 0 — nema kamacenja: dF(t) = r(t)d

F(t)=C+ /Ot r(s)ds

d > 0 — neprekidno kamacenje: dF(t) = F(t)d(t)dt + r(t)dt

F(t) = C- exp </Ot5(s) ds> —I—/Otexp </st(5(u) du> H(s) ds



Anticipativna pla¢anja, diskontna stopa

i godisnja kamatna stopa

Co i Gy kapital na pocetku i kraju godine

G = Go(1+1)

Diskontna stopa d je definisana jednakoscu: Gy = Ci(1 — d)

vV vvYVYyy

v
= Q
I
|
|

v
> a

nticipativni obracun kamate! Interpretacija?



Nominalna diskontna stopa d(m)

» (™ nominalna godisnja kamatna stopa

1
» C i C' kapital na pocetku i kraju perioda duzine —
m

, I(m)
> ('=C|1+—

» Nominalna diskontna stopa d(™ je definisana jednakos¢u:

c—c(1-2"
m



Nominalna diskontna stopa d(m)

m
1 1 n 1
dm) — m " i(m)
> |z posljednje jednakosti slijedi:

lim d(™ = lim (™M =§

m—o0 m—00

Interpretacija?



Perpetuiteti

Beskonacni niz (jednakih) uplata
Anticipativni perpetuitet (perpetuity due)

» Godisnje uplate vrijednosti 1 pocev od pocetka prve godine.

» Sadasnja vrijednost se oznacava sa dsg:

. 1
i =l+tv+vi4... = =

1
1—v d

Dekurzivni perpetuitet (immediate perpetuity)

» Godisnje uplate vrijednosti 1 pocev od kraja prve godine.

» Sadasnja vrijednost se oznacava sa asg:

aw:v+v2+v3+...: = -



Perpetuiteti sa m godisnjih plac¢anja
Anticipativni perpetuitet sa m godisnjih plac¢anja

» m godisnjih uplata vrijednosti # pocev od pocetka prvog
perioda duzine % :

» Sadasnja vrijednost se oznacava sa é%ﬂ:

1 2
s Ly v L
e =i i S omi_ s dm

Dekurzivni perpetuitet sa m godisnjih pla¢anja

» m godisnjih uplata vrijednosti % pocev od kraja prvog perioda

duzine %
» Sadasnja vrijednost se oznacava sa a%’):
1 2 3 1 1 1
(m) . vVm vVm vm . vm .
) =t — .= = =
ol m m m mi_ ym ilm



Neprekidni perpetuitet

> Neprekidna placanja pocev od trenutka t = 0.
» Konstantan intenzitet placanja r(t) = 1.

» Sadasnja vrijednost se oznacava sa as:

+oo 1
5@ = / e_‘St dt = —
0 )



Standardni rastuéi perpetuitet

Anticipativni standardni rastu¢i perpetuitet

» Godisnje uplate vrijednosti 1,2, 3, ... redom pocevsi od
pocetka prve godine.

» Sadasnja vrijednost se oznacava sa (/3)3].

1 1
1330 =1+2v+3v2 + 4V + .. = =
(13)q +2v+3v +4v’ + A-v)? &
Dekurzivni standardni rastu¢i perpetuitet
> Godisnje uplate vrijednosti 1,2,3,... redom pocevsi od
pokraja prve godine.
» Sadasnja vrijednost se oznacava sa (/a)x].
v 1—d

(la)ag = v +2v2 +3vV3 + vt + .. = =



Anuiteti

Konacéni niz (jednakih) uplata
Anticipativni annuitet (annuity due)
» n godisnjih uplate vrijednosti 1 pocev od pocetka prve godine.
» Sadasnja vrijednost se oznacava sa ap:

1 . ne 1—v"
:a@—va@: d

Gm=1l+v+ v+ v

Dekurzivni annuitet (immediate annuity)
» n godisnjih uplate vrijednosti 1 pocev od kraja prve godine.
» Sadasnja vrijednost se oznacava sa ag:

1—v"

i

am=v+vVi+vi4. v =



Anuiteti sa vise godisnjih uplata

» Analogno perpetuitetima se definisu anuiteti sa m jednakih
uplata m puta godisnje.

(m)

» Sadasnje vrijednosti se oznacavaju sa: ag i a(mm).



Rastuci i opadajuéi anuiteti

» Prirodno se definisu i rastuci anuiteti (analogno rastu¢im
perpetuitetima)

» Za sadasnje vrijednosti se koriste oznake: (/3)n]i (/a)n.
» Razmatraju se i opadajuéi anuiteti sa uplatama n,n—1,...,1
» Za sadasnje vrijednosti se koriste oznake: (Da)n] i (Da)n].



Ukupna vrijednost anuiteta

(L+0)"-1 (1+i)"—1

=g e

qm _ AN =1 m _ (147)"—1
| d(m) l j(m)

(15)a,  (Is)m, (Ds)A, (Ds)7, ..



Uvodni pojmovi

(x) — Zivot starosti x (godina)
T=T(x)=Tx
» T je buduce trajanje zivota (x)
> T je sluajna velic¢ina
» T + x — starost u trenutku smrti
» G(t)=P(T <t), t >0 raspodjela
> Pretpostavke:

» G je neprekidna funkcija
» G ima gustinu
> g(t)dt = P(t < T < t+dt)



Osnovne oznake

tqx = G(t) = P(T < t)
Vjerovatnoéa da ¢e lice starosti x godina umrijeti u narednih t

godina.
» Ako je t = 1 koristimo oznaku: 1px = px

tpx =1—=G(t) =1—=P(T <t) =1—q;
Vjerovatnoéa da ce lice starosti x dozivjeti narednih t godina.

» Ako je t = 1 koristimo oznaku: 1gx = gx

stdx = P(s < T <s+1t)=G(s+t) = G(5) = s4tGx — ¢qx
Vjerovatnoéa da ¢e lice starosti x dozivjeti narednih s godina, a
zatim umrijeti u sljedecih t godina.



Osnovne oznake

tdx = G(t)7 tPx == 1— G(t)
tQxis = P(T <t+s|T>s)=P(T —s<t|T —s>0)

Uslovna vjerovatnoca da ¢e lice starosti x godina koje je dozivjelo
narednih s godina, umrijeti u t godina nakon toga.

tPxts .= P(T >t+s|T >s)=P(T—s>t|T—s>0)
Uslovna vjerovatnoc¢a da ce lice starosti x godina koje je dozivjelo
narednih s godina, dozivjeti i t godina nakon toga.



Komentar o prethodnim oznakama

Zbir < uslovna vjerovatnoca

» gx=G(t)=P(T<t)=P(T-0<t|T>0)
» .gx = P(preos. trajanje < t | preos. trajanje > 0)
» 1Guts=P(T—s<t|T—-5s>0)=P(T<t+s|T>5s)

> Slicno za tpxis

Da je T starost lica u trenutku smrti, onda bi bilo:
» gy = P(T <t+x|T>x)
» ipx:=P(T >t+x|T > x)

» Komplikovanje osnovnih pojmova...7



Neke jednakosti

s+tPx = sPx * tPx+s
Dokaz?

s|tdx = sPx " tQx+s
Dokaz?



Ocekivano trajanje zivota
é = E[T]

é = E[T]
—+o00
:/ tg(t) dt
0
+oo
_/ (1 G(t))dt
0

+oo
= / t Px dt
0

Dokaz tre¢e jednakosti?



Intenzitet smrtnosti

Motivacija
tqxts = P(T <t+s|T>s)=P(s<T<t+s|T>s)
Na intervalu At

Atdx+t = P(t < T < t+ At|T > t)
_ G(t+ At) - G(t)

1—-G(t)
_ G(t+At) - G(t) 1 '
N At 1-G(t) At
Aproksimacija (za "malo” At)
G, &)

S e s B A ey )



Intenzitet smrtnosti

Definicija

lu’X+t = 1_g(cf()t)

Hx+t =

Reprezentacija ;px




Intenzitet smrtnosti

Veza sa prethodnim pojmovima

Hx+t = lfg()t)

Gustina g:

g(t) = pxtt - (1= G(t)) = tpxfix+t

Ocekivano trajanje zivota &,

+oo +oo
&, = / tg(t) dt = / tePxfixrt dt
0 0

Ranije smo dokazali: &, = f0+°o +Px dt.
Da li je onda: tipxjixtit = tPx---?



Analiti¢ki izraz za distribuciju od T

» Realnost pretpostavke?



Cjelobrojno trajanje zivota K

Oznaka: K :=[T]
P(K=k)=P(k<T<k+1)=px Guik

Ocekivano cjelobrojno trajanje zivota

o (o]
e=> P(K>k) =) «px
k=1

k=1

» Lakse racunanje
» Dovoljna je distribucija s.v. K

» Korisna aproksimacija: & ~ e, +1/2



T=K+S

Dio godine smrti do smrti:
S=T-K

Pretpostavka
Slu€ajne veli¢ine S i K su nezavisne.

Posljedica pretpostavke
Postoji funkcija H takva da je ,qx+k = H(t)gx+k, u € [0, 1).

» Dokaz?
(Posmatrati P(S < u|K = k) i koristiti nezavisnost S i K)

Ako je S ~ U([0,1)) onda je:
» H(u)=u
> E[S]=1)2
> & =e+1/2



Diskretna verzija promjenljive S

s = Lims 1]
m

» Diskretizacija promjenljive S

» Korisno u praksi

» Nezavisnost K i S povlaci nezavisnost K i S(™)

> Ako je S ~U([0,1)) onda je S(™ ~ ({1, 2 ... 1})



Tehnicke pretpostavke iz prakse

Ako su poznate vrijednosti pxi, za k € Ny onda xp, mozemo
racunati:

kPx = Px * Px+1 " .- Px+k—1
Pretpostavka 1: Linearnost ,q, za u € [0,1)
udx = U - Qgx

ax

» Posljedica: pxry=—"-—
1- uqx

Pretpostavka 2: Konstantno ji,, za u € [0,1)
Oznaka: (!

/’Lx—f—% == Ian; uPx = (pX)u'



Ocekivanje i cijena

Ocekivana dobit
» X —s.v. koja opisuje vrijednost nekog ugovora/igre
» E[X] — je "prosjecni dobitak”
» Primjer: P(X =2)=P(X =0)=05, E[X]=1
» E[X] — je fer cijena ugovora (fair price)

» Cijena manja od E[X] je povoljna za kupca
» Cijena veca od E[X] je nepovoljna je nepovoljna za kupca

Prosje¢na dobit je E[X — E[X]] =0

Problemi? Paradoksi?

Bezrizi¢na procjena; cijena rizika

St. Petersburg paradox

Funkcije korisnosti (utility functions) — E[u(X)]

vVvYyyvyy



Ocekivanje i cijena

Ocekivana sadasnja vrijednost

Ako se X realizuje u budu¢nosti (npr. za godinu dana) onda je fair
cijena danas E[vX]

Neto jednokratna premija, miza

» Novcana svota koju osiguranik pla¢a za ugovor o osiguranju je
premija
» U praksi se premija Cesto pla¢a (vise puta) godisnje
» Jednokratna premija se placa jednom u trenutku sklapanja
ugovora
» Neto jednokratna premija (ili miza) je fer cijena ugovora.
» Ugovor o osiguranju je slucajna velicina
» Ocekivana sadasnja vrijednost ugovora je miza
» Interpretacija?



Jednostavni tipovi osiguranja
Tipovi osiguranja
» Osiguranje zivota
(Osiguranje kapitala za slu¢aj smrti)

» Osiguranje zivota na n godina
(Privremeno osiguranje kapitala za slucaj smrti)

» Osiguranje dozivljenja
(Osiguranje kapitala za slucaj dozivljenja)
> MjeSovito osiguranje
» Odlozeno osiguranje
> ..

Pretpostavka konstantne kamatne stope

» Kamatna stopa i = const.

» Faktor diskontovanja v = ﬁ
1
» Ocekivana sadasnja vrijednost



Oznake

Medunarodne aktuarske oznake

1
Axa A>1<:m7 Ax:m7 ce
Oznake za potrebe kursa

zy, Z7

n?

P, Zn,...



Osiguranje zivota
Whole life insurance

Neograniceno osiguranje zivota
Vrijednost 1 se isplacuje na kraju godine smrti

0o
Zgo — VK+1 _ § Vk+1]]-K:k
k=0

Neto jednokratna premija, miza

A, = E[Z9] = E[vKHY]

oo
=> VKIP(K = k)
k=0

[ee]
k+1
= Z vt kPx 9x+k
k=0



Osiguranje zivota

Disperzija

Var[Z3) = E[(Z2)*] -

"Racunski ekvivalentno” sa A,:

E[(ZL)!] = E[(v" )] ==

E[z3)?

E [(V2)K+1]



Intermezzo/podsjetnik

X1, Xo, ... niz slucajnih veli¢ina

ixn = iE[Xn] ?

n=1

Kada je E




Intermezzo/podsjetnik

X1, Xo, ... niz slucajnih veli¢ina
Kadaje E|> X,| =Y E[X] ?
n=1 n=1
» Fubini?
> S, =X1+...+ X,
» S, — S (pointwise)
» Teorema o monotonoj konvergenciji

» S, monotono neopadajuéi niz (pointwise)
» Teorema o dominantnoj konvergenciji
» Postoji apsolutno integrabilna s.v. S’ tako da je : |S,| < S’



Osiguranje zZivota na n godina

Term insurance of duration n
Vrijednost 1 se isplacuje na kraju godine smrti
ako se smrt dogodi u prvih n godina

K41 n—1
79 = v , K<n _ Z Vasas P
0, K>n o

Neto jednokratna premija, miza

E[Z7]
1
vkrIp(K = k)

A;Igm .

3
|

11
= o

k+1
VP Gtk

x
Il

0



Osiguranje zivota na n godina (ograniceno osiguranje)

Disperzija
Var[Z]l] = E[(Z])*] - E[Z])?
"Racunski ekvivalentno” sa A, zbog:

Zq)2 _ (VK+1)27 K <n
0, K>n

B (vz)K+17 K <n
o, K>n



Osiguranje dozivljenja (na n godina)

Pure endowment

Vrijednost 1 se isplacuje na kraju n godina
ako je osiguranik ziv u tom trenutku

0, K<n =
Zy = {v" K>n DV ik = Vi
’ - k=n

Neto jednokratna premija, miza

Acn = E[ZP]
= E[Vn]lKZn]
=v"P(K > n)

n
V' nPx



Osiguranje dozivljenja (na n godina)

Disperzija
Var[ZP] = E[(ZF)?] — E[Z})?
> Zrl;’ = Vn]lKZny
> 11Kzn ~ B(npx)
Var[ZP] = (v ")2 Var[lk>n)

= V npx(]- - npx)

= V npanx



MjeSovito osiguranje (na n godina)

Endowment

Vrijednost 1 se isplacuje na kraju godine smrti
ako osiguranik umre u toku prvih n godina;
u protivnom na kraju n-te godine.

7 vKHl K <n
! v, K>n

=z3+2¢

Neto jednokratna premija, miza

A = E[Z,] = E[Z] + ZP)]
= A)1<:ﬁ[ + AX:%{



MjeSovito osiguranje (na n godina)

Disperzija
Var[Z,] = E[(Z9)?] + E[(2F)?] + 2Cov[Z7ZF]
> Cov[ZIZF| = E[Z9ZF] — E[Z8)E[ZF]
> Z]ZF =0 Zasto?
> Cov[ZIZF] = —AlnAch

Var[Z] = E[(Z])*] + E[(25)] — 2AknAcn



Odlozeno osiguranje zivota (za m godina)

Vrijednost 1 se isplacuje na kraju godine smrti
samo ako osiguranik ne umre u toku prvih m godina.

0, K<m > K
— _ E +1
Y

Neto jednokratna premija, miza

A = E[Z]

o]

= > VKIP(K = k)
k=m

oo

_ k+1

= E v kPx 9x+k
k=m



Podsjetnik

> Apm = E[VK=m1 | K > m]

> A = B[ v M k] = [V ks ]

_,,m
m\Ax =V mprx+m

Acim = E[VE=m 1 | K > m]
E[VK_m'H]lKZm]
P(K > m)

y—m
= 7E[VK+1]1K>m]
mPx -

m|Ax

VT Px



Ax+m

Po uzoru na ¢pxim i tdx+m definisemo:
Acim = E[vK=m1 | K > m]
Komentar
> A, = E[vKH] = E[vK* | T > 0] = E[vK0+1 | K — 0> 0]
> A, = E[vPreos. cjelob. trajanje+1 | preos. cjelob. t. > 0]
> A= ENVKTL | K —m>0] = E[vK—™1 | K > m]

» Pogresno: E[vK*l | K > m]



Odlozeno osiguranje zivota (za m godina)
Veza mAx i Axim

> Acim = E[vE—mH1 | K > m]

> A = B[ v M k] = [V ks ]

m\AX - meprx+m

Acim = E[VE=m1 | K > m]
E[VK_nH_l]lKZm]
P(K > m)

v K41
= 7E[V + ]].sz]
me

m|Ax

V™ mPx




Rekurzivne formule

Ax = V(Qgx + VAx+1px

A, = E[VKH]
= E[lx—ov" ™ + LxsovH]
= vE[lk=o] + VE[VK1K>O]
= vP(K = 0) + vE[v|K > 0]P(K > 0)
— vqe + VERKTHIK > 1]P(K > 0)
= VQGx + VAxt1Px



Rekurzivne formule

Interpretacije

A= VQax + VAx+le
Ocekivana vrijednost zbir sadasnjih vrijednosti
> Stete u slucaju smrti u prvoj godini

» Novog ugovora u slu¢aju dozivljenja sljede¢e godine



Rekurzivne formule

Interpretacije

AX = VAX+1 + V(l — AX+]_)qX
Zbir sadasnjih vrijednosti
» Novog ugovora sljede¢e godine

» Ocekivane doplate za stetu u slu€aju smrti u prvoj godini

O drugom sabirku: ocekivana doplata kao osiguranje zivota
v(1 — Ax+1)gx — sadasnja vrijednost novog ugovora

» Osiguranje zivota na 1 godinu (n = 1)

> vay = E[Z]] = ALy

» Osigurana suma je 1 — A,41 (a ne 1 kao do sada)



Rekurzivne formule

Interpretacije

Ac =200 V(T = Aciir1) Gtk
> Ay — VA1 = v(1 — Axt1)gx (prethodni slajd!)

> Ax+1 - VAx+2 = V(]- - Ax+2)qx+1
> ..

> Acik — VAGks1 = V(1 — Acpks1) Gxgk oo

» Sumiranje jednakosti nakon mnozenja sa vX!

Interpretacija: "zbir diskontovanih jednogodisnjih osiguranja”
» v(1 — Axik+1)gx+k — jednogodisnji ugovor (kao u prehodnom
slajdu)
> A, — neto premija osiguranja zivota
> 300 o vRV(1 — Axiki1) Gxrk — 2zbir diskontovanih neto
premija jednogodisnjih osiguranja



Rekurzivne formule

Interpretacije

dA1 = (A — A) + v(1 = A1) gx
Interpretacija?
» v(1 — Axt1)gx — fiktivni jednogodisnji ugovor
» dA,i1 — zarada od kamate. Zasto/kako?

> A,.1 — Ax — povecanje cijene ugovora?



Opsti tipovi osiguranja

» ki1 — Steta u sluCaju smrti u toku k-te godine

_ K+1 _ oo k+1
> Z = cppviH =30 g ek T ko

[e.9]

E[Z] = E[ek1v" ] = a1V ipi etk
k=0



Opsti tipovi osiguranja

o = 0
Veza sa odlozenim osiguranjem

[e.e]

E[Z] = Z(Ck — Ck—1)k|Ax

k=1

Veza sa ograniCenim osiguranjem
Ako osiguranje traje n godina (cx =0, k > n):

E[Z] = c,,A)l(:m + (cp-1 — c,,)A)lcﬁ’ +...+(a— cz)A)l(:ﬂ

Interpretacije? Dokazi?



Opsti tipovi osiguranja

Veza sa odlozenim osiguranjem

> k1 XkYk — data suma; xp = yp =0

Yk =Yk — Yk—-1F Yk-1 —.

k
Y=Y _(vi—yi-1)
i=1
n n

Zxk}/k = Z(Yk — Yk-1) ZX‘
k=1

k=1 i=k

Zasto?

ity =Y



Opsti tipovi osiguranja

Veza sa odlozenim osiguranjem

X1 | yY1—XYo
X2 01— Y Y2—0N
X3 1 Y1—=Yo Y2—Y1 Y3—)2

Xn | Y1—Y0o Y2—Y1 Yo—Y1 . Yn—Yn-1

n

Yk — Yk-1 — Ei:k Xi



Opsti tipovi osiguranja

Veza sa odlozenim osiguranjem

» Pretpostavimo x, > 0, yx > 0, k € N, y, ogranicen niz
> S =331 Xkyk < +00
> X = 22021 Xy < 400

> Xn =20l k=X — Zk 1 X

> Jer je X, = I|m Zxk I|m (Zxk—ZXk>

lim X, =0

n—oo

oo
i o= X3 ) = XX =0



Opsti tipovi osiguranja

Veza sa odlozenim osiguranjem

S= Ziozl(yk — Yik-1) Zik Xi

oo n
S= E Xkyk = lim E XkYk
n—oo
k=1 k=1

n n
= lim (Yk — Yk-1) ZX;
k=1 i—k

n—o00

n

= lim » (yk — ye—1)(Xk — Xny1)

n—00

k=1

= lim Z((Yk = Y1) Xk — (Yk — yk—1)Xn+1)
k=1

n o0 o0

- nll—qlo Z(yk — Yk-1)Xk = Z()’k — Yk-1) Zx,-

k=1 k=1 i=k



Opsti tipovi osiguranja

Veza sa odlozenim osiguranjem

Iskoristili smo:

n

lim > "(vk = Yi-1)Xns1 = Jim X1 > (k= Ye-1)

n—o0
k=1 k=1
= lim X,11yn =0
n—oo

Posljednja jednakost?

E[Z] = 2%k — ck-1)kAx

Primjena prethodnih razmatranja o sumiranju!



Standardno rastuce osiguranje

Neograniceno standardno rastuée osiguranje

Vrijednost k se ispla¢uje na kraju k-te godine ako osiguranik umre
u toku te godine.

> (K + 1)vKF =572 [(k + 1)v 11 ,_y - sadasnja vrijednost

> (IA)x = Y 52 o(k + 1)v L pyguyik — jednokrata neto premija

> (IA)X = Ziozo k\Ax



Standardno rastuce osiguranje

Ograniceno standardno rastuce osiguranje

Vrijednost k se isplacuje na kraju k-te godine ako osiguranik umre
u toku te godine, k < n.

>Ck:k

> (K + DvE ke, =37 (k+ 1)vkH1_, - sadasnja
vrijednost

> (IA))lcm = Z;é(k + 1)vF L py gupk — jednokrata neto
premija

> (IA)>1<F[ = ZZ;%) k\AX - nn\Ax

> (/A))]%ﬂ = nA;&;m - Aim — Al = A>1<ﬂ



Standardno opadajuce osiguranje

Vrijednost n — k + 1 se ispla¢uje na kraju k-te godine ako
osiguranik umre u toku te godine, k < n.

> Ck:n—k—|—1

> (n— KWK ke, = S2025(n — k)vk T k— - sadasnja
vrijednost

> (Da)km = S 1Z5(n — k)T py gk — jednokrata neto
premija

> (Da)xm = nAkm + ALi—q + AL + ... + Al



Rastuca i opadaju¢a osiguranja

Rastuca osiguranja

Svako rastuée osiguranje Cije Stete formiraju aritmeticki niz se moze
predstaviti kao (afina) transformacija standardnog rastuceg
osiguranja.

Opadajuca osiguranja

Svako opadajuce osiguranje Cije Stete formiraju aritmeticki niz se
moze predstaviti kao (afina) transformacija standardnog opadajuceg
osiguranja.



