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Treca nedjelja



Ocekivanje i cijena

Ocekivana dobit
» X —s.v. koja opisuje vrijednost nekog ugovora/igre
» E[X] — je "prosjecni dobitak”
» Primjer: P(X =2)=P(X =0)=05, E[X]=1
» E[X] — je fer cijena ugovora (fair price)

» Cijena manja od E[X] je povoljna za kupca
» Cijena veca od E[X] je nepovoljna je nepovoljna za kupca

Prosje¢na dobit je E[X — E[X]] =0

Problemi? Paradoksi?

Bezrizi¢na procjena; cijena rizika

St. Petersburg paradox

Funkcije korisnosti (utility functions) — E[u(X)]

vVvYyyvyy



Ocekivanje i cijena

Ocekivana sadasnja vrijednost

Ako se X realizuje u budu¢nosti (npr. za godinu dana) onda je fair
cijena danas E[vX]

Neto jednokratna premija, miza

» Novcana svota koju osiguranik pla¢a za ugovor o osiguranju je
premija
» U praksi se premija Cesto pla¢a (vise puta) godisnje
» Jednokratna premija se placa jednom u trenutku sklapanja
ugovora
» Neto jednokratna premija (ili miza) je fer cijena ugovora.
» Ugovor o osiguranju je slucajna velicina
» Ocekivana sadasnja vrijednost ugovora je miza
» Interpretacija?



Jednostavni tipovi osiguranja
Tipovi osiguranja
» Osiguranje zivota
(Osiguranje kapitala za slu¢aj smrti)

» Osiguranje zivota na n godina
(Privremeno osiguranje kapitala za slucaj smrti)

» Osiguranje dozivljenja
(Osiguranje kapitala za slucaj dozivljenja)
> MjeSovito osiguranje
» Odlozeno osiguranje
> ..

Pretpostavka konstantne kamatne stope

» Kamatna stopa i = const.

» Faktor diskontovanja v = ﬁ
1
» Ocekivana sadasnja vrijednost



Oznake

Medunarodne aktuarske oznake

Axa A>1<:m7 Ax:%a s
Oznake za potrebe kursa

zy, Z7
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P, Zn,...



Osiguranje zivota
Whole life insurance

Neograniceno osiguranje zivota
Vrijednost 1 se isplacuje na kraju godine smrti

0o
Zgo — VK+1 _ § Vk+1]]-K:k
k=0

Neto jednokratna premija, miza

A, = E[Z9] = E[vKHY]

oo
=> VKIP(K = k)
k=0
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Osiguranje zivota

Disperzija

Var[Z3) = E[(Z2)*] -

"Racunski ekvivalentno” sa A,:

E[(ZL)!] = E[(v" )] ==

E[z3)?

E [(V2)K+1]



Intermezzo/podsjetnik

X1, Xo, ... niz slucajnih veli¢ina

ixn = iE[Xn] ?

n=1

Kada je E




Intermezzo/podsjetnik

X1, Xo, ... niz slucajnih veli¢ina
Kadaje E|> X,| =Y E[X] ?
n=1 n=1
» Fubini?
> S, =X1+...+ X,
» S, — S (pointwise)
» Teorema o monotonoj konvergenciji

» S, monotono neopadajuéi niz (pointwise)
» Teorema o dominantnoj konvergenciji
» Postoji apsolutno integrabilna s.v. S’ tako da je : |S,| < S’



Osiguranje zZivota na n godina

Term insurance of duration n
Vrijednost 1 se isplacuje na kraju godine smrti
ako se smrt dogodi u prvih n godina

K+1 n
79 = vitTt K <n _ Z Vasss PEp
0, K>n o

Neto jednokratna premija, miza

Al = E[Z9)

=> VKIP(K = k)
k=0

n
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Osiguranje zivota na n godina (ograniceno osiguranje)

Disperzija
Var[Z]l] = E[(Z])*] - E[Z])?
"Racunski ekvivalentno” sa A, zbog:

Zq)2 _ (VK+1)27 K <n
0, K>n

B (vz)K+17 K <n
o, K>n



Osiguranje dozivljenja (na n godina)

Pure endowment

Vrijednost 1 se isplacuje na kraju n godina
ako je osiguranik ziv u tom trenutku

0, K<n =
Zy = {v" K>n DV ik = Vi
’ - k=n

Neto jednokratna premija, miza

Asm = E[ZP]
= E[Vn]le,,]
=v"P(K > n)

n
V' nPx



Osiguranje dozivljenja (na n godina)

Disperzija
Var[ZP] = E[(ZF)?] — E[Z})?
> Zrl;’ = Vn]lKZny
> 11Kzn ~ B(npx)
Var[ZP] = (v ")2 Var[lk>n)

= V npx(]- - npx)

= V npanx



MjeSovito osiguranje (na n godina)

Endowment

Vrijednost 1 se isplacuje na kraju godine smrti
ako osiguranik umre u toku prvih n godina;
u protivnom na kraju n-te godine.

7 vKHl K <n
! v, K>n

=z3+2¢

Neto jednokratna premija, miza

A 1= E[Z,] = E[Z] + Z]]
= A)]E:m + Ax:%



MjeSovito osiguranje (na n godina)

Disperzija
Var[Z] = E[(Z9)?] + E[(ZP)?] + 2Cov[Z3ZF]
> Cov[ZIZF| = E[Z9ZF] — E[Z8)E[ZF]
> Z]ZF =0 Zasto?
> Cov[ZIZP] = —AlmAch

VarZ] = E[(Z3)?] + E[(Z)] — 2AkmAxca



Odlozeno osiguranje zivota (za m godina)

Vrijednost 1 se isplacuje na kraju godine smrti
samo ako osiguranik ne umre u toku prvih m godina.

0, K<m > K
— _ E +1
Y

Neto jednokratna premija, miza

A = E[Z]

o]

= > VKIP(K = k)
k=m

oo

_ k+1

= E v kPx 9x+k
k=m



Ax+m

73, = vK+1
Po uzoru na ¢pxim i tgxsm definisemo:
Axtm = E[Zgo | K> m]

Ocekivanje uslovljeno dogadajem?



Izlet u

uslovna ocekivanja i vjerovatnoce

(Q,.A, P) — vjerovatnostni prostor

C € A dogadaj, P(C) #0

A € A dogadaj

Uslovna vjerovatnoc¢a: P(A | C) = P(;\(r;)C)

Ako je ANC =0 ondaje P(A| C)=0

Pic : A — R - uslovna mjera: P|c(A) = P(A| C)

P\c je vjerovatnosna mjera



Izlet u uslovna ocekivanja i vjerovatnoce

> X —s.v.

> E[X]= [ XdP

> E[X|Cl=[XdPc=[-XdPc
> Akoje AC Ci X =1, onda je:

Ell, | C]:/C]IAdPC
P(A) _ E[lal(]

= 9P = P19 5G = (g



Izlet u uslovna ocekivanja i vjerovatnoce

E[X1c]

> Ako je X =14 ond jeE[X | C] = PIO)

> Ako je X # 14 mozemo aproksimirati X = )" x;1 4,

E[X1c]

» Svakako vazi E[X | C] = P(O)




Izlet u uslovna ocekivanja i vjerovatnoce
Konstruktivna definicija
» B C A - pod-o-algebra

> E[X | B]jes.v. ito:

» 5 mjerljiva s.v.

> [LE[X|B]dP = [, X dP za svako B € B

Slucajno ocekivanje u odnosu na s.v.
> Y —s.wv.

» o(Y) - o-algebra generisana s.v. Y (originali skupova)

> E[X | Y] = E[X|o(Y)]



Izlet u uslovna ocekivanja i vjerovatnoce

Uslovno ocekivanje

» Znacenje uslovnog ocekivanja?
» Kakve veze ima sa uslovnom vjerovatno¢om?

» Kakve veze ima sa océekivanjem uslovljenim dogadajem?



Izlet u uslovna ocekivanja i vjerovatnoce

> | dalje je:
» C € A dogadaj, P(C) #0
> A e A dogadaj

> Neka je Y =1¢
> o(lc) = {0,.C,C.Q}

> E[X | 1¢)] je o(1¢)-mjerljivo
> E[X | 1c] je konstantno na C i C€:

EX|1c](w)=c,weC, EIX|1c)(w)=c,weCC

Dakle: E[X ‘ ]lc] = Cl]lC + C2]1CC
Zasto? ¢l =7 c2 =7



Izlet u uslovna ocekivanja i vjerovatnoce
cl =7 c2 =7

Koristeéi jednakost: E[X | 1¢] = alc + el cc
/ E[X ’ ]lc] dP = Cl/ dP = C1P(C)
c c

Koriste¢i definiciju uslovnog ocekivanja

/CE[X|]1c]dP:/CXdP



Izlet u uslovna ocekivanja i vjerovatnoce

Kombinuju¢i prethodne jednakosti

q:P(lC)/CXdPZE[xyC]
Sli¢éno:
o= E[X | C
Zakljucak:

E[X|1c]=E[X]|Cllc+E[X|C e



Izlet u uslovna ocekivanja i vjerovatnoce

E[1a]|1c]

Na osnovu prethodnog slajda:

E[la|1c]=E[la| Cllc+ E[la| Clcc
=P(A| C)lc+P(A] C)lcc

Kraj izleta.



Odlozeno osiguranje zivota (za m godina)

0, K<m
VK+1, K>m
> 79 — K+l = Y VAL,

q ]
> Zhoo =00 VK I, =

> m\AX = E[Zr?),oo] = Zio:m Vk+1kpqu+k

> P(K =k |K>m)=kxItk 75557

mpx
Veza | Aci Acim

oo
Acim=E[ZL|K=m =E > vy [K>m
k=0

=Y VE[k—k [K=ml =D VT'P(K=k|K>m)

k=m

1
Z ke kPxGx+k = 7m|Ax

mekm mrx



Rekurzivne formule

Ax = V(Qgx + VAx+1pX

A, = E[VK+1]
= E[lx—ov" ™ + 1xsov Tt
= vE[lk=o] + VE[VK1K>O]
= vP(K =0) + vE[v¥|K < 1]P(K > 0)
= VvQx + VAr1Px



Rekurzivne formule

Interpretacije

A= VQax + VAx+le
Ocekivana vrijednost zbir sadasnjih vrijednosti
> Stete u slucaju smrti u prvoj godini

» Novog ugovora u slu¢aju dozivljenja sljede¢e godine



Rekurzivne formule

Interpretacije

AX = VAX+1 + V(l — AX+]_)qX
Zbir sadasnjih vrijednosti
» Novog ugovora sljede¢e godine

» Ocekivane doplate za stetu u slu€aju smrti u prvoj godini

O drugom sabirku: ocekivana doplata kao osiguranje zivota
v(1 — Ax+1)gx — sadasnja vrijednost novog ugovora

» Osiguranje zivota na 1 godinu (n = 1)

> vax = E[Z]] = ALy

» Osigurana suma je 1 — A,41 (a ne 1 kao do sada)



Rekurzivne formule

Interpretacije

Ac =200 V(T = Aciir1) Gtk
> Ay — VA1 = v(1 — Axt1)gx (prethodni slajd!)

> Ax+1 - VAx+2 = V(]- - Ax+2)qx+1
> ..

> Acik — VAGks1 = V(1 — Acpks1) Gxgk oo

» Sumiranje jednakosti nakon mnozenja sa vX!

Interpretacija: "zbir diskontovanih jednogodisnjih osiguranja”
» v(1 — Axik+1)gx+k — jednogodisnji ugovor (kao u prehodnom
slajdu)
> A, — neto premija osiguranja zivota
> 300 o vRV(1 — Axiki1) Gxrk — 2zbir diskontovanih neto
premija jednogodisnjih osiguranja



Rekurzivne formule

Interpretacije

dA1 = (A — A) + v(1 = A1) gx
Interpretacija?
» v(1 — Axt1)gx — fiktivni jednogodisnji ugovor
» dA,i1 — zarada od kamate. Zasto/kako?

> A,.1 — Ax — povecanje cijene ugovora?



