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3.1. RAVAN u PROSTORU

je odredena tadko .
o m M 0(Xg, Yos2Zq) kroz koju prolazi i nenultim vektorom

3,C) koji
# ) koji je normalan na nju. Sa ova dva elementa ravan je jednoznaéno odredena.

_+
. .?J(x,y.z) proizvoljna tadka ravni, r -vektor poloZaja take M i r{:|l -vektor poloZaja

tacke M . Tada je vektor Nﬁﬁn normalan na vektor

-3

n za svaku tacku M iz ravni (sl 1). Slijedi,
— - S\ =
MMB n =0, odnosno (fo ) =0.4

i -; ; =a (1)
' gdje je a= ;';-r: Formula (1) predstavija vektorski
oblik jednadine ravni u prostoru. U Dekmm
- koordinatama formula (1) ima oblik
A(x X.u)'l' B(}' —yO)+C(Z Zo) 0 (2) |
Ax+By+Cz+D=0, | 3

- J (o +By0 +Cz,) . Dakle, svakoj ravni u prostoru odgovara formula oblika (3).
C '.: ikQ] formuli obhka (3) moie se pridruZiti ravan u prostoru. Iz (3) se mh

'?ff' pisati jednacinu ravni koja sadr#i tagku (34,1) i na koju je i v
I SNC fonnull (2) imamo daJe ~1-(x=3)+3:(y-4)+2- (z-a)no odnosno

sk L

' a % TR

oy _,_q%
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(4)

Bk

. 1 @llkala tacaka

& Vrijednosti gy,
;g_. 2ntni i Obhkem

B
&

mn.l ravan

1 ’f"-
3x+dy-27=6

koje data

0) 020]1

m na osi Ox
€ postupa i kod

R(x3,¥3.23)
. ; e
‘vektor n koji ¢

-.‘. .f'-;l ’J ;

emo uzeti vektor

J ‘ -;;'-.‘J ravm. Ka](ﬂ
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r__; i
poéatak nalaze sa jste strane date rqy
ni.

_ jhﬂ a je sime Slijedi
?.' * . ja j tri¢na koordinatnom potetku u odnos Lilidld Za 0=—4 dobijamo tatku
o a datu ravan.
lo - 1zmedu dvije !
ra :
.. _' 3& . =
: _,._fﬁ Y +sz +D, =0 Nazivamo  ygaq izmedu  vekt
ora

“{F : :
: ; B;.Cz ) - Oznacimo taj ugao sa ®. Tada je

zﬂ'

—3
niz(AerUCI) i

; - -3
i "cosq>=.n"n2 = A1A;+BB, +C,C,
| =l |- [ £ 2 = e
,nl .nz' A +B2+C JA2+B +C2

_ < va ugla kojeg obrazuju date ravnj nalazi se po formuli
A\A; +B,B, +C,C,)|

; cow-— it R
£ ’ 2 5 .
A' +B12+C[ ‘J +B2 +C2

ﬁ: |
ﬂﬂg (ravni su paralelne) cb-A—-—-B— e ;&—[—)—
B Tcm (A,B,C,D, #0),

8 'W ...I.“Jl:z (ravni su normalne) < A A, +B,B, +C,C, =0,

'L_l".._,.,r..{:, 2! A B C D
‘W=7, (ravni se poklapaju) —-=—L=—L__1 (A B.C,D, #0).
.'i"'-.-"fft i Ay By @y WDl e

; 3R

i '7 Naél ostar ugao medu ravnima: x+y—2z—-l 1=01i 2x+3y+z—3=0
'- ?

| 3 m naél oStar ugao ¢ izmedu vektora nl =(L1,-2) i n2 =(2,31). Slijedi,

:;,m ul ‘Odrediti vrijednosti parametra o za koje su ravni -2x+ay+4:-H i

Musobno normalne.
1 i dovoljan uslov da date ravni budu medusobno normalne je umjamna

or: nl—(-2.a4) i nz-(Z,a-3) Slijedi, —4+a°*~12=0, t] a=—4 ili a=4.

b 9 Odrechtl vrijednosti parametara O i B tako da ravni 2x+uy+33—5=0 i

=0 bﬂdﬂ medusobno paralelne.
n i dovoljan uslov da date ravni budu paralelne je kolmeamest \sektﬂm._

giw 3
1!12#-(&—6—6) Slijedi, E=-_—_—6-=-3- , tj. =3 i p=—4.
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Svakoj pravoj u prostor
3 s pridruZiti prava

(3)

ﬁ) dobija se po jedn
C rzg) i da ima vektor

.. "#,
B =L 4 - |:HL .

-.:..'f.' J-" :
¥ N
|-.,__| § N

||._t. [
. B

&
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0(3,-2,1) i ima vektor pravca

jednaéina traZene prave.

.. ‘r"’.; + | K=, }'=—2+3L 3—"—1+2L te R.
| odredena i sa dvije tadke koje

13

J0j pripadaju. Slijedi primjer koji to
_ 3- Napisati jednacinu prave kKoja sadrZi tadke:

) M,;(-12,0) i M;(2,3-1),

."'l._(xlfhrzl) 1 M,(x5,y,,23), X\ #X0,Y1#2Y,12,#2,.
?w mamo poznatu tacku kroz koju prolazi prava (jedna od dvije poznate tacke). Za
{54 "’,f ;
ca prave moZemo uzeti vektor MM, , ili neki njemu kolinearan vektor. Kako je

o |
oy

s

|

.I
ik
.

N

.y

ot
-
l -!}"

! , : - i
, =(3,1,-1), to je, saglasno (2), traZena jednatina prave: - ;1 = YT =-3T. ih u

kom obliku: x=—1+3t, y=2+t, z=—t, t €R.
Y 27

‘.
I_l'_F 'I
i
i

AN

L w 1

) |
e T

R
"5 ]

*

|
i

i,

P =
. _1:.‘ z :;?_- | . [ ]
SR i
4 :. B T fl_ y z —— Z
Y Y i 2 1

i - = .

Wy L 1

y N .II ||. " .|-i"|.' i

e znaéno odredena i kao presjek dvije (neparalelne) ravni. Evo primjer.

.Il
= b L~
1 i

kanonski oblik jednagine prave koja se javlja presjekom (neparalelnih)

T

! '..‘ b iwl A
i l.l. l-i
il

. Ajx+B;y+Cz+D, =0, Agx+B,y+Ca2 4Dy = TR imier. jednu
S Podsietimo: da bi napisali jednaginu prave potrebno je znati, na primjer, J

3 M, i vektor s pravca prave. . M
AT e 2= a ie y=1 i x=0. Dakle, za M,
, 2y—2—-2=0. Ako uzmemo da je z=0, tada je y

y
i
'.1
b
e

S

PReR it ot

2 5 1:

-- (0 1 0) Neka su I;: - ( LLO) 1 N, = (0,2,—-1) (pl"Vl vektor Jje mnnalanktna
Zetl tacku (V,1,V). . ' r
\gi na drugu datu ravan). Otigledno, za vektor pravca prave moZe se uzetl VeKi

=(-1,L2). Slijedi, traZena prava ima jednacinu: 5.

i: X y-].:_z_i_"
0 ek e
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b) Sli¢no prethodnom sludaju, —— ! Y-y, e
ju. & A |
I G A B T, Vekior pravcy

[P aEr iy,
" —I’ ll J k
praveje s=1A;, B, C,|.
Ay By G,
Uglom izmedu pravih L, := b R ek SRR ek 5 : LEZ"'H:Y—hzl‘Z:
m, i Pi m, n, P,
® - -_} --} _
Nazivamo ugao 1zmedu vektora s, =(m,n;,p,) i s, =(m,,n,,p,) . Oznacimo ga sa @. Tada
je
- =
Cos = et RGN Ui Ml M L A
=

I_} 2.|.. 2 \/ 2 :
fs,| VmMp +n; +pi mj +n3 +p3

Za traZzenje oStrog ugla izmedu pravih koristi se formula
ImlmZ st e "'Plpz‘

\’ml "‘1'11 +P| \/mz"‘nz +Pz

= L,|IL, (prave su paralelne) < —L = 2L — Pi
By o Bo. P

S|

COS P = -

Specijalno:

(m,n,p, #0),

= L,1L, (prave sunormalne) < m;m, +n;n, +p,p, =0.

Primjer 4. Naci ost ' I i Bt B v ] PN L S AN
J aci oStar ugao izmedu pravi : 5 i i v T
RjeSenje. Treba naéi oftar ugao izmedu vektora s, =(7,2,-8) i s, =(11-8,-7). Slijed,
[17-16+56 2
COS P = ————===—, t]. 0=45°,

JI17 4234

Primjer 5. Odrediti vrijednost parametra o tako da prave:
L e T R e N,
g g & T < a
budu uzajamno: a) normalne, b) paralelne.
8 1

B o
Rjesenje. a) e ) ;
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> nalazi rastojanje tatke od prave? Neka je zadata tadka M,(x,,¥,.2,) koja ne

“F;: ' o —
. pravoj L: 02" Yo _2-2 e .
! m A . Neka je rp, vektor poloZzaja talke
:f -
e Mo(X0,¥0.20), 1; vektor poloZaja tacke M, i d
rastojanje tatke M, od prave L (sl 2). Poznato je da
J¢ povrSina paralelograma konstruisanog nad
u 3.5.} : , e - -
: e vektorima s i MM, jednaka NUMtxq. Sa
.I - 1 S
A ' druge strane, ista ta povrdina je jednaka F\-d
e - Odavde slijedi da je
L sl 2 o a
MoMlx S
d=- s (4)
—)
S |

x-2 y-3 z-1

'—#I._
c— e—_

-1 3 2

6. hNam rasto_]anje tatke M,(-5,4,3) od prave

i '.-
i

Wi

WOV _1;3 M,(231) i _;(—1,3,2) . Kako je M{,M,x s =(-4,12,-20),t0 je t"umtx;\
ﬁ“ W'F{ﬁ |

B J14 , pa je traZeno rastojanje d = : 2410 .
. . 438
alle je | Is paj ia
B . o R CERRE R T
jer 7. Naci rastojanje izmedu paralelnih pravih: T ETRTEG
z-3
' . Uputstvo. Uzeti jednu tatku sa jedne prave i odrediti, po formuli (3), EAO

Il’ .:: e
L ..FJ .Iﬁ -.r- 5

ge prave.

ti ili nemati zajednickih tataka

sjeci, poklapa
B paticy o mOgs HRE B kojima se one sijeku. Prvi uslov je da

> ¢ f--ﬂa li se mimoilaze). Odredimo uslove pod

% ov se jasno vidi sa slike 3, to je da vekmn |

;: i s, nebudu paralelni. Drugi usl
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-y i

—p
MM, ,s, i s; pripadati jednoj ravni (tj. oni moraju biti komplanarni), §to se moZe zapisati

kao: M,Mz-[s,xs2]=0.

Primjer 8. Ispitati da li se prave ~ ;6 ) e 0 El- i
- -7 - . . .
_x2_1 = —y——l—— = 2 2 sijeku. RjeSenje. Ovdje je

) 4
Sl (3!-211) ’ M 1 (6!'_ 1!0) ’ sz (21194) i MZ (1, 7, 5) .

- -
Ocigledno, vektori s, i s, nijesu paralelni. Kako je
_ i B S
— - - =
MIMZ =(""5,8,5), to je Mle'(Six52]= 3 -2 1 =...=0. Slijedi, iSp'unjeﬂi su svi
P
uslovi da se date prave sijeku.
| . ; Xl VA Z2-3 . X+2 v+l 242
. Prhjer9.NaéltaékupreSJekapraV1h —-1—-=—§-'—= 1 1 3 ='—2-= 2 .

Senje. Prvo treba provieriti da se date prave sijeku. Postupajuéi kao u prethodnom primjeru,

uvjericemo se da se date prave sijeku. Ostaje da se nade tadka presjeka, t). tacka koja pripada

' NapiSimo jednacine datih pravih u parametarskom obliku: x=1+a. y=—2+20Q,

Lo s "

—
i

z,-f, o -realni parametar; x=-2+3f, y=—1-28, z==-2+403, B -realni parametar. Za svako
| @ (B) dobija se po jedna tatka sa prve (druge) prave. Odredimo vrijednosti
. a0 i B tako da se radi o istoj tatki. Dakle, treba rijeSiti sistem jednacdina: 1+0=—2+30,
20 = ~1-2B, 3+40=-2+4P, odnosno sistem jednagina: a-3p=-3, 20+2P=1, 40—4p=-5.
sistem 1ma jedinstveno rjeSenje: o = —-z- . =:;-. Zamjenom o u: x=1+q, y=-2+2q,
| '
For. ’ w1, . . 5 11 3
X ,dobljamo zajedniCku tacku datih pravih sy
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3.3. PRAVA I RAVAN U PROSTORU

X — X 3
U pros oruzadan prava: ) w it _2=24

m T " iravan:Ax+By+Cz+D-_-{)_

. |
. lom izmedu prave i ravni nazivamo Ugao izmedu prave i njene normalne
m ravan. Ozna¢imo ovaj ugao sa ¢. Tada je

." 1_1 1
el

a _‘ |Am +Bn + Cp|
B s = '
X 'J m*+n’+p° ‘J-A ‘+B y? +C*

E normalnosti prave i ravni: Am+Bn+Cp=0.

Jslov paralelnosti prave i ravni: LA -
it m n p

alaZenje zajednicke talke prave i ravni potrebno je rijeSiti sistem jednacina:
t-r 3“‘70 +t-n, z=2zy+t-p, Ax+By+Cz+D=0. Ovaj sistem se rjesava tako 5to

&ine zamijeni X=.., y=... i z=... u jednadinu ravni. Tako se dobija jedna
'sa nepoznatom t. RjeSenje ove jednatine po t omogucava nalaZenje

x,y,Z)
a prava pripada ravni je da bude paralelna ravni i da bar jedna njena tacka

o *ﬁ daje Am+Bn+Cp=0 i Axj+Byo+Cz; +D=0.

M+Bn+Cp¢0 tada prava prodire ravan.
?Am+Bn+C =0 i Axy+Byg+Czo+D#0,tada je prava paralelna ravni.

H
5;
Tl
\"t?_

fﬁwf;_ | x-1 y+2 2z-3
rediti vrijednost parametara O 1 B tako da prava BT, = bude

b AN Y
' C d:ﬁ %imo sa L datu pravu i sa Q datu ravan. Tatka M, (0,0,0) pripada pravoj L.

-
normalan na ravan Q je n= (3,2,) . Uslov

- =
a Mp€eQ i da vektori s 1 R budu normalni. Oba uslova su

je s-(l 2,-7) , a vektor

ravaJ"v‘d
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; - ) r -3 -
wpunjena, jer je 3-042-0+410=0i s-n=3+4-7=0. b) Ne pripada, jer tatka M (0,0,0) p.
pripada datoj ravni. Prava je paralelna ravni.

Primjer 3. Naéi tacku prodora prave -l Il 3

5 = —-T- = I kroz ravan 3x—=y+2z+5=0

Rjesenje. Prvo bi trebalo utvrditi da prava i ravan imaju zajednickih ta¢aka. Za ovo je dovoljng
- - - -

da vektori s =(2,L1) i n=(3-12) nijesu normalni, §to

Je tacno, jer je s-n %0 Jednaginy
date prave napiSimo u parametarskom obliku x=142t, y=-24t. 7=2+t Preostaj

. | isir . € da rijeSimo
sistem linearnih jednadina: x=142t, y=-2+t, Z=241, 3x~y+2z+5=0. 1z prve tri Jednadine
zamijenimo X, y i z u zadnju jednadinu, dobijamo da je 7t+14=0, odnosno t=—2. 7 OVO t imamg
daje (-3,-4,0) tatka prodora prave kroz ravan.

Primjer 4. Naéi normalnu projekciju tacke M(-3,0,2) na pravu x=5-1, y=2t, z=3t.
RjeSenje. Oznatimo sa L datu p

ravu. Prvo navedimo algoritam za rjeSavanje zadatka. 1|
Postaviti ravan Q kroz tacku M

_ koja je normalna na pravu L. 2. Odrediti tacky M’ u kojoj
prave L prodire ravan Q. 3. Tacka M’ je traZena tatka. Ostaje da realizujemo naveden;
algoritam za konkretne podatke. Jedna&ina ravni Q je —x+2y+32-9=0 (tacka kroz ko Ju prolazi je

—

(=3,0,2), vektor normalan na ravan je n=(-12,3)). Prodor prave L kroz

ravan Q je tacka
M’(4,2,3). Tacka M’ je normalna projekcija tacke M na ravan Q.

Primjer 5. Naéi tacku M’(x’,y’,z’) simetri¢nu tacki M(1,2,4) u odnosu na ravan
2x+5y+2z+13=0.

Rjesenje. Oznagimo sa Q datu ravan. Evo al

postaviti pravu L koja je normalna na ravan Q. 2. Odrediti ta¢ku N prodora prave L kroz ravan
Q. 3. Odrediti tacku M’ tako da je tacka N sredina odsjec¢ka MM’. 4. Tacka M’ Je traZena tacka.
Svaki od ovih zadataka ( u koracima 1.2 i 3) rjeSavali smo ranije. Prava L prolazi kroz tasku M

—

goritma za rjeSenje zadatka. 1. Kroz tadku M

i . il - il

1 1ma vektor pravca s =(2,5,2). Jednacina prave L je -Jiz—-l- =2’_5_2.= & . Prodor prave L
kroz datu ravan je tacka N(=1,-3,2). Ostaje da se nade tatka M’ takva da je N sredina odsjecka
MM’. Kako je %!-z- i l;-g-=-—3 i %-4;=2’ to je x’=-3, y’'=-8, z’=0. Slijedi, tatka

M’(-3,-8,0) je simetri¢na tacki M u odnosu na datu ravan.

Primjer 6. Naéi tacku M’(x’,y’,z’) simetri¢nu talki M(Z,B,O) u odnosu na pravu
-1 y+3 2z~3

-3 1 -1 E
Rjesenje. Oznacimo sa L datu pravu. Navodimo algoritam za rjeSavanje zadatka. 1. Odrediti
ravan Q koja sadrZi tatku M i normalna je na pravu L. 2. Odrediti prodor prave L kroz ravan Q
tacku prodora oznafimo sa N. 3. Nadi tatku M’ takvu da je tatka N s.redma odsjecka MM'. 4.
- Tacka M’ je traZena tacka. Evo i konkretnih rezultata: Jednadina ravni Q: 3x—y+z+2=0. Tacka
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. “a 1 prave L kroz ravan Q jg N(...z i 2
N, je M'(-6,-12.4) —=2,2). Tatka M’, simetri¢na tatki M u odnosu na tatku

' ~31) (vektor normalan na ravan Q). Dakle, vektor n, je kolinearan sa
-3 -d -p I

RS R

 pravcaprave L) i n, (2,

S

==11-(1,1,1). Slijedi, za vektor :;; moZe se uzeti vektor

e
_+ ‘Ravan R *‘-‘_mi tacku (0,~1,-1), jer ova tacka priada pravoj L. Sada moZemo napisati
A S Q: X+y+2+2=0. Iz prethodnog shijedi, jednadine traZene prave S je data kao
R favAaL 2x=3y+2—4=0, x+y+z+2=0. Zapisimo ovu pravu u kanonskom i parametarskom
o - -

. pLiing ok
1
1

bliku. Njen vektor pravca je 2 -3

i =(—4,-15). Treba nam jo¥ bar jedna tatka koja
i |

i el F
I :. b ‘-. i
& ..,_!-‘ b !'l |

R

1a pravoj S. Za ovo je dovoljno, na primjer, u jednadini prave S: 2x-3y+z—4=0,
staviti z=0. Dobijamo x:-—% i y=—%. Dakle, tacka (--25-,—%.0} pripada

RS A e ReR

| a;_;{ L X +'§ y +3_- &
SRR Ty ! £ : g .

pravoj S, pa je njena jednagina —=>=—=>=2

8 |
e M. y=-2-t,z=5 teR.

. Parametarski oblik jdnadine prave S glasi

r 8. Odrediti vrijednost parametra 0. za koju je ravan ax-2y—4z+5=0 paralelna

"4 . | S
. Rijckenje. oimd, ' /1 i AR O

o TR L ). LA R Rl :
IR - Date supepve Ly - s g 1 A g 9 = 0. Nac
ravni koja sadrZi pravu L, i paralelna je pravoj L, .
: : \ H L,‘I .-;!-" o7 Hﬁjl"ll: ”'1 3 ‘ 2 o)

Jll r .I : * I _I'. ';tii'ﬁ;i;,-{l . k .
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jednacéinu

ima j

8. Elipti¢ki cilindar

1

yz
v

lz

+

a2

(sl 8). Za a=b=R dobijamo kruZni cilin

T .I.il“

e
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3Vs o "
BEeC ¢ |- K
5 al\f}
d(M ' b)) = v :
T =542, 4 d(M;.E)-"-\/g—Z,tojeM:M;,tj, M{l_g__fi 23,45
5 e . U
da je rastojanje tagke M : : J i

dodiru . gledmo postoie tak “INU rayy,
gy R:; c!am sferu u traZenoj tacki Jednacina ravni Tt ima (}thka3:i:—w]e P ¢ kojih Jedn
We 1z uslova da ravan T dodiruje datu sfery Uoci e o AMete,

odnosno D=9+5\5. Kako S¢ ravan n;:3x-4z+9-5\/§=

d,:l _:3x __42 b 9+5‘[§= 0, to Ostaje da se nade tagka M dodira _
Je ordinate tatke M jednaka —2 Apscisa i aplikata tacke M ' -

-1)* Doo 1 LR
Jjednacdina { ARG 3) "5_
3x-42+9+5/5 =

od centra C do
. : =R. Na shi¢an nadip
O traZena sfera dodiruje i ravan X+2y+22-9=0, 10 je d(C.1)=R

s a+2b+2c-10| R
Slijedi, ’ =R, odnosno l +2R+2R—10|- ' :
e R B R=". 0w

znaci da postoje dvije sfere  koje zadovoljavaju  uslove  zadatka:

2 .,
(X=5)* +(y~5) +(z-5)2 =25, (x--i—] +[y-—-5—]2+(z—-5—))- R

Primjer 5. Napisati jednadinu elipsoida ¢ije su ose poklapaju sa koordinatnim osama,
2

sadrZi tacku M(2,0,1) i sije¢e raven xOy duz elipse }8_ +y’ =1,

RN R
Rjesenje. Neka je jednacina traZenog elipsoida iz— + -Ei- + -ZT =1 (1). Kako je presjek elipsoida
d C
g

x . . .
(1) sa ravni xQOy elipsa —- +i- =1, to je a’=8 i b’=1. Dalje, tatka M pripada elipsoidu (1), pa

b

2 2 2
X

3 Z
je ¢’=2. Iz prethodnog slijedi, jednacina traZenog elipsoida je "y + ll— + 71 =],

I
."",Tl'-‘-::' £
Ry
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a1

= 2
v X4y =2t =0 Kako je x1=l—2y1—zl .

» 0dnosno y* 4222 =1 PokaZimo da projekcija
bmcijclael:psa [z x* 42y? 4 ;2 =1 imamo da je 2y’ +72* =1-x* <1. Dalje
l

Yy ), odnosno 2y? 4 —(] -2 : :
) Y 2(‘ y )Sl' b. yIS-j. [z prethodnog slijedi da je

v +222 =1
' ___-cijﬁ presjeka sa ravni x=0: ! y* <l Na sli¢an nalin se dobijaju i
RN W
. x=0
322 —x? =1

r

1 421|c2+3y1=1
2 z=0 ;

\

z=~l

e ¢‘ .Me presjek zadatog hiperboloida sa ravni z=—1 je hiperbola sa poluosama 41

LI s -4
AR
R i\

0,~1)i(-4,0,-1).

N
[

_' '.-.;I SO |
I':r?1- ?.- I-

*dltl one vrijednosti parametra m za koje je presjek dvogmmg h:perbolaida ,
ma-l i ravni x+mz-1 1=0: a) elipsa, b) hiperbola. _ e

o | 3
1 F'-"‘li‘, _il' .

H i e
A= | —mz Cdﬁﬁélm ] '9' r
dobijamo da presjecna kﬂva ima I
JEdﬂaélna < xz + yj —ZZ _____1 | < }. _:
| 6 *..x i . Da b1 pmsw‘.‘na kriva bila ehma
—zt=-1 J' (m -1z’ ~2mz+y’ =-2.

r m ispunjava uslov m? #1. Dakle, dl]cljenj .-
presje¢na  kriva ima Jem ;;
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