POGLAVLJE 5

DISKRETNE SLUCAINE
PROMJENLJIVE I
NJIHOVE RASPODIJELE
VIJEROVATNOCA




Uvodni primjer

o Sad kada znate ponesto o vjerovatnoci, da li se
osjecate dovoljno sre¢no da igrate na lutriji? Ako
ste dobili 20 dolara da ih potrosite danas na
rucak, da li ste voljni da sve to potroSite na Cetiri
lutrijske karte od 5 dolara da biste povecali svoje
sanse za dobitak? Da li mislite da cete u prosjeku

orofitirati ako vremenom nastavite da kupujete

utrijske karte? Da li igraci lutrije mogu u

brosjeku da pobijede drzavu? Nema Sanse!

(Vidjeti Studiju slucaja 5-1 za odgovore)




5.1 SLUCAJNE PROMJENL]JIVE

o Diskretne sluc¢ajne promjenjive
o Neprekidne slucajne promjenjive




Tabela 5.1 Raspodjela frekvencija i relativnih frekvencija
broja vozila koja posjeduju porodice

Broj posjedovanih vozila  Frekvencija Relativna frekvencija

0 30 30/2000=0.015

1 470 470/2000=0.235
2 850 850/2000=0.425
- 490 490/2000=0.245
B 160 160/2000=0.080

N = 2000 Ukupno =1




SLUCAJNE PROMJENLJIVE

Definicija
je promjenljiva cija je vrijednost
odredena ishodom slucajnog eksperimenta.




Diskretna slucajna promjenjiva

Definicija
Slucajna promjenljiva koja uzima prebrojivo mnogo
vrijednosti se naziva




Primjeri diskretne slucajne promjenljive

1.

OV

Broj vozila koja se prodaju kod dilera u toku odredenog
mjeseca

Broj kuca u jednom bloku

Broj riba koja se ulovi tokom jednog ribolova

Broj zalbi koje stignu u kancelariju avio kompanije
odredenog dana

Broj klijenata koji posjete jednu banku u toku odredenog
sata

Broj pojavljivanja glave u tri bacanja novcica



Neprekidna slu¢ajna promjenljiva

Definicija
Slucajna promjenljiva koja moze da uzme bilo koju vrijednost
iz jednog ili vise intervala naziva se




Neprekidna slu¢ajna promjenljiva

0 T 200

Svaka tacka na ovoj liniji predstavlja mogucu vrijednost za X koje oznacava
vijek trajanja baterije. Na ovoj liniji postoji beskonacan broj tacaka. Skup
vrijednosti predstavljen tackama na ovoj liniji je neprebrojiv.




Primjeri neprekidne slucajne promjenljive

1. Visina neke osobe
Vrijeme potrebno za izradu testa

3. Koli¢ina mlijeka u jednom galonu (obratite paznju na to
da ne ocekujemo da jedan galon sadrzi tacno jedan galon
mlijeka, vec ili malo manje ili malo vise od toga)

. Tezina ribe

5. Cijena kuce




5.2 RASPODJELA VJEROVATNOCA DISKRETNE
SLUCAJNE PROMJENLJIVE

Definicija

prikazuje listu svih mogucih vrijednosti koje
slu¢ajna promjenljiva moze da uzme i njihovih
odgovarajucih vjerovatnoca.




Primjer 5-1

Podsjetimo se Tabele 5.1 u kojoj su date raspodjele frekvencija
| relativnih frekvencija broja vozila koja posjeduju porodice. Ta
tabela je ponovo prikazana kao Tabela 5.2. Neka je x broj
vozila koja posjeduje slucajno izabrana porodica. Napisati
raspodjelu vjerovatnoca za x.




Tabela 5.2 Raspodjela frekvencija i relativnih frekvencija
broja vozila koja posjeduju porodice

Broj posjedovanih vozila  Frekvencija Relativna frekvencija

0 30 0.015
| 470 0.235
2 850 0.425
3 490 0.245
4 160 0.080

N = 2000 Ukupno =1




Primjer 5-1: Rjesenje

Tabela 5.3 Raspodjela vjerovatnoda broja vozila koja posjeduju porodice
Broj posjedovanih vozila  Vjerovatnoca
X P(x)
0.015
0.235
0.425
0.245
0.080

SP(x) =1

2B wWKNREREO




Dvije karakteristike raspodjele vjerovatnoca

Raspodjela vjerovatnoca diskretne slucajne promjenljive ima
sledece dvije karakteristike.

1. 0 < P(x) < 1 za svaku vrijednost x
2.2 P(x) = 1.




Slika 5.1 Graficki prikaz raspodjele vierovatnoca 1z Tabele
5.3.

P(x) A
500

400

300

200

100




Primjer 5-2

Svaka od sledecih tabela prikazuje odredene vrijednosti x i
njihove vjerovatnoce. Utvrditi da li svaka tabela prikazuje
validnu raspodjelu vjerovatnoca ili ne.

(a) x P(x) (b) x P(x) (c) x P(x)
0 08 2 25 7 70
| A1 3 .34 8 S50
2 .39 4 28 9 —.20
3 27 5 13




Primjer 5-2: Rjesenje

(a) Ne, jer suma svih vjerovatnoca nije jednaka 1.0.
(b) Da.
(c) Ne, jer je jedna od vjerovatnoca negativna.




Primjer 5-3

Sledeca tabela prikazuje raspodijelu vjerovatnoca broja kvarova
jedne masine nedjeljno, zasnovano na podacima iz proslosti.

Kvarovi nedjeljno

Vjerovatnoda .15 20 035 0.30




Primjer 5-3

(a) Prikazati graficki ovu raspodjelu vjerovatnoca.

(b) Odrediti vjerovatnocu da je broj kvarova za ovu masinu
tokom odredene nedjelje

i. tacno 2
ii. od 0 do 2
iii. viSe od 1
iv. najvise 1




Primjer 5-3: Rjesenje

Neka x broj kvarova ove masine tokom odredene nedjelje.
Tabela 5.4 prikazuje raspodjelu vjerovatnoca za x.




Tabela 5.4 Raspodjela vjerovatnoca za broj kvarova

X P(x)
0 A5
| 20
2 35
3 30

2P(x) = 1.00




Slika 5.2 Graficki prikaz raspodjele vierovatnoca 1z Tabele
5.4,

P(x) A

40




Primjer 5-3: Rjesenje

(b) Koristeci Tabelu 5.4,
i. P(tacno 2 kvara) = P(x = 2) = 0.35
ii. P(od 0 do 2 kvara) = P(0O £ x < 2)
=P(x=0)+Plx=1) + P(x = 2)
= 0.15+ 0.20 + 0.35 =0.70
iii. P(vise od 1 kvara) = P(x > 1)
= P(x =2) + P(x = 3)
= 0.35 +0.30 = 0.65
iv. P(najvise jedan kvar) = P(x £ 1)
=Px=0)+Plx=1)
= 0.15 + 0.20 = 0.35




5.3 OCEKIVANA VRIJEDNOST I STANDARDNA
DEVIJACIJA DISKRETNE SLUCAJNE
PROMJENLJIVE

X
je vrijednost koju ocekujemo da se javi u prosjeku, prilikom
Izvodenja eksperimenta veliki broj puta. Oznacava se sa E(x) i
izracunava se kao

E(x) =2 x P(x)

Ocekivana vrijednost diskretne slucajne promjenljive x _
predstavlja njenu prosjecnu vrijednost i takode se oznacava sa

u; odnosno,
u=2xPx)



Primjer 5-5

Podsjetimo se primjera 5-3 iz odjeljka 5.2. Raspodjela
vjerovatnoca u Tabeli 5.4 iz tog primjera je ponovljena ovdje.
U ovoj tabeli, x predstavlja broj kvarova masine tokom
odredene nedjelje, a P(x) je vjerovatnoca odgovarajuce
vrijednosti x.




Primjer 5-5

X P(x)
0 A5
| 20
2 35
3 .30

Odrediti aritmeticku sredinu broja kvarova ove masine tokom
nedjelje.




Primjer 5-5: Rjesenje
Tabela 5.6 Izracunavanje aritmeticke sredine raspodjele
vijerovatnoca broja kvarova

x P(x) xP(x)

0 A5 0(.15) = .00

I .20 [(.20) = .20

2 35 2(.35) = .70

3 .30 3(.30) = .90
2xP(x) = 1.80

Aritmeticka sredina je y = 2x P(x) = 1.80




OCEKIVANA VRIJEDNOST I STANDARDNA
DEVIJACIJA DISKRETNE SLUCAJNE
PROMJENLJIVE

x mjeri rasprsenost njene raspodijele
vjerovatnoca i izracunava se kao

O = \/szP(x) — 1’




Studija slucaja 5-1 $1,000 Downpour (Pljusak)
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Primjer 5-6

Baier’s Electronics proizvodi djelove za kompjutere kojima se
snabdijevaju mnoga preduzeca. Uprkos Cinjenici da dva
inspektora kontrole kvaliteta u Baier’s Electronics
provjeravaju svaki dio da li je defektan prije nego Sto se
isporuCi drugom preduzecu, nekoliko neispravnih djelova
produ ova ispitivanja, a da se ne otkriju. Neka x oznacava
broj neispravnih djelova za kompjuter u isporuci od 400

komada. Sledeca tabela prikazuje raspodjelu vjerovatnoca za
X




Primjer 5-6

X 0 l 2

P(x) .02 20 .30

IzraCunati standardnu devijaciju od x.




Primjer 5-6: Rjesenje
Tabela 5.7 Izracunavanja za odredivanje standardne

devijacije
X P(x) xP(x) x? x*P(x)
0 .02 .00 0 .00
| 20 20 | .20
2 .30 .60 4 1.20
3 .30 .90 9 2.70
4 10 40 16 .60
5 .08 40 25 2.00

2xP(x) = 2.50 Sx*P(x) = 7.70




Primjer 5-6: Rjesenje

= Z xP(x) = 2.50 neispravnih djelova za kompjuter u 400 komada
Z x2P(x) = 7.70

g= JZ x2P(x) — p? = /7.70 — (2.50)% = V1.45

= 1.204 neispravnih djelova za kompjuter




5.4 BINOMNA RASPODJELA VJEROVATNOCE

Binomni eksperiment

Binomna raspodjela vjerovatnoce i binomna formula
Koris¢enje tablice binomnih vjerovatnoca
Vjerovatnoca uspjeha i oblik binomne raspodjele

Aritmeticka sredina i standardna devijacija binomne
raspodjele

O O O O 0O




Binomni eksperiment

Uslovi binomnog eksperimenta

Binomni eksperiment mora da ispuni sledeca Cetiri uslova.
1. Postoji » identiCnih opita.
2. Svaki opit ima samo dva moguca ishoda.
3. Vjerovanoce ta dva ishoda ostaju konstantne.
4. Opiti su nezavisni.




Primjer 5-8

Razmotrimo eksperiment koji se sastoji od 10 bacanja
novcica. Odrediti da li je to binomni eksperiment ili ne.




Primjer 5-8: Rjesenje

1. Ima ukupno 10 opita (bacanja), i svi su identicni. Ovdje
je n=10.

2. Svaki opit (bacanje) ima samo dva moguca ishoda:
glava i pismo.

3. Vjerovatnoca dobijanja glave (uspjeh) je %2 i
vjerovatnoca pisma (neuspjeh) je 2 u bilo kom bacanju.
Tako je,

p=PH)=% i g=P(T) ="
4. Opiti (bacanja) su nezavisni.

Stoga, eksperiment koji se sastoji od 10 bacanja je binomni
eksperiment.



Binomna raspodjela vjerovatnoce 1 binomna formula

U binomnom eksperimentu, vjerovatnoca tacno x uspjeha u
opita je data binomnom formulom

P(x)=,C.pq"

gdje je
n = ukupan broj opita
p = vjerovatnoca uspjeha
g = 1 - p = vjerovatnoca neuspjeha
x = broj uspjeha u » opita
n - x = broj neuspjeha u »n opita




Primjer 5-10

Pet procenata svih DVD plejera proizvedenih u jednom
velikom elektronskom preduzecu su neispravni. Inspektor
kontrole kvaliteta slucajno bira tri DVD plejera sa proizvodne

trake. Kolika je vjerovatnoca da je tacno jedan od ova tri
DVD plejera neispravan?




COutcomes
nDnn
DG
DGoD

[pGé ]
GDD
[6pG ]
[Gop]
GGG

Third
DVD player

Second
DVD player

First
DVD player

Slika 5.4 Stablo ishoda prilikom biranja tr1 DVD plejera.




Primjer 5-10: RjesSenje

Neka je

D = izabrani DVD plejer je neispravan P(D) = 0.05
G = izabrani DVD plejer je ispravan  P(G) = 0.95

P(DGG) = P(D) P(G) P(G)
= (0.05)(0.95)(0.95) = 0.0451

P(GDG) = P(G) P(D) P(G)
= (0.95)(0.05)(0.95) = 0.0451

P(GGD) = P(G) P(G) P(D)
= (0.95)(0.95)(0.05) = 0.0451




Primjer 5-10: Rjesenje

P(1 DVD pejer od 3 je neispravan)

= P(DGG ili GDG ili GGD)

= P(DGG) + P(GDG) + P(GGD)
= 0.0451 + 0.0451 + 0.0451
= 0.1353




Primjer 5-10: RjesSenje

n = ukupan broj opita = 3 DVD plejera

X = broj uspjeha = broj neispravnih DVD plejera
=1

n — x = broj neuspjeha = broj ispravnih DVD plejera

=3-1=2
p = P(uspjeh) = 0.05
g = P(neuspjeh) =1 -p = 0.95




Primjer 5-10: Rjesenje

Vjerovatnoca biranja tacno jednog neispravnog DVD plejera je

Broj nacina da se Broj
Dobije 1 uspjeh u uspjeha Broj

3 opita / neuspjeha
P(X = 1) = 3C,(0.05)'(0.95 Emﬂﬁ
Vjerovatnoca /’ Vjerovatnoca

uspjeha neuspjeha




Vjerovatnoca uspjeha 1 oblik binomne raspodjele

1. Binomna raspodjela vjerovatnoca je simetricna ako je p
=0.50.

2. Binomna raspodjela vjerovatnoca je asimetricna udesno
ako je p manje od 0.50.

3. Binomna raspodjela vjerovatnoca je asimetricna ulijevo
ako je p vece od 0.50.




Aritmeticka sredina i standardna devijactja binomne

raspodjele

i
su, respektivno,

u=np i o=+npq

gdje je n ukupan broj opita, p je vjerovatnoca uspjeha, a g je
vjerovatnoca neuspjeha.




5.5 HIPERGEOMETRIJSKA RASPOD]JELA
VJEROVATNOCE

Neka je
N = ukupan broj elemenata u osnovhom skupu
r = broj uspjeha u osnovnom skupu
N - r = broj neuspjeha u osnovnom skupu
n = broj opita (veliCina uzorka)
x = broj uspjeha u »n opita
n — x = broj neuspjeha u » opita




HiPERGEOMETRIJSKA RASPODJELA
VJEROVATNOCA

Vjerovatnoca x uspjeha u » opita je data sa

C . C
P(x)=-— N‘é
N

n




Primjer 5-15

Brown Manufacturing proizvodi auto djelove koji se prodaju
auto distributerima. Prosle nedjelje ovo preduzece je isporucilo
25 auto djelova distributeru. Kasnije, otkriveno je da je 5 od
tih djelova neispravno. Do trenutka kada menadzer preduzeca
uspije da kontaktira distributera, 4 auto dijela iz te isporuke su
vec¢ prodata. Kolika je vjerovatnoca da su 3 od 4 dijela bila

ispravna i 1 neispravan?




Primjer 5-15: RjesSenje

N=25r=20,N-r=5,n=4,x=3,n—-x=1

20! . 5!
C C ! —2) 1(5=1)!
P(x=3) = 2 n=rCnr 505 sC, _ 31(20 3;.5'1.(5 1)!
NCn 25C4 )
41(25—-4)!
= (1140)(5) =.4506
12,650

Stoga je vjerovatnoca da su 3 od 4 prodata dijela ispravna
i 1 neispravan jednaka 0.4506.




5.6 POASONOVA RASPOD]JELA
VJEROVATNOCA

o Koriscenje Tablice Poasonovih vjerovatnoca

o Aritmeticka sredina i standardna devijacija Poasonove
raspodjele vjerovatnoca




POASONOVA RASPODJELA VJEROVATNOCA

Sledeca tri uslova moraju biti zadovoljena da bi se
primijenila Poasonova raspodijela vjerovatnoca.

1. x je diskretna sluCajna promjenljiva.
2. Realizacije su slucajne.
3. Realizacije su nezavisne.




Primjeri Poasonove raspodjele vjerovatnoca

1. Broj nesreca koje se dese na datom autoputu tokom perioda
od jedne sedmice.

2. Broj musterija koje udu u jednu prodavnicu tokom intervala
od jednog sata.

3. Broj televizijskih aparata prodatih u jednoj robnoj kuci tokom
odredene sedmice.




POASONOVA RASPODJELA VJEROVATNOCA

Na osnovu | ove . . /
vjerovatnoca x realizacija u nekom intervalu je
—A
Ae
P(x) =
x!

gdje je A (izgovara se lambda) aritmeticka sredina broja
Eeal%azcg;]a u tom intervalu, a vrijednost e je priblizno
71




Primjer 5-17

U prosjeku, jedno domacinstvo primi 9.5 poziva sa
telemarketinskog broja nedjeljno. Koristeci formulu za

Poasonovu raspodjelu, odrediti vjerovatno¢u da slucajno
izabrano domacinstvo primi tacno 6 poziva sa

telemarketinskog broja tokom odredene nedjelje.




Primjer 5-17: Rjesenje

A e B (9.5)68_9'5
XX 6
~ (735,091.8906)(.00007485)

P(x=6)=

720
=0.0764




Aritmeticka sredina i standardna devijacija Poasonove
raspodjele vjerovatnoca
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