POGLAVLJE 9

TESTIRANJE HIPOTEZA
O ARITMETICKO)J
SREDINI I PROPORCIII




9.1 TESTIRANJE HIPOTEZA: UVOD

o Dvije hipoteze

o Oblasti odbacivanja i neodbacivanja
o Dva tipa gresaka

o Smjerovi (oblici) testa




Dvije hipoteze

Definicija
je tvrdenje (ili iskaz) o
nekom parametru osnovnog skupa koji se

smatra istinitim sve dok se ne pokaze
suprotno.




Dvije hipoteze

Definicija
je tvrdenje o nekom

parametru osnovnog skupa koje ce biti
istinito ako je nulta hipoteza neistinita.




Oblasti odbacivanja 1 neodbacivanja

Dovoljno je dokaza da se
osoba proglasi krivom i zato
se nulta hipoteza odbacuje u

ovoj oblasti

Nivo dokaza

0
l&——0Oblast neodbacivanja

< Oblast odbacivanja——=»|
C

Kriticna tacka




Dva tipa greSaka

Odluka
suda

Stvarno stanje

Osoba nije Osoba jeste
kriva _ kriva
Osoba nije Ispravna Greska Il vrste
kriva odluka ili B greska
Osoba Greska | vrste Ispravna
jeste kriva ili o greska odluka



Dva tipa greSaka

se javlja kada se istinita
nulta hipoteza odbaci. Vrijednost «a
predstavlja vjerovatnocu javljanja greske
ove vrste; odnosno,
o = P(H, se odbacuje | H, je istinita)
Vrijednost o predstavlja
testa.




Dva tipa greSaka

Definicija

se javlja kada se neistinita nulta
hipoteza ne odbaci. Vrijednost B predstavlja
vjerovatnocu javljanja greske II vrste; odnosno,

B = P (H, se ne odbacuje | H, je neistinita)

Vrijednost 1 — B se naziva |
predstavlja vjerovatnocu da se greska II vrste ne

javi.




Tabela 9.2 Cetirt moguca ishoda za testiranje
hipoteza

Stvarno stanje
H, je istinita Hy nije istinita

Ispravna Greska Il vrste

Hoise e edhachie odluka ili B greska

Odluka
Greska | vrste

L . Ispravna odluka
ili agreska

Hy se odbacuje




Smijerovi (oblici) testa

Definicija
ima oblast odbacivanja na

oba kraja, ima oblast

odbacivanja na lijevom kraju, a
ima oblast odbacivanija

na desnom Kkraju krive raspodjele.




Dvostrani test

o Na osnovu ankete koju je sproveo casopis
Consumer Reports u 2008. godini, uzorak ucenika
sestog razreda odabranih iz skola u Njujorku
pokazao je da su njihove skolske torbe u prosjeku
teske 18.4 funti (USA TODAY, 3. Avgust, 2009).
Drugi Casopis zeli da provijeri da li se ovaj prosjek

od ankete ili nije. Kljucna rijeC ovdje je

O ProsjeCna tezina torbi za ucenike Sestih razreda u
Njujorku se promijenila ako se povecala ili
smanjila u odnosu na nivo od 2008. godine. Ovo je
jedan primjer dvostranog testa.




Dvostrani test

o0 Neka je p tezina torbi za sadasnje ucenike
sestih razreda u Njujorku. Dvije moguce
odluke su

m Hy : n = 18.4 funti (ProsjecCna tezina torbi za
ucenike sestih razreda u Njujorku se nije
promijenila)

m H; : p # 18.4 funti (ProsjeCna tezina torbi za
ucenike sestih razreda u Njujorku se
promijenila)




Dvostrani test

= Da li je test dvostrani ili jednostrani
odreduje znak u alternativnoj hipotezi.

= Ako se u alternativnoj hipotezi nalazi znak
nije jednako (#), onda je taj test
dvostrani.




This shaded
area is o2

This shaded
area iso/2

= 18.4

Rejection -I—Hc:nr;ectiﬂn region Rejection

region J 9 region
C, C,

called the crtical values
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Lijevostrant test

Vratimo se primjeru u kom provjeravamo
prosjecnu koliCinu soka u limenkama bezalkoholnih
pica jednog proizvodaca. Proizvodac tvrdi da ove
limenke u prosjeku sadrze 12 unci soka. Ali, ako je
sadrzaj limenki manji od navedene koliCine, onda
proizvodaC moze biti optuzen za prevaru.
Pretpostavimo da jedna agencija za zastitu
potrosaca zeli da ispita da li je prosjecna koliCina
soka po limenki 12 unci. Obratite paznju
da je kljuCna fraza , koja ukazuje na
lijevostrani test.




Lijevostrant test

o Neka je p prosjecna koliCina soka u svim
limenkama. Dvije moguce odluke su
m Hy : n =12 unci (Prosjek je jednak 12 unci)
m Hy : p < 12 unci (Prosjek je manji od 12 unci)




Lijevostrant test

U ovom slucaju nultu hipotezu mozemo da
napisemo i kao H, : p = 12. Ovo nece
uticati na rezultat testa sve dok se u H,
nalazi znak (<).

Kada je u alternativnoj hipotezi znak
(<), test je uvijek lijevostran.
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Desnostrani test

Prema , prosjecna
cijena domova u West Orange, drzava New
Jersey, bila je $461,216 u 2007.
Pretpostavimo da istrazivac nekretnina zeli
da provjeri da li je trenutna prosjecna
cijena domova u ovom gradu
$461,216. Kljucna fraza u ovom slucaju je
, Sto ukazuje na desnostrani test.



http://www.city-data.com/
http://www.city-data.com/
http://www.city-data.com/

Desnostrani test

o0 Neka je p trenutna prosjecna cijena domova u
ovom gradu. Dvije moguce odluke su
m Hy:n=$461,216 (Trenutna prosjecna cijena
domova u ovom gradu nije veca od $461,216)
m H, : u> $461,216 (Trenutna prosjecna cijena
domova u ovom gradu je veca od $461,216)




Desnostrani test

Kada alternativna hipoteza sadrzi znak vece
od (>), test je uvijek desnostrani.
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Tabela 9.3 Znaciu H,1 H, 1 smjerovi testa

Dvostrani test

Lijevostrani test

Desnostrani test

Znak u nultoj

" . - =ili = =ijli <
hipotezi H,

Znak u alternativnoj

hipotezi H, = < g
Odbast odbacivanja Na oba kraja Na lijevom kraju | Na desnom kraju




Dva postupka

Dva postupka testiranja hipoteza

1. Pristup zasnovan na p-vrijednosti
2. Pristup zasnovan na kriticnoj vrijednosti




9.2 TESTIRANJE HIPOTEZA O p: o JE
POZNATA

Tri moguca slucaja
Slucaj I. Ako se ispune sledeca tri uslova:

1. Standardna devijacija osnovnog skupa o je
poznata

2. Uzorak je mali (tj., n < 30)

3. Osnovni skup iz kojeg se bira uzorak ima
normalnu raspodjelu.




TESTIRANJE HIPOTEZA O p: 6 JE
POZNATA

Tri moguca slucaja
Slucaj II. Ako se ispune sledeca dva uslova:

1. Standardna devijacija osnovnog skupa o je
poznata

2. Uzorak je veliki (tj., n = 30)




TESTIRANJE HIPOTEZA O y: ¢ |E
POZNATA

Tri moguca slucaja
Slucaj III. Ako se ispune sledeca tri uslova:

1. Standardna devijacija osnovnog skupa o je
poznata

2. Uzorak je mali (tj., n < 30)

3. Osnovni skup iz kojeg se bira uzorak nema

normalnu raspodjelu (ili oblik raspodjele nije
poznat).




TESTIRANJE HIPOTEZA O p: ¢ JE

POZNATA

Tri moguca slucaja

g je poznato
Slucaj | Sluéaj Il
1. Osnovni skup ima normalnu nz30 1.
raspodjelu

2 n<30 / 3

Slucaj Il

Osnovni skup nema normalnu
raspodjelu

n<30

Koristi se normalna raspodjela
za testiranje hipoteze o u

Koriste se neparametarske metode
za testiranje hipoteze op




TESTIRANJE HIPOTEZA O p: 6 JE
POZNATA

Pod pretpostavkom da je nulta hipoteza tacna, p-
vrijednost moze da se definise kao vjerovatnoca
da statistika uzorka (kao sSto je aritmeticka
sredina uzorka) odstupa od hipoteticke vrijednosti
parametra u smjeru alternativne hipoteze, barem
toliko koliko i realizovana vrijednost statistike
uzorka u izabranom uzorku. Napomenimo da ako
je manja od nivoa znacajnosti, nulta

hipoteza se odbacuje.




p-value

L X

Value of ¥ obsarved —+
from the sample

Ll



The sum of these two
areas gives the p-value

u

Value of x cbservad
from the sample

=l

=l



Izracunavanje z vrijednostt za X

Kada u testiranju hipoteze o u koristimo

normalnu raspodjelu, onda
za vrijednost x u izabranom uzorku,
izracunavamo na sledeci nacin:
Z :ﬂ gdje Oy :i
o, Jn
IzraCcunatu vrijednost z na osnovu x iz
izabranog uzorka, nazivamo i




Koract za testiranje hipoteza koriscenjem p—
vrijednosti

1. Formulisanje nulte i alternativne
hipoteze.

2. Izbor raspodjele koja cCe se koristiti.
3. Izracunavanje p-vrijednosti.
4. Donosenje odluke.




Primjer 9-1

U korporaciji Canon Food, novim radnicima je trebalo u
prosjeku 90 minuta da nauce posao prerade hrane.

Nedavno je kompanija instalirala novu masinu za preradu
hrane. Nadzornik kompanije zeli da utvrdi da li se prosjecno
vrijeme potrebno novim radnicima da nauce postupak
prerade hrane na ovoj novoj masini razlikuje od 90 minuta.
Uzorak od 20 radnika pokazao je da im je u prosjeku trebalo
85 minuta da nauce postupak prerade hrane na novoj
masini. Poznato je da vrijeme ucenja za sve nove radnike
ima normalnu raspodjelu sa standardnom devijacijom
osnovnog skupa od 7 minuta. Odrediti p—vrijednost za test
da se prosjecno vrijeme ucenja procesa prerade hrane na
novoj masini razlikuje od 90 minuta. Koji bi bio vas
zakljucak ako je a = 0.017




Primjer 9-1: Rjesenje

= Korak 1: Hy: n=90 Hy:p# 90

= Korak 2: Standardna devijacija osnovnog
skupa o je poznata, uzorak je mali (n <
30), ali raspodjela osnovnog skupa je
normalna. Koristicemo normalnu
raspodjelu da odredimo p—vrijednost |
sprovedemo test.




Primjer 9-1: Rjesenje

= Korak 3:

°© _ L =1.56524758 minutes
n

~Jn 20
X-u  85-90
o.  1.56524758

p-vrijednost = 2(0.0007) = 0.0014

O %

Z =




Slika 9-7 p-vrijednost za dvostant test.

The sum of these two
areas gives the p-value

.0007

.0007

x=285

|
-3.19

90

=1

' P |

£

L z value for x = 85



Primjer 9-1: Rjesenje

= Korak 4: Posto je a = 0.01 vece od p-
vrijednosti od 0.0014, odbacujemo nultu
hipotezu za ovaj nivo pouzdanosti.

Stoga, zakljuCcujemo da se prosjecno
vrijeme potrebno za ucCenje postupka
prerade hrane na novoj masini razlikuje
od 90 minuta.




TESTIRANJE HIPOTEZA O p: 6 JE
POZNATA

Prilikom testiranja hipoteze o p primjenom
normalne raspodjele, sluCajna promjenljiva

X—u o
gdje je oz = —

7 =

3

Ox

se naziva . Statistika testa
se moze definisati kao pravilo ili kriterijum
koji koristimo pri donosenf'u odluke da li da
odbacimo nultu hipotezu ili da je ne
odbacimo.




TESTIRANJE HIPOTEZA O p: 6 JE
POZNATA

Etape u testiranju hipoteze primjenom
pristupa zasnovanog na kritiCnoj
vrijednosti

1. Formulisanje nulte i alternativne hipoteze.
2. Izbor raspodjele koja ce se koristiti.

3. Odredivanje oblasti odbacivanja i
neodbacivanja.

4. IzraCunavanje vrijednosti statistike testa.
Donosenje odluke.




Primjer 9-3

Telefonska kompanija TIV pruza usluge medunarodnih
razgovora u jednoj oblasti. Na osnovu raspolozivih
informacija utvrdeno je da je prosjecna duzina medunarodnih
razgovora koji su preko ove kompanije obavljeni u 2009.
godini bila 12.44 minuta. Uprava kompanije je zeljela da
provijeri da li se prosjecna duzina aktuelnih telefonskih
razgovora razlikuje od 12.44 minuta. U uzorku od 150
takvih razgovora prosjecCna duzina iznosila je 13.71 minuta.
Standardna devijacija svih razgovora je 2.65 minuta. Da li na
nivou znacajnosti od 2%, mozete da zakljucite da se
prosjecna duzina aktuelnih medunarodnih razgovora razlikuje
od 12.44 minuta?




Primjer 9-3: RjesSenje

oKorak 1: Hy i p = 12.44 H, :p+ 12.44

0 Korak 2: Standardna devijacija skupa o je
npoznata, a uzorak veliki (n > 30). Po

centralnoj granicnoj teoremi, koristicemo
normalnu raspodjelu da sprovedemo test.




Primjer 9-3: RjesSenje

0 Korak 3:a = 0.02

o Znak # u alternativnoj hipotezi ukazuje da
je test dvostrani

o Povrsina na svakom kraju = o/ 2= 0.02/ 2
= 0.01

O Vrijednosti z za dvije kriticne tacke su
-2.3312.33




Slika 9.9

af2 = .01
u=12.44 X
Reject H, |«=——Do not reject H, Reject Hy,
I | |
—2.33 0 2.33 z

+—Twc: critical values of 341(



Izracunavanje vrijednostt statistike testa

Kada pri testiranju hipoteze o u koristimo
normalnu raspodjelu, realizovanu

za vrijednost
x izabranog uzorka izracunavamo na sledeci
nacin:

A oo = O
z—af gd]e]eax—\/ﬁ

Izracunata vrijednost z za dato x se takode
naziva




Primjer 9-3: Rjesenje

o0 Korak 4:
o 2.65
* Jn 150
, X— [ _ 13.71-12.44 _587

o 21637159

X




Primjer 9-3: RjesSenje

= Korak 5: Ova vrijednost z = 5.87 je veca
od kriticne vrijednosti z = 2.33, i nalazi se
u oblasti odbacivanja na desnom kraju
krive raspodjele na slici 9.9. Slijedi da
odbacujemo H, i zakljucujemo da, na
osnovu podataka o uzorku, prosjecna
duzina svih telefonskih razgovora nije
jednaka 12.44 minuta.




9.3 TESTIRANJE HIPOTEZA O p: o NIJE
POZNATA

Tri moguca slucaja

Slucaj I. Ako su ispunjena sledeca tri uslova:

1. Standardna devijacija osnovnog skupa o nije
poznata

2. Uzorak je mali (tj., n < 30)

3. Osnovni skup iz koga se bira uzorak ima
normalnu raspodjelu.




TESTIRANJE HIPOTEZA O w: 6 NIJE
POZNATA

Tri moguca slucaja

Slucaj II. Ako su ispunjena sledeca dva uslova:

1. Standardna devijacija osnovnog skupa o nije
poznata

2. Uzorak je veliki (tj., n = 30)




TESTIRANJE HIPOTEZA O w: 6 NIJE
POZNATA

Tri moguca slucaja

Slucaj III. Ako su ispunjena sledeca tri uslova:

1. Standardna devijacija osnovnog skupa o nije
poznata

2. Uzorak je mali (tj., n < 30)

3. Osnovni skup iz koga se bira uzorak nema

normalnu raspodjelu (ili oblik raspodjele nije
poznat).




TESTIRANJE HIPOTEZA O p: 6 NJJE
POZNATA

Tri moguca slucaja

o nije poznato
Slucaj | Sluéaj 1l
1. Osnovni skup ima normalnu nz30 1
raspodjelu

2. n<30 / 2.

Slucaj il

Osnovni skup nema normalnu
raspodjelu

n=<30

Koristi se t raspodjela za
testiranje hipoteze o p

Koriste se neparametarske metode
za testiranje hipoteze o p




TESTIRANJE HIPOTEZA O w: 6 NIJE
POZNATA

Statistika testa

Vrijednost Za
aritmeticku sredinu uzorka x izracunava se
kao
X — S
t = s gdjejes,g=\/—H

Vrijednost ¢ izraCunate za x primjenom ove
formule se takode naziva




Primjer 9-5

Psiholog tvrdi da je aritmetiCka sredina starosti
djece koja prohodaju 12.5 mjeseci. Karol je zeljela
da provijeri da li je ovo tvrdenje tacno. Izabrala je
sluCajan uzorak od 18 djece i utvrdila da je
aritmeticka sredina starosti djece koja su
prohodala 12.9 mjeseci, sa standardnom
devijacijom 0.80 mjeseci. Poznato je da starost
djece koja prohodaju ima priblizno normalnu
raspodjelu. Odrediti p-vrijednost za testiranje
hipoteze da se aritmeticka sredina starosti djece
koja prohodaju razlikuje od 12.5 mjeseci. Sta Cete
zakljuciti ako je nivo znacajnosti 1%?




Primjer 9-5: Rjesenje

OoKorak 1: Hy : p=12.5
H, :n# 12.5
0 Korak 2: Standardna devijacija osnovnog
skupa o nije poznata, uzorak je mali (n <
30), a osnovni skup ima normalnu

raspodjelu. Prema tome, koristicemo ¢

raspodjelu da odredimo p-vrijednost za
test.




Primjer 9-5: Rjesenje

0o Korak 3: Znak # u alternativnoj hipotezi
ukazuje da je test dvostrani

S .80
S = — =.18856181
* Jn 18
. X—p_ 12.9-12.5 2121
S .18856181

X

idf=n-1=18-1 =17
0.02 < p-vrijednost < 0.05




Slika 9.11 Trazena p-vrijednost

Sum of these two
areas gives the p-value

—2.121

2.121

i



Primjer 9-5: Rjesenje

= Korak 4: Za bilo koje a vece od 0.05,
odbacicemo nultu hipotezu. Za bilo koje
a manje od 0.02, necemo odbaciti nultu
hipotezu. U nasem primjeru, a = 0.01,
Sto je manje od 0.02, donje granice
intervala u kome se nalazi p-vrijednost.
Zato ne mozemo odbaciti H; i
zakljucujemo da se aritmeticka sredina
starosti djece kada prohodaju razlikuje od
12.5 mjesedci.




Testiranje hipoteza za [ koris¢enjem ¢ raspodjele

1. Koristiti kriticne vrijednosti t iz
poslednjeg reda (red oo) Tablice V u
Dodatku C.

2. Koristiti normalnu raspodjelu kao
aproksimaciju t raspodjele.




TESTIRANJE HIPOTEZE O PROPORCI]JI
OSNOVNOG SKUPA: VELIKI UZORCI

Statistika testa
Zza proporciju uzorka, P,
izracunava se kao

p—p .. . pq

o gdje je o5 = Py

7 =

Vrijednost p u ovoj formuli je ona koja se koristi
u nultoj hipotezi. VrIJEanSt g je Jednaka 1-p.
Vrijednost z koja se izraCunava za p primjenom
gore navedene formule naziva se realizovana
vrijednost z.




Primjer 9-9

Prema anketi ,Voznja tokom rasijanosti"
nacionalne kompanije za uzajamno osiguranje
sprovedenoj u 2008. godini, 81% intervg')uisanih
vozaca reklo ,Le da su razgovarali na mobilnim
telefonima tokom voznje (The New York Times,
19. jul, 2009). Anketa je obuhvatila vozace
starosti od 16 do 61 godina odabrane iz 48
drzava. Pretpostavimo da ovaj rezultat vazi za
populaciju svih takvih vozaca u SAD-u u 2008.
godini. U nedavnom slucajnom uzorku od 1600
vozaca starih od 16 do 61 godina izabranih iz
SAD-a, 83% reklo je da su razgovarali na

mobilnim telefonima tokom voznje.




Primjer 9-9

Odrediti p-vrijednost za test hipoteza da se
sadasnji procenat svih vozaca koji su
razgovarali na mobinom telefonu tokom voznje
razlikuje od 81%. Sta mozemo zakljuciti uz
nivo znacajnosti od 5%7?




Primjer 9-9: RjesSenje

0o Korak 1: Hy : p = 0.81
H, :p # 0.81
0 Korak 2: da bismo provijerili da li je uzorak
veliki, izraCunavamo vrijednosti np i ng:
np = 1600(.81) = 1296 > 5
ng = 1600(.19) = 304 > 5

Prema tome, koristimo normalnu
raspodjelu da odredimo p-vrijednost za
test.




Primjer 9-9: RjesSenje

o Korak 3: Znak # u alternativnoj hipotezi
ukazuje da je test dvostrani.

o — P9 _ [(B)(19) _ 14950752
A 1600

n
p-p .83-.81
o 00980752

p

Z =

p-vrijednost = 2(0.0207) = 0.0414




Slika 9.15 Trazena p-vrijednost

gives the required p-value

0207

— The sum of these two areas ——

0207

B3

T3

P

—2.04

2.04



Primjer 9-9: RjesSenje

o Korak 4: Mozemo konstatovati da za bilo koju
vrijednost a vecu od 0.0414 cemo odbaciti
nultu hipotezu. U nasem primjeru, a = 0.05,
sto je vece od p-vrijednosti od 0.0414. Zbog
toga odbacujemo H, i zakljucujemo da se
trenutni procenat svih americkih vozaca
starosti od 16 do 61 godina koji su razgovarali
na mobilnom telefonu tokom voznje razlikuje
od 0.81.




Primjer 9-11

Razmotrimo ponovo prlmJer 9-9. Prema anketi
,Voznja tokom rasijanosti" nacionalne
kompanije za uzajamno osiguranje sprovedenoj
u 2008. godini, 81% intervjuisanih vozaca reklo
je da su razgovarali na mobilnim telefonima
tokom voznje (The New York Times, 19. jul,
2009). Anketa je obuhvatila vozace 'starosti od
16 do 61 godina odabrane iz 48 drzava.
Pretpostavimo da ovaj rezultat vazi za
populaciju svih takvih vozaca u SAD-u u 2008.
godini. U nedavnom slucajnom uzorku od 1600
vozaca starih od 16 do 61 godina izabranih iz
SAD-a, 83% reklo je da su razgovarali na
mobilnim telefonima tokom voznje.




Primjer 9-11

Koristeci nivo znacajnosti od 5%, da li mozete
da zakljucite da se sadasnji procenat ovakvih
vozaca koji su razgovarali na mobilnom
telefonu tokom voznje razlikuje od 81%.




Primjer 9-11: Rjesenje

0o Korak 1: Hy : p = 0.81
H, :p # 0.81
0 Korak 2: da bismo provijerili da li je uzorak
veliki, izraCunavamo vrijednosti np i ng:
np = 1600(.81) = 1296 > 5
ng = 1600(.19) = 304 > 5

Prema tome, koristimo normalnu raspodjelu
za test.




Primjer 9-11: Rjesenje

o Korak 3: Znak # u alternativnoj hipotezi
ukazuje da je test dvostrani. Nivo znacajnosti

je 0.05. Dakle, ukupna povrsina dvije oblasti
odbacivanja iznosi 0.05.

PovrsSina na svakom kraju =a /2 = 0.05/ 2
0.025

KritiCne vrijednosti od z su -1.96 i 1.96.



Slika 9.17 Kriticne vrijednosti od z

of2 = .025 o/2 = .025

p= a1 _.E'l
Reject Hy | «=— Do not reject H, —— | Reject H,

I I I
—1.98 0 1.96 2

T— Two Critical values of z 4T




Primjer 9-11: Rjesenje

o Korak 4:
o. = ,/ﬂ _ [(8N(19) _ 40950752
P n 1600
,_P-P_ .83 —-.81 _ 204

o. .00980752

p




Primjer 9-11: Rjesenje

o Korak 5: Vrijednost statistike testa z = 2.04
nalazi se u oblasti odbacivanja. Zbog toga
odbacujemo H, i zakljuCujemo da se sadasnji
procenat ovakvih vozaca koji su razgovarali na
mobilnom telefonu tokom voznje razlikuje od
81%.




