15. DIFERENCIJALNE
JEDNACINE VISEG REDA

 Razmatracemo samo linearne diferencij.
jednacine drugog reda (LDJ Il reda) sa
konstantnim koeficijentima



Linearne diferencijalne jednacine
drugog reda sa konstantnim

koeficljentima
* Linearna diferencijalna jednacina drugog

reda
y" + P(X)y" + Q(x)y = 1(x)
* Ako su P(x) 1 Q(x) konstante (. P(x) = a |
Q(X) =b), tada je
y" +ay' + by = 1(x)
* Linearna diferencijalna jednacCina drugog
reda sa konstantnim koeficijentima



Resenje diferencijalne jednacine
drugog reda sa konstantnim
koeficijentima

Zamjenom funkcije y = ek, keR, u

homogenoj jednacini dobija se
ekX(k?+ak +b)=0

koja ima rjesenje ako | samo ako je
k2+ak+b=0

-karakteristicha jednacina



ReSenje homogene diferencijalne jednacine
drugog reda sa konstantnim koeficijentima

e  Zavisno od diskriminante d = a2 - 4b imamo tri slu¢aja:

« d>0.Jednacina ima dva realna i razliCita korijena k, I
Kz, pa su funkcije y —ekx i y,=e*

| rjesenja jednacine.

Otuda je opste rjeSenje jednacine funkcija

y =ce® +c,e"

Primjer: y -5y +6y=0  (k,=2,k,=3)



* d =0. Uovom slucaju je k;=k,=-1/2a
jedino rjesenje jednacine je funkcija

1
——ax
1

y, =¢ *
——ax

Zamjenom funkcije Yy, =Xxe ?

| njenih izvoda u jednacini zakljuCujemo
da je | ta funkcija jedno rjesenje, pa je
opste resenje hom?gene jedlnaéine

— 2 2
y=cC,e ? +C,Xe

Pr. y -4y +4y=0 (k,=k,=2)



* d < 0. Korijeni karakteristiCne jednacine u
ovom slucaju su konjugovano -
kompleksni brojevi

kK, =a—-BI, K, =oc+Bi,oc=—%a,B=%\/4b—a2
Provjerom se utvrduje da su y, =e* cospx
|y, =e®sinpx resenja, pa je opste
resenje
y =e“(c, cospx +c, sinBx)

Pr. y+2y+2y=0 (a=-1, f=1)



Nehomogena jednacina

* Ako Je y, resenje homogene, a y, jedno
partikularno resenje nehomogene
diferencijalne jednacine, tada je opste
redenje Yo=Yy tY,

« Partikularno resenje se moze traziti npr.
metodom varijacije konstanti ili metodom
pogadanja (za odredene tipove f(x))

Pr. y=2, y=C{+CX+x?



Diskretno vrijeme: diferencne

jednacine

Af(x) = f(x + 1) - f(x). Prva razlika

o A2f(X) = A(AT(X)) = A[f(x+1) - f(X)] =

f(x+2) - f(x+1) - [f(x+1) - f(X)]=

=f(x+2) - 2f(x+1) + f(x). Druga razlika.

« Slicno n-tarazlika

« Uvedemo li oznaku f(x) =y,, bice

e f(X+1) =V, 1=1,2,...,n1AY, =Y. -V,
odakle je

* Vi1 =Yy + Ay,



« Svaka vrijednosty, ., 1 =1,2,...,n se takode
moze izraziti preko vrijednosti funkcije |
njenih razlika u tacki:

* AYyi1 = Voro m Vel = Vor2 = Yoz T DAYy =
=Yy, + Ay, + Ay,

» Druga razlika funkcije y, u tacki x je

+ A%y, = AAY,) = AYyer - Vo) =

Yas2 = Yxe1 = Yxer T Yx = AYsuq - Ay, 1.

* Ay, ., =A%, + Ay,. Otuda

° yx+2 — yx T 2Ayx T A2yx



Prema tome svaku jednacinu oblika

A%, Yer Yas1s ooor Yoan) = 0
mozemo zamijeniti jednacinom oblika

9(X, Yy BYy, ..., ATy,) = 0.
Gornju jednacCinu zovemo diferencnom
jednacinom
Rijesiti diferencnu jednacinu znaci naci
funkcuu f(x) =y, kOJa zadovoljava tu jednacinu,
tj. Cijom zamjenom | zamjenom njenih razlika
data jednacina prelazi u identitet. | ova
jednacCina ima opsta | partikularna rjesenja
zavisno od toga da li sadrzi proizvoljne
konstante ili ih ne sadrzi.
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diferencne jednacine prvog reda

Diferencnu jednacinu oblika

V.41 - @Y, = f(X) gdje je a konstanta zovemo
linearnom diferencnom jednacinom |
reda (sa konstantnim koeficijentima)

Tvrdenje: Ako je y, = y(X) partikularno
rjesenje linearne jednacine i y(x,c) opste
rjesenje odgovarajuce homogene jednacine,
onda je y(X) + y(x,c) opste rjesenje linearne
jednacine.
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Jednacina

Y.+1 - @Y, = 0 ima resenje y, = aX, pa nehomogena
jednacinay,,, - ay, = b ima resenje

Pr. yx+1+yx:1’ (a:-l, b:]-)
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Diferencne jednacine drugog reda

Diferencnu jednacinu oblika

aYy+2 + byx+1 + CYx = 0
zovemo homogenom linearnom diferencnom
jednacinom Il reda (sa konstantnim
koeficijentima)

Smjenom y, =AX dobija se karakteristiCna
jednacina ai?+bA+c=0.
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* Neka su A, A, rjeSenja ove kvadratne
jednacine. Tada diferencna jednacina ima
rjesenje:

zaD=b?2-4ac>0, VY.=CA+CA

zaD=0, y,=C,A; +C,xA] (ovdjejer,=2,).

zaD <0, y, =p*(C, cosbx+C, sin6x)

gdje je Ay, = p(COSOXEI- SIn OX)

(za kompleksan broj z = a + bi, p=+a? + b’

| tg0 = b/a).

Pr. Koji je opsti Clan niza kod kojeg je svaki naredni Clan poluzbir prethodna dva?

Vo= (Yn1tYn2)2, A =1,A,=-1/2
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