HOMOGENE FUNKCIJE

Za funkciju z = f(x,y) kazemo da je homogena funkcija sa
stepenom homogeniteta k, ako je za svako t

f(tx,ty) = t<f(x,y).

Primjer 1. Funkcija f(x,y) = ax + by je homogena i k =1
jer je:

f(tx ty) = atx + bty = t(ax + by) = t-f(X,y).

Primjer 2. Funkcija

2
f(X,y)==—3+22
y y

je homogena 1 k=0 jer je:

tx _t°x?

f(tx, ty)_—+2 ~—3=1"f(Xx,y)
Ly t?y* 1




Homogene funkcije. Ojlerova
teorema

« Zafunkciju z = f(x,y) kazemo da je homogena
funkcija sa stepenom homogeniteta k, ako je za
svako t: f(tx,ty) = t5-f(x,y).

« Qjlerova teorema: Za homogenu funkciju
stepena homogenosti k vazi:

X8—f+y8—f=k-f(x,y)

OX oy

» Analogno tvrdenje vazi I za homogenu funkciju
sa n > 3 nezavisno promjenljivih.
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Dokaz Ojlerove teoreme (n=2)

e Vt e R, f(tx,ty) = tk- f(X,y) (jer je f homogena
funkcija). Uvedimo smjenu u =tx, v =ty I
primjenimo teoremu o totalnom izvodu slozene
funkcije:

fuv)y="f -u+f v=kt* f(x,y) =

o xfo+yf =kt (X, ).
« Kako tvrdenje vazi Vt € R, to stavljajuci t=1
dobija se:

x-f,+y-f,=k-f(xy)



Kob-Daglasova funkcija proizvodnje
« Q = AK*LP je homogena stepena o+
QUiK, jL) = A(K)"(jL)’
AGJK)“(JL) = Aj“ j KL
— A" PKLY = j*P AK LS
- "Q



Kob-Daglasova funkcija

.+ Q=AKLS

1) Funkcija je homogena stepena a+f3
2) Ako o + B=1, funkcija je linearno homogena



Metoda najmanjih kvadrata

« Cesto za neku funkciju imamo podatke za samo
kona¢no mnogo vrijednosti argumenata

* Npr., traznju nekog proizvoda mozemo utvrditi
samo pr1 konaCno mnogo cijena, troskove -
samo za kona¢no mnogo vrijednosti
proizvodnje, itd.

 Da bi I na ispitivanje takve zavisnosti mogli da
primijenimo matematiCki aparat, odredujemo
neku funkciju definisanu na intervalu, a koja
“dobro” odrazava zavisnost 1zrazenu poznatim
podacima.



* Obi¢no uzimamo funkciju 1z nekog od
sljedecih skupova:
b
— = 2 b : = 2 b , = — [ =ab”
{yly=ax+b},{y|ly=ax’ +bl,{y|y =ax’ + bx| {yly a+x} lyly =ab"|
X1y Xy y ooy X,y - vrijednosti argumenta x
YioYore Yo - odgovarajuce vrijednosti funkcije
Prema principu (metodi) najmanjih kvadrata

smatracemo da, od svih funkcija datog skupa,
funkcija y = y(a,b) najbolje odrazava zavisnost

velicina X1y gko zbir
G(a,b)=(y, = V1)  +(¥, = ¥,) +...+ (¥, = ¥0)°

gdje je y: = y(a,b)(x:), ima najmanju vrijednost. -



« Kada funkcija G(a,b) ima najmanju vrijednost?
« Ako su njeni parcijalni izvodi (ako postoje)
jednaki nuli, tj.
0G _, & _
ca  ob

* Normalne jednacine funkcije y = y(a,b).

* Njihovim rjeSavanjem (kao sistema) dobijamo parametre a
| b, odnosno onu funkciju datog oblika koja po metodu
(principu) najmanjih kvadrata najbolje odrazava zavisnost
datih veli¢ina

* Analogno se metodom najmanjih kvadrata odreduje
funkcnja datog oblika koja je odredena sa tri1 111 viSe

parametara 1 koja po tom principu najbolje odrazava
zavisnost datih podataka. 8
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Primjer
Nac¢i normalne jednacine funkciyje y = ax + b.
Neka su X, X,, ..., X, i ¥::¥Y,,..., Y, dati podaci
(uzorak). Tada je
G(a,b)=(ax, +b—-y,)" +(ax, +b-y,) +..+(ax, +b-y,)’
A

. 0= 2(ax1 +b— Vl)Xl +2(aX2 +b— yz)x2 +..+ 2(axn +b—-y )Xn ~0
% Y/ \/ —
E =0= Z(axl +b— y1)+ Z(aX2 +b— y2)+...+ Z(aXn +b— yn): 0

azn:xiz + bznlxi = Zn:xiyi azn:xi +nb = Zn:yi
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Npr. za uzorak (-3,1), (-1,2), (1,2) i (3,3) od svih linearnih funkcija,
najbolje ga odrazava y = 0,3x + 2. 9



. _ D
Funkcija traznje tri proizvoda je 0, = 5%+9T3
1 1

Pokazati da je zbir parcijalnih elasti¢nosti jednak nuli, tj.

E,, (P)+E, (P2) +E, (p3) =0

qu(pl) T qu(pz) T qu(pg) =

p, 00, - Ps 0q, N P, oq,

Gy 0P, G 0P, 0, O,

p1[5p2 9p32]Ip251=p:391_0
Py Py

G 2 00 P 4 P B "



Il nac¢in: Funkclja traznje proizvoda A je homogena stepena
homogeniteta O, jer

tp tp D )
0y (tp,, P, tp;) =5 = +9 =2 =5-2+9-=q,
o, tp, 0, 0,

qu(pl) T qu(pZ) T qu(pS) —
P, G, P, 0G| Ps OG

G, 0Py 0, 0P, G OP;

0%h , , 9% . 9%

PBp——+0P P 0
ql[ Yop, op, B@pgj

N _/

= po Ojlerovoj teoremi N




Neka je x = f(p,,p,) funkcija traznje proizvoda A i B Cije su
cijene p, odnosno p,. Ako je x homogena funkcija sa
stepenom homogeniteta k dokazati da je zbir parcijalnih

elastiCnosti te funkciyje k.

Resenje.
P

Treba dokazati da je E _(p,) + E, (p, )_—x +—=X; =Kk
X X

Podimo od Ojlerove teoreme (x j¢ homogena!):

P, X, +P,X, =k-X
Poslije dijeljenja sa x = x(p,,p,) dobijamo

Ps o X'+ Pz Xy = = k , Sto je 1 trebalo dokazati.
X "X
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. : . y: z% 2
Naci lokalni ekstremum funkcije u=x+>=—+-—+=

4 'y Z
Za X,Y,Z > 0.
Rjesenje.
u’ = 1_y_2 —0 1z prve jednacine (2—0 =1
’ 4% )
z° pa kako su X,y > 0 to se dobija Y 1
u;/ — 4 2 =0 2X
2X Y | )
UvrStavanjem u drugu, dobija se
27 2 2
U=y 20 2l _Y _1 odakleje %=1
y 22 (yj 2X 1 J y

Na kraju, 1z tre¢e jednacine iz _Z_1pajez=1(jerjez>0),
-y

aotuday=11x=1/2. 13



Dakle, dobili smo jednu stacionarnu tacku.

Dovoljan uslov: Iskoristicemo tzv. Silvesterov kriterijum za
n=_3a.

Formirajmo determinante

r" r" r"
LIXX uxy uXZ un un
e 7, 7 | XX Xy _‘ 7,
D, =ju;, uy Uy, D,= gyl D, =|u},
r" 7 r" yX yy
uzx uzy uzz

Ako u stacionarnoj tacki vazi da je D,>0, D,>0 1 D,>0 tada se
u njoj dostize lokalni minimum, a ako je D,<0, D,>0 1 D,<0 -
lokalni maksimum.

Poslije ra¢una dobija se D, = 4>0, D,=8>0 1 D,=32>0, pa
funkcija u tacki (1/2,1,1) ima lokalni minimum: u_.. = 4.
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Od svih pravougaonika datog obima O, odreditli onaj najvece
povrsine

Resenje.

Neka su mu stranice x 1y (kao na slici).
Treba na¢i maksimum funkcije P=x-y uz
uslov 2x+2y=0

Posto se y (1li x) moze zraziti 1z uslova ne mora se
koristiti Lagranzova funkcija.

y=(0-2X)/2=P=x (0-2x)/2=0x/2-x°=>
P'=0/2-2x=0=x=0/4=y

Dakle, maksimalnu povrSinu ima kvadrat.
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Od kartona kvadratnog oblika povrSine 3K? napraviti kutiju
bez poklopca maksimalne zapremine.

Resenje.

== - - = - — -

y

Oznacimo stranice kufije sa x, y, z (kao
na slici). Treba na¢1 maksimum funkcije
V = X-y-z uz uslov xy + 2xz + 2yz = 3K?,
Formiraymo Lagranzovu funkciju
F =Xxyz + A(Xy + 2xz + 2yz — 3K?).
Otuda Fy =XZ+AX+2A2=0

F/ =yz4+Ay+2A2=0

F, =Xy +2AX+2Ay =0
XY 4+ 2XZ + 2yz = 3K**



Kako je X,y,z > 0, dobija se (mnoziti prvu sa x, drugu sa y,
tre¢u sa z, a zatim ih sabrati) xyz + 2AK? = 0, pa se lako
dobijadajex=K,y=K, z=K/2 1\ =K/4. Nadimo sada
d2F.

d?F = 2(z + A)dxdy + 2(y + 2A)dxdz + 2(x + 2A)dydz, a otuda

d’ F(K, K, g) = K(% dxdy + dxdz + dydz)

Diferencirajuci uslov dobija se
ydx + xdy + 2zdx + 2xdz + 2zdy + 2ydz = 0, pa za tacku

\ o
(K, K, K vazl dz= —l(dx+dy)
2/ 2

dZF(K, ng =—%K(dx2 +dxdy+dy2)<0

2
a’ +ab + b? :(a+%b) +§b2 > QL7



Dakle, (K, ng

je tacka uslovnog maksimuma za funkciju V = xyz:

Primijetimo da je trazena kutija kvadratne osnove.
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