PRVI 1ZVOD

Neka je y = f(x) funkcija definisana na intervalu [a,b], X,
unutrasnja tacka tog intervala, Ax (] 0) prirastaj argumenta i
Ay odgovarajuci prirastaj funkcije. Ako postoji graniCna
vrijednost koli¢nika priraStaja funkcije 1 prirastaja
argumenta, kad prirastaj argumenta teZi nuli, onda za
funkciju y = f(x) kazemo da je diferencijabilna u tacki x,,.
Grani¢nu vrijednost koli¢nika prirastaja funkcije Ay |
prirastaja argumenta AX, kad AX—0, zovemo (prvim)
izvodom funkcije u tacki x, 1 oznacavamo sa

y, ilisa f'(x,)

y. =1'(x,)=lim— Ay _ lim T(X, +AX) —1(X,)
%o Ax—0 AX  Ax—0 AX




Primjer 1. Naéi izvod funkcije  f(x) = +/x

U tatkama a) X, =3, b) Xx,=c, c>0.
Rjesenje: Kako je a)

Ay = (X, + AX) — f(X,) = /3+ Ax —/3

v'(3) = £/(3) = lim J3+AX —+/3 _ lim 3+ AX—3 1

AX—0 AX S0 Ax(\/3+ AX ++/3 ) 243

Na Istl nacin dobijamo da je b):

()= 1
PN



Ako funkcija 1ima 1zvod u svakoj tacki nekog intervala,
kazemo da je diferencijabilna na tom intervalu. U tom
slucaju svakoj vrijednosti argumenta x 1z tog intervala
odgovara vrijednost prvog izvoda f'(x) date funkcije, pa je
prvi izvod funkcije y = f(x) na tom intervalu (na kome je
diferencijabilna) takode neka funkcija. Tu funkciju
zovemo izvodnom ili marginalnom funkcijom funkcije
f(x) 1 oznacavamo sa y' ili f'(x), J.

f(x+ AX) —f(X)
AX

=100 lim

Operaciju nalazenja 1zvoda date funkcije zovemo
diferenciranje, a dio matematike ¢iji je predmet
diferenciranje i primjena izvoda - diferencijalni rac¢un.
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NEPREKIDNOST |
DIFERENCIJABILNOST

T:. Ako je funkcija diferencijabilna, tada je ona
neprekidna

Dokaz: Ayzﬂ-Ax:
AX
. . Ay .
lim Ay = lim s lim Ax=y"0=0
AX—0 Ax—0 AX Ax—0

Dakle, Ax—-0 = Ay >0



Obrnuto tvrdenje - da 1z neprekidnosti slijedi

diferencijabilnost - nije tac¢no.

Primjer. Funkcija f(x) = |x| je neprekidna za svako

X € R. Medutim, u tacki x = 0, ©

izvod, jer je
f(0+Ax)—f(0) |AX
AX AX

y

ata funkcija nema

Ax—0+0 AX




Tablica 1zvoda

Yy Yy
C )
Xn, an—l
1
N%
2~/ X
1
log, X
XIn a
1
INn X —
X
X a“lna
e” e”



Tgiblica izvcy),da

8. sInx COS X
9. cosXx —sIin X
10. tgx 12
COS” X
11. ctgx - _12
sIiNn”® X
i 1
12. arcsin X
J1— x2
1
13. arccos X -
J1— x?
14. arctgx 1
' 1+ x2

15. arcctgx -




1IZVOD ZBIRA, PROIZVODA |
KOLICNIKA

() £9(x)] =F'(x)£g (X

/

F)-90] =T1(x)-9(x)+7'(x)-F(x)

)| (9900 -9 (¥)-F(x)
9(x) (9]’




Primjer. Naci izvode

a)y=xe*, y =(x) e’ +x(ex)’ =e* + xe*

X

b) y=¢"Inx, y’:(ex)’ Inx+e*(In x)' e Inx+




GEOMETRIJSKO TUMACENJE
1IZVODA

Prvi izvod funkcije y = f(x) u tacki x, geometrijski
predstavlja koeficijent pravca tangente grafika u tacki
Mo(X0,Y0)-
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Ako Je k; koeficijent pravca tangente 1 k koeficijent pravca
sje¢ice MyM, onda je, prema definiciji tangente,

K, = lim k.
M—>M,
A
k, = Yo aM— M, < Ax, >0
AX
. A
k= lim 2Yc
Ax0—>OAXO

Odredivanje koeficijenta pravca tangente se, dakle,
svodi na odredivanje granicne vrijednosti
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PRIMJER 1. Naci koeficijent pravca tangente
grafika funkcije y = x2 + 3x + 2 u tacki &ija je
apscisa x, = 1.

RJESENJE: Kako je koeficijent k(x) pravca
tangente jednak prvom izvodu, to je
kK(X)=y'=2x + 3

,zax=1, k(1) =5.
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DIFERENCIJAL FUNKCIJE

Neka je y = f(x) funkcija diferencijabilna na intervalu
(a,b) i neka je na tom intervalu njen izvod neprekidna
funkcija.

Proizvod prvog izvoda y, ' 1 priraStaja argumenta AX U
tacki x € (a,b) zovemo diferencijalom funkcije y = f(x)
u tacki x i oznaCavamo sa dy ili df(x), .

dy = df(x) =y, - AX

Specijalno, diferencijal funkcijey = x je

dy=dx=1-Ax 1li Ax=dXx,

paizdy=y'- AX, dobijamo
dy = y'dx y'= dy
dx 13



1IZVODI VISEG REDA

Pretpostavimo da funkcijay = f(x) ima izvod na intervalu
(a,b) i oznaCimo taj izvod sa g(x), .

F'(x) = 9(x).

Ako funkcija g(x) ima izvod g'(x) u svakoj tacki intervala
(a,b) onda se taj izvod zove drugi izvod funkcije f(x) na
Intervalu (a,b). Za drugi izvod funkcije y = f(x) koristimo
neku od sledecCih oznaka: »

Yy o £

Analogno se definisSu i1 oznacavaju izvodi n-tog reda

funkcije y = f(x), n > 3:

v, Y10 ()

n
dx y



ELASTICNOST FUNKCILJE

Neka je y = f(x) data funkcija - pravilo po kome veli€ina y
zavisi od veli€ine x. Ta zavisnost veli¢ine y od veliCine x
postaje “ociglednija” ako znamo koliku procentualnu
promjenu veliCine y 1zaziva promjena veli€ine x za, na
primjer, 1%. U cilju procjene takve zavisnosti uvodimo
pojam elasti¢nosti funkcije u tacki.
Prethodno ¢emo definisati relativni prirastaj argumenta |
relativni prirastaj funkcije u tacki x kao koli¢nike
‘prirastaja argumenta 1 samog argumenta, odnosno prirastaja
funkcije 1 same funkcije, tj.:
AX Af(X) _ Ay
X f(x) vy :




Elasti¢noS¢u diferencijabilne funkcije y = f(x) u tacki
X ZOVemo lzraz

X X dy
F (X)=—-V =—.—
. Ay
Ako uzmemo da je y’NA dobija se
X

X Ay X Ay Ay
E X ~ . — . :>_~E X -
(%) y AX AX VY Y () X

Ako pretpostavimo da je AX — 19pdobija se

X A
& LE, ()%,
y



Tumacenje

Elasti¢nost funkcije u nekoj tacki kazuje koliki je priblizno
releativni prirasta; funkcije u procentima ako relativni
prirastaj argumenta iznosi 1%. Drugim rije¢ima: ako se
argument X sa vrijednosti X, poveca na X, + 1%x,, onda se
funkcija y(x) sa vrijednosti y(x,) promijeni (poveca Ili
smanji) priblizno za Ey(X,)%y, t]. nay, + Ey(xy)%y,.

Apsolutnu vrijednost elasti¢nosti zovemo Koeficijentom
elasti¢nosti 1 oznacavamo sa . n(X) =| Ey(X) |.

Ako Je n (X) > 1 kazemo da je u tacki x funkcija elasti¢na,
ako Je n (X) <1 - neelasti¢na.
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TEOREME O SREDNJOJ VRIJEDNOSTI

Rolova teorema: Ako je y = f(x) funkcija neprekidna na
Intervalu [a,b] I diferencijabilna na intervalu (a,b) 1 ako je
f(a) = f(b) = 0, onda postoji bar jedna tacka ¢ € (a,b) takva
daje f'(c) = 0.

Dokaz: (nije obavezan!)

f diferencijabilna = f neprekidna = postojanje najmanje I
najvece vrijednosti m 1 M funkcije f(x) na intervalu [a,b].
Ako je m = M funkcija je konstantna: f(x) = k, X < (a,b) pa
Je za svako X < (a,b), f'(x) =0, tJ. za tacku ¢ moZemo uzeti
proizvoljnu tacku iz (a,b). .



Neka je m = M. Tadaje M = 0 ili m = 0. Neka je M = 0.
Oznac¢imo sa ¢ onu vrijednost argumenta x za koju je
f(x) =M. Kako je f(a) =f(b)=01M=0,tojec=aic=Db,
dakle ¢ € (a,b). U tacki x = ¢ funkcija ima najvecu
vrijednost na intervalu [a,b], pa je, za ¢ + AX € (a,b),

f(c+Ax) <f(c), I, ako je Ax > 0: f(c+ Ax) —f(c) 0
<
AX

Prema pretpostavci, postoj1 graniCna vrijednost 1zraza na
lijevoj stani kad AX — 01 ta grani¢na vrijednost je f'(C). 1z
osobina grani¢ne vrijednosti slijedidaje f(c) <0 (1).
Za AX < 0 1st1 koli¢nik nije negativan pa nije negativna ni
njegova granicna vrijednost, tj. f'(c)>0 (2)
Iz (1) 1 (2) slyedi1 tvrdenje, t). postojanje tacke ¢ u kojoj je
f'(C) =0. 19



Geometrijsko tumacenje Rolove teoreme je sledece:
U bar nekoj tacki grafika funkcije y = f(x) koja se
anulira u tackama aib i koja je neprekidna na
Intervalu [a,b] | diferencijabilna na intervalu (a,b)
tangenta je paralelna x-osi.

yA

NAPOMENA: Rolova

teorema vazi1 ako se u

pretpostavci uslov

f(a) = f(b) = 0 zamijeni
> uslovom f(a) = f(b).

20



Lagranzova teorema: Ako je y = f(x) funkcija neprekidna
na intervalu [a,b] I diferencijabilna na intervalu (a,b),
onda postoji tacka ¢ € (a,b):

f(b)—f(a
—a

Dokaz: (nije obavezan!) Oznacimo sa g(x) slede¢u funkciju:
g(x) = [f(x) — t(a)](b —a) — [f(b) — f(a)](x — a).
Funkcija g(x) je diferencijabilna na intervalu (a,b) (kao zbir
proizvoda diferencijabilnih funkcija) 1 jos je g(a) = g(b) = 0,
Sto znac1 da 1spunjava uslove Rolove teoreme. Postoji,
dakle, tacka ¢ € (a,b) takva da je £(b)— f

. . . ., —f(a
3(0) = F(e)(b - @) - [1(0) — (@] =0, 1. /(c) =+ ) —

b—a
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Geometrijski: U bar jednoj tacki ¢ < (a,b) tangenta grafika
funkcije neprekidne na intervalu [a,b] I diferencijabilne na
Intervalu (a,b) paralelna je sjecici odredenoj tackama

(a, 7(@)) 1 (b, 1(b))
y

o \")

22



Kosijeva teorema: Ako su f(x) 1 g(x) funkcije neprekidne na
Intervalu [a,b] 1 diferencijabilne na intervalu (a,b) 1 ako je
g'(x) = 0, onda postoji tacka ¢ € (a,b) takva da je

f(b)-f(a) f'(c)

g(b)—g(a) g'(c)

Primjer.

Primjenom Lagranzove teoreme, lako se dokazuje da
ako je prvi izvod f-je jednak 0, tada je ta funkcija
konstantna! (lijeva strana relacije na slajdu 20 je 0O, pa
je f(x)=f(a)- const, za svako x sa intervala (a,b)).
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Tajlorova formula (bez dokaza):

_ '@, .y, '@ . F@) o e, TP, e
f(x)=f(a)+ T (x—a)+ o (Xx—a)“ +.+ " (x—a)" + (D)t (x—a)",

gdje je ¢ neki broj i1z intervala (a,x). 1zraz

£ (c) -
= (n+1)! (X=a)""  z0ve se ostatak.

Primjer. Primjenjujuci Tajlorovu formulu na funkciju

f(x)=eX,zaa=01n=7, ima¢emo

X X° X" e |

=1+ —+—+...+—+—X
11 21 71 8l

Za X =1, odbacujuci poslednji

sabirak, dobijamodaje ..., 1, 1,1 1 i+£| 73_27181%44 )

]_'2!3!4'5!6




' " (n)
f (O)X+ f (0) X2-|—...-I— f (O) "
1 2! n!

f(x) = (0)+

Maclaurinov red- prikazuje razvoj funkcije f(x) oko nule (a=0)
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Lopitalovo pravilo (bez dokaza): Neka su f(x) 1 g(x)
diferencijabilne funkcije ¢1ja je grani¢na vrijednost, kad
X—a, nula 1 neka koli¢nik njthovih izvoda ima granicu A kad
X—a. Tada je /
LA OB (GO T
X—>a g(x) X—>a g'(x)
Napomena. Pravilo se primjenjuje I na oblik /o0, Ostali
neodredeni i1zrazi se svode na 0/0 ili oo/oo.

Primjer . Primjenjuju¢i Lopitalovo pravilo ( oblik O(- o)
sveli smo na -co/oo 1) dobijamo da je .

In X
limxInx = lim—= = |ImL1= 0

x—0 X—0 1 X—0

X X?
26



Monotonost funkcije

Vec¢ smo vidjeli da rastuca f-ja (iz Ax>0 slijedi Ay>0) ima
prvi izvod pozitivan ili jednak nuli (tj. koefic. pravca
tangente je pozitivan ili O - vidjeti grafik na slajdu 9).
Analogno, za opadajucu f-ju (kod nje iz Ax>0 slijedi
Ay<0) izvod je negativan ili 0. Kod crtanja grafika f-ja
trebace nam obrat tog tvrdenja. Pokazuje se da se
ISpitivanje monotonosti diferencijabilne funkcije svodi se
na ispitivanje znaka prvog izvoda (formalan dokaz se
izvodi koris¢enjem Lagranzove teoreme i pretpostavke
monotonosti):

Na intervalu na kome je prvi izvod pozitivan funkcija
raste; na intervalu na kome je prvi izvod negativan
funkcija opada

Primjer. y=Inx je stalno rastuca, jer je u domenu prvi

Izvod (1/x) stalno pozitivan. 27



ODREDIVANJE INTERVALA MONOTONOSTI
Za funkciju y = f(x) kazemo da raste, oznaka yT, na
intervalu (a,b)cD ako je za svako X, < X,, X;,X, € (a,b)
ISpunjena nejednakost

f(X1) < 1(xy)
Ako je, uz Iste pretpostavke

f(x1) = 1(xy),
kazemo da, na intervalu (a,b) < D, funkcija f(x) ne
opada.
Analgono se definidu opadanje (y4) i neragéenje
funkcije na nekom intervalu.
Intervale rascenja i intervale opadanja zovemo
intervalima monotonsosti funkcije.
Odredivanje intervala monotonosti zovemo jos i
ISpitivanje toka funkcije.
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Neka je y = f(x) funkcija diferencijabilna na intervalu [a,Db]
| neka na tom intervalu raste. Tada uz uslove,
Xo € (a,b), AXy > 01 X,+AX, € (a,b)
vazi jednakost
f(xq + AXg) > f(X,),
odnosno
Ay, = f(Xg + AX,y) — f(Xg) > 0.

Ay,

Xo

No, tada je 1 koliCnik pozitivan, a njegova granicna

vrijednost kad Ax,—0 nenegativna, tj.
. A
lim 2Ye

Axy—>0 AX 0

—£1(x,) >0

lz pretpostavke da diferencijabilna funkcija raste,
slijedi nenegativnost izvoda.



Geometrijski: Tangenta grafika diferencijabilne funkcije
koja raste na intervalu [a,b] je Ili paralelna x-osi ili sa
njom gradi ostar ugao (slika 1).

yA

7
.

Slika 1.

30



Pretpostavimo, sada, da je na intervalu [a,b] funkcija f(x)
diferencijabilna i da je f'(x) > 0, x € [a,b]. Ako su x; I X,,
X, < X, proizvoljne tacke intervala [a,b], onda, prema
Lagranzovoj teoremi, postoji tacka c € (X,,X,) takva da je

f(x,) - f(x,) = F(C)(X, - Xy).
Kako Je, po pretpostavci, f'(c) > 01X, > X,, to ]e

f(x,) > f(X,)

za svako Xy, X, iz intervala [a,b], Sto znaci da na intervalu
[a,b] funkcija raste.
Geometrijski: Ako tangenta grafika funkcije y = f(x) u
proizvoljnoj tacki x € [a,b] gradi sa x-osom ostar ugao,
onda na intervalu [a,b] funkcija raste (slika 1).
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Na Intervalu na kome je prvi izvod
pozitivan funkcija raste;

na Intervalu na kome je prvi izvod
negativan - funkcija opada.
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EKSTREMNE VRIJEDNOSTI FUNKCIJE

Vaznu ulogu u ispitivanju funkcije imaju one tacCke iz
Intervala definisanosti u kojima funkcija prelazi iz

rascenja u opadanje ili iz opadanja u rascenje. Na slici 2.
su to tacke x, 1 X, 0dnosno X, I X,.

A

y

N

Slika 2. 33




Kazemo da u tacki x = a € D; funkcija f(x) ima
maksimum ako postoji neka okolina tacke a u kojoj je
f(a) najveca vrijednost. Tako, funkcija Ciji je grafik dat na
sl. 2 za x = x5 Ima maksimum jer je na intervalu (X,,X,)
koji sadrzi tacku x,, f(X3;) najveca vrijednost. Vrijednost

f(a) se zove maksimum funkcije.,

Simbolicki: funkcijay = f(x) za v

X = a ima maksimum f(a), ako

postoji neka okolina tacke a

takva da je _\
f(a) > f(x) fa)

za svako X # a i1z te okoline

(SI' 3) 0 a:—6 a a-:|-6 x>

Slika 3. 34



Analogno se definise | minimum funkcije sl. 4.
maksimum

Minimum i

vrijednostima.
y

A

S

f(a)

Zovemo ekstremnim

>

0

al—6

a

S

Teorema (potreban uslov):
funkcija ima ekstremnu vrijednost, onda je u toj tacki prvi izvod

jednak nuli.

a-.|—8

k8 &

X

tacki x = a diferencijabilna

Teorema (dovoljan uslov): Ako je u stacionarnoj tacki x=a drugi
1zvod razliCit od 0, onda u toj tacki f-ja ima ekstremnu vrijednost, |
to: ako je drugi izvod u stacionarnoj tacki pozitivan- minimug, u
suprotnom (drugi izvod negativan)- maksimum



POTREBAN | DOVOLJAN USLOV:

Diferencijabilna funkcija u tacki x = a ima ekstremnu
vrijednost ako | samo ako je x = a nula prvog izvoda i ako,
prolazeci kroz tu tacku, prvi izvod mijenja znak. Pritom, ako
prvi izvod mijenja znak sa + na - funkcija ima maksimum, ako
mijenja sa - na + ima minimum.

Nule prvog izvoda zovu se stacionarne ili kriticne tacke.

Primjer. Odrediti ekstremne vrijednosti funkcije y = x3 — 3x + 1.
Resenje: Nule prvog izvoda (stacionarne-kriticne tacke) su
rieSenja jednacine 3x2-3=0,t.x,=-1 i X,=1.

't Prolazeéi kroz tacku x = —1 prvi izvod
mijenja znak (i to sa + na — pa u toj tacki
data funkcija ima maksimum:

Ymax = Y(-1) = (-1)3 = 3(-1) + 1 =3.
Prolazeci kroz tacku x = 1 prvi izvod mijenja
TrFN—— 1 m—/**%,  znakito sa - na+, pa u ovoj tacki data

-1 1 X e - -
\/ funkcija ima minimum: 36

ymin — y(l) =-1.




KONVEKSNOST | KONKAVNOST. PREVOJNE TACKE

Ako su ordinate proizvoljne tacke grafika funkcije y = f(x)
Cije apscise pripadaju intervalu (a,b) manje ili jednake od
odgovarajucih ordinata tangente t, onda kazemo da je
na intervalu (a,b) grafik funkcije y = f(x) konkavan

(sl. 5.). Ako su, uz iste pretpostavke, ordinate tangente
manije ili jednake od odgovarajucih ordinata grafika

funkcije, kazemo da je na intervalu (a,b) grafik funkcije
konveksan (sl. 6.).

M

y=1(x)

f(x)

0 a

X b
Slika 5.

yA

" Slika 6.



Ako je grafik funkcije konkavan y = f(x), drugi izvod je nepozitivan; ako je drugi
izvod negativan, grafik je konkavan .

Na intervalu konveksnosti drugi izvod funkcije y = f(x) je nenegativan; na
intervalu na kome je drugi izvod pozitivan, grafik funkcije je konveksan.

Tacka P(a,f(a)) je prevojna tacka (tj. tacka koja razdvaja konveksan od

konkavnog dijela) grafika f-je y akko je drugi izvod u toj tacki jednak 0, i prolazedi
kroz tu tacku drugi izvod mijenja znak.
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Brzina rasta neprekidne funkcije: F-ja y = f(x) koja
raste na intervalu (a,b) kazemo da, na tom intrvalu,
raste sve brze ili da raste progresivno, ako jednakim
prirastajima argumenta odgovaraju sve veci prirastaji

funkcije. 1z definicije slijedi da, za

1 funkciju koja raste sve

y
/ brze:
A 0<Ax; = AX, = Ax5= ...
= Ay, < Ay, < Ay, <.
Ay, Na intervalu (a,b)
,K Ay, funkcija y = f(x) koja ima
— — — » drugi izvod raste sve
0] a Ax, AX, Ax; b X

brze ako | samo ako je
ff(x)>0 1 f'(x) >0,
za svako x € (a,b). 39



Za funkciju y = f(x) koja raste na intervalu (a,b)
kazemo da, na tom intervalu, raste sve sporije
(degresivno) ako jednakim prirastajima argumenta
odgovaraju sve maniji prirastaji funkcije, tj.:
0<Ax;= AX, = AX3=...= Ay; > Ay, > Ay, > ..
na intervalu (a,b), funkcija y = f(x) raste sve sporije
ako I samo zako jef(x)>0 1 f'(x) <0.

y

Ay,

Ay,

0] a AYX1 A&z A;g b x 0



KARAKTERISTIKE FUNKCIJE. GRAFIK

Ispitati funkciju znaci odrediti:

1. Oblast definisanosti D,

2.Parnost, neparnost, periodicnost

3. Nule funkcije

4. Neprekidnost, ponasanje u prekidnim tackama,
vertikalne asimptote

5. Horizontalne | kose asimptote

6. Znak funkcije

7.Tok, ekstremne vrijednosti

8. Konveksnost, konkavnost, prevojne tacke

9. Grafik.
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