NEODREDENI INTEGRAL

Za funkciju F(x) kazemo da je primitivha
funkcija funkcije f(x) ako je

F'(X) = f(X).

Funkcija, na primjer F(x) = x? je primitivha
funkcija za funkciju f(x) = 2x Jer je
(X?)' = 2x.



|z diferencijalnog racuna je poznato da je
Izvod zbira jednak zbiru izvoda, kao 1 da je
izvod konstante jednak nuli, t].

[F(x) + c]' = F(x)
za proizvoljno c € R.
Odatle slijedi zakljucak:
Ako je F(x) primitivna funkcija funkcije
f(x), onda je 1 F(x) + ¢ primitivha funkcija
za f(x).




{F(X) + C} gdje je c proizVonna konstanta zovemo
neodredeni integral funkcije f(x) | oznaCavamo sa

| F(x)dx

| F(x)dx = F(x) +c

Funkciju f(x), tada, zovemo podintegralnom
funkcijom.

Izracunati neodredeni integral funkcije f(x) znaCi
odrediti skup {F(x) + c}, tako da je F(x) primitivha
funkcija funkcije f(x) I ¢ proizvoljna konstanta.



Primjeri
Primjer 1. Neodredeni integral funkcije f(x) = 2x je

ijdx:x2 +C

jerje (x2 +c)' = 2x.

Primjer 2.

jcosxdx: SINX+C



”f(x)dx]’ ~[F(x) +¢] =f(x)

izvod neodredenog integrala jednak je
podintegralnoj funkciji.

Vazi i obratno

| Fr09dx = f(x)+c



Tablica

'dx=x+c

- dX

— =In|X/+c
Y X

jexdx:eX +C

SINXdX = —CoSX+C
- dx
sin® X

= —ClgX+C

j ax = arctg X +C
1+ Xx°

a+1

X
jxadx:—+c,a¢—1
a+1
a.X
[arax=2"+c
Ina

jcosxdx:sinx+c

- dx

COS° X
- dXx

1-X

=1gX+C

= = arcsinx + ¢



[[F00+g(x)]dx = [ f(x)dx+ [ g(x)dx

IC'f(X)dX = C-_[f(x)dx



aEunat Primjeri
zracunati:

a) j(x?’—ZeX)dx e) j(\/li xjdx
b) I(cosx—i/xiz)dx

C) jaoZde

a
d) J(sinzx b)dx




METODE INTEGRACIJE

Metoda zamjene se sastoji u uvodenju nove
promjenljive, tako da se neodredeni integral funkcije
oblika f[g(x)]g'(x) svodi na neodredeni integral
funkcije f(t):

Uvedimo novu promjenljivu t tako da je

g(x) =t 1, dakle, g'(x)dx=dt

[ flo0)]g (dx = [ F(tye

tj. ako je F(t) primitivna funkcija za f(t), onda je F[g(X)]
primitivna funkcija za f[g(x)]g'(x).



Primjeri
Primjer 1. Izradunati 1= [(x? +3) 2xdx

Podintegralna funkcija je oblika f[g(x)]g'(x) gdje je
f(x) = x° i g(X) = X% + 3, pa se zamjenom X2 + 3 =t,
odakle je 2xdx = dt, dobija

j(x2 +3)52xdx::t5dt:%+c:%( 2 +3)6 +C

Primjer 2. Neodredeni integral f\/ZX—3dX

zamjenom 2x — 3 =t 2dx = dt, svodimo na
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Metoda parcijalne integracije se sastoji u tome sto se
podintegralni izraz f(x)dx predstavi u obliku proizvoda
funkcije u(x) = u I diferencijala funkcije v(x) = v:

f(x)dx = u(x)-dv(x) = u - dv

ju-dv:u-v—jv-du:jf(x)dx (*)
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Primjer 5. Izradunati Izjxexdx

Rjesenje: Podintegralni izraz xe*dx predstavicemo
obliku u(Xx)v'(x)dx: u(x) = x, V'(X)dx =e"dx

Diferenciranjem prvog I integracijom drugog izraza,
dobijamo:
du(x) =dx i |v'(x)dx=[e*dx

V(X) +c,=e*+c,, Il v(X)=e*+c.

No, obzirom na formulu (*) (desna strana vec
sadrzi proizvoljnu konstantu) mozemo uzeti da je
c =0, pa je v(x) = eX. Primjenimo li, sada, formulu
(*), imacemo: | = xe* —jexdx= xe* —e* +c
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Integracija racionalnih funcija

 Prvo razmotrimo kako se izvodi integracija racionalne
funkcije oblika 1

X° + pX +

¢iji imenilac nema realnih nula(D<0), tj . g - p%/4 > 0.

dx dx dt 1 t
j > =j > =_[ —— =—arctg—+¢
X+ px+qQ 2 t°+a° a a
PP
2 | 4

Smjenax +p/2=t=dx=dtiq-p44=a?

dx 2 2X+P
j _ = arctg +C
X*+px+q \faq-p*  \J4q—p’
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* Integracija racionalnih funkcija Ciji je
Imenilac oblika

P (X) = (X=%)“(X=%,) ..(x=% )" (X* + px+q)"..(x* + rx+8s)"

Xi#X, 17, 1,j€{1,2,..t}, 40 - p* # 4s - 7,
X1, X0y o0 Xpy Pi0s--0l,SER, Ky, Ks,... K €N,

q—p—>0,...,s—r—>0
4 4

F(X) = Q. (X) » Q. (x) — polinom stepena m
Py (X) + P_(x) — polinom stepena n

f(x) je prava ako je m<n
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* Neka je koeficijent uz stepen x" imenioca
P,(x) broj 1. Tada pravu racionalnu funkciju
mozemo predstaviti u obliku zbira prostih
razlomaka, tj. u obliku:

_ Q,(X) A, N A . A

f (X = +
(0 P(xX) (x=x)% (x=x)" X — X,
B L
e ot B 4 — .+ L,
(x—3)% T x=x T (x=x)F T x—x,
Px+Q RX+S

+— ot —— |
(X“+ px+0Q)* (X“+rx+5s)"

A ,..,A,B, ... B,.., RS Konstante koje se odreduju 1z
1 2 uslova identi¢nosti dva polinoma
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Primjer

Racionalna funkcija  f(x) = L

X° —3X+2

Jje prava jer je stepen brojioca (0) manji od stepena
Imenioca (2). Koeficijent uz najveéi stepen
Imenioca je 1, nule imenioca su x; = 1, x, = 2 {].
realne su 1 jednostruke, pa datu funkciju mozemo

predstaviti u obliku:
1 A B 1 A(XX-2)+B(x-1)

X —3x+2 X — 1 X—2 U X2 —3x+2 (X—=1D(x—2)
|z identi¢nosti slijedi da je (A + B)x - (2A + B) =1, odnosno
A+B=012A+B=-1,tj.A=-1,B=1,paje

1 -1 1
X2 —3x+2 X-— 1 x—2 e




A
I(X—x)kldx je tablicni. Za k=1 j(x ;)kldXzAklln‘X_Xl“FC
1
—k;+1
a. Za j Akl C dX: Aklj(x_xl)—kldxz Akl (X __)ifll—?l +e
k,#1 (X=X,
g y PX+Q
Razmotrimo integral funkcije 5 |
(X° + pXx+q)

gdje x2+px+q nema realnih nula
integral I S Z2X+ P —dl <
(X~ + pX+Qq)

se odmah re$ava smjenom x2+px+(g=t,
odakle je (2x+p)dx=dt 17




Sli¢no se 1 integral moze srediti (za P#0)

2Q
Px +Q p, X+t o
_“ 2 |dXZ J- > IdXZ
(X“+ px+0q) 27 (X" + px+0Q)
2Q 20
2X+P—-P+— _p4fx
PdX:PJ‘ 22X+P IdX—I—Pj P dX:

(x +px+q) (x* + px+Qq)’

dx

8

279 (x*+ px+q)'
P

2

J‘ 22X+P x+ )J.
(X" + px+Qq) (ﬁowfq)

Razmatramo na
Radi se smjenom narednim slajdovima

(slajd 17)
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Razmatranjem integrala I,, u potpunosti je
opisana integracija raciolnalniih funkcija
dx

l :j(x2+ pxX+q)'

Za =1, ve¢ je rijeSeno na slajdu broj 1. Neka je,

sada, 1>1. Kako je x2+px+q=(x+p/2)?+(49-p?)/4
(dobijeno dopunom do potpunog kvadrata), to se
uzimajuci i1stu smjenu kao na slajdu 1:

X+ pl2=t=dx=dti (49-p2)/4 = a2
dobija ] :J' dt
(t2 a2)|
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dx

RijeSimo integral |, =
J g | j(x2+a2)|
1 ja2+x2—x2 dy — J- dx
I az (x2+a2)' az (XZ_I_aZ)I—l
1 X« X 1 1
_az I(X2—|—a2)| dngll—l_?l'

Kod integrala | primijenimo

. . . XdX
parcijalnu integraciju sa u = x,dv= (X + a2
Nakon raCuna (v se rauna smjenom X°+a°=t), dobija se
= S ’ S
(x* +a?) 20-D(x*+a®)'* 2a-1)
1 X 21 -3

=1, = 2 702 7
2(l-Da” (x*+a“) 2(1-1a
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Odredeni v+
iIntegral

O a b

Problem odredivanja povrsine krivolinijske figure moze
se svesti na odredivanje povrsine ogranicene dijelom
grafika neprekidne pozitivhe funkcije y = f(x),
odgovarajucim intervalom na Ox osi i ordinatama
funkcije koje odgovaraju krajevima tog intervala. Takvu
figuru zovemo krivolinijskim trapezom "

ol 4



Neka je y = f(X) ]
funkcija neprekidna na |
intervalu [a,b], x; tacke \\ |
tog intervala, takve da - 3
je S| T

Xo=a<X, <X, <.. I = :
< O < _1 b 2 :éxo A§1: AXn-l

Xn—l Xn — 0| a=x, clo ;1 cl1 X, X, C., X,=b X>

lc,1=1,2,..,n-1
tacke intervala [x, X, ,].
Zbir n n
|, = Z f (Ci—l)(xi - Xi—l) = Z F(C A%, A% =X —X_4
=1 =1
zove se n-ta integralna suma funkcije y = f(x) na
Intervalu [a,b].
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Granicnu vrijednost n-te integralne sume funkcije
y = f(x) na intervalu [a,b] kad n — oo, I max Ax; — oo,
zovemo odredenim integralom funkcije y = f(x) na
Intervalu [a,b] i oznaCavamo sa

} f(x)dx

n

lim > f(c,,)Ax;, maxAx; — 0
n—>o0 &=

ff(x)dx =

max Ax; =0

ff(x)dx = lim Zn:f(ci_l)Axi
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VEZA IZMEDU ODREDENOG |
NEODREDENOG INTEGRALA

Oznacimo sa P(x) povrsinu ogranicenu grafikom
neprekidne, pozitivhe funkcije y = f(x), ordinatama f(a) |
f(x) i intervalom [a,X], X < b i sa AP(x) prirastaj te
povrsine ako se x promijeni za Ax > 0 (Srafirani dio).

y A
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Ako su m i M najmanja | najveca vrijednost
funkcije f(x) na intervalu [x,x+ Ax], onda je
AP(X) _

AX

Mm-AX < AP(X) <M -AXtj. m<

Kako je limM = limm= f(x):>||m AP(X)

=f(x)=
Ax—0 Ax—0 Ax—=0 - AX

P’'(x) = f(x) = P(x) primitivna funkcija funkcije f(x).

F(x) proizvoljna primitivna funkcija za f(x) =
PX)=FX)+c=P(b)=F0b)+c 1 P(a)=F(a) + c.
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1z P(x) = | f(x)dxslijed
* P(a) =0 i, dakle, F(a) = -c,
P(b) = [ f(x)dx = F(b) - F(a) = F(X)|;

Njutn-Lajbnicova formula

11
Primjer 1. Izradunati |=j(2x+3)dx
1

Jedna od primitivnih funkcija funkcije
f(x) = 2x + 3 je F(X) = x? + 3%, pa je

| = F(X)["* = F(11) — F(1) = 154 — 4 = 150 .



Racunanje povrsine

y

f(x
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f(x)
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f(x

%ﬂﬁ

(f(x)—g(x))x
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4

wW

P=PF+P,+P,=

j(f1(x)_ f4(x))jx+ _f(fl(x)_ fB(X))ZJX—I— _f(fz (X)_ fs(xg)jx

a

.,




Primjer
[zraCunati povrSinu ograni¢enu koordinatnim osama,

paravom y = 2 I grafikom funkcije y = Inx integracijom:
a) duz Ox-ose, b) duz Oy-o0se.

A
y y=In x _
P o PD OAMN

—e'[zlnxdx:Ze2 —eflnxdx
1 1

2

€
[ Inxdx radimo parcijalnom

» lintegracijom: u = Inx; dv = dx,

’ /1 " pajedu=dx/xiv=x. Otuda je:
y e? 92X 2 2 2
flnxdx:xlnx\1 —j;dx:Ze —e‘ +1=¢e°+1
1 1

pase dobijaP=2e?-e?-1=¢e2-1.
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b) Duz y-0se Je za integraciju jednostavniji slucaj jer je

2
p— j f(y)dy gdjeje f(y) = e¥ (iz y = Inx =x = &¥). Dakle,
0

2
P:jeydy:ey =g’ -1
0
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Nesvojstveni integral

» Beskonacne granice integracije
* NeograniCena podintegralna funkcija
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Beskonacne granice integracije
* F(0) and F(-») ne postoje, jer «,-o ¢R .
| £(x)dx

* U tom slucCaju primjenjuje se koncept
granicne vrijednosti.

[F(x)dx = Lm?f(x)dx

34
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Neogranicena podintegralna
funkcija

| pored toga sto su granice integracije
konacne, integral moze biti nesvojstveni
ako je podintegralna funkcija
neogranicena na [a, b]. Ponovo
primjenjujemo koncept limesa.
11

—dx.
»
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Primjeri
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Neke ekonomske primjene
Integrala

Od granicne do ukupne funkcije
Investicije | akumulacija kapitala
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Od granicne do ukupne funkcije

» Diferenciranjem ukupne funkcije (npr.
troskova) dobija se granicna funkcija

* Integracijom granicne funkcije dobija se
ukupna
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Investicije | akumulacija kapitala

« Akumuliranje kapitala je proces
uvecCavanja datog kapitala

« Kapital = K(t).

1)
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