DIFERENCIJALNE JEDNACINE

Diferencijalnom jednacinom prvog reda
zovemo svaku jednacinu koja povezuje
nezavisno promjenljivu x sa trazenom funkcijom
| njenim izvodom V', tj. jednacinu

F(X.y.y) =0 (%)
Resenjem diferencijalne jednacine (*) zovemo
svaku funkciju Cijom zamjenom u jednacini (*) ta
jednacina prelazi u identitet.
Opstim rjesenjem ili opstim integralom
diferencijalne jednacine | reda zovemo svaku
funkciju u kojoj figurise proizvoljna konstanta, a
koja jeste rjesenje te jednacine.
Partikularno je ono rjesenje koje se dobija iz
opsteg za datu vrijednost proizvoljne konstante. -



Neke diferencijalne jednacine |
reda

» JednacCina sa razdvojenim promjenljivima
 Homogena jednacina
 Linearna diferencijalna jednacina | reda



Jednacina sa razdvojenim
promjenljivima

» Opsti oblik ove jednacine je y' = f(x)-g(y),
odnosno
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Resavanje se svodi ha izracunavanje dva
iIntegrala



C1Primjer 1. Rijesiti diferencijalnu jednacinu
3e’

y
ResSenje: Mnozeci sa y dobijamo yy' = 3eX, odnosno
ydy = 3eXdx, odakle, integracijom lijeve I desne strane,
dobijamo

y!

jydy :j 3e*dx :>y72:3(eX C,

= y° =6e" +2¢,

Oznacavajuci 2¢, sa ¢, dobijamo opSte rjeSenje date
jednacine:
V> =6e* +c



Primjer 2. Na¢i one varijabilne troskove Kkoji
Ispunjavaju uslov: pri svakoj proizvodnji grani¢ni
varijabilni  troskovi  su  jednaki  prosjecnim

varijabilnim troskovima, tj. T
T, =—"
X
dTV — L E— dTV — %
dx X T, X

= InT,|=Inx+¢, = In[T,| = In|x|+ Inlc

odakle je T, = cx, Sto znaci da su granicni varijabilni
troskovi jednaki prosje¢nim varijabilnim troSkovima
samo ako su varijabilni troskovi proporcionalni.



Primjer 3. Uzmemo li u obzir da cijena p ipak nije
nezavisno promjenljiva veliCina nego da zavisi 1 od momenta
t u kojem se proizvod trazi, 1 traznja x ¢e zavisiti od momenta
t kao 1 od rasta cijene, tj. bice

x =f[p(t), p'(1)]

Sli¢no vazi i za ponudu, tj. Y= g[p(t), p'(t)]

Ravnoteza na trziStu, u ovom slucaju dinamicka
ravnoteza, ¢e se postici ako je

f[p(t), p'(t)] = g[p(t), p' ()]



Neka je, na primjer,x=40-2p+5p' 1 y=3p-20+ 10p'
Izjednacavaju¢i traznju 1 ponudu dobijamo diferencijalnu
jednacinu

40-2p+5p'=3p- 20+ 10p'

Cije Je opSte rjesenje

Ilp—12| = —t+c; | odnosno, ako je Inic| =c,
p=Ce™ +12
Ako je pocetna cijena (tj. za t = 0) p(0) = 30, onda ¢e se

dinamicka ravnoteza na trziStu odrzavati ako se cijena
mijenja sa momentom t po uslovu

p=18""+12



Ako cijena ne zavisi od momenta t, u navedenom primjeru
funkcije traznje 1 ponude glase:

X=40-2p 1 y=3p-20,
a ravnoteza (staticka) se ostvaruje pri cijeni p = 12.

Pustimo |i da u dinamickoj ravnoteznoj cijeni t—co dobijamo
da p(t)—>12, Sto znaci da se, u ovom slucaju dinamicka
ravnotezna cljena priblizava statickoj.



Homogena jednacina

Opsti oblik ove jednadine je ¥Y' = f(%}

Uvodenjem nove promjenljive, y = y
X

dobija se y = ux, odnosno y' = U'X + U, pa se
data jednacina svodi na jednacinu

u-x + u = f(u), tj. na jednacinu sa razdvojenim
promjenljivima.



|Primjer 4. Uvode¢i zamjenu =

y
X
dakle:y' = u'x + ujednadinu Yy'= % —1

1 . v I p 1
svodimo na jednainu u + u'X = U - 1, odnosno u’'=-——
X

Cije Je opSte rjeSenje
C

X

u=In

Vracajuci se smyen1 y = ux, dobijamo opste rjeSenje date
jednacine:

C
y=X-In—
X
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“]Primjer 5. Nac1 ono partikularno rjeSenje
homogene jednacine 2xydy = (y? - x2)dx koje
Ispunjava uslov y(4) = 2.

Resenje: Uvodeci malopredasnju zamjenu, dobijamo
opSte rjeSenje date jednacine: x° + y? = cX. |1z uslova
X=4 =y =2, dobljJamodaje c =5, pa je trazeno
partikularno rjeSenje

X% +y?-5x=0.
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Linearna diferencijalna jednacina |
reda
Opsti oblik ove jednacine je y' + P(X)y = Q(X)
Za jednacinu y' + P(xX)y = 0 kazemo da je

odgovarajuca homogena jednacina date
jednacine. Njeno rjesenje je

Inly| = —F(x) +¢,
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Ako je F(x) primitivha funkcija funkcije P(x),
onda je

—F(x)

Inly| = —_f P(x)dx ili Yy =ce

opste rjesenje odgovarajuce homogene
jednacine. Da bi dobili rjesenje date jednacine
c ¢cemo birati kao funkciju u(x), tako da

y =u(x)e "
bude rjesenje date jednacine.
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Nehomogeni slucaj

FORMULA :
y(x) _ ejp(X)dX( J‘q(x)ejp(x)dx )

14



1
CIPrimjer 1. Jedna¢ina Y’ —;y = X°

je linearna diferencijalna jednacina prvog reda. Njoj
odgovaraju¢a homogena jednacina je

1
y'-—y=0
X

¢ije je opste rjesenje y = ¢X. Formalnom zamjenom ¢ = u(x)
to rjeSenje 1ma oblik y = xu(x). Funkciju u(x))=u ¢emo
odrediti tako da y = ux bude opste rjesenje date jednacine:
kako je y' = u'X + u, zamjenom u datoj jednacini dobijamo
diferencijalnu jednacinu sa razdvojenim promjenljivim:

1 X’

UX+U——UX=X"=>UX=X"=U=—+C
X 9 15



Prema tome, opste rjesenje date jednacine je

e
=X — +¢C
4 2
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