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Pravilo mnozenja - kombinatorika

Bacaju se dvije Sestostrane kocke. Postoji Sest mogucih ishoda
bacajuci prvu kocku (1,2,3,4,5,6) 1 Sest mogucih ishoda
bacajuci drugu kocku (1,2,3,4,5,6). Ukupno, postoji

6*6=36 mogucih ishoda bacajuci dvije kocke.

¢ih nacina, tada broj nacina na koji se moze

" N
o lzabrati 5 karata iz Spila o lzabrati 5 karata iz Spila
od 52 - sa vracanjem od 52 - bez vra¢anja

— 52*52*52*52*52=525 — 52*51*50*49*48 =
380204032 razliCitih 311875200 razliCitin

mogucih ishoda mogucih ishoda



1. Neki student mora da izabere tri predmeta za
sledecCi semestar. Ako odlucCi da slucajno izabere
po jedan predmet iz 8 ekonomskih predmeta, 6
matematickih i 5 informatickih, moguce je:

— 249 razlicitin ishoda
— 240 razlicitih ishoda
— 19 razlicCitih ishoda

— 30 razlicitih ishoda
8675



Permutacije - Faktorijel

Na koliko razliitih nacina se mogu poredati 3 slova A, B, i C?

3*2*] = 6 mogucih nacina

Koliko ima nacina da se poredaju 6 slova A, B, C, D, E,
i F? (6*5%4*3*2%1 =720)

Faktorijel: Za svaki pozitivan cijeli broj n, definiSemo n faktorijel
kao: n(n-1)(n-2)...(1). OznaCavamo ga sa n/.

Broj n! Je broj naCina na koji se n objekata moze

urediti. Po definiciji 7/ = 1.




(Stablo dijagram)

Poredati slova: A, B, 1 C

® ABC
o b Py

A ACB

5 ‘<: .
A

C e BCA
A . B

= ® CAB
A

® CBA



Permutacije

Npr :
6! 6! 6*5*F4x3*2*]

=6*5*4=120

673

(6-3)! 31 3%2%]



Kombinacije

reda 1zbora.

M) o o_ 6 6l 6*5*4*3*2%1 6*5%4 120
°T3316-3)1 3B (3*2*D)(3*2*1) 3*2*1 6



Kombinacije — primjer 2

Investitor ¢e slucajno odabrati 6 od 20 trziSta za investiranje.
Koliko je mogucih razliCitih izbora?

=38760

20

s (20) 200 20-19-.-15-14
6 ) 61(20-6)! 720-14!

Prodavnica sladoleda nudi 25 razliCitih ukusa. Koliko razliCitin
nacina postoji da se izaberu 2 razliCita ukusa?

25 v :
6_[ j 25! 2524,

272 )T aes—2) 2



PRIMJER 3

* 10 kandidata se javilo na konkurs za 3
radna mjesta. Koliko je razliCitih izbora”

10 v .0.
C130 _ _ 10! _ 10-9-8 120
3 310-3)! 3.2-1



Hipergeometrijsko pravilo

« Skup od n elemenata sadrzi dva disjunktna podskupa od
n1in2 elemenata. Bira se r1 elemenata iz prvog
podskupa i r2 elemenata iz drugog. Broj mogucih izbora

je: " ",
Cr1 - C],2

* Primjer 4.: |z skupa od 10 studenata, medu kojima su tri
studentkinje, zelimo da formiramo skup od 4
predstavnika sa jednom studentkinjom. Koliko je
mogucih razliCitih grupa?

; . 3\ 7
C'-C; = =3-35=105
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PRIMJER 5

 Osoba ima 10 kosulja i 8 kravata. Koliko
mogucih parova kosulja/kravata moze
napraviti?

. (10)(8) = 80.
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Primjer 6. VjerovatnocCa

Kutija sadrzi kompjuterske djelove koji mogu biti ispravni ili ne. Ako se biraju
dva dijela sluCajnim putem, dogadaj — Prvi dio je ispravan a drugi
neispravan je:

. prost
. Slozen
. Objasnjenje: prost dogadaj obuhvata samo jedan ishod iz prostora

uzorka, a slozen dogadaj obuhvata dva ili viSe ishoda!
. S={ll, IN, NI, NN}
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Slucajne promjenljive

o Statistike

o Ocekivana vrijednost prekidne slucajne
promjenljive

o Binomna raspodjela

« Ostale prekidne raspodjele vjerovatnoce

o Neprekidne slucajne promjenljive

o Zakljucak
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SlucCajne promjenljive

Sluc¢ajna promjenljiva je funkcija koja pridruzuje jedinstvenu, ali promjenljivu,
vrijednost svakom elementu prostora uzorka.

Raspodjela vjerovatnoce slucajne promjenljive je tabela koja sadrzi moguce
vrijednosti slucajne promjenljive 1 njima pridruZene vjerovatnoce.
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Primjer 4-1
T

Posmatrajmo eksperiment bacanja dvije Sestostrane kocke. Odrediti
raspodjelu slucajne promjenljive X koja predstavlja zbir brojeva na dvije
kocke:

o X P(x)"
Ima 36 mogucih ishoda. 2 136
3 2/36
,2 & 4 45 47 4 3/36
1100 32050168 5 4/36
21 27 2% 2% 95 26 9 6  5/36
3,132 368 3% 365 36 10 7 636
4 8  5/36

4.1 42 il
48" 44" % # 9  4/36

Pl 4
5115253 5!% 6/12 0 336

6,1 16263 6465 6 1 2/36

12__1/36
1
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Primjer 4-2

Raspodjela vjerovatnoce za broj kvarova na masini je:

P(x)
0.1
0.2
0.3
0.2
0.1
0.1
1

N BN =S

Vjerovatnoca za vise od 2 kvara:
P(X>2) = P3)+P4)+P(5) = 02+0.1+0.1=04

Vjerovatnoc¢a od barem 1 kvara:
PX>1)=1-P(0)=1-0.1=.9
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Prekidne i neprekidne slucajne
promjenljive

Prekidna slucajna promjenljiva:
o 1ma prebrojiv 1iznos mogucih vrijednosti
« 1ma prekidne skokove 1izmedu dostignutih vrijednosti
o 1ma mjerljivu vjerovatnocu pridruzenu svim vrijednostima
o broji

Neprekidna sluc¢ajna promjenljiva:
e 1ma neprebrojivo mnogo mogucih vrijednosti
o krece se neprekidno od jedne do druge vrijednosti
o nema mjerljivu vjerovatnocu pridruzenu svakoj vrijednosti
e myjeri (npr.: visina, tezina, brzina, vrijednost, trajanje, duZina)
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Pravila prekidne raspodjele
vjerovatnoca

1. P(x) >0 zasve vrijednosti x.
2. P(x)=1

|Zakljuéak : 0 < P(X)<1]
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Kumulativna funkcija raspodjele

Kumulativna funkcija raspodjele, F'(x), prekidne sluCajne
promjenljive X je:

F(x)=P(X <x)=)_ P(i)

x Pkx) Fk)
0 0.1 0.1
1 0.2 0.3
2 0.3 0.6
3 0.2 0.8
4 0.1 0.9
5 0.1 1.0
1
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Kumulativna funkcija raspodjele

Vjerovatnoca da Ce se najviSe tri kvara ostvariti:

35 _L)g f %%‘2 _ AX=3=F0Q
1 0.2 0.3
3 02 08— N
4 0.1 0.9
5 0_11 1.0 /
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Koriscenje kumulativne
raspodjele vjerovatnocCe

Vjerovatnoca da ¢e se ostvariti od jednog do tri kvara:

X Pix) F(x)
0 0.1 0.1
1 ).2 0.3
2 E 0.6
3 ' 0.8
4 0.1 0.9
5 0.1 1.0

1




4-2 Ocekivane vrijednosti

prekidne slucajne promjenljive

-0 1T T T T T
0 1 2£r 3 4 5

Ocekivana vrijednost prekidne slucajne
promjenljive X je jednaka sumi proizvoda
svake vrijednosti slucajne promjenljive 1
njene vjerovatnoce.

u=E(X)= ZxP(x)

1.0

X P(x) xP(x)
0 0.1 0.0
1 0.2 0.2
2 0.3 0.6
3 0.2 0.6
4 0.1 0.4
5 0.1 0.5

0.3 = E(X)=

22



SlucCajna promjenljiva

3 Sl. promjenljiva je definisana kao:, . 0 1 2

P=1-1/4-1/2=1/4
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4. Slucajna promjenljiva

 |strazivanje bankarskog poslovanja dalo je sledecu
raspodjelu vjerovatnoCe za kamatne stope na
dugorocne stambene kredite:

Vjerovatnoca 0,12 0,23 0,24 0,35 0,06

* Ako je iz ove raspodjele na sluCcaj odabrana banka,
izracunati vjerovatnoCu da je kamatna stopa koju
ova banka zaraCcunava veca od 8,0%7

« P(X>8,0%)=P(X=8,5%)+p(vise od
8,5%)=0,35+0,06=0,41



4. Slucajna promjenljiva

Na osnovu podataka iz prethodnog zadatka, kolika se
kamatna stopa na dugorocne stambene kredite moze
ocCekivati na osnovu oCekivane vrijednosti?

.« E(X)=YxP(x)=7%%0,12+7,5%*0,23+...+9%*0,06=8%
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4-3 Binomna raspodijela

Bernulijev proces je niz od » 1denti¢nih pokusSaja koji zadovoljavaju
sledece uslove:

1. Svaki pokuSaj ima dva moguca ishoda, koje zovemo uspjeh i
neuspjeh. Ishodi su medusobno iskljucivi 1 iscrpni.

2. Vjerovatnoca uspjeha, u oznaci p, ostaje konstantna u svakom
pokuSaju. Vjerovatnoca neuspjeha se oznacava sa ¢, gdje je g = I-p.

3. N pokusaja su nezavisni. Tj, ishod bilo kog pokuSaja ne uti¢e na i1shod
ostalih.

Slu€ajnu promjenljivu, X, koja broji broj uspjeha u » Bernulijevih
pokusSaja zovemo binomnom slu¢ajnom promjenljivom.

26



Binomna raspodjela
vjerovatnoce

Binomna raspodjela vjerovatnoce

n _ n! _
P(x) = x _(n—x) — x _(n—x)
(x) [}Jp q oo 74

gdje :
p je vjerovatnoca uspjeha u jednom pokusaju,
q - ]-pa

n je broj pokusaja, 1

x je broj uspjeha.

Broj

uspjeha, x Vjerovatnoca P(x)

0 0!(nni oy ¥ KA
1 U(nLil)!plq(H)
5 2!(+12)!p2q(n_2)
. 3!(:i 37 CA

0
n n!(n——n)!p q

1.00
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Binomne vjerovatnoce (Primjer)

Pretpostavimo da bacamo jedan ispravan novcic¢ pet puta zaredom,
i neka X predstavlja broj glava.

vjerovatnoca za 2 glave u 5 bacanja novcica:

P(X=2)=10* (1/32) = (10/32) = .3125

10 (1/32)

Broj ishoda sa Vjerovatnoca svakog
2 glave ishoda sa 2 glave

28



Primjer 4.5.

Neka je 20% svih autodjelova proizvedenih u jednoj fabrici neispravno. Ako
biramo 4 autodijela slu¢ajnim izborom, odrediti vjerovatnocu da su 3 od 4
neispravna.

4
P(x) = pxq(" *) = ; 0.2°0.8147) =

41
314 -3)!
=4*0.0064 = 0.0256

0.008*0.8' =

29



Oblik binomne raspodjele

Binomna raspodjela postaje vise simetri¢na kako n raste i kako p



3-4 Ostale prekidne raspodijele
vjerovatnoce: Poisson-ova

Poisson-ova raspodjela vjerovatnoce je korisna za odredivanje vjerovatnoce broja
pojavljivanja u datom vremenskom periodu ili u datom prostoru. Tako, Poisson-
ova slucajna promjenljiva broji dogadaje u neprekidnom intervalu vremena ili
prostora. Moze se takode koristiti za raCunanje pribliznih binomnih vjerovatnoc¢a
kada je vjerovatnocéa uspjeha mala (p<0.05) i broj pokusSaja veliki (n=>20).

Poisson -ova raspodjela :

pe™

P(x) = Prx=1273,...

x!

Gdje je u prosjek raspodjele (kao 1 varijansa) i
e je osnova prirodnog logaritma (e=2.71828...).
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Ostale prekidne raspodiele
vjerovatnoca: Poisson-ova (nastavak)

Primjer 4-6:

Masina za pranje vesa se kvari u prosjeku 3 puta
mjesecno. Odrediti vjerovatnocu da ¢e se tokom
sledec¢eg mjeseca ova masina pokvariti:

1) Tacno 2 puta;

2) Najvise jednom.

3%e™  9%0.04979

u=3

DP(x =2) = - 0.224

)P(x =2) 3 >
0 -3 1 -3

NP =0)+P(x=1)=> 43¢ _
o! 1

%k *
_1%0.04979  3*0.04979 _ oo )

1 1



Ostale prekidne raspodiele
vjerovatnoca: Poisson-ova (nastavak)
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Ostale prekidne raspodjele
vjerovatnoce: Hipergeometrijska

Hipergeometrijska raspodjela vjerovatnoce se koristi za odredivanje broja
dogadaja kada se vrsi uzorkovanje bez ponavljanja. Broji broj uspjeha (x) u n
izbora, bez ponavljanja, iz populacije od /N elemenata, S od njih su uspjesi i (NV-S)
su neuspjesi.

Hipergeome trijska raspodjela : . S
[S N—SJ pu=np,gde p= N
X\ n—x
o N] Variiansa je: o2 = (N_njn
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Ostale prekidne raspodjele vjerovatnoce:
Hipergeometrijska (nastavak)

Primjer 4-7: .

Jedna korporacija ima 12 zaposlenih, 7 ( 2— 7) TY5S

od kojih je 7 Zena 1 5 muskaraca. 3
J

Planira se slanje troje ljudi na 3 3 — 3) 3100
konferenciju, od svih 12. Koja je P= ‘ —
vjerovatnoca da su sva tri poslata 12 12 220
radnika Zene?

3 3
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SlucCajna promjenljiva

8. Eksperiment bacanja novcica ima:
— Hipergeometrijsku raspodjelu
— Poissonovu raspodijelu
— Uniformnu raspodjelu
— Binomnu raspodjelu
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