Neprekidna slucajna
promjenljiva

Neprekidna sluc¢ajna promjenljiva je slucajna promjenljiva koja moze da uzme bilo
koju vrijednost iz nekog intervala brojeva.

Vjerovatnoce pridruzene neprekidnoj slucajnoj promjenljivoj X se odreduju funkcijom
gustine vjerovatnoce slucajne promjenljive. Funkcija, u oznaci f(x), ima sledece
osobine.

1. f(x) = 0 za svako x.

2. Vjerovatnoca da ¢e X biti izmedu dva broja a 1 b je jednaka povrSini ispod f(x)
izmedu a 1 b.

3. Ukupna povrsina ispod krive f{x) je jednaka 1.00.

Funkcija kumulativne raspodjele neprekidne sluc¢ajne promjenljive:

F(x) = P(X <x) =Povrsini ispod f(x) izmedu najmanje moguce vrijednosti X (¢esto -o0) 1
tacke x.




Funkcija gustine vjerovatnoce |
funkcija kumulativne raspodjele

F(x) 4

1

F(b)

} P(a <X <b)=F(b) - F(a)

P(a <X <b) =Povrsina
ispod f(x) izmedu a 1 b
= F(b) - F(a)

F(a)

f(x) T




Normalna raspodjela

« Normalna raspodjela vjerovatnoce

o Standardna normalna raspodjela

o Transformisanje normalne sluéajne
promjenljive

o Inverzna transformacija

o Slozeniji problemi

« Normalna raspodjela kao aproksimacija
ostalih raspodjela vjerovatnoce

o Zakljucci




5-1 Uvod

Kako n raste, binomna raspodjela priblizava se ...
n==~6 n=10

Normalna funkcija gustine

raspodjele: x /‘]2
f(x)=+e 202 73 —c0<xX<©

A/ 22

gdje e=2.7182818...1 7=3.14159265...




Normalna rapodjela
vjerovatnoce

* Osobine:

— U obliku zvona je i simetricna raspodjela.
Posto je raspodjela simetri¢na, jedna polovina
(.50 ili 50%) lezi sa svake strane prosjeka.

— Karakteristicni parametri su prosjek, u, i
varijansa, o?. Tj: [X~N(n,c?)].

— Svakoj je asimptota horizontalna osa.

— Povrsina ispod bilo koje funkcije gustine
normalne vjerovatnoce unutar ko od p je ista

za sve normalne raspodjele, bez obzira na
prosjek i varijansu.



Normalne raspodjele
vjerovatnoce

Sve su funkcije gustine normalnih rasporeda iako svaka ima razliCit prosjek i varijansu.

K| | o=

W~N(40,1) X~N(30,25) Y~N(50,9)

Odrediti:

P39 < W < 41)
P25 < X < 35)
P47<Y <53)
P-1<Z<1)

Z~N(0,1)



5-2 Standardna normalna
raspodjela

Standardna normalna sl. promjenljiva, Z, je normalna sl. prom.
sa prosjekom p = 0 i stand. devijacijom & = 1: Z~N(0,1?).

Standard Normal Distribution

T A




Nalazenje vjerovatnocCe standardne
normalne raspodjele: P(0 < Z < 1.56)

Standardne normalne v

Standard Normal Distribution

03 ]

fz)
|

01 —

00 _| T T T 1
5 4 3 2 41 0 1 2 3 4

erovatnoce

©C 0000000000000 0 g

Traziti u redu
oznac¢enom 1.5 i koloni
oznacenoj .06 da se
nade

P(0 £z<1.56)
=F(1.56)-F(0)=.9406-.5
=.4406




Nalazenje vjerovatnocCe standardne
normalne raspodjele: P(Z < -2.47)

Naci P(Z<-2.47):
Naci u tabeli -2.47
P(Z < -2.47) = .0068

z ..

23 ..

.06

0.0054 0.0052

0.0051

25 ..

0.0094 0.0091

0.0089

.08

Sina ulijevo od -2
<-2.47)=0.0068

Sina za 2.4
i

.A




Nalazenje vjerovatnocCe standardne
normalne raspodijele: P(1< Z < 2)

Nac¢i P(1 £Z<2):
1. Na¢i u tabeli 2.00
F(2) = P(Z < 2.00) = .9772
2. Na¢i u tabel1 1.00
F(1)=P(Z < 1.00) = ..8413
3. P(1 <Z<2.00)=P(Z < 2.00) - P(Z < 1.00)
=.9772 - 8413 =.1359
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Nalazenje vrijednosti standardne
normalne sl. prom.: P(Z<2z)=0.90

. ) 0
Naci z tako da je 3
0.5832 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6

0.6217 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6

_ . 0.6591 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6

P(Z—< Z) - 90 0.6950 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.
0.7291 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.

0.7611 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.

;. . , v .y 0.7910 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.¢

1. Naci VJGI'OVatIlOCU Sto blizu 0.8186 08238 08264 0.8289 0.8315 0.8
0.8438 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.6

.90 u tabell Standardnlh 0.8665 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.6

- 0.9049 0.9066  0.9082 09099 09115 0.9131 0.9147

normalnih vjerovatnoca.

2. Onda odrediti vrijednost z
1z odgovarajuceg reda 1
kolone.

stor = .90 (.89"

/
P(Z < 1.28) ~ .90




99% Interval oko prosjeka:
P(-z<Z<2z)=0.99

P(-z<Z < z) = F(z)-F(-z)=F(z)-(1-
F(z))=F(z)-1+F(z)=2F(z)-1=0.99
F(z)=1.99/2=0.995

9959 0.9960  0.9961 _ 0.9962 _ 0.9963

Pronaci u tabeli stand. normalne raspodjele taj
broj 1 naci z vrijednost koja mu odgovara:

tru = .9
2375 zyps < 2.58 tralna lijeva strana = . m
Zgos =~ 2575 04—
tralna desna strana = .
P(-2.575 <7 <2.575) =.99 %7
N o2 -
| esni rep = .00
ijevi rep = .00 i l
0.0 — 1 1 1 1 1 1 T T
5 4 -3T-2 10 1 2T3 4 5
z
~Z 005 Z 005
R.>/3 R.575
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5-3 Transformacija normalne
sluCcajne promijenljive

Odrediti P(40 < X < 60) = P(-1 < Z < 1) = 0.6826 jer je =50 i & = 10.

Transformacija od X za Z:
X — 4L
7 —

O
29

Transformacija
duzimanje: (X -
Py

»

Dijeljenje sa .
Inverzna transformacija od Z za X:

X:/ux+ZO-X




Koriscenje normalne
transformacije

Pr. 5-1
X~N(160,302)

P(100< X <180)

o) O o)
_ (100160 -, .180-160
P50 <73
= P[-2<7<.6667)
=0.7454-0.0228=0.7226

:PIOO—ySX—,uSBO—,u]

|

Pr. 5-2
X~N(127,222)

P(X <150)

o) o)

o 150127
=P Z<T
= P(Z <1.045)
=0.8508
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Koriscenje normalne
transformacije - primjer 5-3

Pr5-3
X~N(383,12?)

P(394 < X <399)

P 394—#SX—,LIS399—/1]
loa loa loa

394—383 _ , _399—383
£ 1z ~“=" 12 ]

P0.9166<7Z <1.333)
0.9082—0.8212=0.087
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Normalne vjerovatnoce

* YVjerovatnoca da je normalna sl.
prom. izmedu I standardne
devijacije od prosjeka (sa svake
strane) je 0.6826, ili priblizno 0.68.

* YVjerovatnoca da je normalna sl.
prom. izmedu 2 standardne
devijacije od prosjeka je 0.9544, ili
priblizno 0.95.

* Vjerovatnoc¢a da je normalna sl.
prom. izmedu 3 standardne
devijacije od prosjeka je 0.9974.
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PRIMJER 5-4

* Dnevna potrosnja vode u Kotoru je
normalno distribuirana sa sredinom od
20 litara | st. dev. od 5 litara.

* Oko 68% dnevne potrosnje vode lezi
unutar koje dvije vrijednosti?

o utlo=20%1(5). 68% svih dnevnih
potrosnji vode ce biti izmedu 15125
litara.

17



PRIMJER 5-4 nastavak

Koja je vjerovatnoca da ce domacinstvo na
slucaj izabrano koristiti manje od 20 litara na
dan?

Odgovarajuca Z vrijednost je Z=(20-20)/5=0.

Prema tome, P(X<20)=P(Z<0)=.5
Koji procenat domacinstava ima potrosnju
izmedu 20 i 24 litra?

Z vrijednost za X=20 je Z=0 a za X=24,
Z=(24-20)/5=.8. Prema tome,
P(20<X<24)=P(0<Z<.8)=28.81%

18



5-4 Inverzna transformacija

Ako je X~N(50,10°),

P(X>70)=P(x_’u> 70_"‘) =P(Z> 701_050j - P(Z>?2)
O

(o3

Tj., P(X >70) moze se lako naci jer 70 je 2 standardne devijacije iznad prosjeka od X:
70 = u+ 20. P(X> 70) je jednako P(Z > 2), povrsini ispod standardne normalne
raspodjele.

Primjer 5-5 X~N(124,12°)
P(X>x)=0.10 i P(Z> 1.28) ~ 0.10
x=u+tzo=124+ (1.28)(12) = 139.36

0.8790 0.8810

0:9147 0.9162




Inverzna transformacija (2)

Primjer 5-6

X~N(2450,400°)

P(a<X<b)=0.95 1
P(-1.96<7<1.96)=0.95
X=putzo=2450 % (1.96)(400) =
2450 £784=(1666,3234)

P(1666 < X <3234) = 0.95

1000 2000 3000

20




1

Modus

Ako je poznata
statistiCka serija sa
ocjenama: A, C, C,
B, D, E, A, A, modus
je:

3

Ne moze se odrediti
A

Serija nema modus

2 Prema skupu

podataka: 1 4 4 5
11 7 8 19 5 7,
raspored je:

Multimodalan
Bimodalan

Modus nije definisan
Unimodalan

21



3. zadatak

Ocjena

B C

Broj studenata

10

8 64

93

106

281

Ocjene iz Matematike na Ekonomskom fakultetu u
Podgorici u 2010/2011. godini date su tabelom.

1) Modus je:
« 106
- E
c C

. 64

22



Prosjek

Ocjena A C D E >
Broj studenata 10 64 93 106 281
4) ProsjecCna ocjena je:
* Ne moze se odrediti
e E
e C
e 7.014 . :
. ZNﬁc _10-10+..4106-6 _ .,

281
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5. Medijana

A Dati su podaci o utrosku vremena prilikom obrade naloga jednog

zaposlenog u banci na odredenidan: 17 11 22 11 5 7 4 8.
. Pola naloga je trajalo manje, a pola viSe od:

457811 11 17 22

Xg + X

Mo — 2 5+1:x4+x5 8+11:

2 2 2

9.5

24



6. Varijansa i stand. devijacija

Date su zarade (u milijardama dolara) u uzorku
od 5 najbogatijih ljudi svijeta, Cija je suma
95,5,i > x=285493
Varijansa je u milijardama:

183,59
o« 257,72
16,05 )
 0,1605 2 _ux B 2
Szsz nx :2854,93 5%19,1 25772
n—1 5-1
f=2x=955:191

25



/. Vjerovatnoca i tabela

kontigencije
Da Ne Bez odgovora
Covjek 77 140 32
Zena 104 119 34

|lzabran je uzorak od 506 radnika i anketirani su po pitanju da li
zele da dobiju jos jednu nedjelju placenog odmora godisnje.
Ako je jedna osoba izabrana slucajnim putem, koja je
vjerovatnoca da je ispitanik:

dao potvrdan odgovor pod uslovom da je zena?

Ostao bez odgovora ili dao potvrdan odgovor?

zena koja je dala negativan odgovor?

WN -
~ — ~—
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/. Vjerovatnoca i tabela

kontigencije
Da Ne Bez odgovora
Covjek 77 140 32
Zena 104 119 34

1) dao potvrdan odgovor pod uslovom da je zena?
104/257
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/. Vjerovatnoca i tabela

kontigencije
Da Ne Bez odgovora
Covjek 77 140 32
Zena 104 119 34

2) dao potvrdan odgovor ili ostao bez odgovora?

181/506+66/506-0/506=247/506=48.8%

28




/. Vjerovatnoca i tabela

kontigencije
Da Ne Bez odgovora
Covjek 77 140 32
Zena 104 119 34

3) Zzena koja je dala negativan odgovor? _119/506

29




8. Prosjek

Konacna ocjena iz Statistike izvodi se kao
prosjek iz poena za domaci zadatak,
dva kolokvijuma i zavrsni ispit. Domaci
zadatak Cini 10%, a kolokvijumi po 25%
konacne ocjene. Preostali dio ocjene
cini zavrsni ispit. Ako je student za
domaci dobio 95%, 70% na prvom
kolokvijumu, 96% na drugom
kolokvijumu, a 72% na zavrSnom,
odrediti njegovu konacnu ocjenu.
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0

Prosjek

Domaci zadatak 10%=0,1 95% 9,5%
| kol. 25%=0,25 70% 17,5%
Il kol. 25%=0,25 96% 24%
Zavrsni ispit 40%=0,4 72% 28,8%
Suma 100% 79,8%

Konacha ocjena je ocjena C!

¥ =) xp=798%
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