5. Diferencijalni racun

OSNOVNE TEOREME DIFERENCIJALNOG RACUNA

Teorema 1. (Rolova) Ako je funkcija f :[a,b]— R neprekidna na segmentu
[a,b] i diferencijabilna na intervalu (a,b) i f(a)= f(b), tada postoji tacka
c e(a,b) zakojuje f'(c)=0.

Teorema 2. (Langrazova) Ako je funkcija f :[a, b]—) R neprekidna na
segmentu [a,b] i diferencijabilna na intervalu (a,b), tada postoji tacka
¢ € (a,b)takva da vazi f(b)—f(a)=f'(c)-(b—a).

Teorema 3. (Kogijeva) Ako su funkcije f:[a,b] >R i g:[a,b]>R
neprekidne na segmentu [a,b] i diferencijabilne na intervalu (a,b), pri ¢emu je
g'(X)?& 0, xe (a,b), tada postoji tatka ce (a,b) takva da je
f(b)-f(a) _f1lc)

g(b)-g(a) g'lc)
Teorema 4. (Lopitalova pravila) Neka su funkcije f i g diferencijabilne u
nekoj okolini tacke X, i nekaje g'(x)=0 za x € O(X, ), X # X, .

* Akoje lim f(x)= lim g(x)=0 iako postoji lim ;:EX

f(x) FX) _ i )

lim —= i pri tome je lim —— = lim ——.
X—>Xp g(X) X—>Xp g(x) X—>Xp g (X)

e Akoje lim f(x)=lim g(x)=co iako postoji lim

), 1)

, tada postoji

f'(x)
g'(x)

, tada postoji

f(x)

lim —= i pri tome je lim —= = :
X—=X%g g(x) X%, g(x) X—=Xg g'(x)
Lopitalovo pravilo se moze Koristiti 1 za izra¢unavanje grani¢nih vrijednosti sa

neodredenostima koje se simbolicki mogu zapisati kao:

% §to ée se vidjeti iz sljedeéeg primjera.

0-00,00—00,17,0°%, o

Primjer 1. Koriste¢i Lopitalovo pravilo izraCunati sljede¢e grani¢ne
vrijednosti:
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5. Diferencijalni racun

e’ -1 X +2x+1 . 1 1
a) lim , b)lim——= ¢)limx-Inx, d) Ilm(_———),
x=0 Sin X X—>+o0 eX X—>0+ x=>0\ SINX X

1
e) Ixi_r)r(l)(cos X)x*

X
=1 0 _(e—) ¥ 1
a) lim— =—=1|im —=i =—=
x>0 sinX 0 x-0 (sinx) x=>0cosx 1
’
3
X +2X+1 o (X +2X+1) 3 4+2
b) lim ——=—=lim ; = lim —=—=
X—>+00 e o0 X—>+00 (eX ) X—>+0 e o0
2 ' !
. (3X +2) _6x o . (6x)
= lim *——"=lim —=—= lim ~= lim —=—=0,
X—>+0 (ex) X—>+<0 e o0 X—+w (ex) X—>+o ex +00
, 1
Inx o . (Inx oy .
¢) lim x-Inx=0-00= lim === —=I|m( ? = lim = lim (-x)=0,
x—=0+ x—0+ 1 o0 X—>0+ 1 X—>0+ X—=0+
X (x X2
A ’
1 1 . Xx-sinx 0 (x—sinx
d)lim| —-=[=zw-w=lim—=—=1i L=
x>0l sinx X x>0 xsinx 0 x-0 (xsinx)
’
_lim 1-cosx 0 lim (1-cosx) lim sin x 0 0
= —_— === '— =—=0,
x=>0sin X+ xcosx 0O X"°(sinx+xcosx) x>0 COSX + COSX — XsSinx 2
) 1 ( ) @(—sinx)
il In lim (cos x) 2 lim In(cos x),2 lim L In(cos x lim
e) Ilm(CosX) P o =T QI _ e =e~ X =
x—0
COs X l 1

—sinx L im
T 2 0CO0S X=X Sin X - -
X— =e 2 = e 2

= @X?02XCOSX —

Definicija 1. Neka funkcija f u tacki X, ima konagan n-ti izvod f"(x,)
.Polinom
2 n
T (x)= f(x0)+—(x LXO) f ’(x0)+—(X _2)!(0) f”(xo)+...+—(X _n)!(O) f™(x,)
je Tejlorov polinom n-tog stepena funkcije f u tacki X
Specijalno za X, = 0 polinom T, (x) je Maklorenov polinom.
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5. Diferencijalni racun

Teorema 5. (Tejlorova formula) Neka je funkcija f diferencijabilna (n +1)
puta na intervalu (a,b) koji sadrzi tatku X,. Tada za svaku tacku

X e (a,b), X # X, postoji tatka C izmedu X 1 X, takva da vazi Tejlorova
formula:

2 n
109= 100 U3 100 U5 1)t EL 10 ) o, 1

n!
n+1
gdje je Rn(x):mf(““)(c), C=%,+6-(x=x,), 0<0<1

ostatak Tejlorove formule u Langrazovom obliku.
Specijalno, za X, = 0 Tejlorova formula se naziva Maklorenova formula.

Primjer 2. Napisati Maklorenovu formulu za funkciju f (x) =e”.

Kako je f(0)= f'(0)= f"(0)=...= f™(0)=1, to je
2 n c
e :1+X+X—+...+X—+—X”+l,gdjejetaéka C izmedu 0 i X.
2! n o (n+1)
Teorema 6.
e f'(x)=0 zasvako x e (a,b) ako i samo ako je f(x)=const. za svako
X e (a,b).

Ako je f'(x)>0 zasvako x € (a,b), tada je funkcija f strogo rastuca na

intervalu  (a,b), ti. (¥x,,x, €(a,b))x, <x, = f(x,)< f(x,)(oznaka

f ).

e Akoje f'(x)>0 zasvako x (a,b), tada je funkcija f monotono rastu¢a
na intervalu (a,b), tj.
(¥x,,%, € (a,b)) x, < x, = f(x,)< f(x,)(oznaka f T).

e Akoje f'(x)<0 zasvako x e (a,b), tada je funkcija f strogo opadajuca
na intervalu (a,b), tj. (¥x,,%, € (a,b))x, < x, = f(x,)> f(x,)(oznaka
f3d).

e Akoje f'(x)<0 za svako xe(a,b), tada je funkcija f monotono

opadajuca na intervalu (a, b), tj.

(¥x,,%, €(a,b)) x, < x, = f(x,)> f(x,)(oznaka f {).
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5. Diferencijalni racun

Definicija 2.

e Tatka X, je tafka lokalnog minimuma funkcije f ako postoji okolina
O(x, ) tatke X, takva da je f(x,)< f(x) za VxeO(X,) X # X,.

e Tatka X, je tafka lokalnog maksimuma funkcije f ako postoji okolina
O(x, ) tatke X, takva da je f(x,)> f(x) za VxeO(x,) X # X,.

e Tacke lokalnog minimuma i maksimuma nazivamo tackama lokalnih
ekstremuma, a vrijednost funkcije u tim tackama nazivamo ekstremumima
funkcije.

Teorema 7. (Fermaova) Ako diferencijabilna funkcija u tacki X, ima

lokalni ekstremum, tada je f'(x,)=0.

Teorema 8. Neka je funkcija f diferencijabilna na intervalu koji sadrzi tatku
X, zakojuje f'(x,)=0. Tada:
o Akoje f'(x)>0 za x<x,i f'(x)<0 za x> X,,tadaje X, tacka
lokalnog maksimuma.
o Akoje f'(x)<0 za x<x,i f'(x)>0 za x> X,,tadaje X, tacka
lokalnog minimuma.

Teorema 9.
o Akoje f'(x,)=0 i f"(x,)>0,tadaje X, tacka lokalnog minimuma

funkcije f .
e Akoje f'(x,)=0i f"(x,)<0,tadaje X, tatka lokalnog maksimuma
funkcije f .

Primjer 3. Odrediti intervale monotonosti i ekstremne vrijednosti funkcija:

a)y=x>—2x*+x+7, b)y:x+i.
X

A y=x>-2x"+x+7 = y':3x2—4x+1:3-(x—1)-(x—1}
y>0 = -(x—l)-(x—%j>0 = XG(—oo,%ju(l,+oo) f T,
(x—l)-(x—l)<0 = Xe(l,lj fld

3 3

y'=0 za x=1 v x:%

y<0 =
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5. Diferencijalni racun

1
Posto posmatrana funkcija lijevo od tacke X = g raste, a desno od te tacke opada,
to zakljuCujemo da je tacka X = g tatka lokalnog maksimuma. Dakle,

T oax (% , %) . Lijevo od tacke X =1 posmatrana funkcija opada, a desno od te

tacke raste, pa je tatka X =1 tacka lokalnog minimuma. Dakle, T . (1,7).

b)y=x+£ . y’=1_i2=X2;4=(X_2)(2X+2)

X X X X

y>0 = (x-2)x+2)>0 = xe(-0-2)u(2+w) T

y'<0 = (x-2)x+2)<0 = xe(-22) fil

y'=0 za x=-2 v x=2

Posmatrana funkcija lijevo od tacke X = —2 raste, desno od te tacke opada, pa je
tacka X = —2 tatka lokalnog maksimuma. Dakle, T, (— 2,—4). Lijevo od tacke

X = 2 posmatrana funkcija opada, a desno od te tacke raste, pa je tatka X = 2
tacka lokalnog minimuma. Dakle, T, (2,4).

Definicija 3. Neka je funkcija f diferencijabilna na intervalu (a,b).
e Zafunkciju f kaZzemo da je konveksna na intervalu (a, b) ako za svako
X, € (a,b) izasvako x € (a,b) vazi f(x)> f(x,)+ f'(X,)-(x—x,)

. .Za funkciju f kazemo da je konkavna na intervalu (a, b) ako za svako
X, € (a,b) izasvako x € (a,b) vazi f(x)< f(x,)+ f'(x,) (x=x,)

e Ako pri prelasku kroz tatku X, grafik funkcije f iz konveksnosti
prelazi u konkavnost (ili iz konkavnosti prelazi u konveksnost) tada tacku
X, nazivamo prevojnom tackom funkcije f .

Teorema 10. Neka je funkcija f dva puta diferencijabilna na intervalu (a, b)

e Akoje f"(x)>0 na (a,b) tadaje f konveksna naintervalu (a,b).
o Akoje f"(x)<0 na (a,b) tadaje f konkavna na intervalu (a,b).

Teorema 11. Ako je X, prevojna tacka funkcije f tadaje f "(XO ) =0.
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5. Diferencijalni racun

Teorema 12. Ako pri prolasku kroz tacku X, drugi izvod funkcije f
mijenja znak, tada je X, prevojna tacka funkcije f .

Primjer 4. Odrediti intervale konveksnosti i konkavnosti kao i moguce
prevojne tacke funkcija: a) y=Xx>-5x*+3x+1, b) y= In(1+ Xz).

a)y=x>-5x"+3x+1 = y'=3x"-10x+3 = y"=6x-10
y">0 = 6x-10>0 = x>§ fu

" 5

y"<0 = 6x-10<0 = x<§ fm

5
"=0 => Xx=-—
y 3

5
Lijevo od tacke X = 5 posmatrana funkcija je konkavna, a desno od te tacke je

5 5 88
konveksna, pa je tacka X = 5 prevojna tacka, tj. P(— ——j.

3" 27

2-(1+ x?) - 2x- 2x
b)y=|n(1+x2) = y’=1+1X2-2x = y'= (J(rl+12)2 =
2(o0)

(1+ X )2
y">0 = (1-x)-(1+x)>0 = xe(-w,-1)u(L+x) fu
y'<0 = (1-x)-(1+x)<0 = xe(-11) fn
y"=0 => x=-1 v x=1
Kako drugi izvod posmatrane funkcije prolaze¢i kroz tatke X=-1 i x=1
mijenja znak, tosu x=—1 i X =1 prevojne tacke . P,(~10), P,(L0).

Definicija 4.
e Prava X = a je vertikalna asimptota funkcije y = f(x) ako je bar jedna
od grani¢nih vrijednosti lim f(X), lim f(X) jednaka + o0 ili —o0.
X—a-— X—a+
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5. Diferencijalni racun

e Prava Yy =nje horizontalna asimptota funkcije Yy = f(x) ako je
lim f(x)=n ili lim f(x)=n.

e Prava y=kx+n je kosa asimptota funkcije y= f( ) ako postoje

grani¢ne vrijednosti K = lim f( )| i n= |Im ( (x)—kx).

X—>to0 X

Prilikom crtanja grafika funkcije y = f (x) potrebno je odrediti:

. oblast definisanosti, ponaSanje funkcije na krajevima domena,
. asimptote,

. presjeke sa koordinatnim osama,

. znak funkcije,

. intervale monotonosti i ekstremne vrijednosti,

. konveksnost, konkavnost i prevojne tacke.

NOT B WN —

Primjer 5. Ispitati tok i nacrtati grafike funkcija:

X 1
a)y= , b)y= , c)y=xe”*
)y . )y 71 )Y

a =
)y 1+ X2
1.D=R
lim = lim f -0,
X—>—o0 X——®
1+x° x2(2+1j
X
lim —— = lim X 40
x—)—oo1+x X—>—00 2(1 )
X —2+1
X

2.Xx=0 horizontalna asimptota
3x=0 = y=0 N(0,0)
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5. Diferencijalni racun

4.y>0 => x>0
y<0 = x<0

, L+ xP—x-2x  1-%°

(1+ X2 )2 (1+ X2 )2
y>0 = (1-x)-(1+x)>0 = xe(-11) 7171
y'<0 = (1-x)-(1+x)<0 = xe(-o,-1)uU(L+o) fd
y=0 = x=-1 v x=1

1 1
Tmin (_1'_5]' Tmax (1! E]

—2x-(1+x2)2—(1—x2)-2-(1+x2)-2x_2x-(x2—3)

(1+ X )4 (1+ X )3
y'>0 = x-(x2—3)>0 = xa(—\@,o)u(\@,wo) fu
y'<0 = x-(x2—3)<0 = XG(—OO,— 3)U(0,\/§) fA
y"=0 = x=0 v x=—J3 v x=43

6. y" —
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5. Diferencijalni racun

1
x? -1

b) y=

1LD:xX*—1£0 = x#xl tj. xe(—w0,-1)U(-L1)uU (L +x)

. 1 . 1 . 1 . 1

lim =40, lim =40, lim =lim =
X—>—0 X2 - X—>+o0 X2 - X——1— X2 -1 g—)O( 1-— 5)2 -1

. 1
=lim 5+ o,

¢202¢ 4 &

. 1 . 1 . 1

lim — =lim 5 =lim 5 — o,
X=>-l+ x5 =1 -0 (_1+ 6‘) —1 -0 2c+¢

xol+ x2 -1 g—>0(1+g)2_1 e>02¢g + &
2.x=-1, x=1 vertikalne asimptote
y=0 horizontalna asimptota

3.x=0 = y=-1 A(O,—l)

nema nula

4.y>0 = (x-1)-(x+1)>0 = xe(-o0o,-1)U(L+n)
y<0 = (x-1)-(x+1)<0 = xe(-11)

y'>0 = x<0nD ™
y'<0 = x>0nD filJ
y'=0 = x=0 Trax (0.-1)

(o) ()

y'>0 = xe(—o,-1)U(L+wo) fu

y'<0 = xe(-11) fn

nema prevojnih tacaka
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5. Diferencijalni racun

-4
O [ > %
-1
cy=x-e”*
1.D=R
lim xe™ =—ow0, lim xe™* =40
X—>—0 X—>+0

2.x=0 horizontalna asimptota

3.x=0 = y=0 N(00)

4y>0 = x>0

y<0 = x<0

5.y’ =e*+xe™ (-1)=e-(1-x)

y>0 = x<1 ™

y'<0 = x>1 fdl

y'=0 = x=1 T, (Le?)
6.y =e*(-1)1-x)+e*(-1)=e*(x-2)

y'>0 = x>2 fu

y'<0 = x<2 fn
y'=0 = x=2 P(2,2¢2)
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5. Diferencijalni racun

ZADACI| ZA VIEZBU

=

Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = X

X+2
I . . . . 4x
Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = PR
2
Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = X—2X23
2X — X
2
Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = 3 Z .
X —_
2
Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = LXZ :
2-(1-x)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

3
Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = (X +1)2 .
(x-1)
NP i i . X—3
Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y =1In <2’
+
T . i . X—2
Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y =In——.
X+1
Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = X- Inx-1 .
Inx+1
Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = 1+ :n X .
—Inx

Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = (x 1) X1
Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = (x+1)-e**.

Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = (x 2) =2
1
Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = x-el.
1

Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = X- ex2,
Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = X -e .
+e

X

X "

Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = j—L

Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = X —/x+1.

Ispitati tok i nacrtati grafik funkcije y = x +In Ll .
X+
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