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primitivno rekurzivna. Definiximo najpre funkciju � : N ! N na
slede✏i naqin:

�(n) =
nY

k=0

pn(k + 1)f(k,n�k)

Va⇡i:
f(x, y) = (�(x+ y))

x+1

Mo⇡e se dokazati da je funkcija � primitivno rekurzivna, odakle
sledi da je i funkcija f primitivno rekurzivna.

3.3 Rekurzivne funkcije

Kao xto je ve✏ napomenuto u ode ku 3.2.3, primitivno rekurzivne
funkcije pokrivaju xiroku klasu izraqun ivih funkcija, ali ne sve.
Npr. za Akermanovu14 funkciju se mo⇡e dokazati da je izraqun iva,
ali ne i primitivno rekurzivna. Pomo✏u operatora za neograniqenu
minimizaciju (neograniqeni µ operator) mogu biti opisane jox neke
izraqun ive funkcije.

3.3.1 Akermanova funkcija
Definiximo niz funkcija ↵1, ↵2, . . . : N ! N na slede✏i naqin:

↵0(x) = s(x)
↵
n+1(0) = ↵

n

(1)
↵
n+1(x+ 1) = ↵

n

(↵
n+1(x))

Nekoliko prvih vrednosti ovih funkcija dato je u slede✏oj tabe-
li:

\x 0 1 2 3 4 5 6 . . .
↵0 1 2 3 4 5 6 7 . . .
↵1 2 3 4 5 6 7 8 . . .
↵2 3 5 7 9 11 13 15 . . .
↵3 5 13 29 61 125 253 509 . . .
↵4 13 65533 . . .
↵5 65533 . . .
... . . .

Mo⇡e se dokazati da va⇡e slede✏e jednakosti:
↵0(x) = x+ 1
↵1(x) = x+ 2
↵2(x) = 2x+ 3
↵3(x) = 2x+3 � 3
. . .

14
Wilhelm Ackermann (1896-1962), nemaqki logiqar
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Akermanova funkcija A : N2 ! N mo⇡e biti definisana na slede-
✏i naqin:

A(x, y) = ↵
x

(y)

Va⇡e i slede✏e jednakosti:
A(0, y) = ↵0(y) = s(y) = y + 1
A(x+ 1, 0) = ↵

x+1(0) = ↵
x

(1) = A(x, 1)
A(x+ 1, y + 1) = ↵

x+1(y + 1) = ↵
x

(↵
x+1(y)) = A(x,A(x+ 1, y))

Xtavixe, mo⇡e se dokazati da postoji jedinstvena funkcija A : N2 !
N koja zadovo ava date uslove i totalna je, to jest Akermanova
funkcija mo⇡e biti dobro definisana datim jednakostima (videti
zadatak 148).

Definicija 3.11 Akermanova funkcija je funkcija A : N2 ! N koja
zadovo ava slede✏e jednakosti:

(i) A(0, y) = y + 1

(ii) A(x+ 1, 0) = A(x, 1)

(iii) A(x+ 1, y + 1) = A(x,A(x+ 1, y))

Lema 3.1 Akermanova funkcija zadovo ava slede✏e uslove:

(i) A(x, y) > y

(ii) A(x, y + 1) > A(x, y)

(iii) y1 < y2 ) A(x, y1) < A(x, y2)

(iv) A(x+ 1, y) � A(x, y + 1)

(v) A(x, y) > x

(vi) x1 < x2 ) A(x1, y) < A(x2, y)

(vii) A(x+ 2, y) > A(x, 2y)

Dokaz:

(i) tvr�e�e ✏emo dokazati indukcijom po x.

Za x = 0 va⇡i A(0, y) = y + 1 > y.

Pretpostavimo da va⇡i A(x, y) > y i doka⇡imo da tada va⇡i i
A(x+ 1, y) > y. Posled�u nejednakost ✏emo dokazati indukcijom
po y.
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Za y = 0 va⇡i A(x+1, 0) = A(x, 1) > 1 > 0. Pretpostavimo da va⇡i
A(x+ 1, y) > y i doka⇡imo da tada va⇡i i A(x+ 1, y + 1) > y + 1.

A(x+ 1, y + 1) =A(x,A(x+ 1, y))

(na osnovu definicije Akermanove funkcije)

>A(x+ 1, y)

(na osnovu induktivne pretpostavke (za x))

�y + 1

(na osnovu induktivne pretpostavke (za y))

(ii) tvr�e�e ✏emo dokazati indukcijom po x.

Za x = 0 va⇡i A(0, y + 1) = y + 1 + 1 > y + 1 = A(0, y).

Pretpostavimo da va⇡i A(x, y + 1) > A(x, y) i doka⇡imo da tada
va⇡i A(x+ 1, y + 1) > A(x+ 1, y).

A(x+ 1, y + 1) =A(x,A(x+ 1, y))

(na osnovu definicije Akermanove funkcije)

>A(x+ 1, y)

(na osnovu uslova (i))

(iii) Doka⇡imo da va⇡i A(x, y1) < A(x, y2), gde je y1 < y2, indukcijom
po y2 za fiksirano y1.

Za y2 = y1 + 1 va⇡i A(x, y1) < A(x, y2) na osnovu uslova (ii).

Za y2 > y1 pretpostavimo da va⇡i A(x, y1) < A(x, y2) i doka⇡imo
da tada va⇡i A(x, y1) < A(x, y2 + 1).

A(x, y1) <A(x, y2)

(na osnovu induktivne pretpostavke)

<A(x, y2 + 1)

(na osnovu uslova (ii))

(iv) tvr�e�e ✏emo dokazati indukcijom po y.

Za y = 0 va⇡i A(x+ 1, 0) = A(x, 1) = A(x, 0 + 1).

Pretpostavimo da va⇡i A(x + 1, y) � A(x, y + 1) i doka⇡imo da
tada va⇡i A(x+ 1, y + 1) � A(x, y + 2).

Kako va⇡i

A(x+ 1, y) �A(x, y + 1)

(na osnovu induktivne pretpostavke)

�y + 2

(na osnovu uslova (i))
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to, na osnovu uslova (iii), sledi:

A(x,A(x, y + 1)) � A(x, y + 2)

odakle se, koriste✏i definiciju Akermanove funkcije, nepo-
sredno izvodi:

A(x+ 1, y + 1) � A(x, y + 2)

xto je i trebalo dokazati.

(v) Da bi dokazali da je A(x, y) > x iskoristi✏emo slede✏u ideju:

A(x, y) � A(x� 1, y + 1) � · · · � A(0, x+ y) = x+ y + 1 > x

Indukcijom po x dokaza✏emo slede✏e tvr�e�e:

A(x, y) � A(0, x+ y)

Za x = 0 va⇡i A(0, y) = A(0, 0 + y), pa onda i A(0, y) � A(0, 0 + y).

Pretpostavimo da va⇡i A(x, y) � A(0, x+ y) i doka⇡imo da tada
va⇡i i A(x+ 1, y) � A(0, x+ y + 1).

A(x+ 1, y) �A(x, y + 1)

(na osnovu uslova (iv))

�A(0, x+ y + 1)

(na osnovu induktivne pretpostavke)

Sada lako dokazujemo dato tvr�e�e:

A(x, y) �A(0, x+ y)

(na osnovu prethodno dokazanog tvr�e�a)

�x+ y + 1

(na osnovu definicije Akermanove funkcije)

>x

(vi) Iz uslova (iii) i (iv) sledi da va⇡i slede✏a nejednakost:

A(x, y) < A(x+ 1, y) (⇤)

Doka⇡imo da va⇡i A(x1, y) < A(x2, y), gde je x1 < x2, indukcijom
po x2 za fiksirano x1.

Za x2 = x1+1 va⇡i A(x1, y) < A(x2, y) na osnovu nejednakosti (*).

Za x2 > x1 pretpostavimo da va⇡i A(x1, y) < A(x2, y) i doka⇡imo
da tada va⇡i A(x1, y) < A(x2 + 1, y).

A(x1, y) <A(x2, y)

(na osnovu induktivne pretpostavke)

<A(x2 + 1, y)

(na osnovu nejednakosti (*))
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(vii) tvr�e�e ✏emo dokazati indukcijom po y.

Za y = 0 va⇡i:

A(x+ 2, 0) >A(x, 0)

(na osnovu uslova (vi))

=A(x, 2 · 0)

Pretpostavimo da va⇡i A(x+2, y) > A(x, 2 ·y) i doka⇡imo da tada
va⇡i i A(x+ 2, y + 1) > A(x, 2(y + 1)).

A(x+ 2, y + 1)

=A(x+ 1, A(x+ 2, y))

(na osnovu definicije Akermanove funkcije)

>A(x+ 1, A(x, 2 · y))
(na osnovu induktivne pretpostavke i uslova (iii))

�A(x,A(x, 2 · y) + 1)

(na osnovu uslova (iv))

�A(x, 2 · y + 1 + 1)

(na osnovu uslova (i) i (iii))

=A(x, 2(y + 1))

2

Mo⇡e se pokazati da Akermanova funkcija nije primitivno re-
kurzivna iako one jeste izraqun iva. To govori da klasa primi-
tivno rekurzivnih funkcija nije ,,dovo no jaka” da pokrije klasu
svih izraqun ivih funkcija.

Dokaz da Akermanova funkcija nije primitivno rekurzivna mo⇡e
se izvesti tako xto se pokazuje da ona ,,raste br⇡e” od bilo koje
primitivno rekurzivne funkcije. Preciznije, za svaku primitivno
rekurzivnu funkciju f mo⇡e se pokazati da va⇡i:

(9k 2 N)(8x1, . . . , xn

2 N) A(k,max(x1, . . . , xn

)) > f(x1, . . . , xn

)

Navedena nejednakost mo⇡e biti dokazana indukcijom po slo⇡enosti
funkcije f .

Lema 3.2 Za funkcije h : Nm ! N i g1, . . . , gm : Nn ! N, funkcija
f : Nn ! N definisana je sa f = Sub(h; g1, . . . , gm).

Ako su zadovo eni uslovi:

(i) Broj k
i

(k
i

2 N) je takav da za sve prirodne brojeve x1, . . . , xn

va⇡i:

A(k
i

,max(x1, . . . , xn

)) > g
i

(x1, . . . , xn

) (i = 1, . . . ,m)
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(ii) Broj k0 (k0 2 N) je takav da za sve prirodne brojeve x1, . . . , xm

va⇡i:
A(k0,max(x1, . . . , xm

)) > h(x1, . . . , xm

)

(iii) k = max(k0, k1, . . . , km) + 2

onda za sve prirodne brojeve x1, . . . , xn

va⇡i:

A(k,max(x1, . . . , xn

)) > f(x1, . . . , xn

)

Dokaz:
Neka x1, . . . , xn

2 N i oznaqimo x̂ = max(x1, . . . , xn

).

A(k, x̂) =A(k � 1 + 1, x̂)

�A(k � 1, x̂+ 1)

(na osnovu leme 3.1 pod (iv))

=A(k � 2 + 1, x̂+ 1)

=A(k � 2, A(k � 1, x̂))

(na osnovu definicije Akermanove funkcije)

S druge strane, za i = 1, . . . ,m va⇡i:

A(k � 1, x̂)) >A(k
i

, x̂)

(na osnovu leme 3.1 pod (vi),

jer je k � 1 > k
i

zbog uslova (iii))

>g
i

(x1, . . . , xn

)

(zbog uslova (i))

iz qega, na osnovu leme 3.1 pod (iii), sledi:

A(k � 2, A(k � 1, x̂)) > A(k � 2, g
i

(x1, . . . , xn

))

za sve i = 1, . . . ,m, pa otuda i:

A(k � 2, A(k � 1, x̂)) >A(k � 2,max(g1(x1, . . . , xn

), . . . , g
m

(x1, . . . , xn

)))

�A(k0,max(g1(x1, . . . , xn

), . . . , g
m

(x1, . . . , xn

)))

(na osnovu leme 3.1 pod (vi),

jer je k � 2 > k0 zbog uslova (iii))

>h(g1(x1, . . . , xn

), . . . , g
m

(x1, . . . , xn

))

(zbog uslova (ii))

=f(x1, . . . , xn

)

(na osnovu definicije funkcije f)

Dakle va⇡i,

A(k, x̂) � A(k � 2, A(k � 1, x̂)) > f(x1, . . . , xn

),

odakle neposredno sledi dato tvr�e�e. 2
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Lema 3.3 Za funkcije g : Nn ! N i h : Nn+2 ! N, funkcija f : Nn+1 !
N definisana sa f = Rec(g, h). Ako su zadovo eni uslovi:

(i) Broj k
g

(k
g

2 N) je takav da za sve prirodne brojeve x1, . . . , xn

va⇡i:

A(k
g

,max(x1, . . . , xn

)) > g(x1, . . . , xn

)

(ii) Broj k
h

(k
h

2 N) je takav da za sve prirodne brojeve x1, . . . , xn

, y, z
va⇡i:

A(k
h

,max(x1, . . . , xn

, y, z)) > h(x1, . . . , xn

, y, z)

(iii) k = max(k
g

, k
h

) + 3

onda za sve prirodne brojeve x1, . . . , xn

, y va⇡i:

A(k,max(x1, . . . , xn

, y)) > f(x1, . . . , xn

, y)

Dokaz:
Neka x1, . . . , xn

,2 N i oznaqimo x̂ = max(x1, . . . , xn

). Doka⇡imo na-
jpre da A(k�2, x̂+y) > f(x1, . . . , xn

, y) va⇡i za sve vrednosti y (y 2 N).
Dokaz izvodimo indukcijom po y.

Za y = 0 imamo:

A(k � 2, x̂+ 0) =A(k � 2, x̂)

>A(k
g

, x̂)

(na osnovu leme 3.1 pod (vi),

jer je k � 2 > k
g

zbog uslova (iii))

>g(x1, . . . , xn

)

(zbog uslova (i))

=f(x1, . . . , xn

, 0)

(na osnovu definicije funkcije f)

Pretpostavimo da A(k � 2, x̂ + y) > f(x1, . . . , xn

, y) i doka⇡imo da
tada va⇡i A(k � 2, x̂ + y + 1) > f(x1, . . . , xn

, y + 1). Kako je, na osnovu
induktivne pretpostavke,

A(k � 2, x̂+ y) > f(x1, . . . , xn

, y)

i

A(k � 2, x̂+ y) >x̂+ y

(na osnovu leme 3.1 pod (i))

�x1, . . . , xn

, y

taqna je slede✏a nejednakost:

A(k � 2, x̂+ y) > max(x1, . . . , xn

, y, f(x1, . . . , xn

, y))
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Odavde, na osnovu definicije Akermanove funkcije, neposredno iz-
vodimo

A(k � 3, x̂+ y + 1) > max(x1, . . . , xn

, y, f(x1, . . . , xn

, y))

Da e,

A(k � 3, A(k � 2, x̂+ y)) >A(k � 3,max(x1, . . . , xn

, y, f(x1, . . . , xn

, y))

(na osnovu leme 3.1 pod (iii)

zbog posled�eg uslova)

�A(k
h

,max(x1, . . . , xn

, y, f(x1, . . . , xn

, y))

(na osnovu leme 3.1 pod (vi),

jer je k � 3 > k
h

zbog uslova (iii))

>h(x1, . . . , xn

, y, f(x1, . . . , xn

, y))

(zbog uslova (ii))

=f(x1, . . . , xn

, y + 1)

(na osnovu definicije funkcije f)

Dakle, va⇡i:

A(k � 2, x̂+ y + 1) > f(x1, . . . , xn

, y + 1)

xto je i trebalo dokazati. Konaqno,

A(k,max(x1, . . . , xn

, y)) =A(k,max(x̂, y))

=A(k � 2 + 2,max(x̂, y))

>A(k � 2, 2 ·max(x̂, y))

(na osnovu leme 3.1 pod (vii))

�A(k � 2, x̂+ y)

(na osnovu leme 3.1 pod (vi))

>f(x1, . . . , xn

, y)

2

Teorema 3.5 Neka je funkcija f : Nn ! N primitivno rekurzivna.
Tada postoji vrednost k (k 2 N) takva da za sve prirodne brojeve
x1, . . . , xn

va⇡i:

A(k,max(x1, . . . , xn

)) > f(x1, . . . , xn

)

Dokaz:
Neka x1, . . . , xn

2 N i oznaqimo x̂ = max(x1, . . . , xn

). Dokaz izvodimo
indukcijom po slo⇡enosti funkcije f .

Ako je slo⇡enost funkcije f jednaka 0, tj. u �enoj definiciji ne
koriste se ni supstitucija ni primitivna rekurzija, tj. ako je f os-
novna funkcija, onda su mogu✏a slede✏a tri sluqaja:
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f = 0: Tada je f(x) = 0 za sve x (x 2 N). Ako je k = 0, onda va⇡i:

A(k, x̂) =A(0, x)

>0

(na osnovu leme 3.1 pod (v))

=f(x)

f = Pn

i

: Tada je f(x1, . . . , xn

) = x
i

(1  i  n). Ako je k = 0, onda va⇡i:

A(k, x̂) = A(0, x̂) = x̂+ 1 > x
i

= f(x1, . . . , xn

)

f = s: Tada je f(x) = x+ 1 za sve x (x 2 N). Ako je k = 1, onda va⇡i:

A(k, x̂) =A(1, x)

>A(0, x)

(na osnovu leme 3.1 pod (vi))

=x+ 1

=f(x)

Pretpostavimo da je tvr�e�e teoreme taqno za sve funkcije slo-
⇡enosti ma�e ili jednake w. Neka je funkcija f slo⇡enosti w +
1. Doka⇡imo da je tvr�e�e taqno i za takvu funkciju. Mogu✏a su
slede✏a dva sluqaja:

f = Sub(h; g1, . . . , gm): Tada je svaka od funkcija h, g1, . . . , gn slo⇡eno-
sti ma�e ili jednake w, pa, na osnovu induktivne pretpostavke,
postoje konstante k0, k1, . . . , km koje zadovo avaju uslove leme 3.2.
Na osnovu leme 3.2, postoji vrednost k takva da je A(k, x̂) >
f(x1, . . . , xn

).

f = Rec(g, h): Tada je svaka od funkcija h, g slo⇡enosti ma�e ili jed-
nake w, pa na osnovu induktivne pretpostavke, postoje konstante
k
g

i k
h

koje zadovo avaju uslove leme 3.3. Na osnovu leme 3.3,
postoji vrednost k takva da je A(k, x̂) > f(x1, . . . , xn

).
2

Teorema 3.6 Akermanova funkcija nije primitivno rekurzivna.

Dokaz:
Pretpostavimo suprotno — da Akermanova funkcija jeste prim-

itivno rekurzivna. Tada, na osnovu teoreme 3.5, postoji vrednost
k (k 2 N) takva da za sve vrednosti x i y va⇡i A(k,max(x, y)) >
A(x, y). Za x = y = k onda va⇡i A(k,max(k, k)) > A(k, k), odakle se
neposredno izvodi netaqna nejednakost A(k, k) > A(k, k). Dakle, Ak-
ermanova funkcija nije primitivno rekurzivna. 2
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Zadatak 72 Neka je A : N2 ! N Akermanova funkcija, a funkcija f :
N2 ! N definisana na slede✏i naqin:

f(x, y) =

⇢
A(

⇥
x

3

⇤
, y) , ako je x de ivo sa 3

xx , inaqe

Ispitati da li je funkcija f primitivno rekurzivna.

Rexe�e:
Pretpostavimo da funkcija f jeste primitivno rekurzivna. Va⇡i

A(x, y) = f(3x, y), odakle sledi da je Akermanova funkcija primi-
tivno rekurzivna kao kompozicija takvih funkcija. To, me�utim,
protivreqi teoremi 3.6. Dakle, funkcija f nije primitivno rekur-
zivna.

Zadatak 73 Neka je A : N2 ! N Akermanova funkcija, a funkcija f :
N2 ! N definisana na slede✏i naqin:

f(x, y) =

⇢
A(x, y) , ako je x = 2
xx , inaqe

Ispitati da li je funkcija f primitivno rekurzivna.

Rexe�e:
Mo⇡e se dokazati da va⇡i A(2, y) = 2y + 3. Xtavixe, va⇡i

f(x) = eq(x, 2) · (2y + 3) + ne(x, 2) · f3(x, x),

gde je f3 funkcija iz zadatka 50, a eq i ne funkcije iz zadatka 52. Na
osnovu ova dva zadatka, sledi da je funkcija f primitivno rekurzivna
kao kompozicija takvih funkcija.

Zadatak 74 Neka je A : N2 ! N Akermanova funkcija, a funkcija f :
N2 ! N definisana na slede✏i naqin: f(x, y) = A(rm(3, x), y), gde je
rm(3, x) ostatak pri de e�u x sa 3. Ispitati da li je funkcija f prim-
itivno rekurzivna.

Rexe�e:
Definiximo funkcije a0, a1, a2 : N ! N na slede✏i naqin:
a0(y) = A(0, y)
a1(y) = A(1, y)
a2(y) = A(2, y)
Va⇡i a0(0) = A(0, 0) = 0 + 1 = 1 i a0(y + 1) = A(0, y + 1) = y + 2, pa

je a0 2 PR. Va⇡i a1(0) = A(1, 0) = A(0, 1) = 1 + 1 = 2 i a1(y + 1) =
A(1, y + 1) = A(0, A(1, y)) = a0(a1(y)), pa je a1 2 PR. Va⇡i a2(0) =
A(2, 0) = A(1, 1) = A(0, A(1, 0)) = A(0, A(0, 1)) = A(0, 2) = 3 i a2(y + 1) =
A(2, y + 1) = A(1, A(2, y)) = a1(a2(y)), pa je a2 2 PR. (Mo⇡e se pokazati
i da va⇡i: a0(y) = y + 1, a1(y) = y + 2 i a2(y) = 2y + 3.)
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Funkcije a0, a1, a2, rm i eq su primitivno rekurzivne, pa iz

f(x, y) = eq(rm(3, x), 0) · a0(y)+ eq(rm(3, x), 1) · a1(y)+ eq(rm(3, x), 2) · a2(y)

sledi da je i funkcija f primitivno rekurzivna.
Primetimo da se mo⇡e dokazati i opxtije tvr�e�e — funkcija

f definisana na slede✏i naqin: f(x, y) = A(rm(k, x), y), gde je k fik-
siran pozitivan ceo broj je primitivno rekurzivna funkcija.

3.3.2 Minimizacija
Primitivno rekurzivne funkcije pokrivaju xiroku klasu izraqun i-
vih funkcija, ali ne sve (npr. Akermanova funkcija je izraqun iva,
ali nije primitivno rekurzivna). Pomo✏u operatora za neograniqe-
nu minimizaciju (neograniqeni µ operator) mogu biti opisane jox
neke izraqun ive funkcije.

Definicija 3.12 Neka g : Nn+1 ! N i x1, x2, . . . , xn

2 N. Operator
(neograniqene) minimizacije ((neograniqeni) µ-operator) je funkcija
definisana na slede✏i naqin:

µy[g(x1, x2, . . . , xn

, y) = 0]

=

8>><>>:
y, gde je y najma�a vrednost takva da je g(x1, x2, . . . , xn

, y) = 0
i vrednost g(x1, x2, . . . , xn

, z) je definisana za sve z < y,
ako takva vrednost postoji

", inaqe

Vrednost y u definiciji oqigledno zavisi od vrednosti x1, x2, . . . ,
x
n

, pa se µ-operatorom dobija funkcija f : Nn ! N na slede✏i naqin:

f(x1, x2, . . . , xn

) = µy[g(x1, x2, . . . , xn

, y) = 0]

Tako dobijena funkcija f ne mora biti totalna, qak i kada funkcija
g jeste takva.

Primer 3.1 Neka je funkcija g : N2 ! N definisana sa g(x, y) = |x�3y|,
a funkcija f : N ! N sa:

f(x) = µy[g(x, y) = 0] =

⇢
x/3 , ako 3|x
" , inaqe

Ovako definisana funkcija f nije totalna, iako funkcija g jeste.

Uz supstituciju i primitivnu rekurziju, korix✏e�em minimiza-
cije iz osnovnih funkcija mogu✏e je generisati jox neke funkcije,
pored onih koje se mogu dobiti korix✏e�em supstitucije i primi-
tivne rekurzije.
Napomena: Za razliku od ograniqene minimizacije, (neograniqena)
minimizacija ne mo⇡e biti izra⇡ena pomo✏u supstitucije i primi-
tivne rekurzije.


