DIFERENCIJALNI RACUN

1ZvVOD FUNKCIJE

Definicija 1. Neka je y = f(x) funkcija definisana na intervalu (a,b) i neka X, €(a,b),
X, +Ax e (a,b), Ax=#0.
e Prvi izvod funkcije f u tacki X,, u oznaci f’(xo), je grani¢na vrijednost
lim f (X, +AAXX)— fx) _ £(x0).
o Ako je f’(XO) konadan broj, tada kazemo da je funkcija f diferencijabilna u tacki X, .

Koristimo oznaku: f e D(x,).
e Ako je funkcija f diferencijabilna u svakoj tacki iz intervala (a,b), tada kazemo da je
funkcija f diferencijabilna na (a,b). Koristimo oznaku: f e D(a,b)

Geometrijska interpretacija izvoda: Neka je (k) grafik neprekidne funkcije f naintervalu (a,b), koja
u tacki X, € (a,b) ima konacan izvod f'(x,). Oznagimo sa & ugao koji tangenta krive (k) u tacki
M (X,, f (X, )) zaklapa sa pozitivnim dijelom x — ose. Koeficijent pravca te tangente jednak je prvom

izvodu funkcije f utacki X,,tj. tgar = f'(x,).

o = T(x,) funkcije y = f(x) je:

{(x=%).

Jednacina tangente u tacki (X f ( )),

— <

Jednagina normale u tacki M (X,, T(X,)), y, = f(X,) funkcije y = f(x) je:

Y=o =y %)

Primjer 1. Po definiciji odrediti izvode sljedecih funkcija u proizvoljnoj tacki X.

a)f(x):c,c:const. b)f(x):x, c)f(x):xz, d)f(x):x”,
e) f(x)=a*, f) f(x)=
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n n
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Kao u prethodnom primjeru nalazimo izvode svih elementarnih funkcija i dobijamo tablicu
izvoda elementarnih funkcija:

’ ’

1.(c) =0, c=const., 10.(sinx) =cosx, xeR,

2.(x )'=n~x”‘1, neN, ll.(COSX)'=—SinX,X€ R,

/ ’

X ) =a-x*", x>0,xeR, 12.(tgx) = 12 ,x¢%+k7r,kez,
cos? X

’

ﬁ) =2—,x>0, 13.(ctgx) =—-——

- X#kr,kelZ,
sin“ x

1
o Mt

Y ’

1
6.{a*) =a*-lna,a>0,a%l xeR, 15.(arccos x) =—-———,|x| <1,
) (arocosi) ===
’ B 1
7. ex) =e”, 16. (arctgx) =m,xe R,
! 1 ' 1
8.(log ax) =rna,a>0,a¢1,x>0, 17. (arcctgx) = ,XeR.

(
(
(
5(%) =—Xiz,x¢o, 14, (arcsinx) =
(
(
(
(

Definicija 2. Neka je y= f(x) funkcija definisana na intervalu (a,b) i neka X, e(a,b),
X, + Ax e (a,b), Ax#0.
f(x, +AX)— f(x,)

= f:(xo)-

e Lijevi izvod funkcije f utacki X, je lim

AX—0- AX
e Desni izvod funkcije f utacki x, je lim f (%, +Ax)- f(XO)z f/(x,)
AX—0+ AX

Teorema 1. Funkcija f je diferencijabilnau tacki X, ako i samo ako postoje lijevi i desni izvod
funkcije f utacki X, i akoje f'(x,)= f/(x,).

Teorema 2. Ako je funkcija f diferencijabilnau tacki X, tada je funkcija f neprekidna u tacki
Xg -

Primjer 2. Dokazati da je funkcija f(x) = |x| neprekidna u tacki X =0 a nije diferencijabilna u
tacki X =0.

. : y X, x=0 _ .
Dokazimo da je funkcija f(X):|X| = < x<0 neprekidna u tacki Xx=0.
J— , <
lim f(x)= Iirg_(— X)=0
lim f(x):lirg x=0 = feC(0).

f(0)=0



. y x=20 i :
Dokazimo da funkcija f( ) | | { 0 nije diferencijabilna u tacki X =0.
- X, X<

v o FO+A)-F(0) . —Ax-0
f— (O)_A!(I—T)— X _A>I<I—r>r(])— AX =-1 -
f+'(0)=A1ijg,+ f(O+A;(2— f(0)=A1i_’B+AXA;O=1

= 1/(0)2f/(0) = feD(0)

Racunanje izvoda po definiciji nije jednostavno, da bi se to raCunanje pojednostavilo izvode se sljedeca
pravila.

Teorema 3. Osnhovna pravila diferenciranja su:

o (1(9+9(0) = '(x)+g'(x)

o (f(3)-g(x) = F'(x)-g'(x)

o (f(x)- g{X)) F'(x)-g(x)+ f(x)-g'(x),
(

. (cfx)l) f'(x), ceR,

. ( (X)j F'(x)-g(x)— f(x)-g'(x)
(x) 9°(x) ’
e Neka je funkcija g diferencijabilna u tacki X i funkcija f diferencijabilna u tacki y = g(x).
Tada je funkcija f o g diferencijabilna u tacki X ivazi (f(g(x))) = f'(g(x))-g'(x).
e Neka je funkcija f diferencijabilna u tacki X i neka funkcija f ima inverznu funkciju
g = f " koja je neprekidna u nekoj okolini tacke f(x). Ako je f’(x);t 0 tada postoji

g'(F(x) i vai g'<f<x>>=ﬁ.

e lzvod funkcije y= y(x) koja je zadata implicitno jednainom F(X, y): Odobija se
diferenciranjem jednacine F(X, y): 0, smatrajuci da je y funkcija od X, a zatim se rijesi
dobijena jednac¢ina po y'.

e Neka su funkcije X(t) [ y(t) definisane na istom intervalu i neka u tacki t tog intervala
imaju izvode x'(t) i y'(t), pri ¢emu je X'(t)# 0. Tada funkcija y = y(x) koja je zadata

X= X(t) yt

ima izvod Yy, ==-.
y= y(t) X

parametarskim jednac¢inama {

Primjer 3. Koriste¢i prethodnu teoremu izracunati izvode sljedec¢ih funkcija:
W2

sinx’

x=5sint

y=5cost’

a)y=x>+sinx, byy=x’-sinx, c)y=5-log,x, d)y=

e)y=sin(Inx), f)y=In(sinx), g)9x*+4y*=36, h){

! '
a)y=x’+sinx = y’:(x2)+(sinx) = 2X +COS X,
’

[4
b) y=x>-sinx= y’=(x5) -sinx+ x° - (sinx) =5x*-sinx+x° - cosx,



1 5

x-In3_ xIn3’

c)y=5-log,x = y’:5-(logax)' =5.

4 i

d)y= _Xz oy (xz) -sin >f—2x2 -(sin x) _ 2xsin >f—2x2 cosx.
Sin X sin® x sin? x
e)y=sin(lnx) = y'=cos(Inx)-(Inx) =cos(ln x): 1_ cos(inx) X),
X

X

f)y=In(sinx) = y’=$-(sin x)' =$-cosx=ctgx,

9)9x% +4y? =36 = 9-(x2)'+4-(y2)'=0 = 9.-2x+4-2yy'=0 =

o

y - 4y!
) x=5sint , Y1 _(5cost) —5sint ~ gt
y =5cost " X (ssint)  5cost '

Primjer 4. Napisati jednaginu tangente i normale na kruznicu X° + y* =25 utacki M (3,4).

x> +y>=25= 2x+2yy'=0 :y':—f,pajeutaékilvl(3,4) ygz—%
y

Jednagina tangente je: Y — Yy, = f'(X,)-(x=%, ), tj. y—4=—-="-(x=3), 4. 3x+4y—-25=0.

-(x—3),tj. 4x—3y =0.

wlh dlw

Jednacina normale je: Y — Y, :—ﬁ-(x—xo),tj. y—4-=
0

Definicija 3. Prvi diferencijal funkcije f utacki X jednak je proizvodu izvoda funkcije f u
tacki X i diferencijala nezavisne promjenljive x, tj. dy = f'(x)-dx.

Osobine diferencijala:

. d(a-f):a-df, aeR,
o d(f+g)=df +dg,
e d(f-g)=g-df +f-dg,

jM 020,
g

Definicija 4. Drugi izvod f"(x) funkcije f utacki X je prvi izvod izvoda f'(x) funkcije f
utatki X, fj. f"(x)=(f'(x)). Uopste, n—ti izvod f"(x) funkcije f utacki X je prviizvod
(n—1)—og izvoda funkcije f utacki X, tj. f(”)(x)=(f(”’l)(x)) . Ako funkcija f ima n—tiizvod

u svakoj ta¢ki nekog intervala, tada se kaze da je funkcija f n puta diferencijabilna natom intervalu.

Definicija 5. Drugi diferencijal d* f(x) funkcije f utacki X je prvi diferencijal diferencijala
df (x) funkcije f utacki X, tj. df(x)=d(df (x)). Uopste n—ti diferencijal d"f(x) funkcije



f utacki x je prvi diferencijal (n—1)—og diferencijala d"™f(x) funkcije f u tacki X, .
d"f(x)=d(d"*f(x)).

Teorema 4. (Lajbnicova formula) Ako su funkcije f i g n puta diferencijabilne tj. imaju sve
izvode do n-tog reda zaklju¢no, tada za izracunavanje n-tog izvoda (diferencijala) proizvoda f - g vazi
Lajbnicova formula:

n . n n— n (N n—
(f-g)():Z(kjf( 9.gk, d (f-g)=2[kjd “f.d'g.

k=0 k=0

Primjer 5. Na¢i diferencijal funkcija:
1,

3 -=X
a) y:(3x2—x)5, b) y=(3-x)", ¢)y=e? , d)y=arcsin2x,
e) y=2" -3 +x.

)/=(3X2—X)2 = y'=g(3x2—x);-(6x—1) =

a)
e 3 3
= dy=ydx=5(3x2—x)2-(6x—1)dx
) y=(3-x) = y=7-3-x)-(-)=-7-(3-x)° =
= dy=y'dx=-7-(3-x)’ dx
e —=x? 1 -=x?
y=e = y'=e? -(——-2x]——x-e2 =
c)
e
= dy=y'dx=-x-e 2 dx
y=arcsin2x = y'= 1 2-2= 2 = =
) J-(2x)  N1-4x
= dy=y'dx= dx
1—4x°
1
e)y=2"-3"++/x '=2".In2-37(-1)In3+ ——==
)y Ix =y (-1) o
1 1
=2"In2+3*In3+— dy=y'dx=(2"In2+3*In3+ —=)dx.
% = dy=y'dx=( 2&)

Primjer 6. Naci drugi izvod i drugi diferencijal funkcija:
2 In x
a) Yy=Xxv1+x?, by y=x’Inx, c)y=e*, d y:(1+x2)-arctgx, e) y=—o.
X



a)y=xvl+ x> =

/ 1 X2 1+ X2+ x°
y'=1-J1+x* +x- C2X =14+ X% + = =
241+ x? J1+ %2 J1+ %2

2X
roAx -1+ X2 —(1+2%%)-
_ 1+ 2x? :y,,z(y,)'=[1+2x2] _ ( ) 21+ X% _

1+ x?

x-(3+2x2)

=2XInx+x =

=———+ =d’y=d(dy)=d(y'dx)=y"dx’* = dx?,

b)y=x*Inx = vy =2xInx+x*-

|—~><|'_‘

! !

y'=(y') =(2xInx+x) =2Inx+2x-=+1=2Inx+3 =
X

d?y =d(dy)=d(y'dx)=y"dx = (2In x+ 3)dx?,

!

y=e = y=¢.2x =

!

y =(y') = (ex2 ZX)’ e’ 2x-2x+eX -2=¢" (4x2 + 2) N
d?y = d(dy)=d(y'dx) = y"dx? =¥ (4x + 2)dx?,

d)y= (1+ xz)- arctgx =

y':2x~arctgx+(1+ xz)- > =2x-arctgx+1 =

1+x

!

y"=(y") =(2x-arctgx +1) = 2arctgx + 2x- - =
1+x
d?y =d(dy)=d(y'dx)= y"dx* = (2arctgx+ 2x-1 ! - jdxz,
+X
! X—1Inx

In x — 1-Inx
ey=— = Yy'= =

X X X

- 4 - 3

] l 2
" N (1-Inx _;'X ~(1=Inx)-2x —3+2Inx
y'=(y) = X T X

X2 )
d?y =d(dy)=d(y'dx)= y"dx? = (—3+—2Inxjdle
X

3

200)

Primjer 7. Koris¢enjem Lajbnicove formule izracunati y( ako je y = x%e”.

0. (n
Iz Lajbnicove formule (f -g)" = Z[k] f ). g® glijedi da je:

k=0



ym”=@“Xﬁm®=§jimj(@fmk”@ﬁw=(?m}@ﬁm”(ﬁfm+

k=0
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=e*-x*+200-e*-2x + e*.2+0=e"x?+400e*x +39800e”*.



