Pri algebarskim operacijama vektore tretiramo kao vektore kolone, (a,b) = a*b; a* transpono-

vana matrica.

Karakteristi¢na funkcija slu¢ajnog vektora ¢ = (1, ..., () je
fe(r) == Ee™O) = (r, .. ), 1 €Ri=1,2,...,n.

I u visedimenzionalnom slucaju vazi teorema jedinstvenosti.

Slu¢ajni vektor & = (&1, ..., &,) nazivamo Gausovim (ili normalno raspodijeljenim) ako je

njegova karakteristi¢na funkcija
fg(t) _ ei(t,m)f%(Rt,t)’

gdje je m = (my, ..., my), R = (r;) je simetri¢na, pozitivno definitna matrica formata n x n.

Pokazuje se da je ovo karakteristi¢na funkcija vektora & ¢ija je gustina
e(r) = ((2m)"det(R))~2¢™= (T mmutemm),

Koristi se zapis £ : N(m, R) i ¢ita se: vektor £ ima Gausovu (normalnu) raspodjelu sa
parametrima m i R. Pokazuje se da je m; = E&;, 1., = cov(&, &) te je m vektor ocekivanja,

a R kovarijaciona matrica slu¢ajnog vektora &.

Ekvivalentna definicija. Sucajni vektor £ je Gausov ako je njegova gustina
ge(z) = Ce O o= (2q,...,2,)

gdje je Q(x) pozitivno definitna kvadratna forma.
Svojstva Gausovog vektora.
1. Svaki podvektor Gausovog vektora je Gausov.

2. Kod Gausovog vektora nekoreliranost komponenti je ekvivalentna sa njihovom nezav-

1snoséu.

3. Vektor £ = (&, ...,&,) je Gausov ako i samo ako za svaki vektor A = (Aq,...,\,), \s € R

slu¢ajna promjenljiva (&, \) = A& + ... + A\, ima Gausovu raspodjelu.

4. Ako je X : N(m,C) tada je Y = BX +b: N(Bm + b, BCB*).



5. Ako je X : N(m,R) tada vazi: X = m + AZ, (jednakost u raspodjeli) gdje je A
kvadratni korijen iz R tj. R = AA* a Z : N(0, E), E je jedini¢na matrica.
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6. (X,Y): N(m,R), m=(mg,my), R= ( 7x PXYoXOY ) . Tada

o
VX =x: N(my + ,OX,YO—Y(SC —my);oy(1 - P%{,Y))-
X

Visedimenzionalni slu¢aj Moivre Laplasove teoreme. U opitu pratimo tri dogadaja A, Ay, As,
ovi dogadaji ¢ine potpun sistem, odgovarajuce vjerovatnoce su pi, p2, p3. Opit ponavljamo n
puta i slu¢ajne promjenljive v;.14, v3 predstavljaju broj realizacija dogadaja A, Ay, A3 u tih

n ponavljanja. Vazi:

vy —np1y Vo — NP2, R (1 —p1)  —pipe
, &) N(0,R), R = .
( vn vn )= &0 NOR) ( —pip2 - pa(l—p2) )

Visedimenzionalna CGT. Neka su X; = (X;1,...,X;,),7 = 1,2, ... nezavisni, jednako

raspodijeljeni slu¢ajni vektori, EX;; =m;,j =1,...,n, cov(X;, Xi;) = by,;. Tada vazi:

VX, —m) 5 €: N(0,B), B=(by).

Konstrukcija Vinerovog procesa. Cestica se pomjera u trenucima kAt k = 1,2, ...,
pomjera se sa jednakim vjerovatno¢ama za +Az, Az > 0. Slu¢ajna promjenljiva X (t) jed-
naka je polozaju Cestice nakon n = % koraka. Zbog Markovljevosti i homogenosti slucajne
promjenljive X () — X (s) i X(s) — X (0) su nezavisne i slu¢ajne promjenljive X (t) — X (s) i
X(t — s) — X(0) su jednako raspodijeljene. Ozna¢imo DX (t) = ¢%(t). Imamo

X(t) = X(s) = X(0) + X(t) — X(s) = o*(t) = 0*(s) + 0°(t — 5), 0 < s <t = o°(t) = 0,

o? je koeficijent difuzije.

Neka je S, broj pomjeranja u desno do momenta t.

02 = B2 gx — Su_BS _ 28un o X (f) = Si/nAx = Sto/E = X (1) W N(0,0%), n — oc.

At Pn T DS, VD

Formalno, Vinerov proces se zadaje kao proces W (T'),t > 0 za koji vazi:



b) prirastaji procesa na disjunktnim intervalima su nezavisni,
c) W(t)—W(s): N(0,t —s),0 < s <t.
Egzistencija procesa sa ovim svojstvima se dokazuje primjenom Kolomogorovljeve teoreme.

Pretpostavimo da je preslikavanje f : R® — R" definisano sa yx = fe(x1,...,2,), k =

1,...,n obostrano jednoznac¢no. To znaci da se iz

Y1 = fl(xla 737”)
Yo = fQ(xla ~-~7xn)

Yn = fn(xh 7xn)

mogu jednoznacno odrediti

1= g1(Y1;s -, Yn)
To = gQ(yh ceey yn)

Tpn = gn(yla 7yn)

Pretpostavimo da Jakobijan

(9:21 6271
oy Oy
(9$2 81’2
J=| 0w T ow
Oz Oxn
_8y1 —ayn

ne mijenja znak. Neka je gustina vektora (X, ..., X,,) funkcija ¢(z1, ..., z,). Gustina vektora
(Y1,....Y,) je
VY1, Yn) = (91 (Y1, Yn)s s @(Gn (Y1, s ) )|

U primjerima koji slijede, 0 = 1.



Primjer. Naéi raspodjelu vektora (W (ty),..., W(tr)), 0 < t; <ty < ... < ty.

Neka je mi = W(t1), no = Wi(ta) — W(t1),....me = W(ts) — W(ty-1). Sada je W(t) =
n, Wits) = m+na, ..., W(tx) = m+n2+...+nx. Formirali smo preslikavanjan = (ny, ..., nx) —
(W(t1),..... W(tr)) = W. Imamo

pw (T1, oo Tpy tr, s ti) = Dp(T1, o — 21, oo, Tk — Ti—1) = Doy (21) Dy (T2 — 1) Py (T — Tpo1) =

i=1

k k (—ei1)?

_ H 1 e 20ti—ti-1)
=1 \/ 27T(tz - t,;l)

Ovim je pokazano da je Winerov proces Gausov.

Primjer. a =ty < t; < ... <t, = b. Dokazati

—_

E( Y (W (tips — W(t))? — (b— a)>2 0, kad max(tis; — t;) — 0.

i

Il
o

n—1 n—1 n—1
E(S (W(tin—W(t)?) = & DOV (tia =W (1) = 3 (i1 — ) = b—a te je na lijevoj
i=0 i=0 i=0

strani jednakosti koju treba dokazati

DS Wltiwr = W) =S [EOV (s = W) — (EOV(ts — W(tm?)?] -
%1 |:3(tz'+1 — )% — (tip1 — ti)Q] < 2max(ti — t;) gl(ti_i_l —t;) = 2(b— a) max(t;41 — t;) — 0,

00 22 o0 22
. _ )4 — 4 1 T2t — 4 1 T2t —
E(W<t’b+1) W(tl)) 7{“()‘@ \/me +1 dl’ 2‘[[.% \/me +1 dl’

<U — 2(tif12—ti)> _ 4(ti+\1/—7?ti)2 L({-,Ulbefvdv _ 4%1"(%) — 3(ti+1 _ ti)2-

Vinerova mjerana C[0,1]. p(z(t) : x(t1) € L1, ...,x(ts) € I,) = [ ... [ p(x1, ooy tnita, ooy ty)day ..dy,.
nooIn

Primjer. Izratunati P{W (1) >0, W (1) > 0}.

.1 _ _ 1, -2x2+42 —x3 :
pw (21,25 5, 1) = g(x1, 29) = —e7 22T te je

p=PIW(5) > 0W (1) > 0h = [ glor,aa)dosdes

r1>0,22>0



5 oo
Nakon smjena xy; = rcosp,rs = rsing dobijamo p = %f(f re_T2Ad7°)dgo, gdje je A =
00
1

o0 5
2 cos? p — 2sin ¢ cos ¢ + cos? . Kako je bfre"’QAdr =55 tojep =5 bf 22 Nakon uvodenja

du 3
u?+1 8"

smijena tanp = z i u = z — 1 dobijamo p = % i
“1
Primjer. Izra¢unati E(W (s) | W(t)) i D(W(s) | W(t)),0 < s < t.

g(x | y)- gustina slu¢ajne promjenljive W (s) uz uslov da je W(t) = y.

Maksimum Vinerovog procesa

& = max W(s), 7. = min{t : W(t) = x}. U analizi ¢emo koristiti jako Markovljevo
SR
svojstvo (tj. procesi do momenta zaustavljanja (to je slu¢ajni momenat) i od tog momenta

su nezavisni) i skoro izvjesnu neprekidnost Vinerovog procesa.
Ocigledno, {& > x} = {m, <t} i {W(t) >z} C {r < t}.

_ P{W() >}

% = PUV() 2 0 |7 Sth = —p 2 = Pln < 6} = 2P{W(0) > 2}

Znamo W (t) : N'(0,t).

x

P& > 1} = Plr. < 1} =2P(W(1) > 2} =2 ] “5)g, ( _ f)

t

x 12 T I2
| s exp{—5  dr = g, (2) = S exp{—5;}dz, 2 > 0.
0

P{&(x) >z} = \/%j?e:vp{—g}du = g, () = \/%exp{—g}, x> 0.

Neka je 7 tacka (vrijeme) dostizanja apsolutnog maksimuma procesa W(u),0 < u < t. Ako
je tacaka dostizanja viSe, biramo prvu tacku. Potrazimo raspodjelu slu¢ajne promjenljive 7.

Prvo nadimo raspodjelu veltora (7,&). & | 7, = s ima istu raspodjelu kao a+ max W(u) =
<u<t—s



a+ &5 te je

pe, (x| 8) =/ ( exp{ x—a)j}

Pro&(8,2) = pe, (x| 8)pr,(s) = exp{—E}exp{-40} 0<s <tz >a

(ts

a a2
) = 1o | 06 0) = s | ) = pra0) = — i expl—£), 0 < s < 1, >
P.(s) = [ Prg(s,a)da = ——~—, 0 < s < t.
(s) Of & (s,a)da /o5
S
P{r <s} = [—%— = 2arcsin /5,0 <s <L

0T u(t—u)

Primjer. Dokazati da Vinerov proces skoro izvjesno dostize svaki nivo z,z > 0. (ranije

ili kasnije, za kona¢no vrijeme)

(r < 00} = U{m <nb, {7 < n} = 4, 1 te jo
n=1

. .7 . 22
P{ry < oo} = lim P{7, <n} = lim f T exp{—3 Yz = Tim. Of Lo o5 exp{—35; }dz
(iz Bepo-Levijeve leme slijedi) = {ﬁ exp{—Z}dz = (g—z = u) = \/L; of \/%;e*“du =1

Koristili smo:

x x? x x
Lo ——— 1= = — ——}, 2>0.
(0,n) o 15 exp{ 22’} f (z) T f(z) 515 exp{ 22} <
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