
Pri algebarskim operacijama vektore tretiramo kao vektore kolone, (a, b) = a∗b; a∗ transpono-

vana matrica.

Karakteristi£na funkcija slu£ajnog vektora ζ = (ζ1, ..., ζn) je

fζ(r) := Eei(r,ζ), r = (r1, ..., rn), ri ∈ R, i = 1, 2, ..., n.

I u vi²edimenzionalnom slu£aju vaºi teorema jedinstvenosti.

Slu£ajni vektor ξ = (ξ1, ..., ξn) nazivamo Gausovim (ili normalno raspodijeljenim) ako je

njegova karakteristi£na funkcija

fξ(t) = ei(t,m)− 1
2

(Rt,t),

gdje je m = (m1, ...,mn), R = (rk,l) je simetri£na, pozitivno de�nitna matrica formata n×n.

Pokazuje se da je ovo karakteristi£na funkcija vektora ξ £ija je gustina

gξ(x) = ((2π)ndet(R))−
1
2 e−

1
2

(R−1(x−m),(x−m)).

Koristi se zapis ξ : N (m,R) i £ita se: vektor ξ ima Gausovu (normalnu) raspodjelu sa

parametrima m i R. Pokazuje se da je mi = Eξi, rk,l = cov(ξk, ξl) te je m vektor o£ekivanja,

a R kovarijaciona matrica slu£ajnog vektora ξ.

Ekvivalentna de�nicija. Su£ajni vektor ξ je Gausov ako je njegova gustina

gξ(x) = Ce−Q(x), x = (x1, ..., xn)

gdje je Q(x) pozitivno de�nitna kvadratna forma.

Svojstva Gausovog vektora.

1. Svaki podvektor Gausovog vektora je Gausov.

2. Kod Gausovog vektora nekoreliranost komponenti je ekvivalentna sa njihovom nezav-

isno²¢u.

3. Vektor ξ = (ξ1, ..., ξn) je Gausov ako i samo ako za svaki vektor λ = (λ1, ..., λn), λi ∈ R

slu£ajna promjenljiva (ξ, λ) = λ1ξ1 + ...+ λnξn ima Gausovu raspodjelu.

4. Ako je X : N (m,C) tada je Y = BX + b : N (Bm+ b, BCB∗).



5. Ako je X : N (m,R) tada vaºi: X
.
= m + AZ, (jednakost u raspodjeli) gdje je A

kvadratni korijen iz R tj. R = AA∗, a Z : N (0, E), E je jedini£na matrica.

6. (X, Y ) : N (m,R), m = (mx,mY ), R =

(
σ2
X ρX,Y σXσY

ρX,Y σXσY σ2
Y

)
. Tada

Y |X = x : N (mY + ρX,Y
σY
σX

(x−mX);σ2
Y (1− ρ2

X,Y )).

Vi²edimenzionalni slu£aj Moivre Laplasove teoreme. U opitu pratimo tri doga�ajaA1, A2, A3,

ovi doga�aji £ine potpun sistem, odgovaraju¢e vjerovatno¢e su p1, p2, p3. Opit ponavljamo n

puta i slu£ajne promjenljive ν1.ν2, ν3 predstavljaju broj realizacija doga�aja A1, A2, A3 u tih

n ponavljanja. Vaºi:

(
ν1 − np1√

n
,
ν2 − np2√

n
)
R→ (ξ1, ξ2) : N (0, R), R =

(
p1(1− p1) −p1p2

−p1p2 p2(1− p2)

)
.

Vi²edimenzionalna CGT. Neka su Xi = (Xi,1, ..., Xi,n), i = 1, 2, ... nezavisni, jednako

raspodijeljeni slu£ajni vektori, EXi,j = mj, j = 1, ..., n, cov(Xi,k, Xi,l) = bk,l. Tada vaºi:

√
n(Xn −m)

R→ ξ : N (0, B), B = (bk,l).

Konstrukcija Vinerovog procesa. �estica se pomjera u trenucima k∆t, k = 1, 2, ...,

pomjera se sa jednakim vjerovatno¢ama za ±∆x, ∆x > 0. Slu£ajna promjenljiva X(t) jed-

naka je poloºaju £estice nakon n = t
δt
koraka. Zbog Markovljevosti i homogenosti slu£ajne

promjenljive X(t)−X(s) i X(s)−X(0) su nezavisne i slu£ajne promjenljive X(t)−X(s) i

X(t− s)−X(0) su jednako raspodijeljene. Ozna£imo DX(t) = σ2(t). Imamo

X(t) = X(s)−X(0) +X(t)−X(s)⇒ σ2(t) = σ2(s) + σ2(t− s), 0 < s < t⇒ σ2(t) = σ2t,

σ2 je koe�cijent difuzije.

Neka je Sn broj pomjeranja u desno do momenta t.

X(t) = Sn∆x− (n− Sn)∆x = (2Sn − n)∆x⇒ DX(t) = σ2t = 4n1
2

1
2
(∆x)2 = t

∆t
(∆x)2 ⇒

σ2 = (∆x)2

∆t
; S∗n = Sn−ESn√

DSn
= 2Sn−n√

n
⇒ X(t) = S∗n

√
n∆x = S∗nσ

√
t⇒ X(t)

R→ W : N (0, σ2t), n→∞.

Formalno, Vinerov proces se zadaje kao proces W (T ), t > 0 za koji vaºi:



a) W (0)
si
= 0,

b) prira²taji procesa na disjunktnim intervalima su nezavisni,

c) W (t)−W (s) : N (0, t− s), 0 6 s < t.

Egzistencija procesa sa ovim svojstvima se dokazuje primjenom Kolomogorovljeve teoreme.

Pretpostavimo da je preslikavanje f : Rn −→ Rn de�nisano sa yk = fk(x1, ..., xn), k =

1, ..., n obostrano jednozna£no. To zna£i da se iz

y1 = f1(x1, ..., xn)

y2 = f2(x1, ..., xn)

.

.

.

yn = fn(x1, ..., xn)

mogu jednozna£no odrediti

x1 = g1(y1, ..., yn)

x2 = g2(y1, ..., yn)

.

.

.

xn = gn(y1, ..., yn)

Pretpostavimo da Jakobijan

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x1
∂y1

... ∂x1
∂yn

∂x2
∂y2

... ∂x2
∂yn

. . .
∂xn
∂y1

... ∂xn
∂yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ne mijenja znak. Neka je gustina vektora (X1, ..., Xn) funkcija ϕ(x1, ..., xn). Gustina vektora

(Y1, ..., Yn) je

ψ(y1, ..., yn) = ϕ(g1(y1, ..., yn), ..., ϕ(gn(y1, ..., yn))|J |.

U primjerima koji slijede, σ2 = 1.



Primjer. Na¢i raspodjelu vektora (W (t1), ...,W (tk)), 0 < t1 < t2 < ... < tk.

Neka je η1 = W (t1), η2 = W (t2) − W (t1), ..., ηk = W (tk) − W (tk−1). Sada je W (t1) =

η1,W (t2) = η1+η2, ...,W (tk) = η1+η2+...+ηk. Formirali smo preslikavanja η = (η1, ..., ηk) −→
(W (t1), ....,W (tk)) = W. Imamo

pW (x1, ..., xk, t1, ..., tk) = pη(x1, x2−x1, ..., xk−xk−1) = pη1(x1)pη2(x2−x1)...pηk(xk−xk−1) =

=
k∏
i=1

1√
2π(ti − ti−1)

e
−

k∑
i=1

(xi−xi−1)
2

2(ti−ti−1) .

Ovim je pokazano da je Winerov proces Gausov.

Primjer. a = t0 < t1 < ... < tn = b. Dokazati

E
( n−1∑
i=0

(W (ti+1 −W (ti))
2 − (b− a)

)2

→ 0, kad max(ti+1 − ti)→ 0.

E
( n−1∑
i=0

(W (ti+1−W (ti))
2
)

=
n−1∑
i=0

D(W (ti+1−W (ti)) =
n−1∑
i=0

(ti+1− ti) = b−a te je na lijevoj

strani jednakosti koju treba dokazati

D
( n−1∑
i=0

(W (ti+1 −W (ti))
2
)

=
n−1∑
i=0

[
E(W (ti+1 −W (ti))

4 − (E(W (ti+1 −W (ti))
2)2

]
=

n−1∑
i=0

[
3(ti+1 − ti)2 − (ti+1 − ti)2

]
6 2 max(ti+1 − ti)

n−1∑
i=0

(ti+1 − ti) = 2(b− a) max(ti+1 − ti)→ 0,

E(W (ti+1)−W (ti))
4 =

∞∫
−∞

x4 1√
2π(ti+1−ti)

e
− x2

2(ti+1−ti)dx = 2
∞∫
0

x4 1√
2π(ti+1−ti)

e
− x2

2(ti+1−ti)dx =(
v = x2

2(ti+1−ti)

)
= 4 (ti+1−ti)2√

π

∞∫
0

v1,5e−vdv = 4 (ti+1−ti)2√
π

Γ
(

5
2

)
= 3(ti+1 − ti)2.

Vinerova mjera na C[0, 1]. µ(x(t) : x(t1) ∈ I1, ..., x(tn) ∈ In) =
∫
I1

...
∫
In

p(x1, ..., xn; t1, ..., tn)dx1...dxn.

Primjer. Izra£unati P{W (1
2
) > 0,W (1) > 0}.

pW (x1, x2; 1
2
, 1) = g(x1, x2) = 1

π
e−2x21+2x1x2−x22 te je

p = P{W (
1

2
) > 0,W (1) > 0} =

∫∫
x1>0,x2>0

g(x1, x2)dx1dx2.



Nakon smjena x1 = r cosϕ, x2 = r sinϕ dobijamo p = 1
π

π
2∫

0

(
∞∫
0

re−r
2Adr)dϕ, gdje je A =

2 cos2 ϕ− 2 sinϕ cosϕ + cos2 ϕ. Kako je
∞∫
0

re−r
2Adr = 1

2A
to je p = 1

2π

π
2∫

0

dϕ
A
. Nakon uvo�enja

smijena tanϕ = z i u = z − 1 dobijamo p = 1
2π

∞∫
−1

du
u2+1

= 3
8
.

Primjer. Izra£unati E(W (s) | W (t)) i D(W (s) | W (t)), 0 < s < t.

g(x | y)- gustina slu£ajne promjenljive W (s) uz uslov da je W (t) = y.

g(x | y) =
p(x, y; s, t)

p(y; t)
=
(

2π
s

t
(t− s)

)−0,5

exp

{
−

(
x− y s

t

)2

2 s
t
(t− s)

}
⇒

E(W (s) | W (t) = y) = s
t
y;E(W (s) | W (t)) = s

t
W (t);D(W (s) | W (t)) = s

t
(t− s).

Maksimum Vinerovog procesa

ξt = max
06s6t

W (s), τx = min{t : W (t) = x}. U analizi ¢emo koristiti jako Markovljevo

svojstvo (tj. procesi do momenta zaustavljanja (to je slu£ajni momenat) i od tog momenta

su nezavisni) i skoro izvjesnu neprekidnost Vinerovog procesa.

O£igledno, {ξt > x} = {τx 6 t} i {W (t) > x} ⊂ {τx 6 t}.

1

2
= P{W (t) > x | τx 6 t} =

P{W (t) > x}
P{τx 6 t}

⇒ P{τx 6 t} = 2P{W (t) > x}.

Znamo W (t) : N (0, t).

P{ξt > x} = P{τx 6 t} = 2P{W (t) > x} = 2
∞∫
x

exp{−u
2

2t
}√

2πt
du

(
u =

√
t
z
x

)
t∫

0

x√
2πz1,5

exp{−x2

2z
}dz ⇒ gτx(z) = x√

2πz1,5
exp{−x2

2z
}dz, z > 0.

P{ξt(x) > x} =
√

2
πt

∞∫
x

exp{−u2

2t
}du⇒ gξt(x) =

√
2
πt

exp{−x2

2t
}, x > 0.

Neka je τ ta£ka (vrijeme) dostizanja apsolutnog maksimuma procesaW (u), 0 < u < t. Ako

je ta£aka dostizanja vi²e, biramo prvu ta£ku. Potraºimo raspodjelu slu£ajne promjenljive τ .

Prvo na�imo raspodjelu veltora (τ, ξt). ξt | τa = s ima istu raspodjelu kao a+ max
0<u<t−s

W (u) =



a+ ξt−s te je

pξt(x | s) =
√

2
π(t−s) exp{− (x−a)2

2(t−s) }.

pτa,ξt(s, x) = pξt(x | s)pτa(s) = a

πs
√
s(t−s)

exp{−a2

2s
} exp{− (x−a)2

2(t−s) }, 0 < s < t, x > a.

Pτ,ξt(s, a) = pτ (s | a)pξt(a) = pτa(s | a)pξt(a) = pτa,ξt(s, a) = a

πs
√
s(t−s)

exp{−a2

2s
}, 0 < s < t, a > 0.

Pτ (s) =
∞∫
0

Pτ,ξt(s, a)da = 1

π
√
s(t−s)

, 0 < s < t.

P{τ 6 s} =
s∫

0

du

π
√
u(t−u)

= 2
π

arcsin
√

s
t
, 0 < s < t.

Primjer. Dokazati da Vinerov proces skoro izvjesno dostiºe svaki nivo x, x > 0. (ranije

ili kasnije, za kona£no vrijeme)

{τx <∞} =
∞⋃
n=1

{τx 6 n}, {τx < n} = An ↑ te je

P{τx <∞} = lim
n→∞

P{τx 6 n} = lim
n→∞

n∫
0

x√
2πz1,5

exp{−x2

2z
}dz = lim

n→∞

∞∫
0

I(0,n)
x√

2πz1,5
exp{−x2

2z
}dz

(iz Bepo-Levijeve leme slijedi) =
∞∫
0

x√
2πz1,5

exp{−x2

2z
}dz =

(
x2

2z
= u

)
= 1√

π

∞∫
0

1√
u
e−udu = 1.

Koristili smo:

I(0,n)
x√

2πz1,5
exp{−x

2

2z
} = fn(z) ↑ f(z) =

x√
2πz1,5

exp{−x
2

2z
}, z > 0.
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