PREDGOVOR

U skripti su obradene teme koje su naznacene programom predmeta
"Teorija vjerovatnoca. Statistika", jednosemestralni kurs, a koji sam neko-
liko godina predavao studentima Fizike. Tako je skripta prvenstveno nami-
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fakulteta i postdiplomcima na Gradevinskom i na Maginskom fakultetu. I
studenti Matematike u skripti mogu naéi koristan materijal.

Studenti Fizike i studenti Tehnike imaju dobro matematicko obrazovanje,
ali ne poznaju Teoriju mjere na koju se u Vjerovatnodi ¢esto pozivamo. Stoga
sam, rade¢i na ovom tekstu, na pojedinim mjestima bio primoran da odus-
tanem od matematicke strogosti i neke pojmove definisem manje formalno.
Moj afinitet ka izlaganju teorije sa §to viSe primjera prisutan je u ponudenoj
skripti. Najbolji test razumijevanja matematicke teorije je umjesnost u rjesa-
vanju zadataka. U skripti je ponudeno 140 zadataka i medu njima ima mnogo
ispitnih zadataka.

Veliku zahvalnost dugujem recenzentima prof. dr Milojici Jaé¢imoviéu i
docentu dr Svjetlani Terzi¢. Njihovi savjeti su mi pomogli u pripremi zavrgne
verzije teksta.
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Dio 1
Teorija vjerovatnoca

1.1 Uvod u predmet

Posmatrajmo jednostavni opit bacanja simetri¢nog novéic¢a ili popularno naz-
vanu igru "pismo—grb". Opit se sastoji u tome da se novéi¢ baci na sto.
Nakon $to je nov¢i¢ pao na sto, na njegovoj je gornjoj strani pismo (P) ili
grb (G) (ovdje dogovorno smatramo da su (P) i (G) jedini mogudéi ishodi;
razumno je iskljuciti ostale ishode kakav je npr. padanje nov¢i¢a na bok).
Zbog simetri¢nosti nov¢i¢a, mi prije njegovog bacanja, ne znamo hoce li
"pasti" pismo ili grb. Dakle, uz date pretpostavke, bacanje nov¢ic¢a je opit
sa dva moguca ishoda; ishodi su elementi dvoélanog skupa

Q0 ={P G},

ali unaprijed ne znamo koji ¢e ishod biti ostvaren.
Sli¢no, bacanje kocke za igru je opit kod kojeg ¢e svaki ishod biti jedan
od elemenata skupa
0=1{1,2,3,4,5,6},

ali unaprijed ne mozemo reéi koji ée to element biti.

Naveli smo dva tipi¢na slucajna opita. Pod slu¢ajnim opitom (koristi se
i sinonim eksperiment) podrazumijevamo takav opit kod koga ishodi nisu
jednoznac¢no odredeni uslovima u kojima se opit realizuje.

Teorija vjerovatnoca je matematicka disciplina ¢iji je zadatak formiranje
i proucavanje matematickog modela slu¢ajnog eksperimenta. Podvucimo,
Teorija vjerovatnoca izucava matematicki model slu¢ajnog opita, a ne prirodu
samog opita.

Opit je mo¢an metod za spoznaju prirode. U suStini, opitom treba
da ustanovimo odnos izmedu uzroka i posljedice. Poznavanje tog odnosa
omogucava istrazivacu da definiSe uslove opita i predvidi rezultat u situaci-
jama kad se uslovi realizuju. Opiti se dijele na dvije grupe: deterministicke
i slu¢ajne. Dugo su predmet interesovanja naucénika bili isklju¢ivo determi-
nisticki opiti. Kod deterministi¢kog opita, rezultat je jednoznatno odreden
uslovima opita. Navedimo dva primjera.

1. Dozvolimo tijelu da slobodno pada vrijeme t i izmjerimo predeni put.

_ gt*

Predeni put je s 7 -
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2. Hemijski ¢ista voda koja se na lokalitetu ¢ija je nadmorska visina 0,
zagrije do 100°C, iz te¢nog stanja prelazi u paru. Dakle, ako se is-
pune pomenuti uslovi, kao rezultat (i to uvijek) ¢emo imati promjenu
agregatnog stanja vode.

Kod sluéajnog opita, ostvarivanje kompleksa uslova ne daje jednoznacan
rezultat.

U Vjerovatnodi se izucavaju slucajni opiti kod kojih se kompleksi uslova
mogu ponoviti u tom smislu da je ponovljeni opit identican prethodnom.
Bacanje nov¢i¢a na sto mozemo ponoviti proizvoljno (kona¢no) mnogo puta.
Kada smo govorili o identi¢nosti opita, imali smo u vidu "bacanje simetri¢nog
nov¢ica na sto", dakle uslove u kojima se opit sprovodi, a ne i rezultate opita.

Kod matematickog modeliranja slu¢ajnog opita, potrebno se dogovoriti o
tome §to smatramo mogué¢im ishodom tog opita. Kada se to uradi, onda su ti
dogovorno ustanovljeni moguéi ishodi jedini objekti koji sluze za konstrukciju
matematickog modela tog sluc¢ajnog opita.

Receno pojasnimo na jednom primjeru. Vratimo se opitu u kome se baca
novCi¢ na sto. Mozemo se dogovoriti, kao $to smo uradili na pocetku, da
registrujemo gornju stranu nov¢ic¢a kada on padne na sto. Tada su ishodi (P)
i (G). Medutim, ako je daska na stolu pravougaonik dimenzija a i b, mozemo
se dogovoriti da kao ishod registrujemo rastojanje centra novéi¢a od najblize
ivice pravougaonika. Tada su mogudi ishodi svi brojevi od 0 do %min{a, b}.
Prirodno, moZemo se dogovoriti da kao ishod registrujemo i gornju stranu
novci¢a i rastojanje centra novcic¢a od najblize ivice stola. Odluka o izboru
mogucih ishoda je uslovljena prirodom problema kog izucavamo.

Rezultate slu¢ajnog opita zvacemo dogadaji. Na primjer, ako je slucaj-
ni opit bacanje dvije kocke, "padanje istog broja" je dogadaj. Mi ¢emo
ustanoviti da je ostvaren dogadaj "pao je isti broj" tako §to ¢emo ustanoviti
da je pao jedan od ishoda "(1,1) ili (2,2) ili (3, 3) ili (4,4) ili (5,5) ili (6,6)".

Razlikova¢emo sloZene i elementarne dogadaje. U prethodnom prim-
jeru, dogadaj pali su isti brojevi je slozen, a dogadaji (1,1) (u oba bacanja
je pala jedinica), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5) i (6,6) su elementarni. Kod
sloZzenih dogadaja, skup ishoda ¢ija realizacija povlaci ostvarivanje dogadaja
ima bar dva elementa, dok je kod elementarnih dogadaja taj skup jednoclan.
Svaki slozeni dogadaj se jednozna¢no razlaze na elementarne dogadaje i svaki
slozeni dogadaj se moZe opisati pomocu elementarnih dogadaja.

Neka je A dogadaj vezan uz neki sluéajni opit, odnosno, A je moguéi
ishod tog opita. Pretpostavimo da smo taj opit ponovili n puta i da se u
tih n ponavljanja dogadaj A pojavio tatno ny puta. Tada broj n4 zovemo
frekvencija (uestalost) dogadaja A, a broj =4 relativna frekvencija
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dogadaja A (u tih n ponavljanja opita).

Iz recenog slijedi da je 0 < %4 < 1.

Vratimo se opitu u kome se baca nov¢i¢ i postavimo sljedece pitanje:
Kolika je vjerovatnocé¢a da ée pasti pismo? Iako je pitanje neprecizno for-
mulisano, jer pojam vjerovatnoce jos nije definisan, ve¢ina upitanih bi odgo-
vorila da je traZzena vjerovatnoca % Podsvjesno se smatra da je trazena
vjerovatno¢a mjera moguénosti pojavljivanja razmatranog ishoda prilikom
jednog obavljanja opita. Odgovor se ne moze logicki obrazloziti veé je zas-
novan na sljedeéim intuitivno — iskustvenim ¢injenicama:

19 Pogto u opitu imamo dva ravnopravna ishoda (zbog simetri¢nosti
novéi¢a), izgledi za pismo i grb su po 50%, pa je vjerovatnoca da ¢e pasti
pismo %

20 Iskustvo nas uéi da se pri velikom broju bacanja novéi¢a, pismo i grb
pojavljuju priblizno jednak broj puta, pa je relativna frekvencija “& blizu %
Stoga je razumno % proglasiti za trazenu vjerovatnoéu pojavljivanja pisma
u jednom opitu.

U Teoriji vjerovatnoca se razmatraju samo oni opiti koji imaju svojstvo
tzv. statisticke stabilnosti relativnih frekvencija. Pojasnimo.

Pretpostavimo da smo obavili j serija opita, pri ¢emu je u svakoj seriji
opit ponovljen n puta, n je "velik" broj. Oznadimo sa fi‘, 1=1,2,...,], re-
lativnu frekvenciju dogadaja A u i-toj seriji. Svojstvo statisticke stabilnosti
relativnih frekvencija podrazumijeva priblizno jednake relativne frekvencije
u nadim serijama.

Klasi¢na definicija vjerovatnoée a posteriori: Ako slucajni opit
zadovoljava uslov statisticke stabilnosti relativnih frekvencija, tada se vje-
rovatnoca a posteriori proizvoljnog dogadaja A iz tog opita definise kao
realni broj P(A),0 < P(A) < 1, oko kog se grupisu, odnosno, kom teze
relativne frekvencije tog dogadaja.

Ova definicija nije matematicki precizna. Naime, postavlja se pitanje,
kako provjeriti hipotezu o stabilnosti relativnih frekvencija.

Na primjer, u opitu sa bacanjem novcica, mi oc¢ekujemo da "2 — %, no
nije iskljucen slu¢aj da nov¢ié stalno pada na pismo (grb) i tada je == — 1(0).
Sli¢no, nemamo argumenata da isklju¢imo slucaj kada =2 — o € [0,1], o #
3 ili da 22 uopste ne konvergira.

Bez obzira na navedene manjkavosti ove definicije vjerovatnoce, ona je
kroz nekoliko vjekova bila vazeca i u tom periodu je dobijen niz klasi¢nih i
vrijednih vjerovatnosnih rezultata.

Primjer 1. U tabeli formata 10 x 10 dati su rezultati 10000 bacanja nov¢ica
grupisanih u 100 razli¢itih serija po 100 bacanja, a u tabeli formata 10 x 1
rezultati grupisani u 10 serija po 1000 bacanja. Brojevi u tabelama pokazuju
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broj pojavljivanja pisma.

o4 46 53 55 46 54 41 48 51 53 o01
48 46 40 53 49 49 48 54 53 45 485
43 52 58 51 51 50 52 50 53 49 509
58 60 54 55 50 48 47 57 52 35 536
48 51 51 49 44 52 50 46 53 41 485
49 50 45 52 bH2 48 47 47 47 51 488
45 47 41 51 49 59 50 55 53 50 500
93 52 46 52 44 51 48 51 46 o4 497
45 47 46 52 47 48 B9 57 45 48 494
47 41 51 48 59 51 52 55 39 41 484

Iz tabela se vidi da su relativne frekvencije dogadaja "palo je pismo" u
svakoj seriji blizu § i da su tim bliZe §to je serija ve¢a (duza).<

Klasi¢na definicija vjerovatnoée a priori: Neka imamo slu¢ajni opit
sa kona¢no mnogo elementarnih dogadaja i neka su svi ti elementarni do-
gadaji jednako moguéi. Tada je vjerovatnoéa proizvoljnog dogadaja iz tog
opita jednaka koli¢niku broja ishoda (elementarnih dogadaja) povoljnih za
taj dogadaj i broja svih moguéih ishoda.

U ovo] definiciji postoje dvije slabosti. Prva je u njenoj restriktivnosti
jer se odnosi samo na opite sa konac¢no mnogo ishoda. Definicija je kruzna
jer u sebi sadrzi pojam jednako mogu¢ koji defacto znadi jednako vjerovatan.

Ni jedna od navedenih definicija vjerovatnoée ne moze sluziti kao baza
aksiomatske matematicke teorije vjerovatnoca.

Da bismo presli na konstrukciju matematicke Teorije vjerovatnoéa, mo-
ramo uvesti neke pojmove.

Polazni objekat u teoriji vjerovatnoca je skup 2 koji zovemo prostor
ishoda. Elementi skupa {2 se oznacavaju sa w i nazivaju se ishodi ili ele-
mentarni dogadaji.

Primjer 2. Novéié bacamo ¢etiri puta. Tada moZemo uzeti

Q = {PPPP,PPPG,PPGP,...,GGGGY}.

Vidimo da je Q = 16 (Q- broj elemenata skupa ).«
Primjer 3. Kocku bacamo dva puta. Tada moZemo uzeti

Q={(1,1),(1,2),(1,3),...,(5,6),(6,6)}i jasno Q = 36. «
Primjer 4. Novci¢ se baca do prve pojave pisma. Tada moZzemo uzeti

Q= {P,GP,GGP,GGGP,GGGGP,...}.
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Jasno, skup € je prebrojiv tj. Q = Rg.«
Primjer 5. Opit se sastoji u registrovanju broja kosmickih Cestica koje u
toku dana padnu na neki lokalitet. Tada je prirodno uzeti

Q=1{0,1,2,3,4,5,...} = N U {0}.

Q je beskonacan skup iako znamo da broj registrovanih Cestica mora biti
konacan. Za ovakav izbor skupa §2 smo se odludili da bismo izbjegli neugod-
nosti kod ustanovljavanja broja koji treba da predstavlja maksimalni broj
Cestica. Ako prihvatimo da broj ¢estica moze biti npr. 7213, nema razloga
da isklju¢imo moguénost da taj broj bude 7214 i ovakvim rezonovanjem
maksimalni broj moZemo uvecati do beskonacnosti.«

Primjer 6. Opit se sastoji u biranju tacke sa kruga K. Tada je Q = {w :
w € K} = K. Opet imamo skup  sa beskona¢no mnogo elemenata, pri
Cemu je Q = c. <«

Primjer 7. Opit se sastoji u kontinuiranom mjerenju temperature na
nekom lokalitetu. Temperatura se mjeri 24 sata. PoSto je dnevni grafik
temperature neprekidna funkcija, prirodno je za {2 uzeti skup neprekid-
nih funkcija zadatih na vremenskom intervalu od 24 sata. Ovdje svjesno
poveéavamo (2, iako znamo da medu neprekidnim funkcijama ima onih koje
ne mogu biti grafikom dnevne temperature. Ovakav pristup je posljedica
nemogucénosti da se odredi dokle i¢i sa prihvatanjem neprekidnih funkcija
kao eventualnih grafika dnevne temperature. I ovdje imamo Q = c. <«

Neka je A dogadaj vezan uz neki slu¢ajni opit i neka je 2 prostor ishoda
opita. Kako na pitanje: da li se dogadaj A ostvario u opitu? odgovaramo
sa "da" ili "ne" u zavisnosti od toga da li je u opitu realizovan ishod koji
odgovara dogadaju A, to dogadaj A mozemo identifikovati sa skupom ele-
mentarnih ishoda iz Q) ¢ija realizacija povladi realizaciju dogadaja A.

Dakle, dogadaj je podskup prostora ishoda 2. Za dogadaj i odgovarajudi
skup koristimo istu oznaku. Dogadaj A ¢e se dogoditi akko se u opitu dogodi
(realizuje) neki od ishoda iz A (sada A predstavlja skup).

Q nazivamo siguran dogadaj i on ¢e se dogoditi u svakom opitu (u svakom
opitu ¢e se realizovati ishod iz Q). Prazan skup () nazivamo nemogu¢ dogadayj;
on se nikada nece dogoditi.

U tekstu koji slijedi, svi skupovi pripadaju istom prostoru ishoda 2.

Za dogadaj A kazemo da povladi (implicira) dogadaj B ako je A C B.

Neka je A° = Q\ A. Dogadaj A° nazivamo suprotni dogadaj od A.
Dogadaj A€ se realizuje u opitu akko se A ne realizuje.

Skup — dogadaj AU B nazivamo unija dogadaja A1 B. Dogadaj AUB se
realizuje akko se realizuje bar jedan od dogadaja A i B. Analogno se definise
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n
unija kona¢no mnogo dogadaja |J Aj i unija prebrojivo mnogo dogadaja

k=1
)
U An.
n=1

Skup — dogadaj A N B nazivamo presjek dogadaja A i B. Dogadaj AB
(u Teoriji vjerovatnoca uobitajena oznaka za presjek) se realizuje akko se
n oo
realizuju oba dogadaja A i B. Analogno se definisu (| A i () 4n.
k=1 n=1

Za dogadaje A 1 B kazemo da se uzajamno iskljuc¢uju (da su disjunktni)
ako je AB = (). U tom slucaju, dogadaji A i B se ne mogu istovremeno
dogoditi.

Skup — dogadaj A\ B nazivamo razlika dogadaja A i B. Kako je A\ B =
AB°€, zaklju¢ujemo da se dogadaj A\ B realizuje akko se A realizuje i B ne
realizuje.

Za dogadaje — skupove vaze pravila iz Teorije skupova. Na primjer, vaze
De Morganovi zakoni

(04 - s (Aa) -0
n=1 n=1 n=1 n=1

Izlozenu teoriju ilustrujmo primjerom.
Primjer 8. Opit se sastoji od dva bacanja kocke. Jasno,

Q={(i,j):i,j=1,2,...,6}%

2,4,6}. Zadrzimo se za trenutak na dogadaju A. Osim date karakterizacije,
mozemo zapisati A = {(1,1),(1,2),(2,1)} ili pak moZemo koristiti zapis
"A — zbir brojeva je najvige 3". Dakle, dogadaj se karakteriSe navodenjem
elementarnih ishoda koji dogadaju odgovaraju, ali postoje slucajevi kada
karakterizaciju moZzemo obaviti navodenjem uslova uz koje ¢e se dogadaj
realizovati. Primijetimo,

B ={(1,6),(2,6),...,(6,6)} ili B —u drugom bacanju je pao broj 6,
C={(1,2),(2,2),...,(6,6)} ili C' — u drugom bacanju je pao paran broj.

Potrazimo A€ i B¢. Imamo

A°=1{(1,3),(1,4),...,(6,6)} ili A°— zbir brojeva je bar 4,

C° — u drugom bacanju je pao neparan broj.
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Konstatujmo, ANB =0, AnC ={(1,2)}, BUC=C,BCC,C\B=

{(i,7) 17 =2,4}. «
Preporucujemo sljedeée zadatke za vjezbu.

1. Neka su A, B i C' dogadaji. Opisati dogadaj da
a) se ostvario samo dogadaj A,

b) su se ostvarili dogadaji A i B, a C nije ostvaren,
¢) su se ostvarila sva tri dogadaja,

d) je ostvaren bar jedan dogadaj,

e) su ostvarena bar dva dogadaja,

f) je ostvaren jedan i samo jedan dogadaj,

g) su ostvarena dva i samo dva dogadaja,

h) nije ostvaren nijedan dogadaj,

i) su ostvarena ne vige od dva dogadaja.

2. Strijelac gada u metu 4 puta, pri ¢emu se registruju pogoci i promasaji.
Opisati prostor ishoda i dogadaje: A — gadanje je zapocelo promaSajem; B
— rezultat svih gadanja je isti; C — cilj je pogoden tac¢no dva puta; D — cilj
je pogoden bar dva puta.

3. Uniju AU B mozemo zapisati kao AUB = AU (A \ B), dakle kao
zbir dva disjunktna dogadaja. Uniju dogadaja A,B i C zapisati kao zbir
disjunktnih dogadaja.

4. Nov¢i¢ se baca dva puta. Ako se u oba bacanja pojavi pismo, novcic¢
se baca jos jednom, a u suprotnom, jednom se baca kocka za igru. Odrediti
prostor ishoda i dogadaj da se opit zavrSava padanjem Sestice.

5. Nov¢ié¢ se baca sve dok se ne pojave dva pisma uzastopno. Odrediti
prostor ishoda i dogadaj da se opit zavrsi prije sedmog bacanja.

1.2 Aksiomi Teorije vjerovatnoca

IzloZi¢emo aksiome Teorije vjerovatnoca. Aksiomatiku je u Teoriju vjerovat-
noc¢a uveo Kolmogorov. Aksiomi su objavljeni u knjizi Grundbegriffe der
Wahrscheinlichkeitsrechnung, Berlin, 1933. PredloZena aksiomatika je kores-
pondirala sa do tada poznatim vjerovatnosnim rezultatima. Uz to, Kol-
mogorovljev sistem aksioma dobro reprezentuje nage intuitivne predstave
0 vjerovatnoc¢i kao grani¢noj vrijednosti relativnih frekvencija. Kolmogo-
rovljeva aksiomatika je bila odli¢na osnova iz koje se Teorija vjerovatnoéa
razvila u jednu od znacajnih matematickih disciplina. Iako su do 1933.g. do-
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bijeni neki krupni vjerovatnosni rezultati, istori¢ari matematike smatraju da
je te godine Teorija vjerovatnocéa postala samostalna matematicka disciplina.
Svaka matematicka disciplina podrazumijeva tri atributa: 1 — aksiomatiku,
2 — specifitne probleme i 3 — specifiéne metode. Vjerovatnocéa posjeduje ove
atribute.

Sa P(Q) ¢emo oznacCavati partitivni skup prostora ishoda .

DEeFINICIIA 1.2.1 Familija A podskupova prostora ishoda € je algebra sku-
pova ako je:

Al B e A
A2. Ae A= A c A.

A3 A1, Ay, . A e A— U A e A

=1

Dakle, A je algebra ako je zatvorena na komplementiranje i konac¢ne
unije. Iz A1 — A3 slijedi da za algebru A vrijedi:

Q=0cec A

A, Ay, . A e A= ﬂAi: (U Af) c A.
=1 i=1

A Be A= A\B=ANBe A

Prema tome, algebra je zatvorena i na kona¢ne presjeke i skupovne razlike.

DEFINICUJA 1.2.2 Familija F podskupova prostora ishoda Q (F C P(Q2)) je
o-algebra skupova ako je:

Fi. 0eF.

F2. Ac F = A° e F.

3 A, e F,ie N—= UAZGJ:
=1

1=

Kao i u slucaju algebre, pokazuje se da 2 € F i da je o-algebra F
zatvorena na prebrojive presjeke i skupovne razlike.

Postoje dvije trivijalne o-algebre i to su P(Q) i {0, Q}.

Ocigledno, svaka o-algebra je algebra. Nave3éemo primjer algebre koja
nije o-algebra.
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Primjer 1. Neka je 2 beskonacan skup i A familija svih podskupova skupa
Q koji su kona¢ni ili imaju kona¢ne komplemente. Tada je A algebra, ali
nije o—algebra.
prebrojive komplemente. Tada je F o-algebra.

Iz F1 — F3 slijedi da je svaka o-algebra istovremeno i algebra.

DEFINICIIA 1.2.3 Neka je F o-algebra na prostoru ishoda . Ureden par
(Q, F) naziva se mjerljivi prostor.

DEFINICUJA 1.2.4 Neka je (2, F) myjerljivi prostor. Funkcija P : F — R
je vjerovatnoéa (na F, na Q) ako vaZi:

PL. P(A)>0, Ac F; P(Q) = 1.
=1 =1

DEFINICUJA 1.2.5 Uredena trogka (Q, F, P), gdje je F o-algebra na 2 i P
vjerovatnoca na F, naziva se vjerovatnosni prostor.

Vjerovatnosni prostor je osnovni objekat u Teoriji vjerovatnoéa. Svojstvo
P(A) > 0,A € F je svojstvo nenegativnosti vjerovatnoce, a svojstvo P(€2) =
1 je svojstvo normiranosti vjerovatnocée. Svojstvo iz aksiome P2 je svojstvo
o—aditivnosti vjerovatnoce.

Neka je (2, F, P) vjerovatnosni prostor. Elemente o—algebre F nazivamo
dogadaji, a broj P(A), A € F, naziva se vjerovatnoé¢a dogadaja A.

Vazan problem u teoriji vjerovatnoca je konstrukcija vjerovatnosnog pros-
tora, tj. o-algebre dogadaja i vjerovatnosne mjere na toj o-algebri. U odnosu
na ovaj problem postoji bitna razlika izmedu sluc¢aja kada je skup €2 konacan
ili prebrojiv i sluc¢aja kada je skup €2 neprebrojiv. Naime, u prvom slucaju
na skupu P(Q2) je uvijek moguce zadati vjerovatnocu, dok u slu¢aju kada je
skup €2 neprebrojiv to nije moguée. Obja$njenje ovog fakta zahtijeva Sire i
dublje poznavanje matematicke analize od onog koje se od nas trazi, pa nam
stoga ostaje da ovaj fakt prihvatimo bez obrazlozenja.

Dokazac¢emo dvije teoreme koje slijede iz definicije vjerovatnosnog pros-
tora. U tim teoremama ¢e biti evidentirana neka znacajna svojstva vjerovat-
noce.

Teorema 1.2.1 Neka je (2, F, P) vjerovatnosni prostor. Tada vrijedi:
(a) P(D) = 0.
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(b) Ako su Ay, ..., A, € F medusobno disjunkini dogadagi, tada je

P(U Ai> = 2. P(A)

i=1 i=1

(svojstvo konaéne aditivnosti vjerovatnoce).
(¢c) A,Be FiAC B=— P(A) < P(B)

(svojstvo monotonosti vjerovatnoce).
(d)Ant,TLEN,AlgAQQAgg... 1

A= |J A, = P(A) = lim P(A,)

n—oo

n=1
(neprekidnost vjerovatnoc¢e u odnosu na rastuéi niz dogadaja).

(E)AnEJ:,’I’LEN,AlgAQQAgz... 1
A= () A, = P(4) = lim P(4,)
n=1 n—00

(neprekidnost vjerovatnocée u odnosu na opadajuéi niz dogadaja).

) Ane]-',neN:P<Ejl> < §1P(An)

(0— poluaditivnost vjerovatnoce).
(9) A,Be F— P(AUB)=P(A)+ P(B) — P(AB).
(h) Ae F = P(A°)=1- P(A)

(vjerovatnoca suprotnog dogadaja A°).
(i) Ae F=0< P(A) < 1.

Dokaz.
(a) U aksiomi P2 uzmimo A1 = Qi A; = (), i > 2. Dobijamo

1=1+P0)+P0)+...= P0)=0

(b) U P2 stavimo A; =), i > n i iskoristimo (a).
(c) ACB= B=AU(B\A). Zbog (b) je

P(B) = P(A) + P(B\ A) > P(A).

(d) Stavimo By = Ay, B, = A, \ Ap—1,n > 2. Tada je B, € F,n € N i
n oo
B,NBj =0, i+# j. Osim toga vrijedi A, = |J B;, A= |J By, pa imamo

=1 n=1
P(A,) =Y P(Bi), P(A) = P(Bn).
i=1 n=1

Sada (d) slijedi iz definicije sume konvergentnog reda.
(e) Stavimo C,, = A1 \ Ap,n € N. Tada je C, € F,C, C Cpy1,n €
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NiA;\ A= | C,. Sada imamo P(C,) = P(A1) — P(4,), pa iz (d) slijedi
n=1

P(A1) — P(A) = P(A; \ A) = lim P(C,) = P(A;) — lim P(A,).

n—oo n—oo

Iz posljednje jednakosti slijedi (e).
n—1

(f) Neka je By = Ay, B, = A, \ U Ak, n > 2. Tada je B,, n € N, niz
k=1

oo o
disjunktnih dogadaja, B, C A,,ne€ Ni |J A, = |J By. Zato imamo

n=1 n=1

P (G An> = iP(Bn) < iP(A
n=1 n=1 n=1

(g) Imamo AUB = AU (B\ A4), (AN B)U (B\ A) = B. Odavde, zbog (b),
dobijamo

P(AUB) = P(A) + P(B\ A), P(ANB) + P(B\ A) = P(B).

Odavde slijedi (g).
(h) AUA®=Q = P(A)+ P(A°)

=1
(i) Slijedi neposredno iz P1, (a) i (c).

Teorema 1.2.2 (Silvesterova formula.) Neka je (2, F, P) vjerovatnosni
prostor 1 A; € F,i=1,2,...,n. Tada vaZi

P(Ua) = D P - ) P4
i=1 i<n 1<jsn
+ ) P(AAA) — - (—1)n+lp(ﬁ Ay). (1)

1<j<k<n i=1

Dokaz. Primijetimo da u desnoj strani jednakosti (1) prva suma ima
() ¢lanova, druga (5) ¢lanova,..., a n—ta (') ¢lan.

Dokaz ¢emo sprovesti indukcijom po n. Za n = 1 tvrdenje je oCigledno,
a zan = 2 to je tvrdenje (g) iz teoreme 1.2.1. Pretpostavimo da tvrdenje
vrijedi za sve familije od najvise n — 1 dogadaja. Stavimo

n—1
B=|J A, Ci=44, i<n
=1
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Tada vrijedi

P <O Az) = P(B UAn) = P<B) +P(An) - P(BAn) (2)
=1

n—

1
Osim toga je BA, = |J C; pa zbog induktivne pretpostavke imamo
i=1

n—1
P(B) =) P(A)— Y P(A4)+..+(=0)"P(J4) (3
<n i<j<n i—1

n—1
P(BA,) = Y P(C)— Y P(cicj)+...+(—1)np<ﬂ cy»)
=1

<n 1<j<n

= > P(Ad) - > P(AiAjAn)+...+(—1)’LP(ﬁ A;)(4)
=1

<n 1<j<n

Iz (2), (3) i (4) slijedi (1).

1.3 Minimalna o-algebra i Borelova o-algebra

U Vjerovatnodéi se ¢esto pojavljuje potreba da se razmatra o—algebra do-
gadaja koja sadrzi skupove iz neke kolekcije C podskupova prostora ishoda
), pri ¢emu sama kolekcija C nije o-algebra podskupova iz €. Jasno, o-
algebra P(Q) sadrzi svaku kolekciju. Ako je W = {Cy,A € A} kolekcija
svih o—algebri koje sadrze C, tada je () C) = o[C], o—algebra koja sadrzi C
1 ona ima svojstvo da je sadrzana u g\%\koj drugoj o-algebri koja sadrzi C.

o-algebra o[C| se naziva minimalna o-algebra generisana kolekcijom
C.

Upoznajmo se sa jednim vaznim primjerom c-algebre.

Neka je Q = R i neka je Z = {(a,b) : a,b € R, a < b}. Minimalna
o-algebra generisana kolekcijom Z naziva se Borelova og-algebra, a njeni
elementi se nazivaju Borelovi skupovi. Za upravo uvedenu o-algebru, ko-
risti se oznaka B. o—algebru B generiSu i neke druge kolekcije. Da bismo bili
odredeniji, naveséemo teoremu koja se dokazuje u kursevima Matematicke
analize.
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Teorema 1.3.1 Neka je Aj— kolekcija otvorenih skupova na R; Ax— kolek-
cija zatvorenih skupova na R; Az = {[a,b) : a,b € R, a < b}; Ay = {(a,b] :
a,b € R, a <b}; As = {[a,b] : a,b € R, a <b}; As = {(—00,a) : a € R};
A7 = {(a,0) : a € R}. Tada je 0[A1] = 0[Az] = 0[A3] = 0[A4] = 0[A5] =
o[Ag] = o[A7] = o[Z] = B.

o-algebra B je veoma bogata. Primjera radi, u nju ulaze: singltoni (t;j.
jednoé¢lani skupovi), skup racionalnih brojeva, skup iracionalnih brojeva.

Podsjetimo se nekih pojmova iz viSedimenzionalne analize. U prostoru
R"™ postoji prirodno uop$tenje intervala. Neka su a,b € R",a = (a1, ...,a,),
b= (b1,...,bn), pri ¢emu je a; < b;, i = 1,2...n. Tada stavljamo:

(a,b) ={(z1,...,2n) ER" 1 a; <x; <b;,i=1,2,...,n},
[a,b) = {(z1,...,2n) ER" 1 a; < x; < bj,i=1,2,...,n},
(—o0,a) ={(z1,...,2n) € R" 1 x; < a;,i=1,2,...,n}.

Neka je @ = R™. Minimalna o—algebra generisana kolekcijom inter-
vala (koristi se i termin paralelopiped) (a,b), a,b € R™ se naziva Borelova
o—algebra na R" i oznacava sa B".

DEerFINICIIJA 1.3.1 Funkcija f : R® — R je Borelova ako je za svako S €
B, f~4(S) € B

Primjer 1. Slu¢ajno biramo tacku iz intervala (0,1). Kako svaka tacka
iz (0,1) moZe biti izabrana, to je 2 = (0,1). Slu¢ajnom biranju tacke da-
jemo i sljede¢i smisao: Ako je I interval sa (0,1), tada je vjerovatnoca da
slu¢ajno izabrana tacka pripadne I jednaka m(I), gdje je m(I) oznaka za
duzinu intervala I. Vidimo da vjerovatnoca ne zavisi od poloZaja intervala
I na (0,1). Interval I moZemo identifikovati sa dogadajem da tacka pri-
padue intervalu I. Proglasavajuéi intervale za dogadaje, dobijamo kolekciju
7T intervala — dogadaja. Medutim ova kolekcija nije o-algebra jer je recimo,
ﬁz(l /2—1/n,1/2+1/n) = {1/2}, a jedno¢lani skup {1/2} nije interval. Na
o-algebri P(Q2) ne postoji funkcija koja posjeduje sva svojstva vjerovatnoce,
te rjeSenje za o-algebru dogadaja treba traziti na potezu izmedu kolekcije 7
i kolekcije P(R2). o[Z] je kolekcija Borelovih skupova sa (0, 1) i na njoj pos-
toji funkcija P (u Analizi se funkcija P naziva Lebegova mjera i predstavlja
uopstenje duzine) koja svakom skupu iz o[Z] dodjeljuje realni broj, a uz to
ima sva svojstva vjerovatnoce. Na kolekciji Z funkcija P se svodi na duzinu
odgovarajuéeg intervala. Vjerovatnosni prostor kojim se modelira nas opit
je ((0,1),Bo,1), P), gdje je B(o,1) kolekcija Borelovih skupova sa (0,1), a P je
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Lebegova mjera. Kako je duZina, recimo intervala (1/4,1/3) jednaka 1/12 to
je vjerovatnoc¢a dogadaja da slucajno izabrana tacka bude iz ovog intervala
jednaka 1/12. Kako je "duzina", recimo, jedno¢lanog skupa {1/3} jednaka 0
to je vjerovatnoca slu¢ajnog izbora ove tacke jednaka 0. Dakle, izbor tacke
1/3 nije iskljucen, ali je vjerovatnoc¢a dogadaja da bude izabrana bag tacka
1/3 jednaka 0.«

1.4 Elementi kombinatorike

Ovaj izlet u odnosu na naznaceni kurs (nas cilj je izlaganje osnova Teorije
vjerovatnoca) je uraden da bismo se upoznali sa nekim pojmovima iz kom-
binatorike. Kombinatorne ideje su Cesto prisutne u vjerovatnodi.

Teorema 1.4.1 (Princip proizvoda.) Neka su Ay, ..., A, konacni skupo-
vi i neka je T C Ay x -+ X A, skup uredenth n—torki (ai,...,ay) koji je
zadat na sljedeéi nacin: prva komponenta a1 moZe se birati na ki razlicitih
nacina (tj. medu ki razlicitih elemenata skupa Ai1); za svaku veé izabranu
prou komponentu drugu komponentu as moZemo birati na ko razlicitih nacina
itd. Za svaki izbor komponenata aq,...,a,_1 n—tu komponentu a, mozZemo
birati na k, razlicitih nacina. Tada je T = kiks - kp.

Dokaz Teoremu ¢emo dokazati matemati¢kom indukcijom po n. Zan =1
tvrdenje teoreme je ocigledno. Neka je n = 2. Pretpostavimo da prvu
komponentu biramo iz skupa {b1,...,bg,} € Aj, pri ¢emu su by,...,bg,
medusobno razli¢iti. Ako je prva komponenta izabrana, recimo da je to b;,
pretpostavimo da drugu komponentu biramo iz skupa {c1, ..., ck, } C Asg, pri
¢emu su ¢y, ..., ck, medusobno razli¢iti. Posto su svi uredeni parovi (b;, c;)
medusobno razli¢iti, to postoji biunivoka korespondencija izmedu svih ure-
denih parova (b;,c¢j)(i = 1,...,k1,j = 1,...,k2) 1 svih uredenih parova
prirodnih brojeva (i,7)(i = 1,...,k1, 7 = 1,..., ko). Uredeni parovi prirod-
nih brojeva (ako se paru pridruzi tacka u ravni) generisu pravougaoni roj
tacaka. Tacaka po osnovici pravougaonika ima ki, a po visini ke, te je uku-
pan broj tacaka iz roja kiks = T. Pretpostavimo da tvrdenje vrijedi za

n > 2. Uredenu n + 1-torku (bj,,¢j,, ..., %j,, Yjn,, ), MmoZemo tretirati kao
ureden par ((bj,, ¢jy, - -, %),), Yjn.q ). Kako po induktivnoj pretpostavci, svih
izbora za (bj,,¢j,,...,xj,) ima kiks - - ky, zakljuéujemo da svih uredenih

n + 1-torki ima ki1ka - - - knkpy1-

Komentar. Principu proizvoda mozemo dati jedno slobodnije tumadenje.
Naime, ako prvu stvar mozemo napraviti na k; nacdina, drugu na ko nacina,
n—tu na k, nadina, tada se sve stvari mogu napraviti na ukupno kiks---ky
nacina.
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Primjer 1. Kocka za igru se baca 10 puta i biljeze se rezultati bacanja.
Odrediti prostor ishoda € i nadi €.

»Ishodi eksperimenta su desetorke, pri ¢emu su elementi desetorki iz
skupa S = {1,2,3,4,5,6} . Prvu komponentu desetorke moZzemo napraviti
na 6 nadina (prvi broj je iz skupa S), drugu takode na 6 nacina itd. Iz
teoreme 1.4.1 slijedi da je Q@ = 6'0. <«

DEFINICIJA 1.4.1 Neka je A= {ai,...,an}ir € N, 1 <r < n. Varijacija
r-tog reda u skupu A je svaka uredena r—torka a;,,...,a; medusobno ra-
2licitih elemenata skupa A.

Odredimo broj Vn(T) svih varijacija reda r u n-¢lanom skupu.

Prvu komponentu mozemo izabrati na n nacina. Kada je prva kompo-
nenta izabrana, drugu moZemo izabrati na n — 1 nacina. Kada je izabrano
J, 1 < j < r, komponenti, sljedeéu mozemo izabrati na n — j nacina. Iz
teoreme 1.4.1 slijedi

Vi =nn—1)---(n—r+1). (1)
Primjer 2. Na koliko naina moze biti obavljeno izvla¢enje brojeva u igri
LOTO (Izvlaci se 7 brojeva iz skupa S = {1,2,...,39})7

»Prvi broj moze biti izvuen ("napravljen") na 39 nacina, drugi na 38
nadina,..., sedmi na 33 nacina. Dakle, postoji 39 - 38---33 nacina.«

DEFINICIJA 1.4.2 Permutacija u skupu A = {ai,...,a,}, (A = n), je
svaka varijacijo n-tog reda v skupu A.

Sa P, se oznacava broj svih permutacija u n-¢lanom skupu. Iz (1) slijedi
P, =V =nn-1)---1=n! (2)

Neka je A = {a, b, c,d}. Tada su varijacije tre¢eg reda u skupu A sljedece:

(a,b,c) (ab,d) (ac,d) (b,cd)
(a,c,b) (a,d,b) (a,d,c) (b,d,c)
(b,a,c) (b,a,d) (ca,d) (c¢,b,d)
(b,c,a) (b,d,a) (c,d,a) (c,d,b)
(c,a,b)  (d,a,b) (dyac) (d,b,c)
(¢,b,a) (d,ba) (d,c,a) (d,c,b)

Neka je A = {a,b,c}. Tada su permutacije u skupu A sljedece:
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DEFINICIJA 1.4.3 Neka je A = {a1,...,a,}, (A =n),r € N,1 <r < n.
Kombinacija r-tog reda u skupu A je svaki r-clani podskup skupa A.

Broj svih kombinacija r-tog reda u n-¢lanom skupu se oznacava sa 07(17«).

Da bismo odredili C’,(f), primijenimo sljede¢u proceduru.

(a) Izaberimo r razli¢itih elemenata (bez obzira na uredenje) iz n-Clanog
skupa A. Ovim biramo r-¢lani podskup od A, a ovaj izbor moZemo obaviti
na Cff) nacina.

(b) U svakom izabranom r—¢lanom podskupu od A, elemente mozemo
poredati na r nadina.

Opisanom procedurom formiramo varijacije r tog reda u n—¢lanom skupu.
Iz teoreme 1.4.1 dobijamo C,(f) crl = Vn(r) , odakle slijedi

m__n _(n
Cu rl(n—r)! <r>

Neka je A = {a,b,c,d,e}. Tada su kombinacije treceg reda u skupu A
sljedece:

(a,b,c) (a,b,d) (abe) (ac,d) (ace)
(a,d,e) (b,c,d) (b,cie) (bde) (c,de)

Primjer 3. Koliko kombinacija treba uplatiti u igri LOTO da bi nas
dobitak sedmice bio izvjestan?

» Ocigledno, trazeni broj je (579) Objasnimo razliku medu rezultatima iz
primjera 2 i primjera 3. Sedmorke, recimo (2,1,3,4,5,6,7) 1 (7,6,5,4,3,2,1)
opisuju dva razli¢ita procesa izvlacenja, ali oba izvlacenja odgovaraju igracu
koji je na tiketu zaokruzio brojeve (1,2,3,4,5,6,7). <

Predlazemo ¢itaocu da obrati paznju na sljedeé¢e primjere. NaSa ideja je
da kod citaoca kultiviSemo kombinatorni nacin razmisljanja.

Primjer 4. Skolske sveske se proizvode u 3 razli¢ite veli¢ine, 6 razli¢itih
boja i 4 razli¢ite debljine. Koliko ima vrsta Skolskih svesaka?

» Primjenjujuéi princip proizvoda dobijamo da je trazeni broj 3-6-4 =
72. <

Primjer 5. Na koliko na¢ina Sest osoba moze formirati red pred prodavni-
com?

» Trazeni broj nacina je 6! <«

Primjer 6. U ravni je zadato n, n > 3, tacaka, od kojih nikoje 3 ne leze
na istoj pravoj. Nadéi broj trouglova sa tjemenima u zadatim tackama.
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»Broj trazenih trouglova jednak je broju nacina na koje iz skupa tjemena
moZemo izdvojiti tri tjemena, a taj broj je ().«

Primjer 7. Na Sahovskom turniru svaki igra¢ je odigrao po jednu partiju sa
svakim igrac¢em. Odigrano je ukupno 55 partija. Koliko je S8ahista ucestvovalo
na turniru?

»Neka je n broj sahista. Broj odigranih partija jednak je broju parova
koje mozemo obrazovati iz n-¢lanog skupa Sahista. Sada imamo (g) = 55,
odakle slijedi da je n = 11. «

Primjer 8. Od 30 studenata sa prve, 25 sa druge, 20 sa treée i 15 sa
Cetvrte godine studija treba formirati delegaciju u kojoj ¢e biti 5 studenata
sa prve, 4 sa druge, 3 sa treée i 2 sa Cetvrte godine studija. Na koliko se
nacina moze formirati delegacija?

» Predstavnike sa prve godine mozemo odabrati na (350), sa druge na (245),
sa trete na (230), sa Cetvrte na (125) nadina pa je na osnovu principa proizvoda
trazeni broj nacina (350) (245) (230) (125). <

Primjer 9. Na koliko se na¢ina moZe razmjestiti 8 topova na Sahovsku
tablu tako da ne postoji par topova koji se medusobno napadaju?

»Jasno, iz svakog reda i svake kolone na tabli mora biti zauzeto ta¢no po
jedno polje (na njemu ¢e biti smjesten top). Iz prvog reda se moze izabrati
jedno od 8 polja, iz drugog reda jedno od 7 polja (ne odgovara polje iz kolone
u kojoj je prvoizabrano polje), iz trec¢eg reda jedno od 6 polja itd. Na osnovu
principa proizvoda slijedi da je 8 - 7---1 = 8! traZeni broj razmjestaja. <

Primjer 10. Na koliko se nacina 10 teniskih loptica moze podijeliti izmedu
4 djecaka?

»Smatratemo da se loptice ne razlikuju te ¢e svaka podjela biti odredena
brojevima loptica koje su djecaci dobili. Urac¢unava se i varijanta kada jedan
ili vise djec¢aka ne dobiju lopticu. Loptice ¢emo simbolicki oznacavati sa x*.
Svaku podjelu mozemo i to jednoznacno, predstaviti nizom u koji ulaze 3
crte | 1 10 zvjezdica *. U tom nizu zvjezdice do prve | predstavljaju loptice
koje u podjeli dobija prvi djecak (moguce je da do prve | nema zvjezdica §to
odgovara sluc¢aju kada prvi djecak nije dobio lopticu), zvjezdice izmedu prve
| i druge | predstavljaju loptice koje je dobio drugi djecak itd. Primjera radi,
nizu

odgovara podjela u kojoj je prvi djecak dobio 2 loptice, drugi jednu, treéi
7 loptica, a Cetvrti djecak nije dobio lopticu. Pogto izmedu skupa podjela i
nizova napravljenih od 10 % i 3| postoji biunivoka korespondencija, zaklju¢u-
jemo da trazenih podjela ima (133) — ovo je broj nizova od 10* i 3|. Naime,

kad obrazujemo niz — trinaestorku, od moguéih 13 pozicija biramo 3 na koje
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postavljamo |, a na preostalih 10 pozicija postavljamo *. Ovih biranja ima
0(3) _ (13) <
13— \3)

1. Koliko ima petocifrenih brojeva u ¢ijem zapisu ne ucestvuju cifre 0, 1
i27

2. Koliko ima petocifrenih brojeva u ¢ijem zapisu ne ucestvuje 0 i nijedna
cifra se ne ponavlja?

3. Koliko ima sedmocifrenih brojeva u ¢ijem se zapisu tri puta pojavljuje
cifra 3, dva puta cifra 2 i dva puta cifra 17

4. Koliko se razli¢itih rije¢i moze dobiti premjestanjem slova iz rijeci
STATISTIKA?

5. Koliko ima nepodudarnih trouglova ¢&ije su duzine stranica iz skupa
S ={7,8,...,13}7

6. Na koliko se na¢ina iz kompleta od 32 karte moZze izabrati 6 karata
tako da medu njima budu zastupljene sve boje?

7. Na koliko se nacina 8 topova moze rasporediti na Sahovsku tablu
dimenzija 12 x 12, tako da se nikoja dva medusobno ne napadaju?

8. Na koliko se na¢ina 30 studenata moze podijeliti u ¢etiri grupe, tako
da u dvije bude po 10 studenata, a u dvije po 5 studenata?

9. Na kruZnici je dato n razli¢itih tacaka, n > 3. Odrediti broj razli¢itih
konveksnih mnogouglova sa tjemenima u datim tackama.

10. Kogarkagku ekipu sacinjava 5 bekova, 4 centra i 3 krila. Na koliko
se nafina moze sastaviti petorka ako u njoj moraju da igraju bar dva beka i
bar jedan centar?

11. Na koliko nacina figura na Sahovskoj tabli iz donjeg lijevog ugla moze
doé¢i u gornji desni ugao, potezima desno ili gore za po jedno polje?

12. Na koliko se na¢ina n osoba moZe rasporediti na m stolica, m > n?

13. U konveksnom n-touglu (n > 4) povucene su sve dijagonale, pri
¢emu se nikoje tri ne sijeku u jednoj tacki. Koliko ima presje¢nih tacaka
(Tjemena n-tougla se ne racunaju kao presjecne tacke.)?

1.5 Diskretni prostor vjerovatnoéa

Razmotrimo slu¢aj kada je prostor ishoda Q = {w1,ws, ...} najvise prebro-
jiv. Za o-algebru F ¢emo uzeti P(§2). Elementarnim ishodima wi,ws,. ..
pridruzimo redom vjerovatnoce p1, ps,... tako da vazi

(a) p1>0,pa =>0,p3=>0,...
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(b) pr+pet+ps+---=1
Vjerovatnoc¢u proizvoljnog dogadaja A = {wj,,wj,, ...} definiSemo kao
zbir vjerovatnoca ishoda povoljnih za dogadaj A tj.

P(A) = pjy +pjp +- (1)

Lako se provjerava da je na ovaj nacéin korektno definisana vjerovatnoéa
na F. Trojka (2, F, P) €iji su elementi upravo zadati, naziva se diskretni
prostor vjerovatnodéa.

Neka je Q = {wi,wa,...,wn}, p1 =p2 = -+ = pp = % i neka je A =
{wjy,...,wj } € P(Q). Iz (1) dobijamo

(2)

SN

Formulom (2) data je, ve¢ pominjana, klasi¢na definicija vjerovatnoce a
priori. U konstrukciji smo koristili model koji se opire na aksiomatiku Teorije
vjerovatnoca.

Formula (2) se primjenjuje u situacijama kada opit ima kona¢no mnogo
ishoda za koje se pretpostavlja da su simetri¢ni (ravnopravni). "Simetrija"
je najcesée posljedica prirode slucajnog opita ¢iji su ishodi reprezentovani
skupom 2. Na primjer, ako bacamo kocku, smatracemo da je ona geomet-
rijski simetri¢na tj. da svaki broj ima vjerovatnocéu %.

Posto je A broj elemenata skupa A tj. broj povoljnih ishoda za dogadaj
A, a Q broj moguéih ishoda u opitu, to se formula (2) moZe procitati na
sljede¢i nac¢in: "vjerovatnoda je koli¢nik broja povoljnih i broja moguéih
ishoda'.

Vratimo se za trenutak na primjer 8 iz odjeljka 1.1. Kako imamo 36
ravnopravnih (simetri¢nih) ishoda, prirodno je svakom ishodu dodijeliti istu
vjerovatnosnu mjeru, tj. vjerovatnocu koja iznosi 1/36. Takode, prirodno je
za dogadaje proglasiti sve podskupove prostora ishoda 2, te je F = P(Q).
Na osnovu gore izloZenog, vjerovatnoca proizvoljnog dogadaja iz F je koli¢nik
broja ishoda koji odgovaraju dogadaju i broja 36. Recimo, P(A) = 3/36. Na
opisani nacin je modeliran na$ slu¢ajni opit. Preciznije, formirana je trojka
(Q, F, P) koja predstavlja matematicku formalizaciju opita.

Modeli razmjestanja r kuglica u n kutija. Pretpostavimo da r
razli¢itih kuglica treba razmjestiti u n kutija, pri ¢emu svaka kutija moze
primiti proizvoljno mnogo kuglica. Ako je i1 redni broj kutije u koju se
smjesta prva kuglica, ¢9 redni broj kutije u koju se smjesta druga kuglica,...,
i, redni broj kutije u koju se smjesta r-ta kuglica, tada razmjestanju odgo-
vara r—torka (i1,142,...,4,). Na osnovu principa proizvoda, zaklju¢ujemo da
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ovakvih r-torki, a samim tim i razmje§tanja ima n-n---n = n"

koordinatu moZzemo napraviti na n nacina).

U fizickom modelu u kojem se kutije interpretiraju kao energetski nivoi,
a kuglice kao Cestice, Maksvel i Bolecman su formulisali pretpostavku da su
svi razmjestaji (znamo da ih ima n") jednako vjerovatni. Model sa ovakvom
pretpostavkom je poznat kao Maksvel-Bolcmanov. Nadimo vjerovatnocéu da
se u Maksvel-Bolecmanovom modelu

a) na 1,2,...,n-tom nivou nalazi redom ny,ng,...,n, (n1 +ng+---+
n, = r) Cestica,

b) na prvom nivou nalazi k, 0 < k < r, Cestica.

»a) np Cestica za prvi nivo mozemo izdvojiti na (:1) nacina. Iz preostalih
n — ny Cestica za drugi nivo mozemo izdvojiti ny Cestica na (", ")
itd. Na osnovu principa proizvoda dobijamo da je traZena vjerovatnocéa

_ )OO

(svaku

nacina

n’f‘
»b) k Cestica za prvi nivo mozemo izdvojiti na (Z) nadina, a preostalih
r — k CGestica moZemo razmjestiti na preostalih n — 1 nivoa na (n — 1) %
nacina. Na osnovu principa proizvoda dobijamo da je trazena vjerovatnoca
n r—k
(o) (n — 1)

p=-t"" L <

n’f‘

Ako kuglice uzajamno ne razlikujemo i ako svaka kutija moze primi-
ti proizvoljno mnogo kuglica, tada razmjeStanja r kuglica u n kutija ima
(”:ﬁzl). Rezultat se dobija primjenom analize iz primjera 8 odjeljka 1.4.
Treba samo uociti analogiju na relaciji loptica — kuglica i djecak — kutija.
U modelu sa r identi¢nih Cestica i n energetskih nivoa, Boze i Ajnstajn
formuli$u pretpostavku o jednakoj vjerovatnoéi svih razmjestaja.

U Boze-Ajngtajnovom modelu, izra¢unajmo vjerovatnoce koje su veé
nadene za Maksvel-Bolcmanov model.

»a) Kako je podjelu od ny,nq,...,n, Cestica po nivoima moguce obaviti
samo na jedan nadin, trazena vjerovatnoca je

1

n—1

. <

»b) Posto na prvi nivo smjestimo k Cestica, preostalih r — k Cestica na

preostalih n— 1 nivoa moZemo smjestiti na (T_’::Z_Q) nacina. Dakle, traZena
vjerovatnoca je

Y
G

n—1

<
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Neka je 0 < r < n, neka su kuglice identi¢ne i neka svaka kutija moze
primiti najvise jednu kuglicu. Tada je broj razmjestaja (:f), zato §to iz skupa
od n kutija treba odabrati r kutija u koje ¢e biti ubacena po jedna kuglica.

Uz veé opisanu fizicku interpretaciju, Fermi-Dirakova pretpostavka se
sastoji u tome da su sva ova razmjeStanja r Cestica na n nivoa, jednako
vjerovatna.

Primjer 1. Na Cetiri strane kocke A utisnute su po 2 tacke, a na dvije
strane utisnuto je po 5 tacaka. Na svim stranama kocke B utisnute su po 3
tacke. Na Cetiri strane kocke C utisnute su po 4 tacke, a na dvije po jedna
tacka. Biraju se dvije kocke, istovremeno se bacaju i "pobjeduje" ona kocka
na kojoj padne vise tacaka (padne vec¢i broj).

» Analizirajmo varijante. Ako igraju kocke A i B, B pobjeduje ako na A
padne 2. Dakle, pobjedu kocke B povlaée parovi 2 na A i 6 na B, a tih parova
ima 4 -6 = 24. Kako mogu¢ih ishoda ima 6 -6 = 36 (6 je broj strana i na
A ina B), to je vjerovatnoca pobjede kocke B, pp = % = %, a vjerovatnoéa
pobjede kocke A, py = % Ako igraju kocke B i C, vjerovatnocéa pobjede
kocke C je pc = % (kocka C pobjeduje ako na njoj padne 4), dok je pp = %
Akoigraju Ai C, imamo pgq = 4'2;62'6 = g (A pobjeduje u varijantama 1° : 2
na A, 1 naC, 2°: 5naA)ipc:%.

Primijetimo, u igri kocaka A i B, bolja je kocka B — ima vecéu Sansu
(vjerovatnocéu) na pobjedu; u igri B i C, bolja je kocka C; u igri A i C,
bolja je kocka A. Dakle, relacija "biti bolji (bolja)" u nasem sluc¢aju nije
tranzitivna.

Ako svaka od dvije osobe odabere po jednu kocku sa namjerom da ot-
poc¢nu opisanu igru, u boljoj je poziciji osoba koja kocku bira nakon §to je
svoju kocku veé odabrala prva osoba. Naime, ako je prva osoba odabrala
A, druga ¢e odabrati B; ako je prva odabrala B, druga ¢e odabrati C; ako
je prva odabrala C, druga ¢e odabrati A. Prirodno, druga osoba uvijek bira
kocku za koju je vjerovatnoéa pobjede vecéa.«

Primjer 2. (Zadatak o rasijanom dekanu.) Na svecanoj podjeli diploma
bilo je n studenata i dekan im je nasumce podijelio diplome. Kolika je
vjerovatnoca da je bar jedan student dobio svoju diplomu?

» Numerigimo studente brojevima od 1 do n. Oznacimo sa A; dogadaj
da prvi student dobije svoju diplomu, sa As dogadaj da drugi student dobije
svoju diplomu,..., sa A, dogadaj da n—ti student dobije svoju diplomu. Ako
sa W oznacimo dogadaj ¢iju vjerovatnocu trazimo, tada je W = A; U Ay U
... Ay,. Da bismo nasli P(W) primijeni¢emo Silvesterovu formulu. Nakon
primjene ove formule, treba izra¢unati vjerovatnoce presjeka raznih dogadaja
iz kolekcije Aq,...,A,. Kako je ideologija u racunanju ovih vjerovatnoéa
ista, demonstrira¢emo racun, recimo na primjeru P(A;As). n diploma se
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n—torici studenata moze podijeliti na n! nacina. Kada prvi i drugi student
dobiju svoje diplome, preostalih n — 2 diplome preostalim studentima (ima
ih n—2) moze biti podijeljeno na (n—2)! na¢ina. Dakle, P(A;, A2) = (n=2)t

n!
Imamo

Ako n — oo, dobijeni zbir tezi ka 1 —e~! ~ 0,6322. Zbog brze kon-
vergencije niza — zbira, u slu¢aju kada je n > 20, dobijena vjerovatnoca se
odli¢no aproksimira sa 0,6322. Iz istog razloga, rezultati se zanemarljivo
razlikuju ako je, recimo, n = 100 ili n = 200.

Ovaj zadatak se moze formulisati u mnogo varijanti. Navedimo jednu.
Slozili smo 100 listova, zaduvao je vjetar i razbacao listove. Zatim smo listove
nasumce ponovo slozili. Kolika je vjerovatnoéa da ée se bar jedan list naci
na rednom mjestu na kojem je bio i ranije?«

Primjer 3. Komplet u kome je 36 karata se na slu¢ajan na¢in dijeli na dva
jednakobrojna dijela. Kolika je vjerovatnocéa da se u oba dijela nalazi po 9
crnih i crvenih karata?

»Broj podjela je odreden izborom 18 karata iz kompleta od 36 karata, a
tih izbora ima (i’g) 1z skupa od 18 crnih karata, 9 karata mozemo izabrati
na (198) nacina. Isti rezon primjenjujemo i za crvene karte. Koristeéi princip
proizvoda, dobijamo

18) (18
COE) s

T

Prilikom raunanja je koriSéena Stirlingova formula
n! ~ V2mnn"e "

Navesc¢emo neke relativne frekvencije dogadaja ¢iju smo vjerovatnocu izracu-
nali. Podaci poticu iz jedne serije od 100 ponavljanja opita — podjela karata.
Nakon 5 podjela relativna frekvencija je bila 0,4, nakon 10 podjela je bila
0,3, nakon 26 podjela je bila 0,23, nakon 50 podjela je bila 0,24, a nakon
svih 100 podjela relativna frekvencija je 0,24. Znaci, na pocetku serije rela-
tivna frekvencija ima veliku fluktuaciju, a zatim se sa rastom serije relativna
frekvencija stabilizuje. <

Preporucujemo citaocu da uradi sljedete zadatke. Smatramo da c¢e se
tokom rada kod ¢&itaoca razviti kombinatorno—vjerovatnosni naéin razmis-
ljanja. Sigurni smo da ¢e rjeSavaju¢i ponudene zadatke, Citalac jo§ dublje
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proniknuti u teoriju.

1. Slucajno se formira niz od 5 cifara. Kolika je vjerovatnoca da su u
tom nizu sve cifre razlicite?

2. n kuglica se razmjesta u n kutija. Kolika je vjerovatnocéa da se u
svakoj kutiji nalazi kuglica?

3. Svaka od 50 drzava ima po 2 predstavnika u senatu. Na jednoj sjednici
je prisutno 50 senatora.

a) Kolika je vjerovatnoca da je na toj sjednici zastupljena drzava A7

b) Kolika je vjerovatnoca da su zastupljene sve drzave?

4. U kutiji se nalazi 10 B (bijelih) i 8 C (crnih) kuglica. Iz kutije se
odjednom (model bez vrac¢anja) vadi 6 kuglica. Nadi vjerovatnocu dogadaja
da se medu njima nalaze ta¢no 4 B.

5. U kutiji se nalazi 5 kuglica razli¢ite boje. Iz kutije se 25 puta sa
vra¢anjem vadi kuglica. Naéi vjerovatnoéu dogadaja da medu izvadenim
kuglicama bude po 5 kuglica svake boje.

6. Nedirigovani zdrijeb 32 atleticara dijeli u Cetiri kvalifikacione grupe.
Kolika je vjerovatnoca da ¢etiri najbolja atleti¢ara budu u razli¢itim gru-
pama?

7. Iz grupe od 10 bra¢nih parova, slucajno se bira 8 osoba. Kolika je
vjerovatnocéa da medu njima ne postoji bra¢ni par?

8. Nadi vjerovatnoc¢u dogadaja da su u kompletu od 52 karte a) prve
Cetiri karte asovi, b) prva i posljednja karta asovi?

9. Svaki od n gostiju iz n pari cipela slucajno bira za sebe po dvije cipele.
Kolika je vjerovatnoé¢a dogadaja da svaki gost izabere po jednu desnu i jednu
lijevu cipelu (ne obavezno iz istog para)?

10. Iz kompleta od 32 karte se slu¢ajno vadi (bez vrac¢anja) 6 karata.
Kolika je vjerovatnoca da su medu izvadenim kartama a) tacno 3 boje, b)
bar 2 asa?

11. Neka osoba u sveznju ima n kljuceva, a medu njima samo jedan
otvara vrata. U namjeri da otkljuca vrata, proba jedan po jedan kljuc.
Kolika je vjerovatnoéa da ¢e mu do izbora pravog kljuca biti potrebno k
pokugaja?

12. Kolika je vjerovatnoca da dva bacanja tri kocke daju isti rezultat
ako se a) bacaju iste kocke b) razli¢ite kocke?

13. (Paradoks de Merea.) Pokazati da je vjerovatnije dobiti bar jednu
jedinicu pri bacanju 4 kocke, nego bar dvije jedinice pri 24 bacanja kocke.
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14. Novcié se baca deset puta. Izracunati vjerovatnoéu da se bar pet
puta za redom pojavi pismo.

15. U kutiji se nalazi 10 kuglica numerisanih brojevima od 1 do 10.
Na slucajan nacin izvlad¢imo (model bez vracanja) 5 kuglica. Izracunati
vjerovatnoéu da broj 5 bude drugi po veli¢ini medu izvadenim brojevima.

16. 10 Zena i 10 mugkaraca sjedaju na 20 mjesta koja ¢ine red u pozoristu.
Kolika je vjerovatnoca da e sve Zene biti jedna pored druge?

17. n kuglica se na slu¢ajan nadin razmjesta u n kutija (kuglice raz-
likujemo i svaka kutija moze primiti proizvoljno mnogo kuglica). Kolika je
vjerovatnoéa da taéno jedna kutija ostane prazna?

18. Kocka za igru se baca 20 puta. Kolika je vjerovatnoéa da se medu
palim brojevima pojavljuju ta¢no dva broja?

19. Iz kutije u kojoj se nalazi m bijelih i n crnih kuglica, m > n,
vadi se jedna po jedna kuglica (model bez vracanja). Kolika je vjerovatnoca
nastupanja momenta kada ¢e broj izvadenih crnih kuglica biti jednak broju
izvadenih bijelih kuglica?

20. Baca se 10 kockica. Odrediti vjerovatnoc¢u da a) ne padne ni jedna
Sestica, b) padnu tacno 3 Sestice?

21. Nov¢ci¢ se baca 20 puta. Kolika je vjerovatnoca da se pojavi jednak
broj pisama i grbova? Kolika je vjerovatnoc¢a da se pojavi vise grbova nego
pisama?

22. U voz sa 10 vagona ulazi, slu¢ajno birajuéi vagon, 7 putnika. Kolika
je vjerovatnoca da su putnici usli u razli¢ite vagone?

23. U kutiji se nalazi 100 kuglica i medu njima je 5B i 95C kuglica.
Po modelu bez vracanja izvladi se 96 kuglica. Kolika je vjerovatno¢a da su
medu izvuCenim kuglicama bar tri kuglice bijele boje?

24. Kocka se baca deset puta. Naéi vjerovatnoéu da se Sestica pojavi
pet puta, petica tri puta i ¢etvorka dva puta.

25. Iz skupa {1,2,...,500} slucajno se bira broj. Kolika je vjerovatnoca
da izabrani broj nije djeljiv ni sa 2, ni sa 3, ni sa 57

26. Kocka se baca tri puta. Kolika je vjerovatnoéa da medu palim
brojevima postoji broj koji je jednak zbiru dva ostala broja?

27. Za test je pripremljeno 10 pitanja i za svako pitanje su ponudena tri
odgovora od kojih je samo jedan tacan. Kolika je vjerovatnoca da kandidat
koji nasumce zaokruzuje odgovore, ima bar pet ta¢nih odgovora?

28. U igri je uCestvovalo 10 djetaka. Oni su izgubili 5 klikera, a zatim su
svi izgubljeni klikeri pronadeni. Kolika je vjerovatnocéa da su klikere pronasla
trojica djecaka?
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1.6 Geometrijska vjerovatnocéa

Klasitna definicija vjerovatnoée obuhvata samo opite sa konacno mnogo
ravnopravnih ishoda. Jos nekoliko viekova prije pojave Kolmogorovljeve ak-
siomatike, analiza nekih vjerovatnosnih modela u kojima je prostor ishoda
neprebrojiv, nametnula je potrebu da se definicija vjerovatnoce progiri. Po-
menuti modeli su uglavnom geometrijske prirode, tako da je prvo uopstenje
bila geometrijska vjerovatnoc¢a. I u definiciju geometrijske vjerovatnoce je
ugraden pojam "jednake vjerovatnocée" nekih dogadaja. Upoznacemo se sa
zadatkom ¢ije je rjeSavanje dovelo do progirenja pojma vjerovatnode.

Slika 1: Geometrijska vjerovatnoéa.

Neka je G oblast u ravni i ¢ C G podoblast. Slucajno se bira tacka u
oblasti G. Kolika je vjerovatnoca da je izabrana tacka iz g7 Frazi "slu¢ajno
se bira tacka iz G" pridajemo sljedeéi smisao: izabrana tacka moze biti bilo
koja tacka iz G, a vjerovatnoca dogadaja da izabrana tacka pripada nekoj
fiksiranoj podoblasti, proporcionalna je povrsini podoblasti i ne zavisi od
polozaja podoblasti u oblasti. U ovakvim uslovima, prirodno je vjerovatnoc¢u
dogadaja da je izabrana tacka iz podoblasti g definisati kao

mes g

p= (1)

mes G

Na ovaj nacin je definisana geometrijska vjerovatnocéa. Kako je oblast G
iz ravni, mes — mjera je povrsina. Naravno, izloZeno se moze odnositi i na
oblasti na pravoj i u prostoru. U slucaju kada rjesavamo zadatak na pravoj,
mes je duzina, a kada rjeSsavamo zadatak u prostoru, mes je zapremina.

Nave§¢emo nekoliko veé klasi¢nih primjera iz geometrijske vjerovatnode.

Primjer 1. (Zadatak o susretu.) Dvije osobe (imenujmo ih sa A i B) se
dogovore da se nadu na nekom mjestu izmedu 12" i 13". Osoba koja dode
na mjesto susreta ¢eka dok se ne pojavi druga osoba, ali najvise 20 minuta
i onda odlazi. Kolika je vjerovatnoca da ¢e do susreta doci?

»Neka je x vrijeme koje prode od 12" do dolaska na mjesto susreta osobe
A, ay vrijeme koje prode od 12" do dolaska na mjesto susreta osobe B. Ako za
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mjernu jedinicu uzmemo jedan sat, prirodno je prostor ishoda identifikovati
sa

Q={(x,y): x,y €0,1]}.

Oznacimo sa W dogadaj da ¢e doéi do susreta. Do susreta ¢e doéi ako je

0<|z—y| < =< 0< max{z,y} — min{z,y} <

1
37

W =

pa je
1
W—{(a:,y):O§x—y[§3},WCQ.

Iz formule (1) dobijamo (W je osjenceni dio na slici)

mes W 5

mesQ 9’

Slika 2: Primjer 1.

Postoje mnoga uopstenja ovog zadatka. Preporuc¢ujemo &itaocu da izra-
¢una vjerovatnoéu susreta tri osobe koje dolaze na utvrdeno mjesto, a vrijeme
¢ekanja je 10 minuta. RjeSavanje predloZenog zadatka trazi sprovodenje
analize u prostoru.«

Primjer 2. (Bifonov problem igle.) Na ravan koja je ifrafirana paralelnim
pravima, rastojanje izmedu pravih je 2a, bacena je igla duzine 2[, ] < a.
Kolika je vjerovatnoca da igla zasijece neku pravu?

»Oznadimo sa x rastojanje od centra igle do najblize "paralele”, a sa «
ugao izmedu igle i "paralele". Prirodno je prostor ishoda identifikovati sa

Q={(z,a): x €]0,a], a € [0,7]}.

Igla ¢e zasjeéi neku pravu ako je x < [sina, pa ako sa A oznadimo dogadaj
da ¢e igla zasjec¢i neku pravu, imamo

A={(z,a): z <lsina}, AC Q.
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Iz formule (1) dobijamo (A je osjenceni dio na slici)

A 1 (7 21
p:mes = / Isinada = —.
0

mes§) 2w am

Slika 3: Primjer 2.

Formulisa¢emo zadatak koji se nadovezuje na Bifonov problem.

27

Kolika je vjerovatnoca da pravilni Sestougao duzine stranice a koji se

baca na ravan opisanu u Bifonovom problemu, zasijece neku pravu? <

Primjer 3. Stap duzine 1 se lomi na tri dijela. Kolika je vjerovatnoca
dogadaja da se od ta tri dijela moze sastaviti (sklopiti) trougao? A ostrougli

trougao?

» Tacke u kojima dolazi do lomljenja oznacimo sa C'i D (C' je bliza tacki
A). Neka je x = |CD| iy = |DB|. Prirodno je prostor ishoda identifikovati

sa
Q={(z,y): z,yc[0,1], z+y <1}

Od duzi AC, CD i DB mozemo sastaviti trougao ako je
1

m+y>1—w—y@x+y>§,
z+l—z—y>ysy< =

o

y+l—z—y>r <.

\V)

1

Znati A = {(way) Tty > %ay < PR < %}7‘4 C Qa je dogadaj élJu
vjerovatnocu trazimo. O¢cigledno, p = i. U slucaju ostrouglog trougla,

odgovarajuca oblast je odredena uslovima
$2+y2 < (1—$—y)2,
P (1—z—y)? <y
Y4+ (1—z—y)?<a?
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Slika 4: Primjer 3.

i na slici 7?7 je omedena krivim linijama.

Primjenom integralnog racuna se dobija da je traZena vjerovatnoca p, =
3In2 -2~ 0,082. Znadi, vjerovatnoca za tupougli trougao je p, ~ 0,168, a
za pravougli p, = 0 (pravouglom trouglu odgovara kriva linija sa slike 7?7, a
njena povrsina (mjera) je 0) .«

1. U segmentu [—1,1] slucajno se biraju dva broja p i ¢. Kolika je
vierovatnoc¢a da kvadratna jednacina 22 4+ px + ¢ = 0 ima realna rjeSenja?

2. U jednakostrani¢nom trouglu se sluc¢ajno bira tacka. Kolika je vjerovat-
no¢a da je izabrana tacka bliza stranici nego visini trougla?

3. U segmentu [0, 1] slu¢ajno se biraju tri tacke. Kolika je vjerovatnoca
da je tacka koja je izabrana kao trec¢a po redu, izmedu dvije prvoizabrane?

4. U segmentu [0, 1] slu¢ajno se biraju tri tacke i oznacavajusa A, BiC.
Kolika je vjerovatnoca dogadaja da se od duzi OA, OB i OC moZe sastaviti
trougao?

5. Na kruZnici se slucajno biraju tri tacke. Kolika je vjerovatnoca da je
trougao odreden izabranim tackama, ostrougli?

1.7 Uslovna vjerovatnocéa i nezavisnost dogadaja

Neka je A dogadaj iz slu¢ajnog opita koji je matematicki modeliran troj-
kom (9, F, P). Ako osim kompleksa uslova koji generiSu opit nema drugih
ograni¢enja koja mogu uticati na ratunanje vjerovatnoée dogadaja A, tada
kazemo da je P(A) bezuslovna vjerovatnoca dogadaja A.

Medutim, praksa ¢esto namedée potrebu za rac¢unanjem vjerovatnoée do-
gadaja A pri dopunskom uslovu da je ostvaren neki dogadaj B. Takve
vjerovatnoce se zovu uslovne. Koristi¢emo zapis P(A|B); njime je oznacena
vjerovatnoca dogadaja A pri uslovu B (ili preciznije, pri uslovu da je ostvaren
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dogadaj B).

Da bismo priblizili motive za definiciju kroz koju se ukazuje na postupak
racunanja uslovne vjerovatnoée, naves¢emo dva primjera.

Primjer 1. Kocka za igru se baca dva puta. Neka je A dogadaj da je u
oba bacanja pao paran broj, a B dogadaj da je zbir brojeva u oba bacanja
< 6. Konstatujmo

odakle slijedi P(A) = &, P(B) = 2. Kako ratunati P(A|B)? Izvjesno
je, B je ostvareno pa se skup ishoda suzava i redukuje na skup koji ima 15
elemenata. Medu tim elementima — ishodima nadimo one koji odgovaraju
dogadaju A. Ti elementi su {(2,2),(2,4),(4,2)}, a ovim pretrazivanjem
je u stvari naden skup — dogadaj AB. Slijedeéi ideju iz klasi¢ne definicije
vjerovatnoce imamo

_ 3 _ 3 _ P(4B)
P(A]B)fl—f)f%f PE) . <

Primjer 2. Slucajno se bira tacka iz kvadrata K duzine stranice 1. Neka su
A1 B dva podskupa sa K. Neka je A dogadaj da je sluéajno izabrana tacka iz
A, a B dogadaj da je slucajno izabrana tatka iz B. Nadimo P(A|B). Posto
je izvjesno da je B ostvareno, tj. slu¢ajno izabrana tacka pripada skupu
B, skup ishoda se svodi na B. Traze¢i medu elementima skupa B one koji
pripadaju skupu A, mi dobijamo skup AB. Slijedeéi ideju iz geometrijske
vjerovatnoce, sada imamo

mes AB  P(AB)

PAIB) = S B P(B)

Posljednja jednakost slijedi iz ¢injenice mes K = 1.
Vratimo se izlaganju teorije. Neka je (2, F, P) prostor vjerovatnoce i
neka je B € F, P(B) > 0. Definisimo preslikavanje P : F — [0, 1] sa:

P(AB)
P(B)

Py(A) = P(A|B) = AeF. (1)

Lako se provjerava da je Pp vjerovatnoca na F. Nazivamo je uslovna
vjerovatnoca uz uslov B. Druga jednakost u formuli (1) sluzi kao obrazac
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Slika 5: Primjer 2.

za ra¢unanje uslovne vjerovatnoce. Posto su nam primjeri 1,2 u svjezem
sjecanju, jasno je odakle poti¢e motiv za drugu jednakost u (1).

Znagdi, svaki dogadaj B za koji je P(B) > 0 generiSe prostor vjerovatnoce
(Q, F, Pp).

Kako je Pp vjerovatnoé¢a na F, iz teoreme 1.2.1 slijedi

Teorema 1.7.1 Neka je (0, F, P) prostor vjerovatnoce i neka je B € F, P(B)
> 0. Tada je
(a) P(0|B) = 0.
(b) P(A°|B)=1—- P(A|B), A€ F.
(C) A, A € F = P(Al UA2|B) = P(A1|B) + P(A2|B) - P(A1A2|B)
(d) Al,AQG.F, A1 gA2:>P(A1|B) P(AQ’B)

<
(¢) Ay € Fone N = P ( U An|B> <3 P(A.B).
n=1 n=1

Iz jednakosti (1) slijedi da uz uslove P(A) > 0, P(B) > 0 vazi formula
mnozenja vjerovatnoca

P(AB) = P(B)P(A|B) = P(A)P(B|A).
DEFINICIIA 1.7.1 Konaéna ili prebrojiva familija H;,© = 1,2, ..., dogadaja

u prostoru vjerovatnoée (2, F,P) je potpuni sistem dogadaja ako je
P(H;) >0 za svako i, H{H; = 0,i# j i |JH; = Q.
i

Sljedeée dvije teoreme imaju veliku teorijsku i operativnu tezinu.

Teorema 1.7.2 (Formula potpune vjerovatnoée.) Neka je H;,i = 1,2,
. potpuni sistem dogadaja u vjerovatnosnom prostoru (Q,F,P). Tada za
svako A € F wvrijeds

P(A) = ZP(AlHZ-)P(Hi)-



1.7 Uslovna vjerovatnoca i nezavisnost dogadaja 31

Dokaz. Za A € F vrijedi

P(A) = P(AQ) = P (AUHz) =P <U<Aﬂi>>
— ZP(AHi) = ZP(A|H1)P(Hz‘)-’

(2

Teorema 1.7.3 (Bajesova formula.) Neka je H;,i = 1,2, ..., potpuni sis-
tem dogadaja u vjerovatnosnom prostoru (0, F, P) i neka je A € F, P(A) >
0. Tada za svako @ vrijeds

_ P(A|H;)P(H;)
P(H;|A) = " P(A[H,)P(H;)’
j

Dokaz. Iz formule proizvoda vjerovatnoéa i formule potpune vjerovat-
noce slijedi
P(AH;) P(A|H;)P(H;)
P(H;|A) = = 4
P(A) X P(AH,)P(H;)
J

Posto dogadaji iz sistema H;,¢ = 1,2, ..., ¢ine jednu potpunu kolekciju
mogucih dogadaja, govori¢emo da su H; hipoteze.
Razmotri¢emo slucaj kada je

P(A|B) = P(A), (2)

tj. uslovna vjerovatnoé¢a dogadaja A pri uslovu B jednaka je bezuslovnoj.
Izvjesnost realizacije dogadaja B se ne reflektuje na vjerovatnoéu dogadaja
A te mozemo konstatovati da A ne zavisi od B. Iz jednakosti (??) i (77?)
e (AB) _ PB)P(AIB)
P(AB P(B)P(A|B
P(B|A) = PA) POA) = P(B).

Znadi, ni B ne zavisi od A. Ova analiza je uradena uz uslove da je
P(A)>01iP(B) > 0.

Obje jednakosti P(A|B) = P(A) i P(B|A) = P(B) su ekvivalentne sa
jednakoséu P(AB) = P(A)P(B). Sada imamo dovoljno motiva za sljede¢u
definiciju.

DEFINICIIA 1.7.2 Dogadaji A i B su nezavisni ako je

P(AB) = P(A)P(B). (3)
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Prilikom definisanja pojma nezavisnosti dogadaja, odbaceni su ogranica-
vajuci uslovi P(A) > 01 P(B) > 0.

Svi pojmovi koje smo do uvodenja pojma nezavisnosti pomenuli, imaju
svoje analogone u Teoriji mjere. Nezavisnost je izvorno vjerovatnosni pojam.
Pojavom pojma nezavisnosti, vjerovatnoca se oslobodila od okrilja Teorije
mjere (Teorija mjere je oblast Matematicke analize).

Kod rjesavanja prakti¢nih vjerovatnosnih zadataka, nezavisnost se rijetko
ustanovljava provjerom vaZenja jednakosti (?7). Obi¢no se nezavisnost pri-
hvata na osnovu nagih intuitivnih predstava o opitu.

Prirodno je smatrati da u opitu u kome bacamo dva nov¢ié¢a, pojava,
recimo grba kod jednog nov¢i¢a nema uticaja na pojavu, recimo, grba na
drugom nov¢i¢u (osim ako nov¢iéi nisu fizicki povezani npr. tankom Zzicom).
Takode, to 8to je neka Zzena rodila sina nema uticaja na pol djeteta koje
¢e roditi neka druga zena te je vjerovatnocéa da su dva slucajno odabrana
novorodenceta djecaci % . %

Postoje situacije kada nezavisnost dogadaja nije o¢igledna i ustanovljava
se tek nakon provjere vazenja jednakosti (??) (pogledati primjer 5).

U vjerovatnodi se pojavljuje potreba za razmatranjem nezavisnosti vise
dogadaja. Dacdemo strogo formalnu definiciju pojma potpune nezavisnosti
kompleksa od kona¢no mnogo dogadaja.

DEFINICIJA 1.7.3 Dogadaji A1, As, ..., A, su potpuno nezavisni ako za svaksi
broj k € {2,3...,n} i svaki izbor indeksa 1 < j1 < jo < -+ < jr < n, vai
jednakost

P(Aj Ajy . Ajy) = P(Aj)P(Aj,) - P(Ag,).

Izlozenu teoriju ¢emo ilustrovati primjerima.

Primjer 1. Profesor je za ispit pripremio 15 cedulja. Studentu odgovara
10 cedulja (zna odgovore na pitanja koja se nalaze na tim ceduljama) i ne
odgovara mu 5 cedulja (ne zna odgovore). Sto je vjerovatnije: da student
izvuce "dobru" cedulju kada izvla¢i cedulju kao prvi po redu ili kao drugi po
redu?

»Neka je A dogadaj da student izvuce "dobru" cedulju kada cedulju
izvla¢i kao prvi. O¢igledno, P(A) = %—g = % Neka je B dogadaj da izvude
"dobru" cedulju kada cedulju izvladi kao drugi po redu. Neka je Hp : prvo-
izvuéena cedulja je "dobra", a Hsy : prvoizvuéena cedulja je "losa". Prim-
jenom formule potpune vjerovatnoce dobijamo

P(B) = P(B|H1)P(Hy) + P(B|H2)P(H3) =

W =
>—\‘>—\
]
[SCIN )

2
14

Wl N



1.7 Uslovna vjerovatnoca i nezavisnost dogadaja 33

Znagi, vjerovatnoce su iste. Vjerovatnoca (provjerite) da student izvuce
"dobru" cedulju kada je izvlaéi kao posljednji je takode %

Nasem modelu mozemo dati i sljede¢u interpretaciju. Dva Zetona na ko-
jima su brojevi 11 2 spustaju se na dvije cedulje. Nevazno je da li se Zetoni
spustaju prvo jedan pa drugi ili pak istovremeno, efekat je isti (kao $to je
u modelu bez vraé¢anja kada recimo izvla¢imo nekoliko kuglica, sve jedno
da 1i smo ih izvukli jednu po jednu ili sve odjednom). Cedulja na koju je
spusten Zeton sa brojem 1 ¢ée biti prvoizvadena, a ona na koju je spusten
zeton sa brojem 2 ¢e biti drugoizvadena. Jasno, Zeton sa npr. brojem 2
¢e se spustiti na jednu od 15 cedulja, a vjerovatnoc¢a da ¢e to biti "dobra"
cedulja je ocigledno % Na ovaj nac¢in je nadena vjerovatnoca da je drugoiz-
vadena cedulja "dobra". Kod traZenja vjerovatnoce da izvucemo "dobru"
cedulju kada je izvla¢imo kao posljednji po redu, primjenjujemo isti nadin
rasudivanja, s tim §to spusStamo 15 Zetona numerisanih brojevima od 1 do
15.4

Primjer 2. U svakoj od dvije kutije se nalazi po 10B i 5C kuglica. Iz prve
kutije se vadi kuglica, prebacuje u drugu, zatim se iz druge vadi kuglica i pre-
bacuje u prvu. Na kraju se iz prve kutije vadi kuglica. Kolika je vjerovatnocéa
da je ta kuglica bijela?

» Uvedimo hipoteze Hy : BB (u prvom vadenju je iz prve kutije izvucena
bijela kuglica, a iz druge kutije je izvucena bijela kuglica), Hy : BC, Hj :
CB, Hy : CC. Ako sa W oznatimo dogadaj &ju vjerovatnoéu trazimo,
dobijamo

P(W) = P(W|Hy)P(Hy)+ P(W|H3)P(Hs) + P(W|H3)P(H3) +
22 11 6 2 5 11 1 10
PWIHN)P(H) =2.2. -4+ 2. 2.2 L~ 2. 2
+P(W|Hy) P(Hy) 33167153 16 15 3 16

2 1.6 _ 2

3 3 16 3

Dakle, vjerovatnoée prije i poslije prebacivanja su iste. <

Primjer 3. U kutiji se nalaze tri nov¢i¢a. Dva su "normalna”, a treéi je
iskovan tako da na obje strane ima pismo. Slucajno se bira jedan nov¢ié i
baca Cetiri puta. Nadi vjerovatnoéu da je uzet "normalni" nov¢i¢ ako je u
sva, Cetiri bacanja palo pismo?

»Oznacimo sa A dogadaj da je u sva Cetiri bacanja palo pismo, sa Hi
hipotezu da je uzet "normalni" novcié, a sa Hs hipotezu da je uzet "feleri¢ni"
nov¢i¢. Primjenom Bajesove formule dobijamo

P(A|H,)P(H)) i 3 1
) = AT Pl + PP~ Tk 1.1 9
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Primjer 4. U kutiji se nalazi 91 kuglica i svaka moze biti bijela ili crna.
Iz kutije je po modelu bez vrac¢anja izvuceno 19 kuglica i medu njima je
registrovano 7 bijelih i 12 crnih kuglica. Naci najvjerovatniji prvobitni sastav
kutije.

»Oznac¢imo sa Hp hipotezu da je u kutiji k, & = 0,1,...,91, bijelih
kuglica. Naravno, P(Hy) = 9% za svako k. Oznagimo sa A dogadaj da je
izvuceno 7B i 12C kuglica. Nakon primjene Bajesove formule dobijamo

P(Hy)P(A|Hy) P(A[H)

P(H|A) = =

- P(H:) P(AJH) 920 P(A[H,)

Zadatak trazenja maksimuma za P(H|A) ekvivalentan je zadatku traze-
nja maksimuma za P(A|Hj). Imamo

k\ (91—k
P(A|Hk) — (7) (9112 ) .
(10)
Nakon krace analize se dobija P(A|Hy) < P(A|Hyy1) zak < 321 P(A|Hy) >
P(A|Hyy1) za k > 33. Odavde zaklju¢ujemo da je najvjerovatniji sastav
kutije 33B i 58C. Primijetimo da je 1—79 -91 =~ 33 te moZemo konstatovati da
dobijeni rezultat korespondira sa nasom intuicijom.«

Primjer 5. Iz kompleta od 32 karte, slu¢ajno se vadi karta. Neka je A
dogadaj da je izvucena karta as, a B dogadaj da je izvucena karta krsta. Da
li su dogadaji A i B nezavisni?

> P(A) = 4 =%, P(B) = & = 1, P(AB) = 3 (postoji samo jedan as
krsta). Dakle P(AB) = P(A)P(B) te su dogadaji A i B nezavisni. Da li se
nezavisnost naruSava kada se u komplet stavi dzoker? <

Primjer 6. U kutiji se nalaze Cetiri kuglice na kojima su zapisani redom
brojevi 2,3, 5, 30. Iz kutije se vadi kuglica. Oznaimo sa Ay, k € {2,3,5,30}
dogadaj da je broj na izvucenoj kuglici djeljiv sa k. Imamo

P(As) = P(As) = P(A5) = % i — P(AsAs) = P(A2)P(A3)
= P(A2A5) = P(A2)P(As5) = P(A3A5) = P(A3)P(As5),
1= P(A2AsA5) # P(A) P(A)P(A5) = ¢

Dogadaji As, As, As su nezavisni u parovima, ali ne i u ukupnosti.
Primjer 7. Kocka se baca dva puta. lzdvojimo dogadaje
A={(,j): 7 €{1,2,5}}, B={(i,j) : j €{4,5,6}},
C={(i,5):i+j =9}
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Imamo,

pa mozemo konstatovati
P(AB) # P(A)P(B) i P(ABC) = P(A)P(B)P(C).

Primjer 8. U svakom susretu igra¢i A i B imaju jednake Sanse da osvoje
bod. Pobjeduje igra¢ koji prvi osvoji 6 bodova. Naéi vjerovatnoéu dogadaja
da pobijedi igra¢ A ako trenutno vodi rezultatom 4 : 2.

»Sa A ¢emo simboli¢ki oznacavati pobjedu igraca A u pojedinaénoj igri,
a sa B pobjedu igraca B u pojedinacnoj igri. B ée biti ukupni pobjednik
ako se ostvari neka od shema BBBB, ABBBB, BABBB, BBABB, BBBAB.
Zbog podrazumijevane nezavisnosti izmedu igara, imamo da je vjerovatnoca
pobjede igraca B

a vjerovatnoca pobjede igraca A je pa = 15. <

1. U prvoj kutiji se nalazi 10 B, 5 C i jedna zelena kuglica, a u drugoj
5 B i 10 C kuglica. Slu¢ajno se bira jedna kutija i iz nje se po modelu bez
vrac¢anja vade dvije kuglice. Ako su obje izvadene kuglice bijele boje, kolika
je vjerovatnocéa da je izabrana prva kutija?

2. U prvoj kutiji se nalazi 8B i 7C, a u drugoj 6B i 9C kuglica. Iz prve
kutije se u drugu prebacuju dvije kuglice. Nakon toga se iz druge kutije
vadi po modelu bez vracdanja 5 kuglica. Naci vjerovatnoc¢u da se medu njima
nalaze tacno 3 bijele kuglice.

3. Postoje tri kutije. U jednoj je 5 B i 6 C kuglica, u drugoj 6 Ci 7 B,
a u tre¢oj su samo bijele kuglice. Neko sluc¢ajno bira kutiju i iz nje izvlaci
jednu kuglicu. Kolika je vjerovatnoca da je izvucena bijela kuglica?

4. U uslovima iz zadatka 3. je izvucena bijela kuglica. Kolika je vjerovat-
noca da je izvuena iz a) prve, b) druge, c) trece kutije?

5. U kutiji se nalazi 5 bijelih, 8 crvenih i 12 plavih kuglica. Po modelu
a) sa vracanjem, b) bez vracanja, iz kutije se izvladi jedna po jedna kuglica.
Kolika je vjerovatnoca da ¢e crvena kuglica biti izvucena prije plave?

6. U prvoj kutiji su 3B i 4C kuglice, a u drugoj su 3C i 4B kuglice. Iz
prve kutije se vadi jedna kuglica, iz druge kutije se vade dvije kuglice i tri
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izvadene kuglice se prebacuju u tre¢u kutiju koja je bila prazna. Zatim se,
iz treé¢e kutije vadi kuglica. Kolika je vjerovatnocéa da je bijela?

7. Kocka za igru se baca dva puta. Ako je u oba bacanja pao broj iste
parnosti, izra¢unati vjerovatnoéu da je zbir palih brojeva manji od pet.

8. Iz kompleta od 32 karte su odjednom izabrane 2 karte. Ako je jedna
od izabranih karata kupa, izra¢unati vjerovatnoéu da su obje karte kupe.

9. Na dva polja Sahovske table su postavljene dame. Kolika je vjerovat-
noca da se te dvije dame napadaju?

10. Bacaju se tri kocke. Kolika je vjerovatnoca da je pala bar jedna
Sestica ako su pali razli¢iti brojevi?

11. Izvjesno je da se pri bacanju 10 kocaka pojavila bar jedna Sestica.
Kolika je vjerovatnoc¢a da su pale bar dvije Sestice?

12. Osobe A i B igraju 8ah sve dok jedan od igraca ne ostvari 6 pobjeda.
Rezultati remija se ne unose u rezultat (drugim rije¢ima, nakon remija saldi
igrata se ne uvecavaju za pola poena). Vjerovatnocée pobjede igraca A, igraca
B i remija su redom p, q,r. Naéi vjerovatnoé¢u dogadaja

a) Igra¢ A je pobijedio rezultatom 6 : 0.

b) Igra je trajala ta¢no n partija.

13. Na teniskom turniru ucestvuje 128 igraca i u svakom me¢u pobjeduje
bolje rangirani igrac. Zdrijeb je nedirigovan i igra se po kup sistemu. Kolika
je vjerovatnoca da se u finalu sastanu dva najbolje rangirana igraca?

1.8 Slucajne veliCine

Konstatovali smo da je vjerovatnosni prostor (€2, F, P) matematicki model
slucajnog opita. Ve¢ smo pominjali opite u kojima su prostore ishoda 2
obrazovali neki "nematematicki" objekti. U prvom odjeljku smo radili sa
opitima u kojima su elementi prostora ishoda bili strane nov¢ié¢a ili nizovi
strana. Prirodna je bila potreba da se sa skupa €2 prede na, u matematici
najbolje izuceni, skup realnih brojeva R. Taj prelazak je bio ostvaren uz
posredovanje funkcije koja se naziva slucajna veli¢ina.

DEFINICIJA 1.8.1 Neka je (2, F, P) wjerovatnosni prostor. Funkcija X :
Q) — R je sluéajna veli¢ina (na Q) ako je X 1(B) € F za proizvoljni
skup B € B.

Sa X! oznatavamo inverznu funkciju dok je sa B oznaena Borelova
o-algebra.

Iz teoreme koja slijedi (ne¢emo je dokazivati) zaklju¢ujemo da se slu¢ajna
veli¢ina moZe definisati tako §to ¢e se uslov X ~1(B) € F, zamijeniti sa nekim
od pet navedenih.



1.8 Slucajne velicine 37

Teorema 1.8.1 Neka je (2, F, P) vjerovatnosni prostor i X : @ — R.
Svaki od navedenih uslova potreban je i dovoljan da bi preslikavanje X bilo
slucagna veli¢ina.

a) X YG) € F za svaki otvoreni skup G C R.

b) X Y((—o0,2)) = {X <2} € F, za svako x € R.

¢) X Y(~o00,7]) = {X <2} € F, za svako x € R.
d) X Y[z,00)) ={X > 2} € F, 2a svako x € R.
e) X 1((z,00)) = {X >} € F, za svako x € R.

Sljede¢om teoremom ¢emo zadati jednu znacajnu o-algebru.

Teorema 1.8.2 Neka je X slucajna velicina zadata na vjerovatnosnom pros-
toru (Q,F, P). Tada je familija

o(X)={X"Y(B): BeB}
o-algebra.

Dokaz.

a) )= X"1(0) € o(X).

b) Neka je A € o(X). Tada postoji skup B € B takav da je A = X~ 1(B).
Sada imamo

A= (X"YB)) = X"YB° € o(X).

c) Neka je A,, n € N, niz dogadaja iz F. Zbog toga $to je X sluajna
veli¢ina, za svako n € N postoji skup B, € B takav da je 4, = X 1(B,).
Sada imamo

fj A, = G X 4B, = X*I(G B,) € o(X).
n=1 n=1 n=1

Ovim je dokazano da je o(X) o-algebra. o(X) je podalgebra o-algebre F i
naziva se o-algebra generisana slué¢ajnom veli¢inom X .4

Neka je X slu¢ajna veli¢ina zadata na vjerovatnosnom prostoru (2, F, P)
i neka je Px : B — [0, 1] funkcija definisana sa

Px(B) = P{w: X(w) € B} = P(X"}(B)). (1)
Pokazimo da je Px(:) vjerovatnoc¢a na mjerljivom prostoru (R, B).
a) Px(B) >0, BEBi Px(R)=P(X '(R)=P(Q) =1.
b) Neka je B;, i € N, BN Bj =0, i # j. Sada je

(2

Px(UB;) = P(X_I(LiJ By) = P(U(X'(B)) =) Px(B).
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DEFINICIJA 1.8.2 Funkcija Px : B — R definisana pomocéu jednakosti (77)
naziva se raspodjela vjerovatnoéa slucajne velié¢ine X ili krace raspod-
jela slu¢ajne veli¢ine X. Vjerovatnosni prostor (R, B, Px) naziva se fazni
prostor sluéajne veli¢ine X.

Primjer 1. Nov¢i¢ se baca dva puta. Prostor ishoda je
Q={PP, PG, GP, GG}.
Slucajna veli¢ina X koja predstavlja broj palih pisama data je sa:
X(GG) =0, X(PG)=X(GP)=1, X(PP)=2.

Slu¢ajna veli¢ina Y koja predstavlja razliku broja palih pisama i grbova
data je sa:

Y(PP) =2, Y(PG)=Y(GP) =0, Y(GG) = —2.

Kao §to vidimo iz ovog primjera, na jednom vjerovatnosnom prostoru mozemo
zadati viSe slucajnih veli¢ina. <
Primjer 2. Neka je (2, F, P) vjerovatnosni prostor,

0= {a,b,c}, F = {{a,b}, {c}, 2.0}, P({a,0}) = 3, P({e}) = 5.

Neka je preslikavanje X : 2 — R zadato sa

Tadaje X ~1(1) = {b} € F. Dakle, X nije slu¢ajna veli¢ina. Ovim primjerom
je pokazano da postoje preslikavanja iz 2 u R koja nisu sluc¢ajne velicine. <
Primjer 3. Baca se kocka. Zadac¢emo slucajne velicine:
a) X(1)=X(2)=X(3)=X(4)=X(5) =X(6) =0,
b)Y(1)=Y@3)=Y(»)=0,Y(2)=Y(4)=Y(6) =1,
c)Z(1)=1,7Z12)=2,7Z3) =3, Z(4) =4, Z(5) =5, Z(6) = 6.

Imamo
o(X)={0,9}, o(Y) ={{1,3,5},{2,4,6},2,0}, 0(2) = P(Q?). «
Primjer 4. Neka je A € F i neka je

0, we A°
IA(W):{ 1, wed
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Slucajna veli¢ina I4 se naziva indikator dogadaja A.«

Primjer 5. Neka je Q = A1 U Ay U -+ - razbijanje skupa €2 na medusobno
disjunktne dogadaje Ay, As,... i neka su x1,xs,... realni brojevi. Funkcija
X : Q) — R data sa

X(w)=> apla, ()
k=1

naziva se diskretna slu¢ajna veli¢ina. Ako je w € A, tada je X(w) =
k. Ako razbijanje sadrzi konafno mnogo dogadaja, tada se odgovarajuca
diskretna slu¢ajna veli¢ina naziva prosta slu¢ajna veli¢ina.

Oznacimo sa pj vjerovatnocu da slu¢ajna veli¢ina X uzme vrijednost zp
tj. pr = P{X = 21} = P{w : X(w) = z1}. Raspodjela vjerovatnoc¢a Px
slucajne veli¢ine X odredena je nizom parova brojeva (z1,p1), (z2,p2),. ...
Zaista, za svaki Borelov skup B vazi Px(B) =Y pk, pri Gemu se sumiranje

k

vrii po svim indeksima k za koje je z;, € B. Kako je Px(R) = 1, to je
> pr = 1. Standardni nac¢in biljezenja raspodjele vjerovatnoca diskretne
k

sluc¢ajne veliéine X je dat tabelom

X - xr1 T T3 . . ©
b1 P2 P3

Primjer 6. U kutiji se nalaze dvije kuglice na kojima je zapisan broj 1
i dvije kuglice na kojima je zapisan broj 2. Slucajno se, po modelu bez
vra¢anja, vade dvije kuglice. Na¢i raspodjelu vjerovatnoca slucajne veli¢ine
X koja je jednaka zbiru brojeva na izvadenim kuglicama.

» Kuglice ozna¢imo sa 1!, 12, 2!, 22 (gornji indeks oznacava prvu odnosno
drugu kuglicu sa odgovaraju¢im brojem). Prostor ishoda je

Q={(1"17), (1,2, (1%,2%), (1%, 2"), (12, 2%), (2", 2%)},

pa je
X

o= DN
Wl GO
o= W

Primjer 7. Izvodi se serija od n nezavisnih opita. Ta serija ponovljenih
opita se tretira kao novi opit. U inicijalnom — polaznom opitu fiksiramo neki
dogadaj A i proglasimo ga uspjehom. Neka je p(A) = p. Dogadaj A° se
naziva neuspjeh i njegovu vjerovatnoéu oznafavamo sa g. Nakon zavretka
pojedinac¢nog opita, konstatovaéemo kao njegov ishod uspjeh ili neuspjeh pa
¢emo kao ishod serije imati n-torku ¢ji su elementi uspjesi A 1 neuspjesi
A¢. Upravo opisani model je poznat kao Bernulijeva shema. Oznacimo
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sa S, sluc¢ajnu veli¢inu koja je u Bernulijevoj shemi jednaka broju uspjesno
zavrsenih opita tj. onih opita u kojima se realizovao dogadaj A (koristi se i
fraza: S, prebrojava uspjehe). Tada vazi

P{S, =k} = <Z>pkq”_k, k=0,1,2...,n.

Objasni¢emo kako je dobijena gornja jednakost. Dogadaju {w : Sp(w) =
k} odgovaraju sve n-torke — ishodi u kojima ima k simbola A. Takvih n-
torki ima (Z), a vjerovatnoca svake takve n-torke je zbog nezavisnosti opita
jednaka pF¢"*. Za slu¢ajnu veli¢inu S, kazemo da je raspodijeljena po
binomnom zakonu sa parametrima n i p i koristimo zapis S, : B(n,p).

Imamo,
n n n
Y P{Su=kr=)_ (k>p’“q”"“ =(p+q" =1
k=0 k=0

Uradi¢emo primjer u kojem se pojavljuje konkretna Bernulijeva shema.

Kocka se baca deset puta. Naéi éemo raspodjelu slu¢ajne veli¢ine X koja
je jednaka broju pojavljivanja brojeva djeljivih sa tri.

Opit mozemo modelirati kao Bernulijevu shemu sa 10 ponavljanja po-
laznog opita (baca se kocka i registruje broj nakon njenog padanja) i us-
pjehom koji se identifikuje sa dogadajem A = {3,6}. Kako je vjerovatnoca
uspjeha p = %, mozemo konstatovati X : B(10, %), iza Cega stoji

10 1 k 92 10—k
rc=n= (M) () ()" koo

Primjer 8. U kutiji je 10 bijelih i 12 crnih kuglica. Slu¢ajno se a) po
modelu sa vracanjem, b) po modelu bez vracanja, vadi 5 kuglica. Naci
raspodjelu slu¢ajne veli¢ine X koja je jednaka broju izvadenih bijelih kuglica.

»a) X : B(5, %) jer je vjerovatno¢a vadenja bijele kuglice u svakom
vadenju %

b) Iz skupa od 10 bijelih kuglica, k kuglica mozemo izvaditi na (1]3)
nacina, a iz skupa od 12 crnih kuglica, 5 — k kuglica mozemo izvaditi na
(51_2k) nacina. Nakon primjene principa proizvoda dobijamo

10y ( 12
() 6%
22
(5)
Primjer 9. U Maksvel-Bolcmanovom modelu n Cestica se razmjesta na n

energetskih nivoa. Naéi raspodjelu sluc¢ajne veli¢ine X koja je jednaka broju
Cestica na prvom nivou.

P{X =k} =  k=0,1,...,5. <



1.8 Slucajne velicine 41

»SmjeStanje Cestice na prvi nivo mozemo tretirati kao uspjeh, vjerovat-
noc¢a uspjeha je %, a smjeStanje Cestice na neki drugi nivo kao neuspjeh.
Svako smjeStanje Cestice na neki od nivoa moZzemo tretirati kao opit, a smjes-
tanja svih n Cestica kao seriju od n opita. Sada imamo

n\ 1 1 n—k

Preporucujemo citaocu da izra¢una grani¢nu vrijednost ove vjerovatnoée u
slu¢aju kad n — co. Nakon kraceg ra¢unanja se dobija

n\ 1 1\"* e !

Broj ek;,l mozemo tretirati kao vjerovatnocéu da se u ¢isto teorijskom modelu
(fiktivnom) sa prebrojivo mnogo ¢estica i nivoa, na prvom nivou nalazi k
Cestica. <«

Primjer 10. Za slucajnu veli¢inu X sa raspodjelom

k
P{X =k} = %e—& k=0,1,2,...,A>0,

kazemo da ima Puasonovu raspodjelu sa parametrom A i koristimo za-
pis X : P(A). Puasonova raspodjela je rasprostranjena u praksi. Sup-
tilna analiza pokazuje da je po Puasonovom zakonu raspodijeljena slu¢ajna
velidina koja prebrojava automobile koji u toku nekog vremenskog intervala
produ kroz neku raskrsnicu. Takode, po Puasonovom zakonu je raspodije-
ljena sluc¢ajna veli¢ina koja prebrojava kosmicke Cestice koje padnu na neki
lokalitet u toku, recimo jednog sata.<

Primjer 11. Izvodi se serija opita sve dok se ne ostvari prvi uspjeh.
Vjerovatnoca uspjeha je p. Nadi raspodjelu slucajne velicine X koja je jed-
naka broju izvedenih opita.

»Zbog nezavisnosti opita imamo

P{X=n}=q¢"'pn=12.3,...

Za slucajnu veli¢inu X kazemo da ima geometrijsku raspodjelu i koristimo
zapis X : G(p). Primjera radi, neka je slu¢ajna veli¢ina X, u opitu u kome
se baca kocka, jednaka broju bacanja do prve pojave (do prvog padanja)
Sestice. Imamo X : Q(%). <
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DEFINICIJA 1.8.3 Funkcija raspodjele vjerovatnoéa slu¢ajne veli¢ine
X (ili kratko funkcija raspodjele slu¢ajne veli¢ine ) je funkcija Fx =
F: R —[0,1] zadata sa

F(z)=P{X <z} =Plw: X(w) <z}, z€R.

Primjer 12. Funkcija raspodjele slucajne veli¢ine X zadate u primjeru 6
data je sa

0, =<2

1/6, 2<z<3

F@)=19 5/6, 3<ao<d
1, >4

Slika 6: Primjer 12.

Primijetimo da se raspodjela slu¢ajne veli¢ine X moze procitati sa grafika
funkcije F'(x). Naime, tacke u kojima funkcija F'(x) ima skok su vrijednosti
sluc¢ajne veli¢ine, a veli¢ina skoka jednaka je vjerovatnodéi sa kojom se uzima
odgovarajuca vrijednost. Ovakvo deSifrovanje raspodjele vazi za diskretne
slu¢ajne veli¢ine. 4

NaveSéemo svojstva funkcije raspodjele.

a) F(z) je monotono rastuc¢a funkcija. Dokazimo. Neka su x; i x2
proizvoljni realni brojevi takvi da je 1 < x3. Imamo

{X <z} C{X <z} = F(z1) = P{X <21} < P{X < 22} = F(x2).

b) F(—o0) = lim F(z) =0, F(co) = lim F(z) = 1.
T—>—00 T—r00
Zbog monotonosti funkcije F(z) dovoljno je dokazati da je li_>m F(—n)=0i
n—oo

li_)m F(n) = 1. Dogadaji A, = {X < —n}, n € N, ¢ine monotono opadajuci
n oo
niz pa iz neprekidnosti vjerovatnoée u odnosu na opadajuéi niz dogadaja
slijedi

P(N Ap) = lim P(A,) = lim F(—n) = F(—o0).

n=1 n—oo n—o0
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Medutim, () A, = 0 jer ne postoji ishod w takav da je X (w) manji od svih

n=1

negativnih cijelih brojeva. Kako je P(0)) = 0 = F(—o00) = 0.

Sli¢no se dokazuje druga jednakost.

c) ZaVx € R vazi F(z —0) = F(x) tj. funkcija F(z) je neprekidna sa
lijeve strane u svim tackama. Dokazimo ovo tvrdenje.

Neka je z proizvoljni realni broj i neka je z, proizvoljni niz takav da
xn T 2. Ocigledno, za niz dogadaja A, = {X < x,} vazi A, 11 {X <z} =
J A,. Na osnovu neprekidnosti vjerovatnoc¢e u odnosu na monotono rastuéi

n=1

niz dogadaja, imamo
F(z) = P{ D_"l Ay} = lim P{X < x,} = lim F(x,) = F(x —0).

Formulisa¢emo teoremu koja daje karakterizaciju klase funkcija raspod-
jele. Dokaz izostavljamo zbog toga §to se bazira na aparatu koji nismo
upoznali u kursevima Matematike.

Teorema 1.8.3 Neka je F(x):

19 monotono rastuca funkcija,

20 neprekidna sa lijeve strane,

30 F(—o0) =0, F(o0)=1.
Tada postoji vjerovatnosni prostor (Q, F, P) i slucajna velicina X na njemu
takva da je Fx(x) = F(x).

DEerFINICIIA 1.8.4 Za slucajnu velicinu X, zadatu na vjerovatnosnom pros-
toru (2, F, P), kaZemo je apsolutno neprekidna ako postoji nenegativna funk-
cija p(t) takva da je

T

Fx(z) = / p(t)dt za Vx € R.

—00

Funkcija ¢(t) se naziva gustina slu€ajne veli¢ine X ili prosto gustina

oo

od X. Jasno, [ ¢(t)dt = F(c0) = 1. U kursevima Matematicke analize se

dokazuje da u svim tackama neprekidnosti funkcije p(z) vazi F'(z) = ¢(x).
Neka je [a,b) proizvoljni segment na realnoj pravoj i neka je X slucajna
veli¢ina sa funkcijom raspodjele F'(z). Posto je

(w: X(w) €[a,b)} ={a< X <bl={X <b}\{X <a},
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dobijamo
P{X € [a,b)} = P{X <b} — P{X <a}=F(b) — F(a). (2)

Jednakost (?7) se u slucaju kada je velicina X apsolutno neprekidna svodi
na

b
P{X € [a,b)} = /go(t)dt.
a
Takode, pokazuje se da za proizvoljni Borelov skup B vazi

P{X € B} = /ap(t)dt.

B

Znaci, raspodjela apsolutno neprekidne sluc¢ajne veli¢ine je odredena njenom
gustinom (ili zbog ve¢ pomenute veze funkcije raspodjele i gustine, funkci-
jom raspodjele te slu¢ajne veli¢ine). Raspodjela slu¢ajne veli¢ine jednoz-
na¢no odreduje funkciju raspodjele. VaZi i obrnuto, tj. funkcija raspodjele
jednoznacno odreduje raspodjelu vjerovatnoca slucajne veli¢ine. Zbog toga
se, u opStem slucaju, smatra da je raspodjela zadata ako je zadata funkcija
raspodjele.

Slika 7: Gustina raspodjele.

Primjenom teoreme o srednjoj vrijednosti integrala dobijamo aproksima-
tivnu jednakost
Pty < X <to+ At} = p(to)At,

gdje je At dovoljno mali broj. Dakle, gustina u tacki ¢y simulira vjerovatnoc¢u
"upadanja" slucajne veli¢ine u mali interval sa lijevim krajem u tacki tg.
Odredenije, tamo gdje je vrijednost ¢(ty) vec¢a, vjerovatnoc¢a "upadanja'
u interval je veéa. Zbog toga, gustinu moZemo prihvatiti kao neku vrstu
uopStenja vjerovatnoce.

Primjer 13. Slucajno se bira broj iz intervala (a,b). Jasno, Q = {w: w €
(a,b)} = (a,b). Nekaje X : Q@ — R, X(w) = w. U slobodnijoj interpretaciji



1.8 Slucajne velicine 45

mozemo re¢i da slucajna veli¢ina X opisuje opit slucajnog izbora tacke iz
intervala (a,b). Imamo,

0, z<a 1
Flr)=< =5, a<x<b i gp(:n):{ b=a’
1, x>0

Za slu¢ajnu veli¢inu X se kaze da ima ravnomjernu (uniformnu) raspod-
jelu na intervalu (a, b) i koristi se notacija X : U(a,b). <

Slika 8: Primjer 14.

Primjer 14. Pretpostavimo da se u tacki (m,a) nalazi izvor koji zradi o«
Cestice. Razmotrimo cestice koje sijeku = osu. Oznacimo sa ¢ ugao koji
S . . o .
takve Cestice grade sa y osom. Pretpostavimo da je ¢ : U(—7F, §) i oznacimo
sa X tacku presjeka « Cestice i x ose.

Za funkciju raspodjele sluc¢ajne veli¢ine X dobijamo

_ 1 1 _
FX(x):P{X<x}:P{<p<arctgx m}:—l—-arctgx mn
a 2 0w a
Odgovarajuca gustina je
a

1
145 A propy - B

Za slucajnu veli¢inu X kaZemo da ima KoS§ijevu raspodjelu i koristimo zapis
X :C(m,a). <

Primjer 15. Slu¢ajna veli¢ina X ima eksponencijalnu raspodjelu sa
parametrom ), ako je njena gustina p(z) = Ae™* x > 0, A > 0. Koristimo
notaciju X : £(\). «

Primjer 16. Slucajna veli¢ina X ima normalnu raspodjelu sa parametrima
m i o2, ako je njena gustina
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Koristimo notaciju X : A (m,0?). «

Diskretne i apsolutno neprekidne slucajne veli¢ine ne iscrpljuju klasu
slu¢ajnih veli¢ina. Ove dvije vrste slucajnih veli¢ina se najcesc¢e susreéu u
praksi i u nasem tekstu ¢emo raditi isklju¢ivo sa njima.

1. Neka je X slucajna veli¢ina i neka je F'(x) odgovarajuca funkcija
raspodjele. Dokazati da za proizvoljni realni broj ty vazi P{X = ty} =
F(to+0) — F(to).

2. Baca se kocka do prve pojave Sestice, ali najvise Sest puta. Nadi
raspodjelu vjerovatnoéa slucajne veliéine X koja je jednaka broju bacanja.

3. Kocka ¢ije su strane obojene, dijeli se na n3, n > 2, jednakih malih
kocki. Neka je X broj obojenih strana slu¢ajno izabrane male kocke. Naéi
raspodjelu vjerovatnocéa slucajne veli¢ine X.

4. (Banahov zadatak.) Osoba A kupuje dvije kutije Sibica (u svakoj
se nalazi po 50 §ibica) i jednu kutiju stavlja u lijevi, a jednu u desni dzep.
Kada joj zatreba §ibica, vadi jednu kutiju, uzme Sibicu i kutiju vrati u isti
dzep. Nadi raspodjelu vjerovatnoca sluéajne veli¢ine X koja je jednaka broju
Sibica u drugoj kutiji u trenutku kada osoba A prvi put izvadi praznu kutiju.

5. Baca se kocka i kada padne Sestica vi gubite jedan dinar, a kada padne
broj razli¢it od 6 vi dobijate jedan dinar. Naéi raspodjelu sluc¢ajne veli¢ine
X koja predstavlja vas "dobitak" nakon n bacanja (jasno, "dobitak" moze
biti i negativan).

6. Na slu¢ajan na¢in 10 osoba ulazi u 4 vagona. Nadi raspodjelu slucajne
veli¢ine X koja je jednaka broju zauzetih vagona.

1.9 Slucajni vektori
U praksi su Ceste situacije kada nekom elementarnom ishodu treba dodijeliti

nekoliko brojnih karakteristika. Ova okolnost glavni je motiv za uvodenje
pojma slu¢ajnog vektora.

DEFINICIIA 1.9.1 Neka je (2, F, P) vjerovatnosni prostor i neka je X :
Q — R". KazZemo da je X n-dimenzionalna slu¢ajna veli¢ina (ili
krace, slu¢ajni vektor) (na ) ako je X 1(B) € F za svako B € B".

Vazi teorema analogna teoremi 77.
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Teorema 1.9.1 Neka je (Q,F, P) vjerovatnosni prostor i X : Q — R™.
Svaki od navedenih uslova potreban je i dovoljan da bi preslikavanje X bilo
slucagni vektor.
a) X Y(G) € F za svaki otvoreni skup G C R™.
b) X Y((—o0,7)) = {X < 2} € F za svako x € R".
¢) X Y(~o0,7]) = {X < 2} € F za svako x € R".
d) X ([, )) ={X >z} € F za svako x € R".
e) X~ 1((z,00)) = {X > 2} € F za svako v € R™.

Neka je X : Q — R"im, : R" — R, k =1,2...,n, k-ta projekcija,
i (z) = (21, ..., 2pn) = k. Stavimo

Xk:ﬂ‘k(X): Q— R.
Tada je X = (X1,...,Xp) tj. X(w) = (X1(w),..., Xn(w)), w € Q.

Teorema 1.9.2 Neka je X : Q — R", X = (Xy,...,X,). Preslikavanje
X je slucagni vektor akko je Xy slucajna velicina za svako k =1,2,... n.

Dokaz.(<=) Neka je za svako k, X} slucajna veli¢ina. Tada za Vz =
(x1,...,2y) € R™ vrijedi

X ((=o00,2)) = [ X}, ((—00,21)) € F.

(=) Neka je X slucajni vektor. Za proizvoljne k =1,2,...,niz; € R
vrijedi
X; (=00, p)) = X1 ((—00,b)) € F,
gdje je b= (00,...,Z,...,00).4
Neka je X slucajni vektor koji je zadat na vjerovatnosnom prostoru
(Q,F,P) ineka je Px : B" — [0, 1] funkcija definisana sa

Px(B) = P{w: X(w) € B} = P(X"}(B)). (1)

Identi¢no kao i u jednodimenzionalnom sluc¢aju, pokazuje se da je Px(-)
vjerovatnoca na mjerljivom prostoru (R", B").

DEFINICUJA 1.9.2 Funkcija Px : B" — [0, 1] koja je definisana pomoéu jed-
nakosti (7?7) zove se raspodjela vjerovatnoéa sluéajnog vektora X ili
kraée raspodjela slu¢ajnog vektora X. Vierovatnosni prostor (R", B", Px)
zove se fazni prostor slucajnog vektora X.
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DEFINICIJA 1.9.3 Funkcija raspodjele sluc¢ajnog vektora X je funkcija
Fx =F:R"—|0,1] zadata sa

Fx(z)=F(z1,...,2p) = Plw: X(w) <z} =P{X1 <z1,..., X5 <z},
gdje je x = (x1,...,z,) € R™.

Pojmovi diskretnosti i apsolutne neprekidnosti slu¢ajne veli¢ine se prenose
u teoriju sluc¢ajnih vektora pa imamo diskretne sluc¢ajne vektore i apsolutno
neprekidne slucajne vektore.

Raspodjela diskretnog sluc¢ajnog vektora X = (Xi,...,X,) zadaje se
vjerovatnoc¢ama

p(z1,...,xn) = P{(X1,...,Xn) = (v1,...,2,)} =
= P{Xllev"'aXn:xn}a

gdje je (z1,...,zy) vektor iz (najvise prebrojivog) skupa mogucih vrijednosti
slucajnog vektora. Za dvodimenzionalne slucajne vektore postoji prosta
tabelarna prezentacija raspodjele vjerovatnoca (primjer 1).

Slucajni vektor X = (Xi,...,X,) je apsolutno neprekidan ako postoji
nenegativna funkcija ¢(t1,...,t,), naziva se gustina, takva da za funkciju
raspodjele vektora X i svaku n-torku (x1,...,x,) € R" vazi

X1 Tn
FX(xl,...,mn):/.../go(tl,...,tn)dtl...dtn.
—00  —00

U svim tackama neprekidnosti gustine op(t1,...,t,) vazi
ONF(ty,. ..t
DB o) _ iyt
Oty ...0ty

Takode, za svaki skup B € B™ vazi

P{XGB}:/.../(p(tl,...,tn)dtl...dtn.
B

Odavde zakljucujemo da je raspodjela apsolutno neprekidnog sluc¢ajnog vek-
tora odredena njegovom gustinom.

Kako je svaka komponenta sluc¢ajnog vektora slucéajna veli¢ina, otvoreno
je pitanje kako izrafunati odgovarajuéu raspodjelu vjerovatnocéa. Raspodjela
vjerovatnoc¢a komponente se naziva marginalna raspodjela. Objasni¢emo
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kako se racuna marginalna raspodjela u slu¢aju dvodimenzionalnog slu¢ajnog
vektora.

Neka je (X,Y) diskretni sluc¢ajni vektor sa raspodjelom p(z;,y;), i, =
1,2,..... Potrazimo raspodjelu komponente X. Imamo

p(zi) = P{X =z;} = P{{X =2} N Q}
=P{(X=2;n) {Y=y}} =) plaiy) (2)
j j

Analogno, q(y;) = P{Y =y} = ZP(%’»?JJ’)

1
Neka je (X,Y") apsolutno neprekidni sluc¢ajni vektor sa gustinom ¢(u, v).
Tada je,

Flz)=P{X <z}=P{X<z,YeR}= / /(p(u,v)dudv

te je X apsolutno neprekidna slu¢ajna veli¢ina sa gustinom

o0
f@) = [ o0
— 0o
oo
Po analogiji, komponenta Y ima gustinu g(y) = [ ¢(u,y)du.
—00
DEFINICIJA 1.9.4 Slucajne velicine X1, Xo, ..., X, su nezavisne ako su za
svaku kolekciju skupova S1 € B, ..., S, € B u potpunosti nezavisni dogadaji

X781, X H(Sh).

n

Zbog ozbiljnosti aparata koji se u dokazu koristi, sljedeéu teoremu nec¢emo
dokazivati.

Teorema 1.9.3 a) Neka su Fy, ..., F, redom, funkcije raspodjela slucajnih

veli¢ina X1,...,X,, i neka je F': R" — [0,1] funkcija raspodjele slucajnog
vektora (Xi,...,Xy). Slucajne velicine Xy,..., X, su nezavisne akko za
svaku n-torku (x1,...,2,) € R™ vaZi

F(zy,...,zn) = Fi(z1) - Fp ().

b) Diskretne slucajne velicine X1, ..., X, su nezavisne akko za svaku n-
torku (z1,...,%,) € R™ vazi
n n
P(({Xk=m}) = I P{X = )

k=1
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¢) Neka su fi1,..., fn gustine raspodjela slucajnih velicina Xy, ..., X, i
neka je f : R — RT gustina raspodjele sluc¢ajnog vektora (Xi,...,X,).
Slucajne velicine X1, ..., X,, su nezavisne akko za svaku n-torku (x1,...,xy)

€ R™ vazi jednakost

f(x, . zn) = fi(x) - fu(zn).

Primjer 1. Tri kuglice se na slu¢ajan na¢in razmjeStaju u tri kutije. Neka
je X broj kuglica u prvoj kutiji, a Y broj zauzetih kutija. Naé¢i raspodjelu
slucajnog vektora (X,Y). Da li su X i Y nezavisne slu¢ajne veli¢ine?

» Kutije ¢emo oznacavati brojevima 1,2 1 3, a za ishode ¢emo proglasiti
trojke kod kojih su "koordinate" odredene rednim brojem kutije u koju se
smjesta redom, prva, druga, tre¢a kuglica. Znadi,

0=1{(1,1,1),(1,1,2),(1,2,1),...,(3,3,3)}, Q = 27.

Sada je, recimo, (X,Y)(1,2,1) = (2,2). PokaZimo na jednom primjeru kako
se dobijaju elementi tabele kojom je zadata raspodjela vektora (X,Y"). Npr.
Plw: (X,Y)(w) = (1,2)} =

= P{(1,2,2),(2,1,2), (2,2,1), (1,3.3), (3,1,3), (3,3,1)} = -

277-

Raspodjela slucajnog vektora (X,Y) se moze predstaviti tabelom

YNX |0 1 2 3

2 1

1 |2 0 0 &

6 6 6
2 |7 o 0
6
3 /0 & 0 o0
Sada imamo,

o 1 2 3 . 1 2 3
X: s 126 1 1Y 3 18 6
27 27 27 27 27 27 27

Vjerovatnoce sa kojima slucajna veli¢ina X uzima odgovarajuce vrijednosti
se dobijaju sumiranjem elemenata iz kolone u kojoj se nalazi odgovarajuca
vrijednost (ovo je posljedica primjene formule (??)). Kad se radi sa sluca-
jnom veli¢inom Y, ulogu kolone preuzima vrsta.
Pokazimo da su komponente X i Y zavisne slucajne veli¢ine. Dovoljno
je primijetiti da je
6 18 4

P{X,Y) = (2,2)} = 2% APIX=2)PY =2} = 0= . <
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Primjer 2. Slucajno se bira tacka iz oblasti G, G C R?. Neka je X apscisa,
a Y ordinata slu¢ajno izabrane tacke. Dobijamo

mes G

P{(X,Y)Eg}—meSgﬂG // (u,v)dudv,

gdje je g Borelov skup, a

Znadi, (X,Y) je apsolutno neprekidni vektor sa gustinom ¢(u,v). Koristi
se zapis (X,Y) : U(G) i kaze da je vektor (X,Y) uniformno (ravnomjerno)
raspodijeljen u oblasti G.«

Primjer 3. Slucajne veli¢ine X i Y su nezavisne, X : P(\), Y : P(u).
Nag¢i raspodjelu slucajne velic¢ine Z = X +Y.

»Zbog nezavisnosti komponenti X i Y, nakon primjene formule potpune
vjerovatnoce dobijamo

k k
Y PX+Y=kY=101}=) P{X=I1-kP{Y =1}

=0 =0

k k
=ty @Mf—l = A o o1

P{Z =k}

k!

Dakle, Z : P(A+ ). <
Primjer 4. Slucajni vektor (X,Y’) ima gustinu

(u, v) = 1, 0<wv<2u, O<u<1
P U) = 0, inace

Nadi gustine komponenti X i Y. Dali su X i Y nezavisne slucajne veli¢ine?
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Slika 9: Primjer 4.

2x

2z
>f(x):/g0(u,v)dv:/1dv:2x,0<:1:<1,
0

0
o

flz) = / 0dv =0, z ¢ (0,1),

1 1
o) = [ eludu= [1du=1-2 0<y <2,
Yy
2

g(y) =0, y ¢ (0,2).

Kako je, recimo, go(%, %) =1# f(%)g(%) =1- % = %, zaklju¢ujemo da su
komponente X i Y zavisne.«

Primjer 5. Slucajno se bira tacka T na hipotenuzi BC jednakokrakog
pravouglog trougla ABC duzine katete 1. Nadi raspodjelu slucajne veli¢ine
Y = |AT| (| | je oznaka za duzinu duzi).

»Neka je X apscisa tacke T. Jasno, X : Z/{(—g, ?) Iz pravouglog

trougla OAT dobijamo Y = |AT| = \/% + X2, pa je funkcija raspodjele
F(y) slu¢ajne promjenljive Y,

F(y)zP{Y<y}=P{X2<y2—;}zp{x\ < \/ﬂ}

V2
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Slika 10: Primjer 5.

Primjer 6. Na stranici AB, kvadrata ABCD duZine stranice 1, slu¢ajno
se bira tacka F, a na stranici C'D slucajno se bira tacka F. Nadi raspodjelu
slu¢ajne veli¢ine Z = |E'F|.

Slika 11: Primjer 6.

» X = |AE|,Y = |DF| = Z = \/1+ (Y — X)2. Slutajne veli¢ine X
i Y su nezavisne i svaka ima U(0,1) raspodjelu. Da bismo dobili gustinu
vektora (X,Y) treba pomnoziti gustine komponenti X i Y. Dobijamo

o(u, v) :{ (1) (i"“‘n’;é)ee 0.1 0.1 e, (X,¥) : 4((0,1) x (0,1)).

F(z):P{Z<z}:P{X—\/zQ—1<Y<X+\/22—1}
—P{X,Y)eG}=1-224+2V22-1,1 <2< V2,

G je osjenceni dio na slici. Takode, F(z) = 0,z < 1, F(2) = 1,z > /2 i
gustina g(z) = F'(z). 4

Borelova funkcija slika slu¢ajni vektor u sluc¢ajnu veli¢inu. Preciznije,
vazi

Teorema 1.9.4 Neka je X = (Xq,...,X,) slucajni vektor koji je zadat na
vjerovatnosnom prostoru (2, F, P) i neka je f : R — R Borelova funkcija.
Tada je Y : Q — R, Y (w) = f(X1(w),..., Xn(w)) slucajna veli¢ina.
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Dokaz. Neka je S € B. Zbog borelovosti funkcije f imamo
Y7HS) = (X1,..., X)) "H(f7H(S)) € F. 0

Upravo dokazana teorema se Cesto pre¢utno primjenjuje. Standardne
funkcije su Borelove i one, na osnovu teoreme (?7?), slikaju inicijalne slucaj-
ne veli¢ine ili inicijalne slu¢ajne vektore u slucajne veliéine.

Primjer 7. X i Y su nezavisne sluc¢ajne veli¢ine i svaka ima ¢(0, 1) raspod-
jelu. Naéi raspodjelu slucajne veli¢ine Z = X + Y.

Slika 12: Primjer 7.

»Vektor (X,Y) ima U((0,1) x (0,1)) raspodjelu (objagnjenje je dato u
primjeru 6).
52

2
F<Z):P{(X7Y)€V2}:Z—ZZ,1<z<2, pa je

0, z2¢(0,2)
o(z) = z, z€(0,1) .
1-2, z€(1,2)
Primjer 8. Slucajne veli¢ine X1, ..., X, su nezavisne i svaka ima (0, 1)
raspodjelu. Nadiraspodjele slué¢ajnih veli¢ina V = max X;iW = min Xj.

1<k<n 1<k<n

>F(v):P{maX Xk<v}:P{X1<v,...,Xn<v}

1<k<n
=P{Xi <v}---P{X,<v}=0v",0<v<]1,
F(v)=0,v<0, F(v)=1,v > 11 gustina je

B 0, v¢(0,1)
fv) = { no" v e (0,1)
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Iskoristili smo nezavisnost komponenti i ¢injenicu da je maksimalna kom-
ponenta manja od v akko je svaka komponenta manja od v. Potrazimo
raspodjelu slu¢ajne veli¢ine W.

G(v):P{ min Xk<v}:1—P{ min Xk>v}
1<k<n 1<k<n

=1-P{Xi2v,....X,, 2v}=1—-P{X; > v} --- P{X,, > v}
=1-(1-v)", ve(0,1), Gv)=0,v<0, Glv)=1,v>1,

n—1
g(v) = G'(v) = { n(l—v)"", ve(0,1)

0, inace '
Koristili smo nezavisnost komponenti i ¢injenicu da je minimalna kompo-
nenta veéa od v akko su sve komponente veée od v.

Ovaj model ima prostu i zanimljivu geometrijsku interpretaciju. Ako n
puta slu¢ajno biramo tacku iz intervala (0, 1), sluc¢ajne veli¢ine Xq,..., X,
predstavljaju rastojanja odabranih tacaka od 0. Slucajna veli¢ina V pred-
stavlja rastojanje od 0 do tacke koja je najudaljenija od 0, a sluc¢ajna veli¢ina
W predstavlja rastojanje od 0 do tacke koja je najbliza tacki 0.«

1. Slucajno se bira polje na Sahovskoj tabli. Neka je X broj susjednih
bijelih polja, a Y broj susjednih crnih polja. Naéi raspodjelu vektora (X,Y).
Ispitati nezavisnost komponenti.

2. Bacaju se dvije kocke i registruju brojevi na njima. Neka je X broj
na prvoj kocki, a Y veéi broj. Naéi raspodjelu vektora (X,Y). Ispitati
nezavisnost komponenti.

3. U kutiji se nalaze Cetiri kuglice koje su numerisane brojevima 1,2, 3, 4.
Iz kutije se po modelu bez vra¢anja vade kuglice sve dok se ne izvude kuglica
sa parnim brojem. Neka je X zbir izvuéenih brojeva, a Y broj izvlaéenja.
Nac¢i raspodjelu vektora (X,Y). Ispitati nezavisnost komponenti.

4. Tz kompleta od 32 karte sluc¢ajno se a) po modelu bez vrac¢anja, b) po
modelu sa vra¢anjem, vade dvije karte. Neka je X broj izvucenih dama, a
Y broj izvu€enih krsta. Naci raspodjelu vektora (X,Y"). Ispitati nezavisnost
komponenti.

5. Na stranama pravilnog tetraedra su zapisani redom brojevi 1,2,3 i
4. Tetraedar se baca dva puta i registruju se brojevi na stranama na koje
tetraedar padne. Neka je X broj koji se registruje kod prvog bacanja, a Y
broj koji se registruje kod drugog bacanja. Neka je Z = min{X,Y},V =
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max{X,Y}. Nac¢i raspodjelu vektora (Z,V). Dali su Z i V nezavisne slu-
¢ajne veli¢ine?

6. Slucajna veli¢cina X ima £(1) raspodjelu. Naéi raspodjele slu¢ajnih
veli¢ina [X] (cio dio od X) i {X} (razlomljeni dio od X).

7. Neka je X slu¢ajna veli¢ina sa neprekidnom funkcijom raspodjele Fx.
Nadi funkciju raspodjele sluc¢ajne veli¢ine Y = Fx (X).

8. X i Y su nezavisne slu¢ajne veli¢ine i svaka ima G(p) raspodjelu.
Naé¢i P{X = Y'}. Nadi raspodjele slu¢ajnih veli¢ina Z = min(X,Y) i1 W =
max(X,Y).

9. Polupre¢nik kruga je slu¢ajna veli¢ina X koja ima U(2, 3) raspodjelu.
Nacéi raspodjelu povrgine kruga (tj. naci funkciju raspodjele ili gustinu).

10. Iz intervala (0,1) slu¢ajno se biraju dvije tacke. Nadi raspodjelu
rastojanja izmedu tih tacaka.

11. Slucajni vektor (X,Y") ima 2/((0,1)x (0, 1)) raspodjelu. Naéi raspod-
jelu slucajne veli¢ine Z = XY.

12. Slu¢ajni vektor (X,Y) ima U(K) raspodjelu gdje je K = {(z,y) :
|z| + |y| < 1}. Naci raspodjele komponenti X i Y. Dali su X i Y nezavisne
slucajne veli¢ine?

13. Tacka T se slucajno bira na hipotenuzi BC pravouglog trougla
ABC, |AB| =1, |AC| = 2. Nadi raspodjelu slucajne veli¢ine W = |AT|?.

14. Slucajne veli¢ine X i Y su nezavisne i imaju redom U(0,1) i U(0,2)
raspodjelu. Naci raspodjelu slucajne veli¢ine Z = | X — Y.

15. Nov¢i¢ se baca pet puta. Neka je X broj palih grbova, a Y najveéi
broj uzastopnih pojavljivanja grbova. Odrediti raspodjelu vektora (X,Y).
Da li su X i Y nezavisne sluc¢ajne veli¢ine?

1.10 Matematicko ocekivanje

Kompletna vjerovatnosna informacija o nekoj slu¢ajnoj veli¢ini je sadrzana
u njenoj funkciji raspodjele. Kada znamo funkciju raspodjele, mi mozemo
izrac¢unati vjerovatnoéu da slucajna veli¢ina "upadne" u neki interval ili neki
drugi Borelov skup sa realne prave. Prirodno, mozemo da izra¢unamo i
vjerovatnoéu sa kojom sluéajna veli¢ina uzima neku konkretnu brojnu vri-
jednost. U slobodnijoj interpretaciji, kad imamo funkciju raspodjele slucaj-
ne veli¢ine mi znamo koje vrijednosti uzima ta slu¢ajna veli¢ina i sa kojim
vjerovatnoc¢ama.

Cesto je dobro imati neku sumarnu informaciju o slu¢ajnoj veli¢ini. Medu
tim informacijama — karakteristikama, najvaznije je matematicko ocekivanje.
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Naveséemo primjer u kome ¢e biti sprovedena neformalna analiza. Zak-
ljuéci ée se oslanjati na intuiciju.

Primjer 1. Pretpostavimo da smo kocku bacili N puta i neka je jedinica
pala Nj puta, dvojka No puta,..., Sestica Ng puta. Potrazimo srednju vri-
jednost palih brojeva. Imamo

1N1—|—2N2"'—|—6N6
N .
Kada N — oo, tada ¢ée, tako nam govori intuicija, % — %, 1=1,2,...,6
(tj. relativna ucestalost svakog od mogucih ishoda tezi ka %) 7Zmnadi, srednja
vrijednost palih brojeva konvergira ka broju 1- % +2- % +---6- % = 3,5. Broj
3,5 predstavlja granicu srednje vrijednosti realizacija naSeg opita i dobijen je
u rezultatu sumiranja proizvoda moguéih ishoda (mozemo govoriti o znadce-
njima slucajne veli¢ine X— broj na kocki) i odgovarajuc¢ih vjerovatnoc¢a. Mi
¢emo, motivisani nacinom na koji je izracunat broj 3,5 u naSem primjeru,
dati definiciju matematickog ocekivanja. Tac¢ni smisao broju 3,5 i uopste
matematickom ocekivanju ¢e dati Hin¢inov zakon velikih brojeva. <

DEFINICIJA 1.10.1 Neka je X prosta slucajna velicina sa raspodjelom p(zy),
k=1,2,....n. Matematic¢ko o¢ekivanje FX sluéajne veli¢ine X defi-
nisacemo pomocu jednakosti

EX = Z xpp(xg).
k=1

DEerINICIJA 1.10.2 Neka je X diskretna slucayna velicina sa raspodjelom
p(zk), k = 1,2,.... Matematicko ocekivanje FX slucajne veli¢ine
X defintsaéemo pomocéu jednakosti

[e.e]
EX = Z zrp(Tr),
k=1

ako ovaj red apsolutno konvergira. Ako red ne konvergira apsolutno, tada
kaZemo da slucagna velicina X nema matematicko ocekivange.

Da bismo objasnili smisao uslova apsolutne konvergencije reda kojim
zadajemo matematicko ocekivanje, uradi¢emo jedan primjer iz Analize.

S n
Primjer 2. Ako u razvoju In(1+z) = > #, —1 <z < 1, stavimo
n=1
x = 1, dobijamo
oo
(—1)n+t 1 11 1 1
12: _— 1_7 _— = e — — _ P
2=, A=t GPr =3t

n=1
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Potrazimo

(-t

o0
Znaci, u redu )
n=1

drugacije indeksirali) i na taj nac¢in smo dobili red koji konvergira ka dru-
goj vrijednosti. Ovu moguénost pregrupisavanja clanova u red ¢ija je suma
razli¢ita od sume polaznog reda, daju uslovno konvergentni redovi. Kod
apsolutno konvergentnih redova, bez obzira na pregrupisavanje — preindek-
siranje ¢lanova reda, suma reda je uvijek ista.«

Ve¢ je reCeno da ¢e tacni smisao matematickom ocekivanju dati Hin¢inov
zakon velikih brojeva. Tamo ¢e biti pokazano da je matematicko oéeki-
vanje granica srednje vrijednosti realizacija slu¢ajne veli¢ine (u kom smislu

smo ispremjestali ¢lanove (drugacije ih poredali,

oo

granica, bi¢e tamo objasnjeno). Kada red ) zpp(zy) uslovno konvergira,
k=1

tada se ¢lanovi mogu preindeksirati tako da novoformirani red ima sumu koja

je razlicita od polazne. Mi indeksiranjem nekoj vrijednosti slucajne veli¢ine

dodijelimo indeks 1, nekoj indeks 2 itd., a preindeksiranje zna¢i drugaéiju

podjelu indeksa. Indeksiranjem smo pripremili ¢lanove za sumiranje, a suma

treba da predstavlja granicu srednje vrijednosti realizacija. Dakle, kada bi
o0

red Y xpp(zy) uslovno konvergirao, granica srednje vrijednosti realizacija

k=1
(tj. matematicko ocekivanje) sluc¢ajne veli¢ine bi zavisila od toga kako smo

indeksirali njene vrijednosti. Imali bismo patologku situaciju da ista karak-

teristika (tj. granica srednje vrijednosti realizacija) zavisi od ¢isto formalnog

redanja vrijednosti sluc¢ajne veli¢ine. U slu¢aju kada red apsolutno konver-
o0

gira, suma ne zavisi od na¢ina indeksiranja i zahtjevom da red > xpp(zy)

k=1
apsolutno konvergira obezbjeduje se stabilnost sume koja predstavlja granicu

srednje vrijednosti realizacija.

Iz definicije (7?) je jasno da svaka prosta slucajna veli¢ina ima oceki-
vanje (Cesto se prefiks matematicko izostavlja). Naves¢éemo primjer diskretne
sluc¢ajne veli¢ine koja nema odekivanje.

Primjer 3. Sluc¢ajna veli¢ina X ima raspodjelu

-3 -2 -1 1 2 3

X 3 3 3 3 3 3
ot 3242 2272 g2 g2 2272 32p2
Posto red % (1—1+3 — 3+ % — % +...) ne konvergira apsolutno (ne kon-

vergira ¢ak ni uslovno), mozemo konstatovati da slu¢ajna veli¢ina X nema
oCekivanje. <«
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Teorema 1.10.1 Neka su X 1Y diskretne slucagne velicine. Tada je E(X +
Y) = EX + EY (u teoremama sa oéekivanjem, podrazumijeva se da slucajne
velicine koje se pomingju imaju ocekivange).

Dokaz. Neka su aq,as,... znafenja slu¢ajne veli¢ine X, a p1,po,...
vjerovatnoée sa kojima se ona realizuju i neka su by, be, ... znacenja sluca-
jne veli¢ine Y, a q1, q2, . .. vjerovatnode sa kojima se ona realizuju. Znacenja
sluajne velicine X +Y su ap+bi, k,n =1,2,.... Oznadimo sa p,i vjerovat-
noéu sa kojom X uzima vrijednost a,, a Y vrijednost bg. Sada je

00 0o oo
E(X+Y): Z an+bkpn Zzan+bkpnk
n,k=1 n=1 k=1

=> a ank + Zbk ank
n=1 k=1

Iz formule potpune vjerovatnoce imamo Z Dk = Pn 1 Z Pk = qk, Pa je
k=1 n=1

Zan ank - Zanpn - EX Zbk ank - Zkak EY‘
n=1

Teorema 1.10.2 Neka su X 1Y nezavisne diskretne slucajne velicine. Tada
je EXY = EXFEY.

Dokaz Pretpostavke o znaéenjima slucajnih velicdina X i Y kao i o
vjerovatno¢ama uzimanja tih znacCenja su iste kao i u dokazu teoreme ?7.
Zbog nezavisnosti vaZi pyr = pnqr. Sada je

EXY = Z Z kbnPran = Z akpr Z bugn = EXEY. 4

k=1n=1

Jednostavno se dokazuju sljedeca svojstva matematickog ocekivanja diskret-
nih sluc¢ajnih veli¢ina.
Sl) |[EX| < E|X].
S2) Ec = ¢, ¢ je konstanta.
S3) Ako je X <Y, tada je EX < EY.
S4) E(a1 X1+ -+ apnXp) = EXq1 + - + an, EX,,.
Primjer 4. Ely :O-q—l—l-p:p, gdje jep=P(A). <
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Primjer 5. Neka je S, : B(n,p). Tada je
n

k n—k _ (n—1)! k—1 n—1—(k—1)
ES”_Z]"<> Z k—1n—1- G- 1

n—1

=np(p+q)" " =np.

Ako sa Aj oznafimo dogada,J da se u k-tom opitu ostvari uspjeh, tada je
Sp = ZIAk,paJeES = ZEIAk—np <

PrlmJer 6. Koliki je oceklvanl broj bacanja kocke do prve pojave Sestice?
»Oznacimo sa X slucajnu veli¢inu koja je jednaka broju bacanja kocke
o
do prve pojave Sestice. Znamo da je X : F(l). Podsjetimo se, Y na" ! =
n=1

(1_1@2, —1<z<1. Sadaje EX = 2 L) n=6. <

Primjer 7. Naéi ocekivanu sumu brOJeva koji se izvlace u igri LOTO
(izvlaci se 7 brojeva iz skupa {1,2,...,39}).

»Neka je X sludajna velidina koja predstavlja prvoizvuceni broj, neka
je Xa slucajna veli¢ina koja predstavlja drugoizvuceni broj itd. Imamo

1 2 ... 39

Xi: 1 1 1 77,:17277
E @ .. @
Jednaka raspodijeljenost sluc¢ajnih veli¢ina X;, ¢ = 1,2,...,7, je posljedica

¢injenice da je vjerovatnoca da recimo, broj 13 bude izvuéen u prvom izvlace-
nju ista kao i vjerovatnoé¢a da bude izvucen u drugom, tretem itd., dakle
uvijek je %. Situacija je analogna onoj iz primjera 1 odjeljka 1.7. TraZena
suma je W = X1 +---+ X7, pa je

EW =EX|+ -+ EX;=17- (1+2+ .+ 39) = 140.

Zahvaljujuéi aditivnosti ocekivanja, oéekivanje slu¢ajne veli¢ine W smo
nasli bez prethodnog traZenja raspodjele ove slucajne velic¢ine. Ista ideja se
koristi i u sljede¢em primjeru.«

Primjer 8. Ravan je iSrafirana pravima koje obrazuju kvadrate duzine
stranice 2a. Na ravan se baca igla duzine 2[ (I < a). Naéi oc¢ekivani broj
zasjeCenih pravih.

»Neka je X broj zasjeCenih horizontalnih pravih, a Y broj zasjeCenih
vertikalnih pravih. Posto je vjerovatnoca zasijecanja (Bifonov problem igle)
21

an? 1mamo
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Slika 13: Primjer 8.

pa je trazeno ofekivanje E(X +Y)=EX 4+ EY = %. <

DEFINICIIA 1.10.3 Neka je X apsolutno neprekidna slucajna velicina sa
gustinom p(z). Matematicko ocekivanje EX slucajne velicine X definisacemo
pomocu jednakosti

EX = / xo(r)de,

ako ovaj integral apsolutno konvergira. Ako integral ne konvergira apsolutno,
tada kaZemo da slucajna velicina X nema matematicko ocekivange.

Zbog tijesne veze na relaciji sumiranje — integraljenje (sjetimo se da je
integral uopstena suma) i veze na relaciji vjerovatnoc¢a — funkcija gustine,
ovakva definicija je bila ocekivana. Svojstva ocekivanja koja vaze u diskret-
nom slucaju se prenose i na apsolutno neprekidni slucaj.

Sljedec¢a teorema ima veliki teorijski i prakti¢ni znacaj.

Teorema 1.10.3 Neka je X apsolutno neprekidna slucajna velicina sa gusti-
nom @(x) i neka je f : R — R Borelova funkcija. Tada je

Ef(X) = / f(@)p(x)da.

Dakle, o¢ekivanje slu¢ajne veli¢ine Y = f(X) mozemo dobiti bez prethod-
nog trazenja njene funkcije raspodjele. Preporucujemo ¢itaocu da vodeéi
racuna o analogijama integral — suma i gustina — vjerovatnoca, formulise
prethodnu teoremu i za diskretne sluc¢ajne velic¢ine.

Neka je (X,Y) apsolutno neprekidni sluc¢ajni vektor sa gustinom ¢(z,y)
i neka je f : R?> — R Borelova funkcija. Iz teoreme ?7 slijedi da je Z =
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f(X,Y) slucajna veli¢ina. Analogno kao u teoremi ??, imamo
2= [ [ 1ot sy, (1)
R2

Dali smo definicije matematickog ocekivanja za diskretne i apsolutno
neprekidne slucajne veli¢ine. U opsStem slucaju, ocekivanje se identifikuje
sa integralom koji se naziva Lebegov integral. Samo pomenimo da Lebegov
integral predstavlja uopStenje Rimanovog integrala.

Primjer 9. Slucajna veli¢ina X ima C(0,1) raspodjelu. Kako integral

i %dw ne konvergira, to mozemo konstatovati da slucajna veli¢ina X
—0o0

nema ocekivanje. <«

Primjer 10. X : U(a,b), EX = [ -% do = %P, <

a+b 2

8 —o

o0
Primjer 11. X : E(\), EX = [ Aze Mdr = % <
0

0 (z-m)?
Primjer 12. X : N(m,0?), EX = —= re 202 dx =
) V2no?
—0o0
o0 ’U2
= \/% [ e7=dv = m, gdje je v = £, Koristili smo poznati rezultat
—00

[ e de = /7. <

Primjer 13. Na kruZnici polupre¢nika 1 sluc¢ajno se biraju tacke A i B.
Nac¢i EX gdje je X = |AB.

Slika 14: Primjer 13.

s
» a:U(0,7), X = |AB| = 2sin §, EX:{%sin%da:%.<

Primjer 14. U kvadratu duzine stranice 1 slu¢ajno se bira tacka 7T'. Nadi
raspodjelu slu¢ajne veli¢ine Z koja je jednaka rastojanju tacke T" od najblize
stranice kvadrata. Naéi EFZ.
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»7Zbog simetri¢nosti, ne smanjujuéi opStost, mozemo pretpostaviti da
izabrana tatka pripada trouglu ABC. Ozna¢imo sa (X,Y) slutajni vek-
tor koji predstavlja koordinate tatke T'. Gustina ovog vektora je o(z,y) =
8, (x,y) €A ABC. Octigledno Z =Y. Potrazimo gustinu komponente Y.
Imamo

1/2 1/2
1 1
wxm=8/kx=4—®ﬂ<y<QJMREZz/yM—@My=6
Yy 0

Ocekivanje smo mogli dobiti i primjenom formule (?7). Naime,

1/2 z
1
EZ = // 8yd$dy:/dm/8ydy:6.<
AABC 0 0

Slika 15: Primjer 14.

Zadrzimo se za trenutak na slucajnim veli¢inama

-1 1 —100 100
2 2 2 2

Ocigledno, EX = EY = 0 iako su X i Y bitno razli¢ite slucajne veli¢ine (i
na ovom primjeru se vidi da je matematic¢ko o¢ekivanje manje informativno
od funkcije raspodjele). Znacenja slu¢ajne veli¢ine X su "bliska" oc¢ekivano]
vrijednosti, a znaéenja slu¢ajne veli¢ine Y su "daleko" od odekivane vrijed-
nosti. Veli¢ina koja mjeri stepen koncentracije oko njenog ocekivanja naziva
se disperzija.

DEFINICIIA 1.10.4 Disperzija DX slucajne velicine X se zadaje pomoéu jed-
nakosti
DX = E(X — EX)2
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Jednakost iz definicije disperzije potencira da je ova karakteristika mjera
odstupanja slucajne veli¢ine od njenog ocekivanja. Neposredno rafunanje

disperzije je jednostavnije sprovesti pomocu jednakosti do koje se elemen-
tarno dolazi.

DX = E(X — EX)? = EX? - 2E(XEX) + (EX)? = EX? — (EX)?.
Evidentira¢emo svojstva disperzije.
a) DX >0i D(cX) = c*DX, c je konstanta.

n
b) Ako su Xj,..., X, nezavisne sluc¢ajne veli¢ine, tada je D (Z Xi> =

i=1
n

> DX;. Zaista, zbog nezavisnosti imamo
i=1

n n 2 n
i=1

=1 =1

> E((Xi - EX;)(X; - EX;)) = Zn: DX;+ Y (EX; - EX,)(EX; — EX;)
i#] i=1 i#]

= En:DXZ-.
=1

01
.
n
Primjer 16. Neka je S, : B(n,p). Veé je konstatovano S, = Y I4,, pa
k=1

Primjer 15. DIy = p — p? = pq jer je Ii : <

n
je DS, = > DIy, =npq. 4
k=1
Primjer 17. Neka je X : M(m, ¢?). Imamo

o0

_ 2 (z—m)2
DX = E(X —m)? = / (@—m)” e 1 02 «
( ) V2ro?
— 00

Teorema 1.10.4 (Cebisovljeva nejednakost.) Ako slucajna velicina X
ima EX?, tada je za svako € > 0

EX?
P{|X|>¢} < o
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Dokaz. Definisimo sluc¢ajnu veli¢inu

v — 0, akojel|X|<e
|l e akoje|X|=e’

Ocigledno, Y < | X| = Y2 < X?, pa je
EX?> EY? =P{|X| > ¢}.4

Posljedica. P{|X — EX| > ¢} < D&_—QX, za svako € > 0.
Nejednakost se dobija kada se u éebiéovljevoj nejednakosti X zamijeni
sa X —EX.¢

Stepen zavisnosti izmedu sluc¢ajnih veli¢ina se ra¢una pomocu koeficijenta
korelacije.

DEeFrINICIJA 1.10.5 Koeficijent korelacije izmedu slucajnih velicina X i
Y je

_ EXY - EXEY
Pxy = DXDY

Pokazuje se da je |py | < 11 py, = £1 akko je Y = aX + b. Takode,
ako su slucajne velicine X i Y nezavisne, tada je EXY = EXFEY, te je
Pxy = 0. Obrnuto, kao §to pokazuje sljedeci primjer, ne vazi.

' Primjer 18. Nov¢ié se baca dva puta. Pojavi pisma pridruzujemo 0 poena,
a pojavi grba jedan poen. Neka je X suma poena kod bacanja, a Y razlika
poena kod drugog i prvog bacanja. Naci py , .
»Raspodjela vektora (X,Y) je data tabelom

YNX[0 1 2
-1 (0 % 0
0 |30 3
0 7 0
Xod v Y
4 2 4 4 2 4 4 2 4
EX =1,EY =0, pxy =0, P{(X,Y) = (0,0)} # P{X = 0} P{Y = 0}.

Dakle, X 1Y su zavisne slucajne veli¢ine iako je p,, = 0. <
Primjer 19. Kocka se baca n puta. Neka je X broj palih Sestica, a Y broj
palih jedinica. Naci py ..
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n
> X = Z 14,;, A; je dogadaj da u i-tom bacanju padne Sestica.

1=

Y = Z Ip;, Bj je dogadaj da u j-tom bacanju padne jedinica.

EX = EY L.n, DX=DY = & n,
EXY = EZZIAIB _ZEIAIB +ZZEIAIB
i=1 j=1 i#j
_n2—n
36

jer su ¢lanovi u prvoj sumi jednaki nuli (ne mozemo istovremeno registrovati
i 1i6), udrugu sumu ulazi n?> — n ¢lanova (odbacujemo one kod kojih je
i = j), a vjerovatnoca da u i-tom bacanju padne $estica, a u j-tom jedinica

je %. Nakon ove analize ostaje da objedinimo podatke i zaklju¢imo da je

1
pX,Y == —g 4

Primjer 20. U kutiji se nalazi 10 bijelih i 12 crnih kuglica. Iz kutije se a)
po modelu sa vra¢anjem, b) po modelu bez vrac¢anja, vadi 5 kuglica. Neka
sluéajna veli¢ina X predstavlja broj izvadenih bijelih kuglica. Naéi EX i
DX.

5 25 5 6 150
>a)X:l:( 11) EX =5- 11 ﬁ,DX:E)‘ﬁ-ﬁ:m.
b) X = > I4,, gdje je A; dogadaj da se u i-tom izvlacenju izvuce bijela
kuglica. Zbé)_gladltlvnostl oc¢ekivanja, imamo FX =5- li = % Takode,
ZEIA +Y EIyds =5 — +20 ;g 291
G
pa nakon kraceg racunanja dobijamo DX = gig |

1. Slucajna veli¢ina X ima P(\) raspodjelu. Na¢i EX i DX.

2. Nadi disperziju slucajne veli¢ine a) X : I'(p), b) X : U(a,b), ¢)
X :EN).

3. Nov¢i¢ se baca tri puta. Neka je X broj palih pisama, a Y broj palih
grbova. Nadipy .

4. U jednoj igri se dobija poen sa vjerovatno¢om p, a gubi sa vjerovat-
no¢om ¢q. Neka je S, broj osvojenih poena nakon n nezavisnih igara. Nadi
raspodjelu slucajne veli¢ine S,,. Nacéi ES, i DS,.
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5. Nov¢i¢ se baca do prve pojave pisma. Ako je izveden paran broj
bacanja, igra¢ gubi b dinara, a ako je izveden neparan broj bacanja, dobija
a dinara. Odrediti a i b tako da igra bude "fer", tj. da ocekivani dobitak
igraca bude 0.

6. Covjek u mraku pokusSava da otkljuca vrata. U dzepu ima cetiri kljuca
od kojih samo jedan otkljucava vrata. Naéi o¢ekivani broj pokusaja ako se
kljudevi uzimaju slu¢ajno a) sa vrac¢anjem u dzep, b) bez vracanja u dzep.

7. Jednacina ax® + bz? + cx +d = 0 (%) ima slucajne koeficijente koji
nezavisno uzimaju vrijednosti 1 ili —1 sa vjerovatno¢om % Na¢i ocekivani
broj realnih korijena jednacine ().

8. Strijelac koji posjeduje n metaka pogada cilj sa vjerovatno¢om p, a
gadanja su nezavisna. U metu gada sve dok je ne pogodi ili dok ne potrosi
sve metke. Naéi ocekivani broj gadanja.

9. Tri kuglice se na slu¢ajan nacin razmjestaju u kutije A,B i C. Neka je
X broj kuglica u kutiji A, a Y broj zauzetih kutija. Naci p, ..

10. Slu¢ajno se biraju podskupovi A i B skupa S = {1,2,...,n} i to
na sljedeé¢i nacin: svaki element skupa S pripada sa vjerovatno¢om p skupu
A i nezavisno od pripadnosti skupu A pripada skupu B sa vjerovatnoc¢om
q, p+ q = 1. Pripadnosti razli¢itih elemenata skupovima A i B su takode
nezavisne. Odrediti oekivani broj elemenata skupa AN B.

11. U kutiji se nalaze dva defektna i osam ispravnih proizvoda. Proizvodi
se vade jedan po jedan sve dok se ne izvade oba defektna proizvoda. Naéi
ocekivani broj izvlacenja.

12. n kuglica numerisanih brojevima 1,2...,n je poredano u niz. Neka
je slucajna velicina X jednaka broju kuglica kod kojih se broj na kuglici
poklapa sa rednim brojem kuglice u nizu. Naéi EX.

13. Neka je a fiksirani broj sa (0,1), neka je X : U4(0,1) i Y = |X — al.
Nadi py , 1 0no a za koje je p,,, = 0.

14. U krugu polupre¢nika r se sluéajno bira tacka. Naéi ocekivano
rastojanje od izabrane tacke do centra kruga.

15. Stap duzine 1 se lomi na dva dijela koji predstavljaju stranice
pravougaonika. Nadéi raspodjelu slucajne veli¢ine X koja predstavlja povrsinu
pravougaonika. Nad¢i FX.

16. Na intervalu (0,1) se slucajno bira n tac¢aka. Naci ocekivani polozaj
tactke koja je a) najbliza 0, b) najbliza 1. Naci o¢ekivano rastojanje izmedu
krajnjih tacaka.

17. Tacka se kre¢e konstantnom brzinom od lem/sec. 1z ishodista krene
pravolinijski i nakon jednog sekunda promijeni pravac kretanja za ugao «
u odnosu na postojeé¢i pravac. Zatim nastavi sa pravolinijskim kretanjem i
nakon jednog sekunda ponovo mijenja pravac za ugao a u odnosu na pos-
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toje¢i pravac. Zatim se pravolinijski kre¢e jedan sekund i nakon njegovog
isteka kretanje se zavrsava. Ako je o : U(0,7/2), na¢i o¢ekivano rastojanje
zavrsnog polozaja tacke od njenog ishodista.

18. U jednakostrani¢nom trouglu duZzine stranice 1 sluc¢ajno se bira tacka
T. Nadi o¢ekivano rastojanje tacke T od a) najblize, b) najudaljenije stranice
trougla.

19. U kutiji se nalazi k bijelih i j crnih kuglica, a kraj kutije je jos
dovoljno mnogo bijelih i crnih kuglica. Izvodi se niz sljedeéih eksperimenata:
U svakom koraku se iz kutije slu¢ajno bira jedna kuglica sa vra¢anjem i u
kutiju se stavlja jo§ m kuglica iste boje kao §to je izabrana kuglica.

a) Odrediti vjerovatnoéu p, da se u n-tom koraku iz kutije izabere crna
kuglica.

b) Odrediti matematicko o¢ekivanje broja X,, crnih kuglica u kutiji poslije
n-tog koraka.

20. Slucajna veli¢ina X uzima vrijednosti sa intervala (a,b). Dokazati
da je

1 2
1.11 Karakteristi¢ne funkcije

Do sada izloZena teorija pokazuje da se u Vjerovatnoéi ¢esto koristi aparat
Matematicke analize. Ovaj odjeljak ¢emo posvetiti karakteristi¢noj funkciji
koja je, vidje¢emo iz definicije, Furijeova transformacija funkcije raspodjele
slucajne velicine. RjeSenja mnogih krupnih vjerovatnosnih zadataka su do-
bijena koris¢enjem metoda karakteristi¢nih funkcija. U okvirima ove teorije
Analiza i Vjerovatnoca se prozimaju i za neke od rezultata je tesko presuditi
da li po svom duhu pripadaju Analizi ili Vjerovatnodi.

Nasa ideja je da ¢itaoce upoznamo sa minimumom teorije. Zbog toga
Sto dokazi teorema traze poznavanje ozbiljnog analitickog aparata, mi ih
izostavljamo.

DErFINICIJA 1.11.1 Karakteristi¢na funkcija f, (t) slucajne velicine X se
zadaje sa

fy(t) = Ee™ teR.

Neka je X diskretna sluc¢ajna veli¢ina sa raspodjelom p(zy), k =1,2....

Pokazimo da red Y e®*p(z;) apsolutno konvergira. Kako je || = 1 za
k
svako 6 € R, zakljutujemo da je |e"“kp(zy)| = p(zx) pa se zadatak ispi-

tivanja apsolutne konvergencije gornjeg reda svodi na zadatak ispitivanja
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konvergencije reda Y p(xy). Ovaj red konvergira i njegova je suma jednaka
k

1. Na ovaj nadin je pokazano da postoji matematicko ocekivanje kojim je
zadata karakteristi¢na funkcija diskretne sluéajne velicine.
Ako je X apsolutno neprekidna slucajna veli¢ina sa gustinom ¢(x), tada
oo
na osnovu teoreme ?? dobijamo f, (t) = [ e"®p(x)dz (ovaj integral apso-
—0o0
lutno konvergira, a dokaz je analogan dokazu apsolutne konvergencije reda
iz diskretnog slu¢aja). U teoriji karakteristi¢nih funkcija se u pisanju obitno
izostavljaju granice kod integrala, a takode se, kada je jasno na koju se
sluc¢ajnu veli¢inu misli, izostavlja donji indeks kod oznake za karakteristi¢nu
funkciju.
Karakteristiénu funkciju imaju i slu¢ajne veli¢ine koje nisu ni diskretne
ni apsolutno neprekidne.
NaveSé¢emo svojstva karakteristi¢nih funkcija.
a) £(0) =1, |f(H)] <1.
Dokazaéemo nejednakost za apsolutno neprekidnu sluc¢ajnu veli¢inu X.
Neka je ¢(z) odgovarajuca gustina. Imamo

£)] = | [ ety

< /gp(:ﬂ)dw =1.
b) Ako je Y = aX + b, a i b su konstante, tada je
£, (t) = e f. (at).
Zaista,
£, (t) = Eet@X+) — it pila)X _ gitb g (4).
c¢) Ako su X i Y nezavisne slu¢ajne velicine, tada je
Fxay () = Fx @)y (2).
Zaista,
Froy () = Eel XAV _ poitX ity _ pitX ity _ £ F, ().

Prirodno, vazi i uopstenje. Ako su Xi,..., X, nezavisne slucajne veli¢ine,
tada je

d) Ako postoji E|X|", tada za svako k € {1,2,...,n} vazi

F®0) = *EXF,
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Radi¢emo sa apsolutno neprekidnom slucajnom veli¢inom X &ija je gustina
(). Primijetimo,
X< |X|"+1, ke {1,2,...,n},

te iz uslova slijedi da postoji E\X|]’C Takode,

‘/kzt:p

tako da funkciju f(t) = [ €"®p(x)dz mozemo diferencirati k puta. Pri tome
je

o)< [ lalo(e)de = BIxP <,

FO () = i / 2Rt o) da,

a nakon zamjene t = 0 dobijamo nasu jednakost.

e) Neposredno iz teoreme o Maklorenovom razvoju funkcije slijedi: Ako
E|X|" postoji, tada za karakteristiénu funkciju sluéajne velicine X vazi
asimptotska jednakost

Z EX’“— +o(t"), t — 0.

Kao $to postoji karakterizacija klase funkcija raspodjele (teorema ?7), tako
postoji i teorema (Bohner-Hinc¢inova teorema) koja daje potrebne i dovoljne
uslove da bi neka funkcija bila karakteristi¢na funkcija neke slué¢ajne veli¢ine.
Veé smo konstatovali da svaka slucajna veli¢ina ima karakteristi¢nu funkciju.
Na pitanje da li karakteristi¢na funkcija jednoznafno odreduje raspodjelu
sluc¢ajne veli¢ine, pozitivni odgovor daje sljedeéa teorema.

Teorema 1.11.1 (Teorema jedinstvenosti.) Funkcija raspodjele slucajne
velicine jednoznacno je odredena njenom karakteristicnom funkcijom.

Sljede¢i odjeljak ¢e biti posveten grani¢nim teoremama. Pripremic¢emo
odgovarajuéi analiticki aparat.

DEFINICUJA 1.11.2 Niz funkcija raspodjele F,(x) kompletno konvergira ka
funkciji raspodjele F(x) ako vaZi

1° U svim tackama neprekidnosti funkcije F(x) vazi Fy,(x) — F(x) kada
n — oo.

2° Fp(+00) — F(£00) kada n — oo.
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Teorema 1.11.2 Ako niz karakteristicnih funkcija f,,(t) konvergira ka funk-
ciji f(t) koja je neprekidna za t = 0, tada niz odgovarajuéih funkcija raspod-
jele F,(z) kompletno konvergira ka funkciji raspodjele F(x) ¢ija je karakter-
istiéna funkcija f(t).
DEFINICIIA 1.11.3 Za niz slucajnih wvelicina X, kaZemo da konvergira u
raspodjeli ka slucajnoj velicini X ako odgovarajuéi niz funkcija raspodjele
FE,(z) kompletno konvergira ka funkciji raspodjele F(x) slucajne velicine X .
Koristimo zapis X, A x.

Slobodnije re¢eno, sa uve¢avanjem broja n, funkcije raspodjela slu¢ajnih
veli¢ina, X, se priblizavaju funkciji raspodjele sluc¢ajne veli¢ine X.

DEFINICIJA 1.11.4 Za niz slucajnih velicina X, kaZemo da konvergira u
vjerovatnodéi ka slucajnoj velicini X ako za svako € > 0 vazi

P{|X,—X|>e} —0(& P{X,—-X|<e} —1), n— oc.
Koristimo zapis X, I, x.

Slobodnije rec¢eno, za veliko n je sa vjerovatno¢om koja je bliska 1 (veoma
je vjerovatno) moduo razlike X,, i X manji od ¢ (ova interpretacija je naj-
efektnija kada je € malo).

Pokazuje se da ako niz X, i X, tada X, 2, X. Obrnuto u opstem
slu¢aju ne vazi. Takode se pokazuje da ako X, A, a, a je konstanta, tada
Xn i> a.

Primjer 1. f, (t) = qe'™® 4 pett! = g + pet. 4

Primjer 2. S, : B(n,p). 1z svojstva c) slijedi

fo, @ =T] £y ) = (a+pe")". <
k=1

Primjer 3. X : P(\), f(t) = io: ettd ;‘.—fe*)‘ = M=) Na osnovu svojstva
d) imamo =
f(0)=iEX =iA= EX =\, f"(0)= —EX? = —(\*)\) = DX = \. «
Primjer 4. Neka su X; : P(\1),..., X, : P(A\,) nezavisne slucajne

veli¢ine. Nadi raspodjelu slucajne veli¢ine Y = X1 4+ --- + X,.

> fY (t) = HfX7 (t) — e(>\1+"'+>\n)(e“_1),
i=1
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pa na osnovu teoreme jedinstvenosti zaklju¢ujemo Y : P(A1 4+ -+ \,,). «
Primjer 5. Slu¢ajna veli¢ina X ima N (0, 1) raspodjelu.

eitw z2 1 z2
t) = e 2drx=—— [ costxe 2 dux.
ug / V2T \/27r/

Nakon diferenciranja dobijamo f'(t) = —tf(t). RjeSenje ove diferencijalne
2
jednacine je f(t) = Ce 7. Kako je f(0) = 1, dobijamo C = 1. Dakle,
2
f)=e"7. <
1 ,
Primjer 6. X :U(—1.1), f(t) = [ Sde =2t t£0, f(0) =1. <

—_

Primjer 7. Slucajne velicine X,,, n = 1,2,... su nezavisne i jednako-
raspodijeljene,
-1 1
Xn : 1 1
2 2
n
Neka je Y, = %, n = 1,2.... Dokazati da Y, A, Y, gdje je Y :
k=1
U-1.1).
»Na pocetku izrac¢unajmo
t t t cosi--cosL2sin &
lim cos —cos — ---cos — = lim 2 2 2
n—oo 2 22 2" n—oo 2sin 5
t b iyt . .
COS 5 - * - COS 55— SiN 5= . sint sint .
= lim 2 .Qtl 2" — ... = lim 1. t:I , t#£01
n—00 28in 5 n—r00 2™ sin 55 t

—it_ it . L. . g . . .
fx, () = € —F = cost. Koristedi nezavisnost ¢lanova niza i svojstvo b)
imamo

n .
t sint
fy, () = k|_|1 cos o~ = t# 0, £, (0) — L.

Nas$ rezultat slijedi iz teoreme 77 i rezultata primjera 6.
Primjer 8. Slucajne veli¢ine X i Y su nezavisne i svaka ima karakteristi¢nu
funkciju f(t) = (2 — e“)fl. Nadi raspodjelu slucajne veli¢ine Z = X + Y.

1 1 1 = et
’f(t)ZQ_eit:Q'l_eit/QZZQnH:>
n=0

P{X =k} = k=0,1,2,....

9k+17
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o0
Koriste¢i razvoj (1 — 2)72 = > nz""!, dobijamo
n=1
1 NN T S+l ,,
fz<t>:4'<l‘z> =2 gz
n=0

Iz teoreme jedinstvenosti, dobija se

k+1
P{Z:k}:%,k:0,1,2,<

1. Slucajna veli¢ina X ima A (m,o?) raspodjelu. Metodom karakteris-
ti¢nih funkcija dokazati da sluc¢ajna veli¢ina X* = X;m ima N(0, 1) raspod-
jelu.

2. Neka su X; : N(my,012),..., X, : N(mp,0,%) nezavisne slucajne

n n n
veli¢ine. Dokazati da slu¢ajna veli¢ina S, = > X ima N <Z Mgy Y a;ﬂ)
k=1 k=1 k=1

raspodjelu.
3. Slucajne veli¢ine iz niza X,, n =1,2,... imaju gustine

on(z) =n(1l—2)"' 2€(0,1),n=1,2,....

Pokazati da niz sluc¢ajnih veli¢ina Y,, = nX, u raspodjeli konvergira ka
slu¢ajnoj veli¢ini Y koja ima £(1) raspodjelu.

1.12 Granic¢ne teoreme Teorije vjerovatnoca

Motiv za uvodenje pojma slucajne veli¢ine je bio da se elementarnom ishodu
pridruzi realni broj. PridruZivanje realnog broja ishodu ostvaruje slucajna
veli¢ina i to pridruzivanje realnog broja ishodu mozemo tretirati kao mjerenje
ishoda. U ovom tretmanu slucajna veli¢ina predstavlja rezultat mjerenja.
Ako se aktivira slu¢ajna veli¢ina X, tada je shema mjerenja sljedeca:

w— X(w) = a.
7Zmnadi, sluajna veli¢ina X je izmjerila ishod w i rezultat mjerenja je broj

a. Neka slu¢ajne veli¢ine X7, Xo,... predstavljaju redom rezultate prvog,
drugog,... mjerenja u seriji mjerenja. Davno je primijeéeno da aritmeticka
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sredina mjerenja % pokazuje visoki stepen stabilnosti, iako se poje-

dina¢na mjerenja mogu bitno razlikovati.

Svojstvo stabilnosti aritmetic¢kih sredina rezultata mjerenja, tj. rea-
lizacija slucéajne veli¢ine, se u vjerovatnodi izrazava u obliku zakona velikih
brojeva.

DEFINICIJA 1.12.1 KaZemo da za niz sluéajmh velicinag X,,,n = 1,2,...,

vazi zakon velikih brojeva ako niz Y, = ; Z Xk Z E Xy u vjerovatnoci
=1 =1

5}20.

Teorema 1.12.1 (Bernulijev zakon velikih brojeva.) Neka je S, slu-

cagna velicina koja je jednaka broju uspjeha u Bernulijevoj shemi sa n ponav-
Sn

konvergira ka 0, tj. ako za svako € > 0 vmyedz

n 1 n
Z X — - Z EX.| >
k=1 k=1

1
lim P{ —
n—00 n

ljanja polaznog opita @ sa vjerovatnoéom uspjeha p. Tada £, p, N — 00,

tj. za svako € > 0 vrijedi

lim P{‘S’n—p‘>£}:0<<:> lim P{‘S’n—p‘ga}zl.> (1)
n—00 n n—o0 n

Dokaz. Primjenom CebiSovljeve nejednakosti i kori§¢enjem ¢injenica

ESn =2 = p D5n = M — P4 dobijamo

P {

Primijetimo da slu¢ajna veli¢ina 2= >n predstavlja relativou frekvenciju us-
pjeha u seriji od n opita.

Asimptotskoj jednakosti (1) sada moZemo dati sljede¢u interpretaciju:
Kada je n veliko, u seriji od n ponavljanja opita, sa velikom je vjerovatnoc¢om
odstupanje relativne frekvencije uspjeha od vjerovatnoée uspjeha manje od
e (e > 0 je proizvoljan broj). Malo drugadije re¢eno, relativna frekvencija
uspjeha dobro aproksimira vjerovatnoéu uspjeha. Bernulijev zakon velikih
brojeva opravdava klasi¢nu definiciju vjerovatnoée a posteriori

n
Kako je S, = 3 Ia,, to je 2= — Z Ta, — Z El 4,.. Dakle,
k=1
nalazimo se u modelu iz definicije 77 pa se tlme opravdava upotreba fraze
"zakon velikih brojeva".

Sy, D32
‘ }< o= P 00

= _pl>e
n g2 ne2
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Teorema 1.12.2 (Cebigovljev zakon velikih brojeva.) Neka su X1, Xs,
nezavisne slucajne velicine 1 meka su njihove disperzije ravnomjerno
ogranicene tj. DX, < C,n = 1,2,..., C je konstanta. Tada je za svako

e>0
1 @ 1 &
nh_)rgoP{ nkg_le— nkg_lEXk > 6} =0.

Dokaz. Primjenom nejednakosti Cebisova i svojstva b) disperzije, dobi-
jamo

e i)

1 - 1
= n282E<Z(XK _EXk)> = n252D n2e2 ZDX”“

k=1

Na$ rezultat slijedi na osnovu teoreme o policajcima. ¢

Teorema 1.12.3 (Hin¢inov zakon velikih brojeva.) Neka je X,,, n =

1,2,..., niz nezavisnih jednakoraspodijeljenih slucajnih velicina, EX, =
n

a,n=1,2,.... Za niz X,, vazi zakon velikih brojeva tj. % > Xk £,
k=1

Dokaz. Prvo ¢emo naci karakteristi¢nu funkciju konstante a (a je "sluca-
jna veli¢ina" koja svakom ishodu dodjeljuje vrijednost a). Ocigledno, f,(t) =
Eeiat ezat

Neka je f(t) karakteristi¢na funkcija sluc¢ajne veli¢ine X,,, n = 1,2,....
Iz svojstva e) karakteristi¢nih funkcija imamo

f(t) =14 ait +o(t), t =0,

a na osnovu svojstava b) i ¢) dobijamo da je karakteristi¢na funkcija sluc¢ajne

velicine % i X}, jednaka (f (%))n Sada je
k=1

() - (3 )) o
n n n

n
. R .
1z teoreme ?7 slijedi % > X — a, no kako je a konstanta, na ovom
k=1
mjestu vazi i konvergencija u vjerovatnodi.¢
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Da bismo prokomentarisali Hin¢inov zakon velikih brojeva, vratimo se
interpretaciji u kojoj je slu¢ajna veli¢ina X tretirana kao rezultat mjerenja.
Neka u seriji nezavisnih opita X; predstavlja rezultat prvog mjerenja, Xo—
drugog,... itd. Zbog nezavisnosti opita, slu¢ajne veli¢ine X, Xa,... su ne-
zavisne. One su jednakoraspodijeljene i imaju istu raspodjelu kao i X (sve
ove veli¢ine jednako djejstvuju—mjere ishod). Ako je EX = a, tada je zbog
jednake raspodijeljenosti EX,, = a, n =1,2,.... Nakon ovog uvoda mozemo
dati sljedeéu interpretaciju Hinc¢inovog zakona velikih brojeva: Za veliko
n, sa velikom je vjerovatnoc¢om odstupanje aritmeticke sredine w
od a, manje od €. Receno malo drugacije, aritmeticka sredina rezultata
mjerenja dobro aproksimira matematicko ocekivanje sluc¢ajne veli¢ine koja
je identifikovana, sa rezultatima mjerenja. Ovim je udahnut smisao pojmu
matematickog ocekivanja.

Sa dva primjera ilustrujmo nasa teorijska razmatranja.

Ocekivana suma brojeva koji se izvlace u igri LOTO je 140 (primjer
7 iz odjeljka 1.10). Prati¢cemo, recimo, 100 igara i nakon svake igre bi-
ljezicemo sumu izvucenih brojeva (u terminologiji mjerenja, mjerimo ishod).
Potrazi¢emo aritmeticku sredinu zabiljezenih brojeva. Hinéinov zakon ve-
likih brojeva tvrdi da ¢e sa velikom vijerovatnoéom dobijena aritmeticka sre-
dina biti bliska broju 140. Iako ne znamo kolika ée biti suma brojeva u nekoj
konkretnoj igri (jer postoji veliki stepen neodredenosti), izvjesno je da ce se
u dugoj seriji igara, aritmeticka sredina suma stabilizovati oko matematickog
ocekivanja sluc¢ajne veli¢ine koja predstavlja sumu izvucenih brojeva.

Pretpostavimo da mjerimo neku fizicku veli¢inu ¢ija je stvarna vrijednost
a. Greska mjerenja je sluCajna veli¢ina €. Naime, na gresku utic¢u faktori
koji fluktuiraju — stalno se mijenjaju te ih smatramo slué¢ajnim. Faktori su
meteorologki, seizmicki, subjektivni (vezani za psihofizicko stanje onoga ili
onih koji mjere) itd. Ako ne postoji sistematska greska, tada je Ee = 0.
Slucajna veli¢ina koja predstavlja rezultat mjerenja je X = a+e. Ocigledno
EX = a. NasSe teorijsko razmatranje nam sugeriSe da rezultat mjerenja
treba prihvatiti kao realizaciju slu¢ajne veli¢ine. Praksa potvrduje pravilnost
ovakvog pristupa. Rezultati mjerenja variraju od mjerenja do mjerenja i cilj
mjerenja je da se §to blize odredi teorijsko a. Hin¢inov zakon velikih brojeva
savjetuje da se nepoznato a ocijeni aritmetickom sredinom rezultata serije
mjerenja.

Rasprostranjenost normalne raspodjele u opisivanju slu¢ajnih pojava ob-
jasnjava centralna grani¢na teorema (koristi¢éemo skrac¢enicu CGT).

Teorema 1.12.4 (Centralna grani¢na teorema.) Neka su X, Xo,...

nezavisne, jednakoraspodijeljene slucajne velicine, EX,, = w, DX,, = 02,
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n
=> Xk, n=1,2... Tada vazi
k=1

P{S';?/%”” } f/ Sdt, n — . 2)

Dokaz. Neka je X = Xo=% pn —1 2 ... Kako je EX} =0, DX} =1,
odgovarajuca karakteristi¢na funkcija je

2
f=1-5 +o(t?), t — 0.
Na lijevoj strani formule (?7) figuriSe funkcija raspodjele vjerovatnoca sluca-

S’;*;‘:", a na desnoj strani funkcija raspodjele vjerovatnoca slu-

jne veli¢ine
cajne veliéine X*: N(0,1). Zbog toga, tvrdenje teoreme je ekvivalentno sa

SZ \/13” By X, Posluzimo se metodom karakteristicnih funkcija.

Sn — wn
Tovi _\FZX’“_ "

n
paje ( f (ﬁ)) odgovarajuca karakteristi¢na funkcija sluc¢ajne veli¢ine W,.

Na kraju imamo

t\\" t2 2\\" 2
— l1—-——+o0 —>e 2,mn — 00.
U(F) = (-5 (5)
2
Tvrdenje slijedi iz teoreme ?? i ¢injenice da je e~ 7 karakteristi¢na funkcija

slucajne veli¢ine X* : N'(0,1).4
Posljedica CGT je sljedeca teorema.

Teorema 1.12.5 (Muavr—Laplasova teorema.) U Bernulijevoj shemi u
kojoj je vjerovatnoca uspjeha p, vazi

S
P{"np<x} / _2dt n — 0.
Vv 1pq
Da bismo dokazali Muavr—Laplasovu teoremu, dovoljno se pozvati na
n
reprezentaciju S, = Y IAk i ¢injenice EIA]C =p, DIAk = pq. Tvrdenje sada
k=1 ’
slijedi iz CGT.
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. X . . 1
. . _ X “ . « 1 .
Oznacimo sa Xn’k = T Posto je EXW =01 DX* = 5, moZemo

konstatovati da su slu¢ajne velicine X* za velike brojeve n, "koncentrisane"

oko 0. Slobodnije receno, X*  je "mala" slucajna veli¢ina. ZadrZimo se na

n

jednakosti SZ;\/%”‘ = > X¥ . CGT se tvrdi da se ova suma asimptotski
k=1

u raspodjeli ponasa po normalnom zakonu. Ovo tvrdenje vazi i pri znatno
slabijim uslovima. Imamo u vidu situacije kada su ¢lanovi sume zavisne i
nejednako raspodijeljene slu¢ajne veli¢ine. Poruka CGT glasi: Suma "malih"
slucajnih veli¢ina (faktora) se asimptotski, pri veoma opstim uslovima, po-
naga po normalnom zakonu.

U praksi ¢esto posmatramo slucajne velic¢ine koje su dobijene u rezultatu
sumiranja velikog broja nezavisnih ili slabo zavisnih "malih" slu¢ajnih fak-
tora. Nas ne zanimaju komponente, ve¢ efekat njihovog udruzivanja. Model
se uklapa u CGT pa je sumarna tj. posmatrana slu¢ajna veli¢ina raspodije-
ljena po normalnom zakonu.

Veé smo konstatovali da rezultat mjerenja fizicke velic¢ine ¢ija je stvarna
vrijednost a, opisuje sluc¢ajna veli¢ina X = a + ¢, Fe = 0. Gregka ¢ je jed-
naka sumi greSaka koje su rezultat uticaja temperature, vlaznosti, pritiska,
vibracije tla i mnogih drugih faktora. CGT tvrdi da je sumarna greska e
raspodijeljena po normalnom zakonu te je X : A'(a,c?). Broj o2 je disper-
zija greske i on karakteriSe preciznost mjerenja.

Slika 16: Gausova funkcija.

Podaci o konkretnim mjerenjima potvrduju izvanrednu saglasnost teorije
i prakse.

Prije nego §to uradimo nekoliko konkretnih primjera, skre¢emo paznju
na neke detalje. Polazeéi od ¢injenice da je

P{a < X <b} = P{X < b} — P{X < a},
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CGT se moZe zapisati kao

b
Sn — 1 2
P{a<nwn<b}ﬁ/6_t2dt,n—>oo.

no? 27
a
o . Lo e LT
Koristicemo zapise ®(z) = ﬁ_f e 2dt i ®*(x) = ﬁofe zdt, z >

0. U tablicama normalne raspodjele su date vrijednosti za ®*(z). Sa z, se
oznaava broj za koji je ®*(z,) = a. Broj z, nalazimo u tablicama.

Primjer 1. Kocka se baca 100 puta. Kolika je vjerovatnoca da je zbir
palih brojeva izmedu 340 i 3707

»Sa Xi, k=1,2,...,100, oznacimo rezultat k-tog bacanja. Jasno
35
Xk: 1 % ? 411 ? (13,EX]{:?),\V),DX]{:f,k:1,2,...,100.
6§ 6 6 6 6 © 12
100

Zbir palih brojeva je Sipo = Y. Xk.
k=1

Niz vjerovatno¢a u CGT brzo konvergira, 100 je dovoljno veliki broj pa
je opravdano traziti rezultat kao §to to radimo u redovima koji slijede. Tako
koristimo aproksimaciju, zbog njene izuzetne preciznosti, nakon primjene
CGT neéemo koristiti simbol za pribliznu vrijednost ve¢ simbol jednakosti.

340 — 350 < S100 — 100 - 3,5 370 — 350

v Jwos v

= ®*(1,17) + ®*(0,59) = 0,379 + 0,222 = 0,601. <

P{340 < S100 < 370} =P

Primjer 2. Informacionim kanalom se prenose binarni nizovi. Zbog prisus-
tva bijelog suma u kanalu, vjerovatnoéa pravilnog prijema odaslanog znaka
je 0,55. Zbog toga se svaki znak Salje n puta, a odluka o poslanom znaku se
donosi nakon utvrdivanja znaka koji se ¢esée javlja. Koliko treba da je n pa
da vjerovatnoéa pravilne odluke bude 0.997

»Smatratemo da je uspjeh pravilno primljeni znak. Kod nas je p =
0,55, ¢ = 0,45, dok Sy, : B(n, p) predstavlja broj pravilno primljenih znakova.
Pravilnu odluku donosimo ako je S, > 5. Sada imamo

P{Sn>ﬁ}:P Sn—0,55n>0,5n—0,55n —1_a _0,05\/71
2 v J0.55 0,451 J/0.2475
0,057

0,05y/7
DOV 9 33y — 537, <
J0.2475 J0.2475 "

:0,5+<I>*< >:0,99:>
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Primjer 3. Strijelac pogada metu sa vjerovatno¢om 0,4 i gada u nju 150
puta. Nadi bar jedan interval u kojem ée se, sa vjerovatnoéom koja iznosi
bar 0, 8, nalaziti broj pogodaka.

»Slucajna veli¢ina S50 : B(150;0, 4) predstavlja broj pogodaka. Trazice-
mo interval oblika (A, B).

A—60 S150 — 60 B —60
P{A< Sip0o<B}=P < <
{ 100 < B} { 6 V/150-0,4-0,6 6
A— B-
08— 2700 4 o5 00 1 98— A =52,32, B = 67,68

te je zbog cjelobrojnosti broja pogodaka trazeni interval (52,68). <

Primjer 4. Koliko puta treba baciti novcié pa da sa vjerovatnoé¢om 0,95
odstupanje relativne ucestalosti pojave pisma od % bude manje od 0, 02.

» Bernulijevim zakonom velikih brojeva se tvrdi da relativna ucestalost
pojave pisma u vjerovatnoéi konvergira ka % Dakle, kada opit tj. bacanje
novci¢a ponovimo n puta, n je veliki broj, sa vjerovatno¢om koja je bliska 1
relativna ucestalost pisma ¢e biti bliska %

Muavr-Laplasova teorema nam daje moguénost da nademo n za koje
je sa vjerovatnoc¢om « (prirodno je raditi sa « koje je blisko 1) odstupanje
relativne frekvencije posmatranog dogadaja od vjerovatnoée tog dogadaja
manje od nekog malog . Sa dobijenim rezultatom sebi mozemo dati za pravo
da u nekom smislu predvidamo buduénost. Naime, kad u nekom konkretnom
vjerovatnosnom zadatku nademo vjerovatnocu p nekog dogadaja A, a zatim
nademo i gore pomenuto n, tada mozemo sa velikom dozom uvjerenosti
tvrditi da ¢e nakon n ponavljanja opita, relativna frekvencija dogadaja A
biti blizu broja p.

Potrazimo n u konkretnom slucaju.

Sh Sn —0,5n
plion ol —pl|2n D00
{‘n 0’5‘<0’0} {\/70,50,571

=0,95 = 0,04y/n = 1,96 = n = 2401.

< 0,04\/5} = 20%(0,04v/n)

Koriséenjem nejednakosti CebiSova mozemo naé¢i grubu aproksimaciju
broja n. Trazi¢emo n za koje je vjerovatnocéa = 0, 95.

0,95<P{

Sn—O,E)) <0,02}:>P{

n

STL—(),E)’ 20,02} < 0,05

n

— ———— < 0,05 = n>12500. <
4n(0,02)
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Primjer 5. Vratimo se na primjer 3 iz odjeljka 1.5. Vjerovatnodéa trazenog
dogadaja je 0,24, a njegova relativna frekvencija zabiljeZena nakon 100
konkretnih dijeljenja je 0,26. Izracunajmo kolika je vjerovatnoca da odstu-
panje relativne frekvencije od vjerovatnoée, nakon 100 ponavljanja opita—
dijeljenja, bude bar 0, 02.

SlOU SlOO — 100p 100
» P20 s 0,028 =1 - P[220 P 0,02,/ —
{ 00 ‘ } {‘ V/I00pq V g

=1—20*(0,455) ~ 0,65, p = 0, 24.

Ako mnogo puta ponovimo seriju od 100 dijeljenja, u priblizno % serija,

nakon stotog dijeljenja relativna frekvencija ¢e se razlikovati od vjerovatnoce
bar za 0,02.

Znaci, odstupanje od 0,02 koje smo registrovali nije neocekivano.«

1. Nov¢i¢ se baca 400 puta. Kolika je vjerovatnoca da ¢e grb pasti vise
od 196 i manje od 206 puta?

2. Bazen zapremine 200 m? se puni preko dva izvora, od kojih prvi daje
1m3 na sat, a drugi 2m? na sat. Uvijek radi samo jedan izvor u toku sata,
prvi sa vjerovatnocom 0, 6, a drugi sa vjerovatno¢om 0, 4. Izvori se po satima
nezavisno uklju¢uju. Kolika je vjerovatnoéa da punjenje bude zavrSeno za
manje od 165 sati?

3. Osiguravajuce drustvo osigurava 10000 lica od povrede. Vjerovatnocéa
povrede u toku godine je 0, 006. Premija osiguranja je 700 dinara, a u sluc¢aju
povrede, odsteta je 100000 dinara. Kolika je vjerovatnoé¢a da ¢e drustvo
poslovati sa dobitkom?

4. Broj automobila koji produ kroz raskrsnicu ima P(6) raspodjelu.
Kolika je vjerovatnoé¢a da ¢e u toku dva sata kroz raskrsnicu proéi bar 700
automobila?

5. Kolika je vjerovatno¢a da medu 10000 novorodencadi bude bar 50
djecaka vige nego djevojcica?

6. Aparat za igru izbacuje broj k, k € {0,1,2,...}, sa vjerovatnocom
D, = i Ako se pojavi parni broj, igra¢ dobija jedan dinar, a ako se
pojavi neparni broj, gubi jedan dinar. Naéi vjerovatnoéu da je nakon 1000
uklju¢ivanja aparata dobitak igraca izmedu 10 i 50 dinara.

7. Prosjecno, svaki treéi prolaznik koji prode pored kioska kupi novine.
Neka je Sipg broj lica koja produ pored kioska dok se ne proda prvih 100
primjeraka novina. Nadi pribliznu raspodjelu slu¢ajne veli¢ine Syqo.
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8. Racunar sabira N brojeva koje prethodno zaokruzi na n-toj decimali.
Naci vjerovatnoéu da je sumarna greska po modulu manja od 4.

9. Vijek trajanja sijalice (u satima) je slu¢ajna veli¢ina sa £(0,005)
raspodjelom. Koliko sijalica treba imati u rezervi da bi sa pouzdanogéu 0, 98
sumarno vrijeme trajanja sijalica bilo bar 10000 sati?

10. Fabrika u toku dana proizvede 1000 automobila. Vjerovatnoca da
automobil zahtijeva doradu iznosi 0,05. Koliki treba da bude kapacitet
parkinga pa da sa vjerovatnocom 0,9 bude dovoljan za automobile koji ¢ekaju
doradu?

11. U pozoriste koje ima 1000 mjesta, posjetioci ulaze tako sto svako za
sebe sluc¢ajno odabere jedan od dva ulaza. Pored svakog ulaza postoji garde-
roba. Koliko mjesta treba da bude u svakoj garderobi pa da sa vjerovatnoéom
0,99 svi posjetioci ostave stvari na blizoj garderobi?

12. Akumulacija se prazni svakog dana u toku slu¢ajnog vremena i to
sa raspodjelom U(50 min,70min). Brzina praznjenja je 11/min. Koliko
najmanje vode treba da sadrzi akumulacija da bi sa vjerovatnoc¢om 0,95
nakon 400 dana praznjenja u njoj jo§ bilo vode?

13. Strijelac pogada cilj sa vjerovatno¢om 0, 4. Koliko najmanje gadanja
treba da planira pa da Sansa da ¢e imati bar 80 pogodaka bude bar 0,97



Dio 2
Statistika

2.1 Statisticki model

U vjerovatnoéi smo slu¢ajni opit modelirali vjerovatnosnim prostorom tj.
trojkom (Q, F, P), gdje je Q prostor ishoda, F je o-algebra dogadaja i P je
vjerovatnoéa na F. U vjerovatnosnim zadacima je trebalo naéi vierovatnocéu
nekog slozenog dogadaja A iz o-algebre F.

Prilikom proucavanja slucajnih pojava iz prakse, model je uglavnom
takav da sugerise prostor ishoda €2 slu¢ajnog opita kao i klasu F podskupova
od Q koji predstavljaju dogadaje. Medutim, vjerovatnoé¢a P nije unaprijed
data. Na osnovu nama dostupnih informacija o karakteru slucajne pojave,
obi¢no imamo dovoljno razloga da pretpostavimo da vjerovatnoéa P pri-
pada nekoj klasi P vjerovatnocéa zadatih na F. Klasu P nazivamo familija
dopustivih vjerovatnoda.

DEFINICUJA 2.1.1 Uredena trojka (Q, F,P) se naziva statisticki model
razmatranog opita.

Primjer 1. Nesimetri¢ni nov¢i¢ se baca n puta. Ako sa 1 ozna¢imo pojavu
pisma, a sa 0 pojavu grba, onda je prostor ishoda

Q={(at,...,ap): ap=0iliax=1,k=1,2,...,n},
dok je F = P(£). Familija dopustivih vjerovatnoca je
P={P,:0<0<1,0+0,5},

gdje je vjerovatnoc¢a P, odredena sa

Py((ar,...,an)) = 0 Fon (1 — gy (ot ton),

a 0 je vjerovatnoca pojavljivanja pisma.

Primjer 2. Pretpostavimo da se mjeri neka fizicka veli¢ina ¢ija je stvarna—
teorijska vrijednost a nepoznata. Za skup €2 moZemo uzeti skup R kojim
su obuhvaéeni svi moguéi rezultati mjerenja. Na ovom mjestu je udobnije
obuhvatiti i brojeve koji ¢ak ni teorijski ne mogu biti rezultati mjerenja
(recimo, mjerimo duzinu koja je uvijek nenegativna), nego restriktivnoséu
pokvariti statisticki model. Za o-algebru dogadaja ¢emo uzeti kolekciju
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Borelovih skupova na R. Zbog toga §to rezultatima mjerenja upravlja nor-
malna raspodjela, za familiju vjerovatno¢a na B ¢emo uzeti

P={P ,: a€R,o*>0},

gdje je vjerovatnoca P, odredena gustinom raspodjele

1 1/z—a)\?
gp(a:):\/wexp 5\ , t€R. 4

Proucavanje sluc¢ajnih pojava podrazumijeva moguénost registrovanja tj.
mjerenja raznih podataka. U primjeru 1 registruje se broj palih pisama u
n bacanja novci¢a. U primjeru 2, nepoznata veli¢ina se mjeri viSe puta, a
registruju se sve izmjerene vrijednosti. Registrovani podaci se zovu statisticki
podaci.

Zadatak Matematicke statistike je da se na osnovu registrovanih po-
dataka, odabere ona vjerovatnoéa iz klase P koja ée najbolje opisivati raz-
matranu slu¢ajnu pojavu ili da se §to je moguée vise suzi klasa dopustivih
vjerovatnoéa. Postupak donosenja odluke o izboru vjerovatnoée P na osnovu
statistickih podataka, naziva se statisticko zakljucivanje.

U vjerovatnodi smo u okvirima precizno zadatog modela trazili vjerovat-
nocu ostvarivanja nekog dogadaja. U slucaju kada su ishodi brojevi, racu-
namo vjerovatnoé¢u da se dobiju neki konkretni brojevi — podaci. Statistika
rjeSava inverzni problem: Na osnovu realizovanih — registrovanih podataka
treba nesto zakljuciti o vijerovatnosnom modelu koji je generisao te podatke.

U mnogim istrazivanjima registruju se podaci koji predstavljaju nume-
ricke karakteristike nekog skupa . Skup  koji se razmatra u statistici
zove se populacija, a numericka karakteristika elemenata populacije zove se
obiljezje. Termin populacija je preuzet iz demografije jo§ u vrijeme kada
je statistika bila u povoju. Prva statisticka istrazivanja su radena sa ciljem
da se bolje upozna stanje u drustvu (bila su to uglavnom istrazivanja u
demografiji i ekonomiji) pa latinska rije¢ status=stanje ulazi u korijen imena
nauke koju Zelimo da upoznamo.

Primjer 1. Populaciju ¢ine svi stanovnici Crne Gore, a obiljezje elementa
populacije tj. stanovnika je njegov nivo Seé¢era u krvi.«

Primjer 2. Populaciju ¢ine sve linije koje odrzava neka avio kompanija, a
obiljezje je vrijeme trajanja leta na liniji.«

Primjer 3. Populaciju ¢ine svi dani u godini, a obiljeZje je vodostaj Morace
u Podgorici izmjeren u podne.«

Neka se opit sastoji u izboru elemenata populacije i registrovanju vrijed-
nosti obiljezja na izabranom elementu. Ovaj opit generiSe slucajnu veli¢inu
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X koja je zadata na (€2, F) i koja elementu w iz populacije pridruzuje njegovo
obiljezje. Nas obi¢no zanima raspodjela sluc¢ajne veli¢ine X te je pogodno
razmatrati njen prostor vrijednosti (R,B). Ako se opit ponovi n puta, ta
serija opita generiSe slu¢ajni vektor (Xi,...,X,), a njegov prostor vrijed-
nosti je (R™, B"). Slucajni vektor (X1,...,X,,) se zove slu€¢ajni uzorak ili
kratko uzorak, a slu¢ajna veli¢ina X — obiljeZje.

Kako je na (€, F) zadata familija dopustivih vjerovatnoc¢a P, to ona
generiSe familiju P, dopustivih raspodjela vjerovatnoc¢a obiljezja X, a isto
tako generige i familiju F, dopustivih funkcija raspodjele vjerovatnoca obi-
ljezja X. Uobicajeni ulazni podaci u statistickim istrazivanjima su: obi-
liezje X i familija P, njegovih dopustivih raspodjela vjerovatnoca. Cesto
se umjesto familije dopustivih raspodjela vjerovatnoca zadaje familija F,
dopustivih funkcija raspodjele vjerovatnocéa obiljezja X.

Primjer 4. Obiljezje X je broj kosmickih cestica koje padnu na neki
lokalitet u toku jednog sata, a familija dopustivih raspodjela obiljezja je
{P(N\), A > 0}. Obuhvacene su sve Puasonove raspodjele, a za njih smo se
odluéili zbog toga Sto vjerovatnosna teorija tvrdi da brojem palih Cestica
upravlja Puasonov zakon.«

Pretpostavimo da je na statistickom modelu (2, F, P) zadato obiljezje X .
Pretpostavimo da n puta po modelu sa vra¢anjem biramo element populacije
i svaki put registrujemo obiljezje na izabranom elementu populacije. Ovakav
postupak generige n-dimenzionalnu sluc¢ajnu veli¢inu (X1, ..., X,) kod koje
su komponente nezavisne i jednako raspodijeljene kao i obiljezje X.

DEFINICIJA 2.1.2 Prost sluéajni uzorak je slucajni vektor (X1,...,X,)
kod koga su komponente nezavisne i svaka je raspodijeljena kao obiljezje X.

Ubuduée éemo pod terminom uzorak podrazumijevati 1° elemente popu-
lacije na kojima je registrovano obiljezje, 2° prost slucajni uzorak. Koji od
ova dva pojma imamo u vidu, biée jasno iz konteksta. Realizovani uzorak
(1,...,2y) su registrovane vrijednosti obiljezja u sprovedenoj seriji biranja
elemenata populacije i registrovanja njihovih obiljezaja. Broj n nazivamo
obim uzorka.

Za uzorak vazi (Xi,...,X,): Q" — R" i

(X1,..., Xp)w) = (X(w1),.., X(wn)), w=(w1,...,wn)-

Osnovni zadatak Statistike, nakon uvodenja pojma obiljezja, moZemo
nesto drugadije formulisati. Obiljezje X ima svoju teorijsku i nama nepoz-
natu funkciju raspodjele vjerovatnocéa F(z). Zadatak Statistike je da ukaze
na postupke kojima ¢emo na osnovu registrovanih vrijednosti obiljezja nesto
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blize zakljuciti o nepoznatoj funkciji F'(x). To blize zakljucivanje je ekviva-
lentno sa suzavanjem familije F, .

DEFINICIJA 2.1.3 Neka je (X1,...,X,) uzorak obiljezja X. Funkcija F. :
Q" x R — R data sa

F(,w) = % S I{Xp(w) < o},
k=1

zove se empirijska funkcija raspodjele obiljezja X.

Argument w se obi¢no ne zapisuje. Za svaki realni broj x vazi: F,(z) je
slu¢ajna veli¢ina koja ima B(n, p) raspodjelu gdje je p = F(z).

Neka jenpr. n =5, a (x1,...,zs5) realizovani uzorak. Realizacija slu¢ajne
funkcije F5(x) data je na slici 17.

Slika 17: Empirijska funkcija raspodjele.

Primijetimo da su skokovi veli¢ine %

Naveséemo bez dokaza Glivenko—Kantelijevu teoremu. U literaturi se
ova teorema pominje i kao centralna teorema matematicke statistike. Njome
se tvrdi da empirijska funkcija raspodjele asimptotski, i to ravnomjerno na
R, aproksimira teorijsku i nama nepoznatu funkciju raspodjele vjerovatnoca
obiljezja X. Ovaj rezultat koristimo tako Sto na osnovu realizovanog uzorka
nacrtamo realizaciju empirijske funkcije raspodjele, a ova funkcija nam sada
daje prvu blizu predstavu o nepoznatoj funkciji F'(x). Sto je obim uzorka

vedi to je aproksimacija bolja.

Teorema 2.1.1 (Glivenko—Kantelijeva teorema.) VaZi asimptotska jed-
nakost

P{ lim sup |F,,(z) — F(x)| = O} =1
n—oo z€ER

DEFINICIJA 2.1.4 Neka je (Xi,...,X,) uzorak obiljezja X i neka je f :
R"™ — R Borelova funkcija. Slucajna velicina V = f(X1,...,X,) naziva
se statistika.
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o n
Primjer 5. Statistika X, = % > X se naziva uzoracka sredina.<«
k=1
— n —
Primjer 6. Statistika 53 =15 (X, — Xn)2 se naziva uzoracka disper-

J— n —
zija. Elementarno se dokazuje da je Sj = % > XP— XSA
k=1

Primjer 7. Statistika Y7 = min X} se naziva uzoracki minimum, a
1<k<n
statistika Y,, = mkax X}, se naziva uzoracki maksimum. <«
1<k<n

Primjer 8. Neka za obiljezje X vazi EX = m, DX = ¢2. Imamo FX,, =
m, DX, = "—:, kao i

n 2
__5 1 __9 o n—1
E}Sn:ngl E?X,?—EXnZUQ—I—mQ— (n—i—m2> =— "5’ <

Sljedece dvije raspodjele imaju veliki znacaj u Statistici.
Neka su X7, ..., X, nezavisne slu¢ajne veli¢ine sa NV (0, 1) raspodjelom.
Raspodjela slucajne veli¢ine

E= Xt X2

naziva se x kvadrat raspodjela sa n stepeni slobode i oznacava sa y2. Odgo-
varajucéu gustina je

1 n/2—1_—x/2
—~ x e , >0
() = { TG L

Slika 18: Gustina 2 raspodjele.

U tablicama x?2 raspodjele nalaze se vrijednosti hn,o za koje je

hn,a
/ hp(x)dz = .
0
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Neka su Xg, X1,..., X, nezavisne slucajne velic¢ine sa N (0,1) raspod-
jelom. Raspodjela slu¢ajne veli¢ine

Xo _ Xo
1 1.2
\/E(X12+"'+X72L) \/EX%
naziva se Studentova raspodjela sa n stepeni slobode i oznacava sa t,,. Odgo-
varajucéa gustina je odredena sa

D) (L ety
n = 1 —_ ’ .
vp () \/%P(Z)<+n> z€E€R

t, =

Slika 19: Gustina studentove ¢, raspodjele.

U tablicama t,, raspodjele nalaze se vrijednosti v, o za koje je

/ 7 vp(z)de = a.
0

Sljede¢a teorema je posveéena svojstvima uzoracke sredine i uzoracke
disperzije obiljezja koje ima normalnu raspodjelu.

Teorema 2.1.2 (FiSerova teorema.) Neka je (Xi,...,X,) uzorak obi-
liezja X koje ima ./\/'(m,gQ) raspodjelu. Tada vazi:

a) Slucajna veli¢ina X”é%m\/ﬁ ima N(0,1) raspodjelu.
nsS.

3+ ima X2, raspodjelu.

b) Slucajna velicina
¢) Slucajne velicine Xn z’?i Su nezavisne.
d) Slucajna velicina X%i_m\/n — 1 ima t,—1 raspodjelu.

2.2 Tackasta ocjena nepoznatog parametra

U uvodnom dijelu smo konstatovali da je zadatak onih koji rade statistiku
da na osnovu statistickih podataka nesto zakljuée o nepoznatoj raspodjeli
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obiljezja X. Vjerovatnosni model koji generiSe nama dostupne podatke nije
nam poznat i prirodna je potreba da se model §to bolje ocijeni — aproksimira.
Obi¢no imamo situaciju kada su dati obiljezje X i familija dopustivih funkcija
raspodjele

Fy ={F(z,0), 0 € ©}

kojoj pripada nepoznata teorijska funkcija raspodjele vjerovatnoc¢a F'(z) obi-
ljezja X. Zbog korespondencije na relaciji raspodjela vjerovatnocéa slucajne
veli¢ine — funkcija raspodjele vjerovatnoca slucajne veli¢ine, familija F, jed-
noznac¢no odreduje familiju P, dopustivih raspodjela obiljezja X. Jasno,
vazi i obrnuto. U slucaju kada je obiljeZje X apsolutno neprekidna slucajna
velic¢ina, dopustiva familija raspodjela se Cesto zadaje navodenjem odgovara-
juce familije gustina ¢(z, ), 0 € ©. U slucaju kada je obiljezje X diskretna
sluGajna veli¢ina, dopustiva familija raspodjela se uobiCajeno zadaje navo-
denjem vjerovatnoca p(z,,0) = P{X = xz,}, 0 € ©, sa kojima obiljezje X
uzima odgovarajucée vrijednosti .
Primjer 1. Naves¢emo neke familije raspodjela.

Py = {N(m,0%), m € R, 0® > 0}.
P2 = {N(m,1), m € R}.
P3 = {N(0,0?), % > 0}.

>
I
~—
oy
S
=
b
m
=
=
Inat

Vidimo da familije Py, Pa, P3, P4 obuhvataju raspodjele sluc¢ajnih veli¢ina
koje su apsolutno neprekidne, a familije Ps5 i Pg obuhvataju raspodjele slu-
¢ajnih veli¢ina koje su diskretne.

Problem ocjenjivanja nepoznate funkcije F(z) svodi se na problem oc-
jenjivanja nepoznatog parametra 6. Ako je 6y ocjena nepoznatog parametra
0, tada se za ocjenu nepoznate funkcije F'(x) uzima funkcija F(z, 6p).

Neka je (X1,...,X,) uzorak obiljezja X. Pod tackastim ocjenjivanjem
parametra 6 podrazumijeva se sljede¢a procedura: Bira se statistika V, =
Vo(X1,...,X,) koja se zove ocjena parametra 0. Ako je (x1,...,2,) re-
alizovani uzorak, onda se za ocjenu nepoznatog parametra 6 uzima broj
Vi(x1,...,x,) tj. realizacija statistike V/,.

Pretpostavimo da obiljezje X ima funkciju raspodjele vjerovatnoca F'(z, 6).
Za ocjenu V,, = V(Xy,...,X,) kazemo da je centrirana (ili nepristrasna)

ako je EV,, = 0. Za ocjenu V,, kazemo da je postojana ako V, RNy}
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Primjer 2. Neka je (X1,...,X,) uzorak obiljezja X, pri ¢emu je EX =
m, DX = o2. Elementarno se provjerava
a) statistika X,, je centrirana ocjena parametra m,

C e G2 . . .
b) statistika S, nije centrirana ocjena parametra a2,
Lo 52 w - \2 . . .
c) statistika S,, = 15 > (Xj, — X,)" je centrirana ocjena parametra
k=1

o2 i naziva se popravljena uzoracka disperzija. <

Ako su V, i T;, dvije centrirane ocjene nepoznatog parametra 6 i ako je
DV, < DT,, tada kazemo da je ocjena V,, bolja od ocjene T,,. Prirodno je za
bolju ocjenu proglasiti onu kod koje je stepen koncentracije oko nepoznatog
parametra vedi.

Primjer 3. Obiljezje X ima raspodjelu koja pripada familiji dopustivih
raspodjela P = {U(0,60), § > 0}. Dokazati da su statistike T}, = 2X,, i
U, = "T“Yn centrirane i postojane ocjene parametra 6. Koja je od ove dvije
ocjene bolja?

»Kako je X : U(0,0), 6 > 0, imamo EX = 0/2, DX = 6?/12 pa je

2 2
BT, =0, p1, = 2. 2 O
n 12 3n

Za svako € > 0, na osnovu éebiéovljeve nejednakosti, dobijamo

DT,  6?
€2 3ne?

P{|T,, — 0| > ¢} < — 0, n — 0.

Zmaci, ocjena T}, je centrirana i postojana.

Istovjetno kao u primjeru 8 odjeljka 1.9 dobijamo da je ¢, (z) = nz" "1 /0",
x € (0,0), gustina slu¢ajne veli¢ine Y,,. Sada imamo

0:1/,71
EUn:(n—l—l)/ —da =4,
o 0

1 2 0 n+1 92
DU, = nt /nm de — 0> = — .
n 0 O n(n +2)

Za svako € > 0, na osnovu Cebiéovljeve nejednakosti, dobijamo

DU, 62
P{|U, — 0 < = —0, .
{1, | > e} = nn 1) 0, n — o0

Dakle, i ocjena U, je centrirana i postojana.
Primijetimo da je DTy = DUy, dok je DU, < DT, n = 2,3,... Dakle,
za n = 2 ocjena U, je bolja od ocjene T,.
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Nage obiljezje X ima neku konkretnu U(0,6), 8 > 0, raspodjelu, 6 je
nama nepoznat parametar. Dokazali smo da je statistika U, koju gene-
rige obiljezje X, centrirana ocjena nepoznatog parametra 6. Ukazademo na
prakti¢no znacenje ovog rezultata.

Pretpostavimo da n puta registrujemo obiljezje. Neka je (xgl), .. ,a:g))
dobijena n-torka. Neka je (xgz), e ,:1:,(12)) n-torka dobijena nakon §to smo
jo§ jednom n puta registrovali obiljezje. Neka je (ng),...,xéN)) n-torka
koju dobijemo kada N-ti put (N je veliki broj) obavimo istu proceduru.
Potrazimo Un(xgl), .. ,x%l)) = u%l), e Un(ajgN)7 ... ,x,(lN)) = u%N). Podatke

tj. vrijednosti obiljeZja generise slu¢ajna veli¢ina koja ima (0, 8) raspodjelu.
Pogto ne znamo 6, vjerovatnosni model koji upravlja podacima nam nije
poznat. Zbog centriranosti ocjene Uy, a na osnovu zakona velikih brojeva,
moZemo konstatovati da se aritmeticka sredina brojeva u,(ll), .. 7u£LN) nalazi
"veoma blizu" nepoznatog 6. Uz pomo¢ statistickih podataka stvorena je
dobra predstava o vjerovatnosnom modelu koji nam "Salje" bas te podatke. <

Otvara se problem traZzenja dobre ocjene, tj. ocjene koja ¢e valjano
aproksimirati nepoznati parametar. Metod maksimalne vjerodostojnosti,
kome ¢e biti posveceni redovi koji slijede, daje efektivni postupak za trazenje
kvalitetne ocjene. Ocjena dobijena ovim metodom je u izvjesnom smislu op-
timalna.

Pretpostavimo da je obiljezje X diskretno i da je familija dopustivih
raspodjela {p(z,, ), € ©}. Funkcija

LO)=L(0,z1,...,2,) =p(x1,0) - p(xy,0), 6 € O,

gdje je 0 argument, a x1,...,x, parametri, naziva se funkcija vjerodos-
tojnosti. Zbog nezavisnosti komponenti Xj,..., X, imamo

L(O) =L(O,z1,...,2y) = P,{(X1,...,Xpn) = (z1,...,2n)},

pa je L(0) vjerovatnoca da n-torka (x1,...,z,) bude realizacija uzorka
(X1,...,Xy) uslutaju kada je obiljezje raspodijeljeno po zakonu koji odre-
duje parametar 6.

Pretpostavimo da je obiljezje X apsolutno neprekidno i da je dopustiva
familija raspodjela odredena sa {¢(x,0), § € ©}. Funkcija

L(Q) = L(97x1a . '71:%) = So(zlve) e 'QO(.TL‘H,Q), 0o,

gdje je 6 argument, a x1,...,z, su parametri, naziva se funkcija vjero-
dostojnosti. Slijedeéi vezu na relaciji vjerovatnoéa — gustina, mozemo kon-
statovati da je vrijednost L(6,x1,...,x,) proporcionalna vjerovatnoc¢i da
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realizacija uzorka (X1,...,X,) pripadne malom paralelopipedu koji sadrzi
tatku (x1,...,2,), u slu¢aju kada je raspodjela obiljezja X odredena para-
metrom 6.

Pretpostavimo da smo dobili podatke koji formiraju n-torku x1, ..., x,.
Te podatke je generisao vjerovatnosni model u kojem je raspodjela obiljezja
X odredena nekim fiksiranim 6 € ©. Najrealnije je da su podaci stigli iz
modela u kome je vjerovatnoca realizacije nama zabiljeZene n-torke najveca.
Ovu tvrdnju baziramo na rasudivanju ¢ija ¢e sustina biti izloZena u sljede¢em
primjeru.

Primjer 4. U kutiji se nalaze kuglice numerisane brojevima 1, ..., N; N €
{3,4}. Iz kutije se vade Cetiri kuglice po modelu sa vracanjem. Pret-
postavimo da je registrovana ¢etvorka (1,3,1,2). Na osnovu dobijenih bro-
jeva tj. podataka, treba da ocijenimo nepoznato N. Prakti¢no, treba da se
odlu¢imo izmedu dvije moguénosti

19 (1,3, 1,2) potie iz modela u kome je N = 3.

20 (1,3,1,2) potice iz modela u kome je N = 4.

Neka je A dogadaj da se izvuce etvorka (1,3,1,2). U slucaju kada je
N = 3, imamo P3(A) = 1/3* U slucaju kada je N = 4, imamo Py(A) =
1/4%. Kako je P3(A) > P4(A), ocjenjujemo da cetvorka (1,3,1,2) potice iz
modela u kome je N = 3, jer je u tom modelu vjerovatnoéa registrovanja
nama registrovane Cetvorke, veca. Znaci, nepoznato N je ocijenjeno brojem
3. Mi nismo izri¢iti u tome da je N = 3, veé¢ se samo na osnovu zabiljezenih
podataka opredjeljujemo za model sa tri kuglice. Da je zabiljezena, recimo
Cetvorka (2,1,4,3), bilo bi jasno da se u kutiji nalaze Cetiri kuglice. <

Vjerovatnoca realizacije n-torke (z1,...,x,) je ili jednaka (diskretni mo-
del) ili proporcionalna (apsolutno neprekidni model) sa L(0,x1,...,x,) te
za ocjenu nepoznatog parametra uzimamo ono 0 iz © za koje je vrijednost
funkcije L(0,x1,...,x,) maksimalna. Na ovaj nac¢in iz skupa kandidata bi-
ramo ono # za koje je vjerovatnoca nama zabiljezene realizacije (x1,...,2,)
najveca.

Postupak trazenja ocjene je sljedeéi. Potrazimo ono 6 za koje funkcija
LO,z1,...,z,) (0 € O je argument, zi,...,T, su parametri) ima mak-
simum. Neka je dobijeno = é(ml,...,ajn). Za statistiku é(Xl,...,Xn)
kazemo da je ocjena parametra 6 dobijena metodom maksimalne vjero-
dostojnosti.

Posto je funkcija In x, > 0, monotono rastuca, problem trazenja maksi-
muma funkcije L(0,z1,...,x,) je ekvivalentan sa problemom trazenja mak-
simuma funkcije In L(6, x1, ..., z,). Ova njenica se Cesto koristi u situaci-
jama kada metodom maksimalne vjerodostojnosti treba naéi ocjenu nepoz-
natog parametra.
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Metod maksimalne vjerodostojnosti se primjenjuje i u sluc¢aju kada ras-
podjela obiljezja zavisi od dva i vige parametara. Formira se funkcija vjero-
dostojnosti, a zatim se metodima viSedimenzionalne analize nade tacka u
kojoj ta funkcija dostize maksimum. Nave$éemo jedan rezultat koji se do-
bija u okviru te teorije. Ako obiljezje X ima raspodjelu koja pripada familiji
{N(m,0?), m € R, 0> > 0}, m i 02 su nepoznati parametri, metod maksi-
malne vierodostojnosti za ocjenu nepoznatog m predlaze statistiku X, a za
ocjenu nepoznatog o2 statistiku S,

Primjer 5. Obiljezje X ima raspodjelu koja pripada familiji dopustivih
raspodjela P = {14(0,0), > 0}. Koriste¢i uzorak obima n, metodom mak-
simalne vjerodostojnosti naéi ocjenu nepoznatog parametra 6.

. [ 1/6, z€(0,0) .
»Imamo da je p(z,0) = { 0. =¢(0.0) te je
1
— on> $1,...,xn€(0,9) —_p—n
L(6,x1,...,2y) { 0. inate 0 "1{6 > Jnax Tp}

Koristimo uobi¢ajenu oznaku za karakteristiénu funkciju skupa. Funkcija

L(#) ima maksimum za 6 = max . Trazena ocjena je statistika Y, =
1<k<n

mkax Xk. Ovim smo zadatak rijegili na opStem nivou. Kada u konkretnoj
1<k<n

situaciji registrujemo n podataka — brojeva, treba da potrazimo najveéi medu
njima i da ga proglasimo za ocjenu nepoznatog parametra 6.«

Primjer 6. Obiljezje X ima raspodjelu koja pripada familiji dopustivih
raspodjela P = {U(0,1), 0 € (0,1)}. Koriste¢i uzorak obima n, metodom
maksimalne vjerodostojnosti naé¢i ocjenu nepoznatog parametra 6.
1/(1—-6), =€ (0,1)

0, x¢(0,1)

»Imamo da je p(z,0) = {

L0, xq,... =1{0 < 0 < min xj}.

1
@n) = (1-0) 1<k<n

Znagdi, traZena ocjena je statistika Y] = n}gin Xi. <
1<k<n

Primjer 7. Obiljezje X ima raspodjelu koja pripada familiji dopustivih
raspodjela P = {P(X), A > 0}. Koriste¢i uzorak obima n, metodom maksi-
malne vjerodostojnosti na¢i ocjenu nepoznatog parametra A.

»Kod Puasonove raspodjele imamo p(x,,\) = /X/V, e x, €{0,1,...}.
Potrazimo logaritam funkcije vjerodostojnosti. Imamo

)\k; xke—n)\
InL(\z1,...,2p) =ln ————

n

k=1
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Nakon rjesavanja jednacine %lnL(A,xl, ...,Tp) = 0, dobijamo da je X,
traZena statistika. <

Primjer 8. U kutiji se nalazi N kuglica numerisanih brojevima od 1 do
N, broj N je nepoznat. Iz kutije se po modelu sa vracanjem vadi n kuglica.
Neka su z1,...,x, brojevi na izvadenim kuglicama. Metodom maksimalne
vjerodostojnosti ocijeniti nepoznati broj N.

»Neka je obiljezje X broj na izvadenoj kuglici. Imamo p(z,, N) =
+, 2, €{1,...,N}i

1
L(N,xy,...,2p) = WI{N > max xy},

1<k<n

te je traZena ocjena max x. Statistika — ocjena koju ovaj rezultat odreduje
~X \n

je Y, = jmax Xk. Dakle, kada ne znamo koliko kuglica postoji u kutiji,
~ \n

metod maksimalne vjerodostojnosti sugerise da nepoznati broj kuglica oci-
jenimo sa najveéim od izvucenih brojeva.<

1. Obiljezje X ima gustinu ¢(z) = e“~*, x > ¢, ¢ je nepoznati parametar.
Ispitati centriranost i postojanost ocjene ¢* =Y; — %
2. Obiljezje X je ravnomjerno raspodijeljeno na nepoznatom intervalu.
Za ocjenu sredine intervala predlazu se statistike a1 = X,, i ag = %
Pokazati da su obje ocjene centrirane. Koja je ocjena bolja?
3. Strijelac pogada cilj sa nepoznatom vjerovatno¢om p, 0 < p < 1. Da
bi se odredilo p, strijelac dobija 20 metaka i ispaljuje ih u cilj. Izvedeno je 5
serija (po 20 metaka u seriji) i pri tom su dobijeni sljedeéi rezultati:
serija ‘ 1 2 3 4 5
broj pogodaka ‘ 14 10 12 9 15
Metodom maksimalne vjerodostojnosti ocijeniti nepoznato p.
4. Obiljezje X ima raspodjelu

-2 0 7 5
Xigs 05 1-205° V<0<73
Na osnovu uzorka obima n, metodom maksimalne vjerodostojnosti, naéi oc-
jenu za 0. Naéi ocjenu na osnovu realizovanog uzorka (0,—2,7,—2).

5. U ribnjaku se nalazi N riba, N je nepoznato. MreZzom se izvadi n
riba, one se markiraju i vrate u ribnjak. Nakon izvjesnog vremena se ponovo
vadi n riba i konstatuje da medu njima ima r markiranih. Koristeéi ideju iz
metoda maksimalne vjerodostojnosti, ocijeniti nepoznati broj N.
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6. Obiljezje X ima raspodjelu koja pripada familiji
P ={N(6,20), 6 > 0}.

Primjenom metoda maksimalne vjerodostojnosti ocijeniti nepoznati para-
metar 6. Dokazati da je dobijena ocjena postojana.
7. Obiljezje X ima raspodjelu koja pripada familiji dopustivih raspodjela

a) P = {£(0), 0> 0},
b) P = {N(6,20), 6 > 0}.

)P = {U(-0,0), 0 > 0}.

d) P = {U(6,0+2), 0 € R).

e) P = {U(6,26), 0 > 0}.

£) P = {U(1/0,0), 6 > 1}.

8) P = {p(x,0) = exp{—(x — ), & > 0}.

Koristeéi uzorak obima n, metodom maksimalne vjerodostojnosti naéi

o

ocjenu nepoznatog parametra 6.

2.3 Intervali povjerenja

Neka obiljezje X ima funkciju raspodjele vjerovatnoéa koja pripada fami-
liji {F(z,0),0 € ©}. Kod tackastog ocjenjivanja, formirana je statistika—
ocjena W, (X1,...,X,) i njena realizacija Wy, (z1,...,zy,) je uzimana za oc-
jenu nepoznatog parametra 6. Kod intervalnog ocjenjivanja nepoznatog pa-
rametra, formira se interval sa slu¢ajnim krajevima. Taj interval sa velikom
vjerovatno¢om (mi je biramo) sadrzi nepoznati parametar.

DEFINICUJA 2.3.1 Neka su V,, = Vo (X1,...,Xpn) 1t Up = Up(X1,...,X5)
dvije statistike takve da za svako 0 € © vaZi:

a) P{V, <U,} =1,

b) P{V, <0 <U,} =p.

Tada se interval (Vy,,U,) nazivae interval povjerenja za nepoznati
parametar 6, a broj 8 se nazive nivo povjerenja.

Sa P, oznacavamo vjerovatno¢u u modelu u kojem je stvarna vrijednost
parametra jednaka 6.

Prirodno je teziti ka tome da interval povjerenja bude §to kraéi, a nivo
povjerenja sto veéi. U opstem slucaju ovi zahtjevi su opre¢ni. Za nivo
povjerenja se obi¢no uzimaju brojevi 8 = 0,9, 8 =0,95, 8 =0,99. Interval
povjerenja je slucajni interval koji mozZe i da ne sadrzi nepoznati parametar.
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Intervalnoj ocjeni mozemo dati sljedec¢e tumacenje. Pretpostavimo da smo
N puta (N je veliko) sproveli proceduru registrovanja vrijednosti obiljezja
kod n elemenata populacije. Neka su (UT(LI),US)), ol (vsz),uglN)) intervali
dobijeni nakon traZenja realizacija statistika V,, i U, na osnovu dobijenih
realizacija uzorka. Polaze¢i od interpretacije vjerovatnoée koja je data kroz
zakon velikih brojeva, jednakosti b) iz definicije mozemo dati sljede¢i smisao.
Priblizno 1008% intervala ¢e sadrzati nepoznati parametar 6, a 100(1 —
B)% intervala nece sadrzati nepoznati parametar . Da bi ovo tumacenje
imalo valjani smisao, serija mora da bude velika. Bilo bi pogresno nakon
n registrovanja podataka i dobijenih realizacija v, i wu, statistika V,, i U,,
rec¢i da je P{v, < 0 < u,} = f. Posljednja jednakost je besmislena jer se u
velikoj zagradi ne nalazi dogadaj (svi parametri su konstante).

Primjer 1. Obiljezje X ima raspodjelu koja pripada familiji zadatoj gus-
tinama,

& ={p(x,0) =exp{—(x—0)}, x >0, 6 > 0}.

Dokazati da je (Y1 +n~!In(1— ), Y1), B interval povjerenja za nepoznati
parametar 6.
» Potrazimo,

F, () = P{min X}, <z}=1—P{ min X} >z}

1 1<k<n 1<k<n

=1- </ exp{—(t — 9)}dt> =1—exp{—n(z—0)}, x>0,
pa je ¢, (¥) = nexp{—n(z —0)}, z > 0. Provjerimo,

P{Vi+n 'ln(1-8) <0<V} =P{0 <Y <0—n"tln(1-p)}
0—n"1In(1-p)

= / ne "= qy = 5. <

0

Primjer 2. Obiljezje X ima raspodjelu koja pripada familiji P = {¢/(0, 0),
6 > 0}. Za nepoznati parametar €, naéi 3 interval povjerenja oblika

(aYy,2aYy), a > 1.

»Gustina statistike Y, je o(z,0) = naz""1/0" x € (0,0) (primjer 8 iz
odjeljka 1.9). Imamo,
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0 0 a gl
P {aY, <6 <2aY,} =P, %<Yn<5 =/, n dz

A B 1(2"—1)5
= = a = —

2ngn 2
Primjer 3. Obiljezje X ima raspodjelu koja pripada familiji
P ={&(0), 6 >0}.
Naci 90% (B8 = 0,9) interval povjerenja za nepoznati parametar 6. Koristiti

uzorak velikog obima n.
» Zbog eksponencijalnosti raspodjele obiljezja X imamo: EX = 1/6 i
n
DX =1/0%. Neka je (X1,...,X,) uzorak obiljezja X i neka je S, = > Xp.
k=1
Posto je n veliki broj, na osnovu CGT, mozemo konstatovati da statistika

Sn b 6%, — 1),
n

\ 62
ima priblizno N (0, 1) raspodjelu. Dalje imamo
PG{—Z0’45 < <9Yn — 1)\/1; < 20745} =0,9 <=

20,45 - —1 20,45 - —1
P 1-—1X, <0 1 2 X .
{< ﬁ) << * \/ﬁ> }

Iz tablica ¢itamo da je zp45 = 1,65. Dakle, trazeni interval je

(-5 ()

7Zbog velike rasprostranjenosti normalne raspodjele, vazno je imati inter-
vale povjerenja za njene parametre.
Primjer 4. Obiljezje X ima raspodjelu koja pripada familiji

P ={N(m,1), m € R}.

Naci § interval povjerenja za nepoznati parametar m.
»Na osnovu Figerove teoreme imamo (X, —m)y/n: N(0,1), pa je

Pm {_Z,B/2 < (yn —m)\/ﬁ < ZB/Q} =f <

d ~B/2 ~ <B/2
P <X,——= X, +—=; =
m{ NG <m< + \/ﬁ} I53
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Dakle, (Yn — %,Yn + %) je trazeni interval. <

Primjer 5. Obiljezje X ima raspodjelu koja pripada familiji
P{N(m,0?), m € R, 6% > 0}

(oba parametra su nepoznata). Naci § interval povjerenja za parametar m.
Takode, naci 3 interval povjerenja za parametar o2

» Statistika X%J n — 1, na osnovu FiSerove teoreme, ima ¢

n

raspod-

n—1

jelu, pa je

X,—m
P, {_vn—1,6/2 < g

n

n—1< vn_lﬁ/g} =0 <<

P ¢ X,———E=S, <m< X,+—=5,,=0.
m { v LRVl
Dakle, | X,, — M? X, + M? je traZzeni interval povjerenja
N e Vs
za nepoznati parametar m.
nS.
Statistika U; , na osnovu Figerove teoreme, ima x2_; raspodjelu, pa je

—2
nsS - G2
P, { 0'2n > hnl,lﬁ} =p<= P, {0 <o’ < nhnil,lfﬁsn} =5

te je (0, nh;il 17535) trazeni interval. Primijetimo da je samo jedan kraj

intervala, statistika — sluc¢ajna veli¢ina. Ovakvi intervali se zovu jednostrani.
Intervali kod kojih su oba kraja statistike zovu se dvostrani.
Da smo posli od jednakosti

nS’
P, {hn—l,lgﬁ <— < hn—1,1gﬁ} =0,

nakon rjeSavanja po o2 dvostruke nejednakosti iz velike zagrade, dobili bismo
neki drugi interval povjerenja. Savjetujemo Citaocu da naznaleno i uradi.
Dobijeni interval ée biti dvostrani. Interval povjerenja za nepoznati pa-
rametar, u opStem slu¢aju nije jedinstven. U slucajevima kada postoji vise
intervala povjerenja, prirodno je traziti onaj koji ima najmanju duzinu. Pos-
toje razradeni metodi kojima se rjeSava ovaj zadatak.«
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1. Obiljezje X ima raspodjelu koja pripada familiji
P ={U(0,20), 6 > 0}.

Koriste¢i uzorak velikog obima n, primjenom CGT, na¢i 90% interval pov-
jerenja za nepoznati parametar 6.
2. Obiljezje X ima raspodjelu koja pripada familiji

P = {N(6,6%), 6 > 0}.

Nag¢i ( interval povjerenja za nepoznati parametar 6. Koristiti uzorak obima
n.
3. Obiljezje X ima raspodjelu koja pripada familiji

P = {N(m;(0,1)%), m € R}.

Odrediti najmanji obim uzorka, tako da duZina 95% intervala povjerenja za
nepoznato m ne bude veéa od 0, 05.
4. Uzorak obima 10, sluajno uzet iz populacije ¢ije obiljezje ima nor-

10 10
malnu raspodjelu, daje podatke za koje vazi: Y. xp = 34, Y 32 = 138.
k=1 k=1

Nakon izvjesnog vremena je uzet dopunski uzorak obima 5 i tom su prilikom
registrovani podaci: 2,8; 3,5; 3,8; 3,2; 3,4. Za koliko se promijenila duzina
90% intervala povjerenja za nepoznato matematicko ocekivanje.

5. Prilikom 7 kvarova jedne magine, izmjereni su sljedeéi brojevi ¢asova
rada do kvara: 53; 48; 50; 54; 51; 50; 51. Naci 99% interval povjerenja za
srednji broj ¢asova rada magine do kvara (prirodno je smatrati da je vrijeme
rada masine raspodijeljeno po normalnom zakonu).

6. Dokazati da je interval koji smo dobili u primjeru 4, najkra¢i medu
intervalima za nepoznati parametar m.

7. Prilikom odredivanja naelektrisanja elektrona e,1071% Miliken je do-
bio n = 58 nezavisnih rezultata mjerenja X; veli¢ine e, (mjerenje je obavljeno
u cgs jedinicama). Za uzoracku sredinu i uzoracku disperziju je dobijeno

Xss = 4,7808 i Sy = 22981 - 1075,
Polazeé¢i od toga da je greska normalno raspodijeljena i da ne postoji sis-

tematska greska u mjerenju, naéi g = 0,9 interval povjerenja za nepoznato
€,-
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2.4  Testiranje statistickih hipoteza

Pojam statistic¢ke hipoteze i ideju testiranja priblizi¢emo kroz jedan primjer.

Primjer 1. U kutiji se nalazi 10 kuglica i znamo da je kutija napunjena
po jednoj od dvije strategije:

A) Sa 9 kuglica na kojima je broj 1 i jednom kuglicom na kojoj je broj
2.

B) Sa 9 kuglica na kojima je broj 2 i jednom kuglicom na kojoj je broj

Dozvoljeno nam je da iz kutije izvuc¢emo 4 kuglice po modelu sa vra-
¢anjem. Na osnovu izvucenih kuglica tj. brojeva na njima, treba da se
odlu¢imo za jednu od dvije hipoteze (pretpostavke, moguénosti):

19 Kutija je napunjena po strategiji A — govori¢emo o hipotezi H 4.

20 Kutija je napunjena po strategiji B — govori¢emo o hipotezi Hp.

Postupak presudivanja u korist jedne od hipoteza zva¢emo testom. Ako
je kutija napunjena po strategiji A, tada je zbog velike vjerovatnoce pojave
broja 1, vjerovatnoca da se registruje mala suma brojeva, velika. Ako je
kutija napunjena po strategiji B, tada je zbog velike vjerovatnocée pojave
broja 2, vjerovatnoc¢a da se registruje velika suma brojeva, velika. Jasno,
suma brojeva je u rasponu od 4 do 8 i kada govorimo o maloj odnosno velikoj
sumi imamo u vidu male odnosno velike vrijednosti u odnosu na interval
omeden brojevima 4 i 8. Nakon ove analize, namece se kao razuman sljedeci
postupak odluéivanja: Ako je zbir izvuéenih brojeva > 7 prihvatiéemo Hp, a
H 4 odbaciti. U suprotnom tj. ako je zbir izvucenih brojeva < 7 prihvati¢emo
H 4, a Hp odbaciti.

Oznacimo sa X obiljezje koje predstavlja broj na izvucenoj kuglici. U
slu¢aju kada je vazeca strategija A, obiljezje X ima raspodjelu

1 2
X : 9 1 >
10 10

a u slucaju kada je vazeca strategija B, obiljezje X ima raspodjelu

1 2
X : 1 9
10 10

Ove dvije raspodjele moZemo tretirati kao familiju raspodjela obiljezja X. U
uzorku (X1, X9, X3, X4) komponente predstavljaju redom prvi, drugi, treci
1 Getvrti izvudeni broj.

Ako je (x1,x9,x3,x4) realizovani uzorak, tada se uslov "zbir izvucenih
brojeva je > 7" zapisuje sa 1 +x2 + 23+ x4 = 7. Ovaj uslov generiSe oblast

C={(x1,x2,23,24) : 11+ T2+ 23+ 24 27}, C C R*.
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Nakon uvodenja oblasti C, pravilo odluc¢ivanja mozemo ovako formulisati:
Ako realizovani uzorak (z1, z9, 3, z4) "upadne" u oblast C, tada prihvatamo
Hp, a ako "upadne" u C¢ tada prihvatamo H,4. O¢cigledno, oblast C
odreduje postupak — pravilo odlu¢ivanja tj. test. "Upadanje" uzorka u
oblast C' ne odgovara hipotezi H4 (tada imamo onu situaciju kada je zbir
izvucenih brojeva veliki tj. medu brojevima dominira 2). Zbog toga oblast
C nazivamo kriti¢na oblast za H4.

U postupku odluc¢ivanja nema izri¢itosti. Mi samo konstatujemo da na
osnovu registrovanih brojeva prednost dajemo jednoj hipotezi (prihvatamo
jednu hipotezu). Naravno, postoji moguénost greske. Gresku pravimo kada
povodeéi se za pravilom odludivanja odbacimo hipotezu koja je fakticki
tacna. Preciznije, mogucée je da odbacimo H4 koja je tacna i samim tim
prihvatimo Hp koja je netacna. Jasno, moguca je i situacija u kojoj Hy4 i
Hp imaju zamijenjene uloge.

Izrac¢unajmo vjerovatnoéu a da odbacimo ta¢nu hipotezu H 4.

1 9
Oé:PHA{(Xl,XQ,Xg,X4) € C} == 1704‘}—41704 :0,0037

Izracunajmo vjerovatnocu 5 da odbacimo tafnu hipotezu Hp.

1 9 92
=P X1, X9, X3, X Ct=—+4+4-—+6-— =0,0523.
5 HB{( 1, A2, A3, 4) € } 10% + 10% + 104 >

Interesantno je vidjeti sta se desava ako promijenimo test na taj nacin
§to za kriti¢nu oblast za H 4 sada uzmemo

D ={(z1,z0.3,24) : 1 + 22+ 23+ 24 > 8}, D C R*.

Lako se dobija o = 0,0001, 8 = 0,3439. Primijetimo, vjerovatnoca da se
odbaci fakticki ta¢na H 4 je znatno smanjena, ali je vjerovatnocéa odbacivanja
fakticki tacne Hp postala enormno velika. Prakti¢no, u jednom od tri slucaja
¢emo odbaciti tacnu hipotezu Hp. U ovakvoj situaciji je bolje testiranje
obaviti prvim postupkom. <«
Motivisani prethodnim primjerom, mozemo preéi na izlaganje teorije.
Neka je X obiljezje ¢ija funkcija raspodjele vjerovatnoca pripada familiji

Fyx = {F(z,0), 0 € ©}.

Pretpostavka oblika H,(6 € ©,), ©, C O, zove se statisti¢ka hipoteza.
Malo drugacije refeno, pretpostavka se sastoji u tome da obiljeZje X ima
raspodjelu koja pripada uzoj familiji odredenoj parametarskim skupom O,.
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Ako je O, jednoclani skup, tada se hipoteza H, naziva prosta. U protivnom
govorimo o slozenoj hipotezi. Hipotezi H, ¢emo suprotstaviti hipotezu Hy (0 €
©\0,). Hipoteza H, se naziva nulta, a hipoteza H; alternativna. Postupak
odluéivanja u korist jedne hipoteze se naziva statisticki test.

Na pocetku testiranja se zada broj a koji se naziva prag znacajnosti
testa. Obitno je @« = 0,01, « = 0,02, « = 0,05, = 0,1. Ako je
(X1,...,Xp) uzorak obiljezja X, tada se skup C' C R", za koji vazi

Oé:PHo{(Xl,...,Xn) GC}, (1)

naziva kriti¢na oblast veli¢ine a za testiranje hipoteze H,. Odlucuje
se po sljedeéem kriterijumu:

Ako realizovani uzorak (z1,...,x,) pripada C ("upadne" u C) tada H,
odbacujemo u korist Hj i to radimo sa pragom znac¢ajnosti . Ako realizovani
uzorak (x1,...,x,) pripada C¢ ("upadne" u C¢) tada Hj odbacujemo u
korist H, i to radimo sa pragom znacajnosti c.

Iz izloZenog se vidi da je test (pravilo odlu¢ivanja) odreden kriti¢nom
obla8¢u i zato se kaze da kriti¢na oblast zadaje test. Kriti¢na oblast veoma
¢esto ima neki od sljedeéa tri oblika:

01:{(x1,...,$n)2 Tl(:L’l,. N )2 1}
02:{(561,...7.7}”)2 TQ(J,‘l,. N )< 2}
Cs={(z1,...,zn) : |T3(x1,...,20)| = k3},

gdje su 11,715,153 : R® — R Borelova preslikavanja. U slu¢aju kada je test
zadat recimo sa C1, jednakost (?7) se svodi na

o = PHO{TI(XL N ,Xn> 2 k‘l}

Statistika 77 se naziva test statistika.

Prilikom odluéivanja, postoji moguénost da se napravi greska.

19 Gresku prve vrste pravimo kada odbacimo fakticki ta¢nu hipotezu
H,.

2° Gresku druge vrste pravimo kada odbacimo faktic¢ki ta¢nu hipotezu
H.

Veé pomenuto a predstavlja vjerovatnoéu greske prve vrste. Vjero-
vatnocéa greske druge vrste se oznacava sa i za nju, na osnovu recenog,
vazi

B =Py {(X1,..., Xn) € C}.
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Prirodna je potreba da se pronade test u kome su brojevi a i  mali. Kod
rjeSavanja ovog zadatka poteskoée izviru iz ¢injenice da smanjivanje jednog
od ova dva parametra povlaci uve¢avanje drugog.

Neka je C kriti¢na oblast koja odreduje neki test za testiranje H,(6 € ©,)
protiv Hy (6 € ©\0,). Funkcija moéi testa se zadaje sa

M) = P,{(X1,...,Xn) € C}, 0 € ©.

Sa ciljem da ¢italac potpuno usvoji ideju testiranja, navodimo nekoliko
primjera.

Primjer 2. Na osnovu ranijih rezultata, vjerovatnoéa da strijelac A pogodi
cilj je procijenjena na 0,9. Nakon pripreme za takmicenje, izvr§eno je probno
gadanje u kome je strijelac imao 92 pogotka od 100 gadanja. Sa pragom
znacajnosti a = 0,05, testirati hipotezu da je vjerovatnoca pogotka ostala
ista protiv alternativne da je poveéana.

»Neka je (X1, ..., X)) uzorak obiljezja X koje ima raspodjelu

1 L
X: 2 » , P je vjerovatnocéa pogotka.

100
Statistika Sjp0 = > X} predstavlja broj pogodaka u seriji od 100 gadanja i
k=1
ona ima B(100, p) raspodjelu. Neka je H,(p = 0,9) hipoteza da je vjerovat-
noca pogotka 0,9, a Hyi(p > 0,9) hipoteza da je vjerovatnoca pogotka veca
od 0,9. Za test statistiku éemo uzeti

S100 — 90

Wioo =
4/100-0,9-0,1

i ova statistika, na osnovu CGT, u slu¢aju kada je tac¢na hipoteza H, ima
priblizno A/ (0,1) raspodjelu. U zoni hipoteze H; imamo ESipy > 90, te
povoljni sluc¢ajevi za H; nastaju kada test statistika uzima pozitivne vrijed-
nosti. Zbog recenog ¢emo za kritiénu oblast uzeti

—-90
C:{($1,...,33100)1 wloozslo(]3>/€},k‘>0.
Odredimo &.
0,05 = PHO{WNO > k‘} — k =1,65.

Kod nas je wigp = 0,66. Ne nalazimo se u kriti¢noj oblasti te sa pragom
znacajnosti 0,05 prihvatamo hipotezu H,. Predlazemo ¢itaocu da hipotezi
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H, suprotstavi hipotezu Hi(p # 0,9), tj. hipotezu da je doslo do promjene
vjerovatnoée pogotka. I u ovom slucaju treba koristiti test statistiku Wigg,
a za kriticnu oblast uzeti C* = {(z1,...,z100) : |wio0| > k*}. <

Primjer 3. Ispitivanja koja su u proglosti obavljena kod jedne socioloske
grupe pokazuju da obiljezje X — broj djece u porodici ima priblizno P(1,8)
raspodjelu. Postoji pretpostavka da je u naSe vrijeme doslo do smanjenja
broja djece u porodici. Da bi se ta pretpostavka provjerila, uzet je uzorak od
100 porodica i na njemu je registrovano da je srednji broj djece Z100 = 1, 5.
Da li se sa pragom znacajnosti « = 0,02 moze prihvatiti hipoteza da je
o¢ekivani broj djece u porodici manji u odnosu na raniji period.

»Za familiju dopustivih raspodjela obiljezja X — broj djece u porodici
¢emo uzeti P = {P(N\), A > 0}. Dobro je poznato da je EX = X\, DX =
A. Treba testirati H,(\ = 1,8) (obiljezje X ima P(1,8) raspodjelu) protiv
Hi(\ < 1,8) (obiljezje X ima P(A) raspodjelu u kojoj je A < 1,8). Za test
statistiku ¢emo uzeti

Si00 —100-1,8  Xyg0 — 1,8
\/100-1,8 1,8

Statistika Wigg, u sluc¢aju kada je H, ta¢na, na osnovu CGT, ima priblizno
N(0,1) raspodjelu. U zoni hipoteze H; ocekivanje statistike Wigg je nega-
tivno te je razumno za kriti¢nu oblast uzeti

Wioo = 10.

C = {(xly-"737100) D wieo < k}, k <0.

Potrazimo k.
0,02 = PHO{WNO <k} = k=-2,05.

Kod nas je wigp = —2, 24. Realizovani uzorak se nalazi u kriti¢noj oblasti te
hipotezu H; o smanjenju o¢ekivanog broja djece u porodici prihvatamo sa
pragom znacajnosti a = 0,02 <«

Primjer 4. U kutiji se nalaze kuglice bijele i crne boje. O sastavu imamo
jo§ samo informaciju da bijelih kuglica ima ili 40% ili 50%. Iz kutije je po
modelu sa vra¢anjem izvuceno 100 kuglica i konstatovano da medu njima ima
viSe bijelih kuglica. Na osnovu toga je izveden zaklju¢ak da bijelih kuglica
ima 50% tj. pola od ukupnog broja. Kolika je vjerovatnoca da je izveden
pogresan zakljucak?

» Neka obiljezje X uzima vrijednost 0 ako je izvucena kuglica crne boje, a
vrijednost 1 ako je izvuéena kuglica bijele boje. U nasem modelu raspodjela
obiljezja X pripada familiji raspodjela

1
0 ) ,p€{0,4;0,5}, p+q=1.
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Neka je (X1, ..., X100) uzorak kojim se opisuje 100 izvadenih kuglica i neka
100

je S0 = > Xk
k=1

TraZena vjerovatnoca je

S100 — 100 - 0,4 50—40}

>
V/100-0,4-0,6 V24

=0,5— ®*(2,04) = 0,021. <

p = Po4{S100 > 50} = Py4 {

Primjer 5. ObiljeZje X ima raspodjelu koja pripada familiji
P = {N(@, 1), RS {00,91}}, Oy < 64.

Testira¢emo hipotezu H, (6 = fp) protiv Hy (0 = 6). Statistika X,,, u slu¢aju
kada je tacna hipoteza H,, ima N (6o, %) raspodjelu te se njene vrijednosti
koncentrisu oko 6y. Statistika X, u slu¢aju kada je tacna hipoteza Hji,
ima N (6, %) raspodjelu te se njene vrijednosti koncentrisu oko 61. Stoga je
razumno za kriti¢nu oblast uzeti

C:{($1,...,xn) : fn>c},

gdje je ¢ neki fiksirani broj sa (6, 0;).

Slika 20: Primjer 5.

Na slici 7?, vjerovatnoca greske prve vrste « je jednaka povrgini tamnije
osjencenog dijela, a vjerovatnoca greske druge vrste 8 je jednaka povrSini
blaze osjencenog dijela. Pomjeranjem broja ¢, jedan od dijelova se uvecava,
a drugi smanjuje. <

Primjer 6. Obiljezje X ima raspodjelu koja pripada familiji

P ={N(6,1), 0 € R}.

Sa pragom znacajnosti « testirati hipotezu H,(6 = 0) protiv Hy(0 # 0).
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» Test statistika /n X, uslucaju kada je tacna hipoteza H,, ima N(0, 1)
raspodjelu. Zato je

o = PHO{|\/77L yn‘ > Z(l—a)/2}7

pa je kriti¢na oblast C' = {(z1,...,2,) : [V/1 ZTn| > 2(1—a)/2}-
Preporucujemo ¢itaocu da formira testove za alternative Hi(6 > 0) i
H(6 <0).«
Primjer 7. Obiljezje X ima raspodjelu koja pripada familiji

P ={N(6,0%), 60 € R,0% > 0},

oba parametra su nepoznata. Sa pragom znacajnosti «, testirati hipotezu
H,(0 = 6) protiv Hy(0 # o).

X,—0
» Test statistika %70 vn — 1, u sluaju kada je tacna hipoteza H,,

ima t,_1 raspodjelu. Zato je

a=P {'X eoﬁ'ﬂjnm a)/z}

pa je kriti¢na oblast

¢ ={ (o)

Zn — O
RT vn— 1 ‘ > Un_17(1_a)/2} . 4
n

Primjer 8. Obiljezje X ima raspodjelu koja pripada familiji dopustivih
raspodjela

P = {U(0,0), 6 > 0}.

Za testiranje hipoteze H,(0 = 6y), 6y > 0, 6y je fiksirani broj, protiv alter-
nativne H (0 # 6p), koristi se kriti¢na oblast

C=4q(x1,...,2p): max zx > 0y ili max xp < cp, c < bp.
1<k<n 1<k<n

Za dati prag znacajnosti «a, odrediti konstantu c¢. Naéi funkciju modi testa
M), 6 > 0.

>0¢:P90{(X1,...,Xn) e C} =P, { max X > 6y ili max X <c}

1<k<n 1<k<n

n
=P, {maXXk<c} <c> =a = c= {aby.
1<k<n 90
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Prilikom trazenja funkcije moéi testa, razlikova¢emo tri slucaja.

1° M(Q):Pe{maXXk<c}:17O<9<c.

1<k<n
n 0o\ "
2° M(@):Pe{lrgschk<c}:<;> :a<00> , <6 <bp.

3° M(0) = P{(Xy,...,X,) e C} =P, {lr?]?zinXk < c} +1

—Pg{maxngﬁg}zl—(l—a)<960> , 0> 0. 4

1<k<n

Slika 21: Primjer 8.

Slika 22: Primjer 8.

1. Numerisana kocka se baca 100 puta. Testira se hipoteza H, — kocka
je homogena protiv H; — kocka nije homogena. H, se odbacuje ako se u tih
100 bacanja paran broj pojavi manje od 40 puta ili viSe od 60 puta. Nadi
prag znacajnosti testa.

2. Broj X stamparskih gresaka po stranici knjige, standardno ima P (0, 4)
raspodjelu. Sluc¢ajni uzorak od 20 stranica dao je ukupno 14 gresaka. Sa
pragom znacajnosti a = 0,05, testirati nultu hipotezu da je broj gresSaka u
okviru standarda, protiv alternativne da je van standarda.
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3. Obiljezje X ima raspodjelu iz familije P = {U(0,0),0 > 1}. Za
testiranje H,(6 = 1) protiv Hy(f > 1), sa pragom znacajnosti «, uzima
se uzorak obima n = 48 i predlazu se dva testa koja se zadaju kriti¢nim
oblastima

48
a) 01 = {(acl,...,a:n) : Z.Tk >01},
k=1

b) Cy = {(xl,...,xn) : 12}%}28% > 02}.
Naci k1 1 ko. U slucaju b) naéi funkciju modi testa.

4. Kocka je "fer" ako su strane numerisane od 1 do 6, a "nefer" ako um-
jesto 6 ima ponovljeno 5. Na osnovu rezultata 10 bacanja, testirati hipotezu
H, da je kocka "fer" protiv hipoteze H; da je kocka "nefer". Koristiti test
statistiku S — broj petica u 10 bacanja. Razumno definisati kriti¢nu oblast
i odrediti a i B.

5. U primjeru 1 naéi a i 3, ako je kriti¢na oblast za H 4:

E = {(33‘1,1‘2.1’3,1‘4) X1+ a2+ 23+ T4 2 6}, E C R4.
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Tablice

Za

2
A) Normalna funkcija raspodjele: ®*(z,) = \/% i e~ Tdt.

0.00 0.01 002 0.03 0.04 005 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 .0000 .0040 .0080 .0120 .0159 .0199 .0239 .0279 .0319 .0359
0.1 .0398 .0438 .0478 .0517 .0557 .0596 .0636 .0675 .0714 .0753
0.2 .0793 .0832 .0871 .0910 .0948 .0987 .1026 .1064 .1103 .1141
0.3 .1179 .1217 .1255 .1293 .1331 .1368 .1406 .1443 .1480 .1517
0.4 .1554 .1591 .1628 .1664 .1700 .1736 .1772 .1808 .1844 .1879
0.5 .1915 .1950 .1985 .2019 .2054 .2088 .2123 .2157 .2190 .2224
0.6 .2257 .2291 .2324 .2357 .2389 .2422 .2454 .2486 .2518 .2549
0.7 .2580 .2612 .2642 .2673 .2704 .2734 .2764 .2794 .2823 .2852
0.8 .2881 .2910 .2939 .2967 .2995 .3023 .3051 .3078 .3106 .3133
0.9 .3159 .3186 .3212 .3238 .3264 .3289 .3315 .3340 .3365 .3380
1.0 .3413 .3438 .3461 .3485 .3508 .3531 .3554 .3577 .3599 .3621
1.1 .3643 .3665 .3686 .3718 .3729 .3749 3770 .3790 .3810 .3830
1.2 .3849 .3869 .3888 .3907 .3925 .3944 .3962 .3980 .3997 .4015
1.3 4032 .4049 .4066 .4083 .4099 .4115 4131 .4147 4162 4177
1.4 4192 4207 4222 4236 .4251 .4265 .4279 .4292 .4306 .4319
1.5 4332 4345 4357 4370 .4382 .4394 .4406 4418 .4430 .4441
1.6 4452 4463 4474 4485 4495 4505 4515 4525 4535 .4545
1.7 .4554 .4564 4573 4582 4591 .4599 4608 .4616 .4625 .4633
1.8 .4641 .4649 .4656 .4664 .4671 .4678 .4686 .4693 .4699 .4706
1.9 4713 4719 4726 4732 4738 4744 4750 4758 4762 4767
2.0 4773 4778 4783 4788 4793 4798 4803 .4808 4812 .4817
2.1 4821 4826 .4830 .4834 4838 .4842 .4846 .4850 .4854 .4857
2.2 4861 .4865 .4868 .4871 4875 4878 4881 .4884 4887 .4890
2.3 4893 4896 .4898 .4901 .4904 .4906 .4909 .4911 .4913 .4916
2.4 4918 4920 .4922 4925 4927 4929 4931 .4932 .4934 .4936
2.5 4938 4940 .4941 4943 4945 4946 .4948 4949 4951 .4952
2.6 4953 4955 .4956 .4957 4959 .4960 .4961 .4962 .4963 .4964
2.7 4965 .4966 .4967 .4968 .4969 .4970 4971 .4972 4973 .4974
2.8 4974 4975 4976 4977 4977 4978 4979 4980 .4980 .4981
2.9 4981 4982 .4983 .4984 .4984 4984 .4985 .4985 .4986 .4986
3.0 .4986 4987 4987 .4988 4988 .4988 .4989 .4989 .4989 .4990



110 Tablice
B) X2 raspodjela: foh”’“ hy(z)dz = a.
«
0,10 0,20 0,30 0,50 0,70 0,80 0,90 0,95 0,99

1 0016 0,064 0,148 0,455 1,074 1,642 2,706 3,841 6,635

2 0,211 0,446 0,713 1,386 2,408 3,219 4,605 5,991 9,210

3 0,584 1,005 1,424 2,366 3,665 4,642 6,251 7,815 11,345
4 1,064 1,649 2,195 3,357 4,878 5,989 7,779 9,488 12,277
5 1,610 2,343 3,000 4,351 6,064 7,280 9,236 11,070 15,086
6 2204 3,070 3,828 5,348 7,231 8,558 10,645 12,592 16,812
7 2833 3822 4,671 6,346 8,383 9,803 12,017 14,067 18,475
8 3,490 4594 5557 7,344 9,524 11,030 13,362 15,507 20,090
9 4168 5380 6,393 8,343 10,656 12,242 14,684 16,919 21,666
10 4,865 6,179 7,267 9,342 11,781 13,442 15,987 18,307 23,209
11 5579 6,989 8,148 10,341 12,899 14,631 17,276 19,675 24,725
12 6,304 7,807 9,034 11,340 14,011 15,812 18,549 21,026 26,217
13 7,042 8,634 9,926 12,340 15,119 16,985 19,812 22,362 27,688
14 7,790 9,467 10,821 13,339 16,222 18,151 21,064 23,685 29,141
15 8,547 10,307 11,721 14,339 17,322 19,311 22,307 24,996 30,578
16 9,312 11,152 12,624 15,338 18,418 20,465 23,542 26,296 32,000
17 10,085 12,002 13,531 16,338 19,611 21,615 24,769 27,587 33,409
18 10,865 12,857 14,440 17,338 20,601 22,860 25,989 29,869 34,805
19 11,651 13,716 15,352 18,338 21,689 23,900 27,204 30,144 36,191
20 12,443 14,578 16,266 19,338 22,775 25,038 28,412 31,410 37,564
21 13,240 15,445 17,182 20,337 23,958 26,171 29,615 32,671 38,932
22 14,041 16,314 18,101 21,337 24,839 27,301 30,813 33,924 40,289
23 14,848 17,187 19,021 22,337 26,018 28,429 32,007 35,172 41,638
24 15,659 18,062 19,943 23,337 27,096 29,553 33,196 36,415 42,980
25 16,473 18,940 20,867 24,337 28,172 30,675 34,382 37,652 44,314
27 18,114 20,703 22,719 26,336 30,319 32,912 36,741 40,113 46,963
28 18,739 21,588 23,647 27,336 31,391 34,027 37,916 41,337 48,278
29 18,768 22,475 24577 28,336 32,461 35,139 39,087 42,557 49,588
30 20,599 23,364 25,508 29,336 33,530 36,250 40,256 43,773 50,892




Tablice

C) Studentova raspodjela: [;™ v, (2)dz = a.

o
n 010 020 030 040 045 0475 0,49 0,495
1 0325 0,727 1376 3,078 6,314 12,706 31,823 63,657
2 0289 0,617 1,061 188 2920 4,403 6,965 9,925
3 0277 0584 0978 1638 2,353 3,182 4,531 5,841
4 0271 0569 0941 1533 2,132 2,776 3,747 4,604
5 0267 0559 0920 1476 2,015 2571 3,365 4,032
6 0265 0,553 0,906 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707
7 0263 0549 089 1415 1,895 2,365 2,998 3,499
8 0262 0546 0,889 1397 1,860 2306 2,89 3,355
9 0261 0543 0,883 1,383 1,833 2262 2,821 3,250
10 0260 0,542 0,879 1372 1812 2228 2,764 3,169
11 0260 05540 0876 1363 1,79 2201 2,718 3,106
12 0259 0,539 0873 135 1,782 2,179 2,681 3,055
13 0259 0,538 0,870 1350 1,771 2,160 2,650 3,012
14 0258 0,537 0,868 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977
15 0258 0,536 0,866 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947
16 0258 0,535 0865 1337 1,746 2,120 2,583 2921
17 0257 0,534 0,863 1,133 1,740 2,110 2,567 2,898
18 0257 0,534 0,862 1330 1,734 2,101 2,552 2,878
19 0257 0,533 0,861 1328 1,729 2,093 2,539 2,861
20 0,257 0,533 0,860 1325 1,725 2,086 2,528 2845
21 0,257 0532 0859 1323 1,721 2,080 2518 2,831
22 0,25 0,532 0,858 1321 1,717 2,074 2508 2819
23 0,256 0,532 0,858 1319 1,714 2,069 25500 2,807
24 0,256 0,531 0,857 1318 1,711 2,064 2,492 2,797
25 0,25 0531 085 1316 1,708 2,060 2,485 2,787
26 0,256 0531 085 1315 1,706 2,056 2,479 2,779
27 0,25 0531 0,85 1314 1,703 2,052 2473 2,771
28 0,256 0,530 0,855 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763
29 0,256 0,530 0,854 1311 1,699 2,045 2,462 2,756
30 0,25 0530 0,854 1310 1,697 2,042 2,457 2,750
40 0,255 0,529 0,851 1,303 1,684 2,021 2423 2704
60 0,254 0527 0848 1296 1,671 2000 2390 2,660
120 0254 0,526 0,845 1289 1658 1980 2,358 2,617
oo 0,253 0524 0,842 1,282 1645 1960 2,326 2,576

111
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