1 Slucajni opit

Eksperiment-opit je mocéan metod za spoznaju stvarnosti. Opitom se ispituje odnos izmedu uslova-
uzroka i posljedice. Deterministicki opit-isti uslovi uvijek dovode do istog rezultata. Kod slucajnog
opita ostvarivanje odredenih uslova ne dovodi do deterministickog rezultata. Teorija vjerovatnoce

izu¢ava matematicki model slu¢ajnog opita.

Primjer 1.1 Now¢ié se baca jednom. Ishodi-elementarni dogadaji koji se mogu desiti u ovom
opitu su: palo je pismo P; pao je grb G. Prostor ishoda, koristi se oznaka Q je skup skup &iji su

elementi ishodi koji se mogu desiti u opitu. U naSem slucaju Q = {P, G}.
Primjer 1.2 Nowcié se baca cetiri puta. Q@ = {PPPP, PPPG,...,GGGG}.
Primjer 1.3 Kocka se baca jednom. Q2 ={1,2,3,4,5,6}.

Primjer 1.4 Kocka se baca dva puta. Q = {(1,1),(1,2),...,(6,6)}.

Primjer 1.5 Nowdci¢ se baca do prvog padanja pisma. Q = {P,GP,GGP,...}.
Primjer 1.6 Strijelac gada u kruznu metu.

Primjer 1.7 Braunovo kretanje.

Rezultati slu¢ajnih opita se nazivaju slué¢ajnim dogadajima, ubududée ¢emo govoriti o do-
gadajima. Realizacija dogadaja, §to je prirodno, je ekvivalentna sa realizacijom nekog ishoda koji
dogadaju odgovara te se dogadaj identifikuje sa skupom ishoda koji tom dogadaju odgovaraju. Po
zavrSenom opitu, ako se ostvari ishod koji odgovara dogadju, konstatujemo da se dogadaj realizo-
vao, a u suprotnom da se nije realizovao. U opitu u kome dva puta bacamo kocku mozemo govoriti
o dogadaju A da je zbir palih brojeva 5. Skup ishoda koji odgovaraju dogadaju A éemo takode
oznatiti sa A1 A ={(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)}.

Neka su A i B skupovi-dogadaji iz €.

AUB ={w: we Aili w e B}. Iz ovog zapisa zaklju¢ujemo: A|J B je dogadaj koji se realizuje
ako 1 samo ako se realizuje ili dogadaj A ili dogadaj B (ili ekvivalentno re¢enom, A(J B je dogadaj
koji se realizuje ako i samo ako se realizuje bar jedan od dogadaja A ili B). Dakle, A|J B je dogadaj
da se realizuje ili dogadaj A ili dogadaj B (A|J B je dogadaj da se realizuje bar jedan od dogadaja
A ili B).



ANB ={w: w € Aiw € B}. Iz ovog zapisa zaklju¢ujemo: A[) B je dogadaj koji se realizuje
ako 1 samo ako se realizuje i dogadaj A i dogadaj B (ili ekvivalentno re¢enom, A( B je dogada]
koji se realizuje ako i samo ako se realizuju oba dogadaja A i B). Dakle, A B je dogadaj da se
realizuje i dogadaj A i dogadaj B (A[) B je dogadaj da se realizuju oba dogadaja A i B). Ako je

AB = (), tada kazemo da se dogadaji A i B uzajamno isklju¢uju.
A\B ={w: we€ A, w ¢ B} je dogadaj da se realizuje dogadaj A i ne realizuje dogadaj B.

A ={w: w ¢ A} je dogadaj (dogadaj suprotan dogadaju A) da se u opitu ne realizuje dogadaj
A.

Ako je A C B tada kazemo da dogadaj A implicira (povladi) dogadaj B. Naime, iz realizacije
dogadaja A slijedi da je realizovan neki ishod iz A, a zbog A C B, taj ishod je iz B. Zaklju¢ujemo,
realizovan je dogadaj B. Relacija A C B se moZze interpretirati i na sljede¢i nadin: dogadaj A se ne

moze ostvariti ako se ne ostvari dogadaj B. Osoba ne moze biti majka ako nije Zena.
Q je izvjestan dogadaj. () je nemogué¢ dogadaj.
Primjer 1.8 U opitu u kome se kocka baca dva puta A je dogadaj da je zbir palih brojeva < 3, B je

dogadaj da u drugom bacanju padne paran broj, C je dogadaj da u drugom bacanju padne Sestica.
Naéi AU B, AN B, A¢, B\A i dokazati da je C C B.

Neke od podskupova prostora ishoda €} ¢emo nazivati dogadajima. Prirodno je zahtijevati da
kolekciji dogadaja pripada izvjestan dogadaj €2, nemogu¢ dogadaj () i da je ta kolekcija zatvorena u

odnosu na skupovne operacije. Kolekciju dogadaja ¢emo oznacavati sa §.
DEeriNICIJA 1.1 Kolekcija dogadaja § je polje ako vazi:
(A1) Q € F.

(A2) Ako A € § tada A° € §.

(A3) Ako A€ § i Beg tada A|UB € 3.

DEFINICUJA 1.2 Kolekcija dogadaja § je o polje ako vaze (A1), (A2), (A3) i

(A4) Ako Ay €F, Ay €F,... tada | J A €5
=1

o polje je zatvoreno u odnosu na prebrojivo presjecanje. Zaista, ako A; € §, As € §,... tada
o oo
je ﬂ A; = (U Af)C € §. Lako se dokazuje da je o polje zatvoreno u odnosu na operaciju razlike

i=1 i=1
skupova. Dokazuje se da je presjek o polja takode o polje.



Primjer 1.9 Q = {1,2,3,...} i kolekciju § ¢ine skupovi iz Q koji su konacni ili su njihovi komplementi
konacni. Kolekcija § je polje koje nije o polje. Ako kolekciju 20 ¢ine skupovi koji su prebrojivi il su

njithovi komplementi prebrojivi, tada je kolekcija § o polje.

2 Vjerovatnosni prostor

DEFINICIJA 2.1 Neka je § o-polje na prostoru ishoda 2. Uredeni par (2,F) se naziva mjerljivi
prostor.

DEFINICIJA 2.2 Neka je (Q,F) mjerljivi prostor. Funkcija P :§ — R je vjerovatnoéa na § ako

vazi:
P1. P(A) >0 za svaki A€ §; P(Q) = 1.

P2. Ako su A; € §,i € NZAiﬁAj = @, 1 # j tada je P (Z Az> = Z P(AZ)
=1 =1

DEFINICUJA 2.3 Uredena trojka (2,5, P), gdje je § o-polje na Q i P vjerovatnoéa na §, naziva se

vjerovatnosni prostor.

Vjerovatnosni prostor je osnovni objekat u Teoriji vjerovatnoc¢a. Svojstvo P(A) > 0,A € §, je
svojstvo nenegativnosti vjerovatnoce, a svojstvo P(€2) = 1 je svojstvo normiranosti vjerovatnoce.

Svojstvo iz aksiome P2 je svojstvo o—aditivnosti vjerovatnoce.

Neka je (€2,§, P) vjerovatnosni prostor. Elementi o—polja § su dogadaji, a broj P(A4), A € §,

se naziva vjerovatnoé¢a dogadaja A.

U sljedecoj teoremi ¢e biti evidentirana neka znacajna svojstva vjerovatnoce.

Teorema 2.1 Neka je (2, F, P) vjerovatnosni prostor. Tada vrijedi:
(a) P(0) = 0.
(b) Ako su Ay, ..., A, dogadaji tada je
P(£4) =% P
(svo%jgévo kon:igile aditivnosti vjerovatnoce).
(¢) Ako su A i B dogadaji, A C B tada je P(A) < P(B)
(svojstvo monotonosti vjerovatnode).
(d) Ako je A dogadaj tada je 0 < P(A) < 1.
(e) Ako je A dogadaj tada je P(A°) =1— P(A)
(vjerovatnoéa suprotnog dogadaja A°).
(f) Ako su A i B dogadaji tada je P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AB).



¢ (a) U aksiomi P2 stavimo 4; = Qi A; = 0, i > 2. Dobijamo
1=1+P0)+P0)+...= PW0)=0

(b) U P2 stavimo A; =), i > n i iskoristimo (a).
(c) ACB= B=AU(B\A). Zbog (b) je

P(B) = P(A) + P(B\ A) > P(A).

(d) Za svaki dogadaj A vazi: ) C A C Q odakle iz monotonosti vjerovatnoce slijedi tvrdenje.
() A+ A°=Q = P(A)+ P(A°) =
(f) Imamo AUB=A+ (B\ A), (4 ) (B\ A) = B. Odavde, zbog (b), dobijamo

P(AUB) = P(A) + P(B\ A), P(ANB) + P(B\ A) = P(B).

Nakon sabiranja jednakosti i sredivanja dobijamo tvrdenje.4

Teorema 2.2 Silvesterova formula. Neka je (Q2,F,P) vjerovatnosni prostor i A; € §,i =
1,2,...,n. Tada vazi

n

+ Y PAAAL) — -+ (=)™TIP([) A)). (2.1)

1<i<j<k<n i=1

¢ Dokaz ¢emo sprovesti indukcijom po n. Za n = 1 tvrdenje je o¢igledno, a za n = 2 to je tvrdenje

(f) iz Teoreme 1. Pretpostavimo da tvrdenje vrijedi za sve familije od najvise n—1 dogadaja. Stavimo

n—1
B = UAZ’ CleZAn,’L<n
=1

Tada vrijedi
<UA> P(BUA,) = P(B) + P(A,) — P(BA,). (2.2)

n—1
Osim toga je BA, = |J C; pa zbog induktivne pretpostavke imamo
i=1

n—1
P(B)= Y P(A)— Y PAA)+..+(-1)"P([] A) (2.3)
1<i<n 1<i<j<n i=1



n—1
P(BA,) = Y PC)- > P(Cicj)+...+(—1)np<ﬂ C)
=1

1<i<n 1<i<g<n
= > P(AAn) — D> P(AAjA) + .+ (—1)"P([) A). (2.4)
1<i<n 1<i<j<n i=1

Iz (2.2),(2.3),(2.4) slijedi (2.1).

Primijetimo da u desnoj strani jednakosti (2.1) prva suma ima (') ¢lanova, druga (3) ¢lanova,...,
a n—ta (Z) ¢lan. ¢

Razmotri¢emo model u kojem je skup Q = {w;,ws, ...} konacan ili prebrojiv, a o polje dogadaja

§ je P(2). Svakom ishodu wj, i € I, pridruzuje se broj p(w;),i € I tako da vazi:

b) Zz’GI p(w;) = 1.

Neka je
P:§—[0,1,P(A) = Y pw)A€EF.
Lw; €A
Lako se dokazuje da je trojka (€, §, P) vjerovatnosni prostor i naziva se diskretni vjerovatnosni

prostor.

U praksi se Cesto susrec¢u opiti sa kona¢no mnogo ravnopravnih-simetri¢nih ishoda. Zbog ravno-

pravnosti ishoda u slu¢aju kada je Q = {w;, wa, ..., wy } razumno je svakom ishodu pridruziti vjerovat-

nocéu % tj. p(wr) = ... = p(w1) = % odakle zakljuc¢ujemo da je za svako A € §
4]
P(A) = ——— (2.5)
| N |

Dakle vjerovatnoca dogadaja A je koli¢nik broja ishoda koji odgovaraju dogadaju A i broja svih

mogucih ishoda. Formulom (2.5) je data tzv. klasi¢na (ili Laplasova) definicija vjerovatnoce.

U sljede¢a dva primjera ishodi nisu ravnopravni.

Primjer 2.1 Nowcié¢ se baca do prvog padanja grba ali najvise dva puta.

Q= {P,GP,GG}; P(P) = 0,5; P(GP) = P(GG) = 0, 25.

Primjer 2.2 Nowéié se baca do prvog padanja pisma. Q@ = {P,GP,GGP, ...}, P(P) = 0,5; P(GP) =
0,25; P(GGP) = 0,125, ....



Zapaza se da se u dugim serijama opita relativna ucestalost dogadaja ponasa stabilno. Ta sta-
bilnost ucestalosti ukazuje na to da se objektivno prisutna slucajnost realizacije dogadaja moze
kvantitativno mjeriti. Matematicka formalizacija gore pomenutog zapaZanja se ostvaruje kroz za-
kon velikih brojeva. Teorija vjerovatnoce se ne bavi zadatkom pravilnog zadavanja vjerovatnoca
pi,t = 1,2,..., N. Pri zadavanju ovih vjerovatnoc¢a vodi se ra¢una o intuitivnoj predstavi broja p;
kao relativnoj ucestalosti ishoda w; u dugoj seriji opita. Jedan od glavnih vjerovatnosnih zadataka

je da na osnovu vjerovatnoéa ishoda trazimo vjerovatnoce sloZzenih dogadaja.

Primjer 2.3 Komplet u kojem je 36 karata se na slucajan nacin dijeli na dva jednakobrojna dijela.

Kolika je vjerovatnoéa da se u oba dijela nalazi po 9 crnih i crvenih karata?

»Broj podjela je odreden izborom 18 karata iz kompleta od 36 karata, a tih izbora ima (?g) Iz
skupa od 18 crnih karata, 9 karata moZemo izabrati na (198) nacina. Isti rezon primjenjujemo i za

crvene karte. Koriste¢i princip proizvoda, dobijamo

RGN
PT Ty MO

Prilikom rac¢unanja je korigéena Stirlingova formula
n! ~ V2mmn"e "

Navesc¢emo neke relativne frekvencije dogadaja ¢iju smo vjerovatnocu izracunali. Podaci poticu iz
jedne serije od 100 ponavljanja opita — podjela karata. Nakon 5 podjela relativna frekvencija je bila
0,4, nakon 10 podjela je bila 0,3, nakon 26 podjela je bila 0,23, nakon 50 podjela je bila 0,24, a
nakon svih 100 podjela relativna frekvencija je 0,24. Znaci, na pocetku serije relativna frekvencija

ima veliku fluktuaciju, a zatim se sa rastom serije relativna frekvencija stabilizuje. <

Primjer 2.4 U kutiji se nalaze cedulje na kojima su brojevi od 1 do 10. Iz kutije se po modelu bez

vraéanja vadi 5 cedulja. Kolika je vjerovatnoéa da brojevi na izvadenim ceduljama obrazuju rastuéi
niz? Ré

Primjer 2.5 U kutiji se nalazi b bijelih i ¢ crnih kuglica. Dva igraca jedan za drugim vade kuglicu
1 pobjeduje onay koji prvi wzvuce bijelu kuglicu. Kolika je vjerovatnoéa pobjede igraca koi zapocinge

igru? Uraditi oba modela.



b+c
b+2c”

a) Model sa vrac¢anjem. b) Model bez vracanja.

c [1]
¢ parno, p= bz (b—i—cc)[“rl]’ n*l = n(n —1)...(n — k + 1), sumira se po parnim indeksima,
1=0

c—1 [
c
cneparno, p==»b E m, sumira se po parnim indeksima.
=0

Primjer 2.6 Izracunati vjerovatnoéu da za 30 osoba izmedu 12 mjeseci w godini , 6 mjeseci sadrzi po

2, a ostalih 6 myeseci po 3 njihova rodendana. R: p = (162)266%% ~ 0,00035.

Primjer 2.7 1 kuglica se razmjesta v n kutija. Izracunati vierovainoéu da

a) u svakoj od pruih v kutija bude tacno jedna kuglica (n >r), R: p = 1.

n?"

b) u prvoj kutiji bude tacno r1 kuglica, u drugoj kutiji bude tacno ro kuglica,..., u n-toj kutiji bude
n

r!

tacno ry, kuglica, Y ri =1, R:p= —2—.
i=1 n” [T 7!
i=1
¢) u jednoj od kutija bude ri, u nekoj drugoj ro itd pri cemu su brojevi r1,72, ..., r, medu sobom
n
razliciti, S r; =r. R:p= —rnl_
i=1

nt [T r;!
i=1

Primjer 2.8 U kutiji se nalazi n — 1-na bijela i jedna crvena kuglica. Iz kutije se po modelu bez

vraéanja vadi k,1 < k < n kuglica. Kolika je vjerovatnoca da medu njima bude crvena?

Primjer 2.9 m muskaraca i n Zena sjedaju u red. Kolika je vjerovatnoca da sve Zene sjede jedna pored

druge?

Primjer 2.10 Na éetiri strane kocke A utisnute su po 2 tacke, a na dvije strane utisnuto je po 5 tacaka.
Na svim stranama kocke B utisnute su po 3 tacke. Na cetiri strane kocke C utisnute su po 4 tacke,
a na dvije po jedna tacka. Biraju se dvije kocke, istovremeno se bacaju ¢ "pobjeduje” ona kocka na

kojoj padne vise tacaka (padne veéi broj).

» Analizirajmo varijante. Ako igraju kocke A i B, B pobjeduje ako na A padne 2. Dakle, pobjedu

kocke B povlage parovi 2 na A i 6 na B, a tih parova ima 4 -6 = 24. Kako mogucih ishoda ima



6-6 = 36 (6 je broj strana i na A i na B), to je vjerovatnoéa pobjede kocke B, pp = % = %,

a vjerovatnoca pobjede kocke A, pg = % Ako igraju kocke B i C, vjerovatnoca pobjede kocke C

je po = % (kocka C pobjeduje ako na njoj padne 4), dok je pp = % Ako igraju A i C, imamo
_ 42426 _ 4

pA = TS50 = g (A pobjeduje u varijantama 1° : 2na A, 1na C,2°: 5na A)ipc = 3

Primijetimo, u igri kocaka A i B, bolja je kocka B — ima veéu Sansu (vjerovatnoc¢u) na pobjedu;
u igri B i C, bolja je kocka C; u igri A i C, bolja je kocka A. Dakle, relacija "biti bolji (bolja)" u

nasem slucaju nije tranzitivna.

Ako svaka od dvije osobe odabere po jednu kocku sa namjerom da otpo¢nu opisanu igru, u boljoj
je poziciji osoba koja kocku bira nakon $to je svoju kocku veé¢ odabrala prva osoba. Naime, ako je
prva osoba odabrala A, druga ¢e odabrati B; ako je prva odabrala B, druga ¢e odabrati C; ako je prva
odabrala C, druga ¢e odabrati A. Prirodno, druga osoba uvijek bira kocku za koju je vjerovatnoca

pobjede veca.«

Primjer 2.11 Iz skupa od n osoba koje sjede za okruglim stolom, na sluccajan nacin bira se k osoba,

k < 5 . Kolika je vjerovatnoca da nikoje dvije izabrane osobe ne sjede jedna do druge?

» Numeri§imo stolice sa 1,2, ...,n, koristimo numeraciju koja prati kretanje kazaljke na satu, a
zatim sto "presjecanjem" izmedu stolica n i 1 pretvorimo u pravougaoni (stolice 1,2, ..,n se nalaze
na jednoj strani pravougaonog stola). Tokom analize, stolice na kojima sjede odabrane osobe ¢emo
obiljeziti sa a, a neodabrane sa b. U procesu racunanja broja povoljnih ishoda razmotrimo dvije

varijante.

Prva. Na stolici sa rednim brojem 1 sjedi neka od k odabranih osoba. Na stolicama 2 i n moraju
sjedjeti neodabrane osobe. Isklju¢imo stolicu n i stolice na kojima sjede odabrane osobe. Ostala
je n — k — 1 stolica na kojima sjede neodabrane osobe. Da bi rekonstruisali raspored koji nam je
generisao stolice koje su ostale, treba odabrati kK — 1 od preostalih stolica i na prvoj desnoj poziciji
smjestiti odabranu. Recimo, n = 8 k = 3. Ostale su 4 stolice, dakle rekonstrukcija krece od bbbb.
Imajuéi u vidu da je u ovoj varijanti poznato da je stolica 1 obiljeZena sa a, a stolice 2 i 8 sa b, jedan

od rekonstrukcija je recimo abbabbab. Mi smo iz ¢etvorke bbbb odabrali prvi i Cetvrti ¢lan.

Druga. Razmatra se slucaj kada na stolici 1 sjedi neodabrana osoba.

()

Primjer 2.12 Za okrugli sto sijedaju osobe iz grupe od n bracnih parova. Kolika je vjerovatnoca da

svaka od k,1 < k < n, fiksiranih Zena sjedi pored svog supruga?



»lzdvoji¢emo jednu od k fiksiranih Zena i od njene stolice tretirati permutaciju. Suprug izdvojene
7Zene moze zauzeti jednu od dvije susjedne porzicije. Svaki par stolica na kojima sjede supruznici iz
preostalih k — 1 parova (parova koje formiraju preostalih k —1 fiksiranih Zena) tretira¢emo kao jedan
element tj. blok. k£ — 1 blok i 2n — 2k osoba koje nisu ¢lanovi k izdvojenih parova se mogu poredati
na (k—1+2n—2k)! = (2n—k —1)! na¢ina. U svakom bloku svoje stolice supruznici mogu odabrati

na 2 nacina. Dakle,

~2ken—k—1)! <
PE= "o -1

Primjer 2.13 n nula i n jedinica formira slucajan niz. Kolika je vjerovatnoéa da su parovi u nizu

napravijeni od 0 ¢ 17

» Primjeri nizova: U nizu 00101101 parovi su 00; 10; 11; 01. U nizu 01101010 parovi su 01; 10; 10; 10

te niz odgovara uslovu.

Niz od n nula i n jedinica je odreden pozicijama koje su zauzele recimo nule (ostale pozicije
zauzimaju jedinice). Broj nacina da se od 2n pozicija odabere n za nule je (25) Niz koji nama

odgovara je onaj kod koga u svakom paru imamo nulu. Nula se u svakom paru moZe naé¢i na jednoj
2n

)

od dvije pozicije u paru. Dakle p =

Ekvivalentan je sljedeéi zadatak.

n osoba je izulo svoje cipele, a zatim je sa police na kojima su cipele bile ostavljene, svaka osoba
nasumece uzela po dvije cipele. Kolika je vjerovatnoéa da je svaka osoba uzela po jednu lijevu i jednu

desnu cipelu? <«

Primjer 2.14 Na dva polja Sahovske table su postavijene dame. Kolika je vjerovatnoéa da se dame

napadaju?

»Dame ¢e se napadati ako su na istoj horizontali ili isto]j vertikali ili istoj dijagonali. Ima po 8

horizontala i vertikala, po 4 dijagonale duzine 2, 3,4,5,6,7 i dvije dijagonale duZine 8. Dakle

8() +8() +2(5) +4() +4() +4(6) +4(5) +4() +4() _ 81

) R

Primjer 2.15 (Zadatak o rasijanom dekanu.) Na svecanoj dodjeli diploma bilo je n studenata i dekan

im je nasumce podijelio diplome. Kolika je vjerovatnoca da je bar jedan student dobio svoju diplomu?

» Numeri§imo studente brojevima od 1 do n. Oznacimo sa A; dogadaj da prvi student dobije

svoju diplomu, sa Ay dogadaj da drugi student dobije svoju diplomu,..., sa A, dogadaj da n-ti



student dobije svoju diplomu. Ako sa W oznafimo dogadaj &ju vjerovatnocu trazimo, tada je
W =A;UAyU...A,. Dabismo nasli P(W) primijeni¢emo Silvesterovu formulu. Nakon primjene
ove formule, treba izra¢unati vjerovatnoce presjeka raznih dogadaja iz kolekcije A4, ..., A,. Kako je
ideologija u ra¢unanju ovih vjerovatnoca ista, demonstrira¢emo racun, recimo na primjeru P(A;Ag).
n diploma se n—torici studenata moze podijeliti na n! nacina. Kada prvi i drugi student dobiju svoje
diplome, preostalih n — 2 diplome preostalim studentima (ima ih n — 2) moZze biti podijeljeno na
(n — 2)! na¢ina. Dakle, P(A;, Ag) = @ Imamo

Ako n — oo, dobijeni zbir tezi ka 1 — e™! ~ 0,6322. Zbog brze konvergencije niza — zbira, u
slucaju kada je n > 20, dobijena vjerovatnoca se odli¢no aproksimira sa 0,6322. Iz istog razloga,

rezultati se zanemarljivo razlikuju ako je, recimo, n = 100 ili n = 200.

Ovaj zadatak se moze formulisati u mnogo varijanti. Navedimo jednu. Slozili smo 100 listova,
zaduvao je vjetar i razbacao listove. Zatim smo listove nasumce ponovo slozili. Kolika je vjerovatnoéa

da ¢e se bar jedan list na¢i na rednom mjestu na kojem je bio i ranije? <
Primjer 2.16 Kolika je vjerovatnoéa da u seriji od 20 bacanja kocke ne budu zabiljeZeni svi brojevi?

» A; u seriji nije zabiljeZena jedinica,..., Ag u seriji nije zabiljeZena Sestica.

6 20 20
5 6\ 4 6\ 1
P(lJA) = 6oz — <2> o Tt <5> 0

=1

Primjer 2.17 Iz grupe od 8 bracnih parova bira se 6 osoba. Kolika je vierovatnoéa da medu izabranima

ne postoji bracnt par?

» Numerig§imo bracne parove sa 1,2,...,8. Neka je A; dogadaj da je medu izabranim osobama

bra¢ni par 1 (tj. oba supruznika), Ay bra¢ni par 2,... TraZena vjerovatnoca je

p=1—P(OAi):1_<§>E}g+(§)%_<§>(116)‘<

i=1 6 6 6

Primjer 2.18 Neka je (2,5, P) vjerovatnosni prostor 1 A; € §,i=1,2,...,n. Tada vazi

P((A) = ) P(A)— > P(AUA)
=1 1<i<n 1<i<y<n

+ Y P(AUAUA) — -+ ()P A

1<i<j<k<n i=1
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U rjeSavanju nekih vaznih vjerovatnosnih zadataka koristi se sljede¢a dobro poznata teorema iz

Kombinatorike (Teorema 1, zbirka str 37).

Teorema 2.3 Neka je prostor ishoda 2 konacan skup, § = P(Q) i Ay, Aa, ..., Ay su dogadaji. Tada
Jje
|A1A2. Ay = Q] — Z |AS| + Z |AFAG| — ... + (—1)" 1A, A,

1<i<n 1<i<j<n

Primjer 2.19 Kocka se baca do pojave svih Sest strana. Izracunati vjerovatnoéu dogadaja da ée biti

1zvedeno tacno n,n = 6, bacanja.

»  je skup n torki ¢iji su elementi iz S = {1,2,3,4,5,6}, Q| = 6. Odgovaraju n torke koje se
zavravaju sa nekim brojem iz S (6 mogucénosti), a na prvih n — 1 mjesta se nalaze svi brojevi iz S

sa izuzetkom broja koji je na n tom mjestu. n — 1 torki napravljenih od 5 brojeva (svi ucestvuju)

(e (-0 )

(vidi Teoremu (prilagodavamo je slu¢aju kada se kocka baca n — 1 puta), ako je na n tom mjestu

ima

recimo 6, tada n — 1 torke pravimo sa brojevima 1,2, 3,4, 5; skup - dogadaj A; - uestvuje lun—1

torki, skup - dogadaj As - ucestvuje 2 u n — 1 torki itd). Dakle,

651 = (= (3 ()2 ()]
6n

5 n—1 4 n—1 3 n—1 92 n—1 1 n—1

Primjer 2.20 r kuglica se razmjesta u n kutija, v > n. Kolika je vjerovatnoéa da tacno m,0 < m <

n — 1 kutija bude prazno?

» Zapisujemo redni broj kutije u koju ide kuglica 1,2, ...,r i dobijamo r torku ¢iji su ¢lanovi iz
S ={1,2,....,n},|2| = n". Odgovaraju sve r torke napravljene od n — m brojeva iz S (svi ti brojevi
ucestvuju). n — m brojeva iz S mozemo izabrati na (:1) nacina. Izabrane brojeve oznac¢imo sa
81,82, --sy Sp—m- lzrafunajmo koliko ima r torki koje nam odgovaraju. Neka je A; dogadaj-skup s;

ucetvuje; ..., Ap_n, dogadaj-skup s,_., uCetvuje. Sada je

Ay Anm| = (n—m) — <”‘1m>(n—m—1)r+(”;m>(n—m—2)r...

+(=1)"" n—m—(n-m-1)]

te je

p= bl (1) ISR (7 -



Primjer 2.21 Kocka se baca 7 puta. Kolika je vjerovatnoéa da je suma palih brojeva 277

>+ ..+ =271<2;<6.y; =2, — Liy1 + ... +yr = 20,0 < y; < 5.

y1+...+y7 = 20,0 < y; ima (266) rjeSenja. Koristicemomo formulu uklju¢enja iskljucenja. Trazimo
koliko ima rjeSenja takvih da je jedna nepoznata > 6, 27 = y7 —6;y1 + ... +yg + 27 = 14 nenegativnih
rjeSenja ima (260). Dvije nepoznate > 6, y; + ...+ y5 + 26 + 27 = 8 ima ih (151) i na kraju tri nepoznate

>6,y1+...y4+ 25 + 26 + 2y = 2 ima ih (2). Dakle,
[y 20\ (7 (7 (3] o
P=57 6 6 )\1 6 ) \2 6)\3)|

3 Uslovna vjerovatnoéa i nezavisnost dogadaja

Neka je A dogadaj iz slucajnog opita koji je matematicki modeliran trojkom (92, F,P). Ako
osim kompleksa uslova koji generiSu opit nema drugih ograni¢enja koja mogu uticati na racunanje

vjerovatnoce dogadaja A, tada kazemo da je P(A) bezuslovna vjerovatnoca dogadaja A.

Medutim, praksa Cesto namece potrebu za ratunanjem vjerovatnoce dogadaja A pri dopunskom
uslovu da je ostvaren neki dogadaj B. Takve vjerovatnoée se zovu uslovne. Koristiéemo zapis
P(A|B); njime je oznacena vjerovatnoca dogadaja A pri uslovu B (ili preciznije, pri uslovu da je

ostvaren dogadaj B).

Da bismo priblizili motive za definiciju kroz koju se ukazuje na postupak racunanja uslovne

vjerovatnoce, naves¢emo dva primjera.

Primjer 3.1 Kocka za igru se baca dva puta. Neka je A dogadaj da je u oba bacanja pao paran broj,

a B dogadaj da je zbir brojeva u oba bacanja < 6.

» Konstatujmo

odakle slijedi P(4) = &, P(B) = 2. Kako racunati P(A|B)? Izvjesno je, B je ostvareno pa se
skup ishoda suzava i redukuje na skup koji ima 15 elemenata. Medu tim elementima — ishodima

nadimo one koji odgovaraju dogadaju A. Ti elementi su {(2,2), (2,4), (4,2)}, a ovim pretrazivanjem
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je u stvari naden skup — dogadaj AB. Slijede¢i ideju iz klasi¢ne definicije vjerovatnoce imamo

Primjer 3.2 Slucajno se bira tacka iz kvadrata K duZine stranice 1. Neka su A ¢ B dva podskupa sa
K. Neka je A dogadaj da je slucajno izabrana tacka iz A, a B dogadaj da je slucajno izabrana tacka
iz B. Nadimo P(A|B).

»Bududi da je B izvjesno ostvareno, tj. sluc¢ajno izabrana tacka pripada skupu B, skup ishoda se
svodi na B. Traze¢i medu elementima skupa B one koji pripadaju skupu A, mi dobijamo skup AB.

Slijededi ideju iz geometrijske vjerovatnoce, sada imamo

mes AB  P(AB)
mes B P(B)

P(A|B) =

Posljednja jednakost slijedi iz ¢injenice mes K = 1. «

Vratimo se izlaganju teorije. Neka je (2, F, P) prostor vjerovatnoce i neka je B € F, P(B) > 0.
Definisimo preslikavanje Pp : F — [0, 1] sa:

P(AB)
P(B)

Pg(A) = P(A|B) = A€ F. (3.1)

Lako se provjerava da je Pp vjerovatnoca na JF. Nazivamo je uslovna vjerovatnoca uz uslov B.
Druga jednakost u formuli (3.1) sluzi kao obrazac za ra¢unanje uslovne vjerovatnoc¢e. Buduéi da su

primjeri (3.1) i (3.2) u svjeZzem sjecanju, jasno je odakle poti¢e motiv za drugu jednakost u (3.1).
Znadi, svaki dogadaj B za koji je P(B) > 0 generiSe vjerovatnosni prostor (2, F, Pp).

Iz jednakosti (3.1) slijedi da uz uslove P(A) > 0, P(B) > 0 vazi formula mnoZenja vjerovat-
noca
P(AB) = P(B)P(A|B) = P(A)P(B|A). (3.2)

Postoji prirodno uopsgtenje formule (3.2). Naime
P(A1As...A) = P(A1)P(A3]A1)P(A3|A1A2)...P(Ap| A1 As... Ap—1),

uz pretpostavku da su vjerovatnoée dogadaja iz uslova pozitivne.

DEFINICUJA 3.1 Konacna ili prebrogiva familija H;,i € I dogadaja u prostoru vjerovatnoée (Q, F, P)

je potpuni sistem dogadaja ako je P(H;) > 0 za svakoi € iy H; = Q.
iel
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Sljedece dvije teoreme se Cesto primjenjuju prilikom rjeSavanja zadataka.

Teorema 3.1 (Formula potpune vjerovatnoée.) Neka je H;,i € I potpuni sistem dogadaja u

vjerovatnosnom prostoru (2, F, P). Tada za svako A € F vazi

P(A) = P(A|H;)P(H;).

i€l

¢ Za proizvoljno A € F vaizi

P(A) = P(AQ) = P (AZ H) =P (Z(AH¢)>

el il

— ZP(AHi) = ZP(A|HZ')P(H¢)"

el el

Teorema 3.2 (Bajesova formula.) Neka je H;,i € I potpuni sistem dogadaja u vjerovatnosnom
prostoru (Q, F, P) i neka je A € F, P(A) > 0. Tada za svako iy € I vazi

_ P(A|H;,)P(H;,)
P(H;,|A) = S P(A|H;)P(H;)
il

¢ Iz formule proizvoda vjerovatnoca i formule potpune vjerovatnoce slijedi

P(AH;,)  P(A[Hi,)P(H,)
P(A) ;P(A\Hi)P(Hi)

P(His|A) = X

Budué¢i da dogadaji iz sistema H;,7 € I ¢ine jednu potpunu kolekciju moguéih dogadaja, gov-

oricemo da su H; hipoteze.

DEFINICIIA 3.2 Dogadaji A 1 B su nezavisni ako je
P(AB) = P(A)P(B) (3.3)

. U slucaju nejednakosti, dogadaji su zavisni.

Primijetimo da je u jednakosti iz definicije u¢esc¢e dogadaja A i B simetri¢no. Uz uslov P(A)P(B) >
0« P(A) >0A P(B) > 0 vazi

P(AB) = P(A)P(B) & P(A|B) = P(A) & P(B|A) = P(B).
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Naime, prvu jednakost smo dijelili prvo sa P(B), a zatim sa P(A). Dakle, uz formulisani uslov,
nezavisnost je ekvivalentan sa P(A|B) = P(A), tj. uslov da je ostvaren B ne utife na vjerovatnocu
realizacije A. Isto vazi kada A i B zamijene mjesta. Jednakost iz definicije obuhvata slucaj kada
je vjerovatnoca jednog od dogadaja jednaka 0. Ako je P(A) = 0 i B proizvoljan dogadaj, tada
je P(AB) = 0 te je P(AB) = P(A)P(B), tj. dogadaji A i B su nezavisni. Ako je P(A) =1
i B proizvoljan dogadaj, tada iz P(AUB) = 11 P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AB) slijedi
P(AB) = P(A)P(B). Dakle A i B su nezavisni dogadaji.

Teorema 3.3 Neka je P(B) > 0. Dogadaji A i B su nezavisni ako i samo ako je P(A|B) = P(A).

#Neka je P(AB) = P(A)P(B). Uz ovaj uslov dobijamo P(A|B) = S{75) = P(A). Obmuto, uz

uslov P(A|B) = P(A) imamo P(A|B) = P(A) = 55 = P(AB) = P(A)P(B).4

Dakle, uz uslov P(A)P(B) > 0 vazi
P(AB) = P(A)P(B) & P(A|B) = P(A) & P(B|A) = P(B).

Jednakost P(A|B) = P(A) se odnosi na slu¢aj kada je vjerovatnoca realizacije dogadaja A uz uslov
da je ostvaren dogadaj B jednaka bezuslovnoj. Dakle, realizacija dogadaja B nije "uticala" na
vjerovatnocu realizacije dogadaja A. Ako je P(A) = 0, tada je za VB € F,P(AB) = P(A)P(B)
tj. dogadaji A i B su nezavisni. Takode, za VB € F, dogadaji B i ) su nezavisni. Primijetimo,
definicija 3.2 nije optere¢ena uslovom P(A) > 0, P(B) > 0.

Kod rjesavanja prakti¢nih vjerovatnosnih zadataka, nezavisnost se obi¢no prihvata na osnovu
nasih intuitivnih predstava o opitu. Prirodno je smatrati da u opitu u kome bacamo dva novcica,
pojava, recimo grba kod jednog nov¢i¢a nema uticaja na pojavu, recimo, grba na drugom novéi¢u
(osim ako nov¢ic¢i nisu fizicki povezani npr. tankom Zzicom). Takode, to §to je neka zena rodila sina
nema uticaja na pol djeteta koje ée roditi neka druga Zena te je vjerovatnoca da su dva sluc¢ajno

1.1

odabrana novorodenceta djecaci 3 - 5.

Postoje situacije kada nezavisnost dogadaja nije ocigledna i ustanovljava se tek nakon provjere

vazenja jednakosti (3.3) (pogledati primjere (3.13) i (3.14)).

U vjerovatnodi se pojavljuje potreba za razmatranjem nezavisnosti familije dogadaja. Formalizu-

jmo.

DEFINICUJA 3.3 Neka je (2, F, P), vjerovatnosni prostor i A; € F,i € I proizvoljna familija do-
gadaja. KaZemo da je to familija nezavisnih dogadaja ako za svaki konacni podskup razlicitih

indeksa 11,19, ...,1, € I vazi

k k
P( ﬂ Ai;) =[] P(As).

=1 j=1
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Do za sada izloZenu teoriju ¢emo ilustrovati primjerima.

Primjer 3.3 Profesor je za ispit pripremio n dobrih 1 m loSih cedulja. Kolika je vjerovatnoca da

student koji cedulju izvladi kao 1 + 1 po redu, 0 <1< m+n—1, izvuce dobru cedulju?

»Neka je A dogadaj ¢iju vjerovatnocu trazimo, a By, 0V (I —m) < k < n Al, dogadaj da prvih

[ studenata izvuku k dobrih cedulja. Na osnovu formule potpune vjerovatnoée dobijamo

5 ek (65
P(A) = Z P(A|BK)P(Bk) = Z n+m—1 m+:L :
k=0V(l—m) k=0V(l—m) ( l )

Kad smo zadavali By, maksimalna vrijednost za k je bila n A l. Primijetimo, ako je n < [ tada za
k=nAl=mnvazi P(A|By) = P(A|B,) = 0 te nema potrebe da u sumi racunamo ¢lan sa indeksom
n A l. Dakle sumiranje zavrSavamo sa k = (n — 1) Al. Ako je [ < n tada je najve¢i indeks u sumi [
i on se dobija bez obzira da li je najveci indeks zadat kao n Al ili (n — 1) Al. Ovim smo opravdali

korektnost sumiranja do indeksa k = (n — 1) A L.
Nakon sredivanja opsteg ¢lana u sumi, dobijamo

S R A
P(4) = sy
n+mk:0v(l_m) ( *l 1) n+m

Naime, suma je jednaka 1. Objasnimo zbog ¢ega. U slucaju [ = 0 jednakost je ocigledna.
Skoncetrisimo se na model sa n — 1 dobrih i m logih cedulja, i cedulje izvla¢i [, 1 <I<n+m—1
studenata. Ako sa k oznacimo broj izvucenih dobrih cedulja, tada je OV (I—m) < k< (n—1)Al, a
vijerovatnoée da se izvuce k dobrih cedulja se nalaze u sumi. Sumirajuéi te vjerovatnocée dobijamo 1.

Vidimo da u rezultatu ne figuriSe [. Dakle, bez obzira na poziciju studenta u "redu", vjerovatnoca

n
m+n’

izvlacenja dobre cedulje je

Nas model sa ceduljama je ekvivalentan sa sljede¢im. U kutiji se nalazi m bijelih i n — m crnih

kuglica. Po modelu bez vra¢anja se vade kuglice. Izratunajmo vjerovatnoce da
a) je j-ta izvadena kuglica bijela?
b) su i-ta i j-ta izvadena kuglica bijele, i # 57
c) je i-ta bijela a j-ta crna, i # j7

a) Kuglice se mogu izvuéi na n! nacina. Svakom od tih izvladenja-nizova pridruzujemo istu
vjerovatnocu (mjeru) % Interesuje nas koliko ima nizova sa bijelom kuglicom na j-tom mjestu. j-to

mjesto u nizu popunjava neka od m bijelih, a ostalih n — 1 mjesta popunjavaju ostalih n — 1 kuglica.
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Dakle,
mn—1)(n—2)..1 m

n: n

MoZemo rezonovati i ovako. j ta izvadena kuglica moze biti bilo koja od n kuglica iz kutije (kuglice

m

su ravnopravne), a nama odgovara bilo koja od m bijelih. Dakle, p = .

b) j-to mjesto u nizu popunjava neka od m bijelih, i-to mjesto u nizu popunjava neka od m — 1
bijelih, a za preostalih n — 2 mjesta ostaje n — 2 kuglica. Dakle,
m(m—1)(n—2)..1 m(m—1)

p= n! - n(n—1)"

Mozemo rezonovati i ovako. Dvije bijele kuglice koje ée biti izvadene u ¢ tom i j tom vadenju moZemo
izabrati na (g‘) nacina, dvije kuglice koje ¢e biti izvadene u ¢ tom i j tom vadenju mozemo izabrati

na (g) nacina. Dakle,
B @ ~ m(m—1)
p= (”) on(n—1)"

m(n—m)

c)p= (=) 4

Primjer 3.4 Iz kutije u kojoj se se nalazi 10 bijlih, 11 crvenih i 12 crnih kuglica, po modelu a) sa
vra¢anjem; b) bez vracangja, vade se kuglica. Kolika je vjerovatnodéa da ée bijela kugica biti izvadena

prije crne?

Primjer 3.5 U svakoj od dvije kutije se nalazi po 10B ¢ 5C kuglica. Iz prve kutije se vadi kuglica,
prebacuje u drugu, zatim se iz druge vadi kuglica © prebacuje u prvu. Na kraju se iz prve kutije vadi

kuglica. Kolika je vierovatnoéa da je ta kuglica bijela?

»Uvedimo hipoteze Hy; : BB (u prvom vadenju je iz prve kutije izvucena bijela kuglica, a iz
druge kutije je izvucena bijela kuglica), Hy : BC, Hs: CB, Hy: CC. Ako sa W oznaimo dogadaj

¢iju vjerovatnocu trazimo, dobijamo

P(W) = P(W[H)P(H,)+ P(W|Hy)P(Hz) + P
2 2 11 6 2 5 11 1 10
3

P(W|H)P(Hy) = = . = . —= — .. =
+P(W|Ha) P(Hy) 5316115 16 15 3 16
216 2
3 3 16 3

Dakle, vjerovatnoée prije i poslije prebacivanja su iste.«

Primjer 3.6 Igraci A ¢ B igraju do bankrota jednog od njih. Na pocetku igrac A ima a eura, a igr¢

B ima b eura. U svakoj partiji vjerovatnoda pobjede igraca A je p, a igraca B je ¢, p+q = 1. Kad
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partiju dobije igra¢ A tada mu igra¢ B daje euro, a kad partiju dobije igra¢ B tada mu igra¢ A daje

euro. Naéi vjerovatnoéu bankrota za svakog igraca.

»Neka je p,,n = 0,1,...,a + b vjerovatnoc¢a bankrota igrac¢a A kad ima n eura. Jasno, p,+p =

0,po = 1. Neka je Hy-u prvoj partiji pobjeduje A, Hs-u prvoj partiji pobjeduje B. Sada je

pn = P(A|H1)P(H1) + P(A[H2)P(H2) = ppp+1 + qpn—1 =
(P + @Q)pn = PPr+1 + qPn—1 = ¢(Pn — Pn—1) = P(Png1 —Pn)sn=1,2,...,a+b— 1.

1
10 P=0=5:Pnt1 = Pn=Pn = Pn1 = =PL—P0=C=DPp=po+nc
+b= 1 = 1 i b a4
n=a C=—""7 =+t = 7 Pa—= » b = .
atb Pn o+ T A T ot

n

n
q n
20 p#q " [[(x—pr-1) =0" [[ 01 — &) = g1 — pn = (5) (p1—1).
k=1

k=1
atb—1 atb—1 " ay" (g)a+b
Pavb —Pn= Y (Pre1—pe)= Y (5) (=1 =P - )FF—7—
k=n k=n p

3" -G

S]]

Pa+b =0=p, = (1 —p1)

hS]

Stavljajuc¢i u posljednjem izrazu n = 0 dobijamo 1 — p; i na kraju je

b b
L )l ) R el ) M e ) S
+ +b’ +b”
(B -1 @)

Primjer 3.7 U kutiji se nalaze tri novéica. Dva su "normalna”, o treéi je iskovan tako da na obje
strane ima pismo. Slucajno se bira jedan novcéic¢ © baca éetiri puta. Naéi vjerovatnoéu da je uzet

"normalni" novdié ako je u sva cetiri bacanja palo pismo?

»Ozna¢imo sa A dogadaj da je u sva Cetiri bacanja palo pismo, sa Hj hipotezu da je uzet
"normalni" nov¢i¢, a sa Ho hipotezu da je uzet "feleri¢ni" novci¢. Primjenom Bajesove formule

dobijamo

P(A|H,)P(H .2 1
P(HI‘A):P ( ‘ 1) ( 1) — 16 3 - 5
6 tl3

(A|H1)P(Hy) + P(A|H2)P(H2) 2.
Primjer 3.8 U svakoj od dvije kutije se nalazi po N kuglica, u prvoj kutiji je My bijelih, u drugoj je
Mo bijelih. Slucajno se bira kutija, a zalim se iz nje po modelu sa vracanjem vadi n kuglica. Sa Hy
oznacimo hipotezu da je izabrana prva, a sa Ho hipotezu da je izabrana druga kutija. Neka je W

dogadaj da su sve izvadene kuglice bijele. Izracunati P(Hi|W), k =1,2.
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M \"
0.5(%) My
0,5(4)" +0,5(4)" M+ Mg

Ako je My < M, tada je lim P(H;|W) = 1. U ovom slu¢aju, znanje o realizaciji dogadaja W
n—oo

> P(Hy|W) = k=1,2.

suftinski mijenja nasu apriornu informaciju o hipotezama H; i H. <

Primjer 3.9 U kutiji se nalazi 91 kuglica i svaka moZe biti bijela ili crna. Iz kutije je po modelu
bez vracanja izvuceno 19 kuglica i medu njima je registrovano 7 bigelth 1 12 crnih kuglica. Naéi

najujerovatniji prvobitni sastav kutije.

»Oznacimo sa Hy hipotezu da je u kutiji k, £k = 0,1, ..., 91, bijelih kuglica. Naravno, P(Hy) = 9—12
za svako k. Oznagimo sa A dogadaj da je izvuceno 7B i 12C kuglica. Nakon primjene Bajesove

formule dobijamo

Py A) = L EDPAIH) P
:ZOP(Hi)P(A\Ho ;0 P(A|H,)

Zadatak trazenja maksimuma za P(Hj|A) ekvivalentan je zadatku traZenja maksimuma za P(A|Hy).
Imamo 01k
P(A|Hk;) — (7) (9112 ) )
(10)
Nakon krace analize se dobija P(A|Hy) < P(A|Hy41) za k < 321 P(A|Hy) > P(A|Hy41) 7a k > 33.
Odavde zaklju¢ujemo da je najvjerovatniji sastav kutije 33B 1 58C. Primijetimo da je % -91 =~ 33

te mozemo konstatovati da dobijeni rezultat korespondira sa nafom intuicijom.«

Primjer 3.10 U svakoj od n kutija se nalazi b bijelih i ¢ crnih kuglica. Iz prve se kutije u drugu
prebacuje jedna, zatim se iz druge u trecu prebacuje jedna,.... Kolika je vjerovatnoéa da se iz n-te

izvadi bijela kuglica?

» Hi., k=1,2,...,n je dogadaj da se iz kte kutije izvadi bijela kuglica.

c o b+ P(H,
P(Hyy1) = P(Hyq1 | Hy)P(Hy) + P(Hypq | Hp) P(Hg) = b+c(+l;)’ 19 .n—1
Iz P(Hy) = 52 slijedi P(Ha) = ... = P(H,) = 2.

Primjer 3.11 U kutiji je k kuglica, svaka od njih sa vjerovatnoéom % (nezavisno od ostalih) moZe biti
bijela ili crna. Iz kutije n puta vadimo kuglicu, model sa vraéanjem. Izmedu izvadenih kuglica m su

bijele, 0 < m < n. Kolika je vjerovatnoéa da u kutiji ima tacéno s bijelih kuglica (0 < s < k)?
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» P(H, | W) = 1 = k1 m n—m -
X PWIH)P(H) % (1) (1) (-1) "M%
]; sM(k—s)n™m
RUETEY
= (i

Primjer 3.12 Iz skupa {1,2,...,n} jedan za drugim se biraju dva broja. Kolika je vjerovatnoéa da je

razlika izmedu prvog i drugog izvadenog broja > m,0 < m < n?

>PW)= D POVIH)P(H) = %(nil nil toe T;:T) - ZEST 2
i=m+1

Primjer 3.13 Iz kompleta od 32 karte, slucajno se vadi karta. Neka je A dogadaj da je izvucena karta
as, a B dogadaj da je izvucena karta krsta. Da li su dogadaji A i B nezavisni?

» P(A) = % =1, P(B) =% =1, P(AB) = 35 (postoji samo jedan as krsta). Dakle P(AB) =
P(A)P(B) te su dogadaji A i B nezavisni. Da li se nezavisnost naruSava kada se u komplet stavi

"prazna" karta? <

Primjer 3.14 U kvadratu K = (0,1) x (0, 1) sluc¢ajnio se bira tacka. Neka je A dogadaj da je izabrana
tacka iz oblasti A = {(x,y) : (x,y) € K,x > a}, 0 <a <1 ineka je B dogadaj da je izabrana tacka
iz oblasti B = {(x,y) : (z,y) € K,y > b}, 0 <b < 1. Da li su dogadaji A i B nezavisni?

Primjer 3.15 U kutiji se nalaze cetiri kuglice na kojima su zapisani redom brojevi 2, 3,5, 30. Iz kutije
se vadi kuglica. Oznacimo sa Ay, k € {2,3,5,30} dogadaj da je broj na izvucenoj kuglici djeljiv sa
k.

»Imamo

P(As) = P(A3) = P(As) = =, > = P(A3A3) = P(A3)P(A3)

)

N
>~ =

= P(A245) = P(A2)P(As5) = P(A3A5) = P(A3)P(45),

= P(AxAsA5) # P(A2) P(A3)P(A5) =

e

Dogadaji As, As, As su nezavisni u parovima, ali ne i u ukupnosti.«

Primjer 3.16 Kocka se baca dva puta. Izdvojimo dogadaje

A= {('Lv]) D J € {17275}}’ B = {(Z’]) D J € {4’576}}7
C={(i,j): i+j=09}
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Imamo,

pa mozemo konstatovati

P(AB) # P(A)P(B) i P(ABC) = P(A)P(B)P(C).

Primjer 3.17 U svakom susretu igraci A i B imaju jednake Sanse da osvoje bod. Pobjeduje igrac koji
prvi osvoji 6 bodova. Naéi vjerovatnoéu dogadaja da pobijedi igraé A ako trenutno vodi rezultatom
4:2.

»Sa A éemo simboli¢ki oznacavati pobjedu igraca A u pojedinaénojigri, a sa B pobjedu igraca B u
pojedinac¢nojigri. B ¢e biti ukupni pobjednik ako se ostvari neka od shema BBBB, ABBBB, BABBB,
BBABB, BBBAB. Zbog podrazumijevane nezavisnosti izmedu igara, imamo da je vjerovatnoca

pobjede igraca B

it it 3
PE=5"9"2'27%'27272" 27 1¢°
a vjerovatnoéa pobjede igraca A je pg = ? <

Primjer 3.18 U populaciji je 2% oboljelih. Kada se testira oboljela osoba test je pozitivan sa vjerovat-

noéom 0,99, a kad se testira zdrava test je pozitivan u 0,5% slucajeva.
a) Kolika je vjerovatnoéa da je test pozitivan?

b) Ako je test pozitivan, kolika je vjerovatnoca da je testirana oboljela osoba?

> A- test je pozitivan, H; - testira se oboljela osoba, Ha - testira se zdrava osoba. P(H;) =
0,02, P(Hy) = 0,98, P(A|Hy) = 0,99, P(A|H3) = 0,005. a) Nakon primjene formule potpune
vjerovatnoce dobijamo P(A) = 0,0247. b) Nakon primjene Bajesove formule dobijamo P(H;|A) =
0,8016. «

Primjer 3.19 Kolika je vjerovatnoéa da se u seriji bacanja kocke tri uzastopne Sestice pojave prije

dvije uzastopne jedinice?

» Neka je p; vjerovatnoca ostvarivanja naseg dogadaja ako serija pocinje sa 6, py ako serija pocinje
sa 1, p3 ako serija pocinje sa 2, 3,4 ili 5 i p vierovatnoca ostvarivanja naSeg dogadaja. Nakon primjene

formule potpune vjerovatnoce, dobijamo

_1 Jr1 Jr4
Pf6p1 61?2 62?3-
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Potrazimo p;. Serija je pocela sa 6 i moze biti nastavljena sa 6, 1 i nekim od "neutralnih" brojeva
2,3,4,5. Ako je "nastavak" 6 moguéi su sljedeci nastavci do konacne realizacije naSeg dogadaja:
Prvi sljedeéi broj je 6 i time se trazeni dogadaj realizuje, prvi sljedeé¢i broj je 1, dvije prethodne
Sestice gube na znacaju i ulazimo u model koji pocinje sa 1, prvi sljedeéi broj je neki od "neutralnih"
i ulazimo u model koji pocinje sa "neutralnim" brojem. Ako je "nastavak" 1 ulazimo u model koji
pocinje sa 1. Ako je "nastavak" neki "neutralni" broj ulazimo u model koji pocinje sa "neutralnim"

brojem. Sada dobijamo

1 4 1 4
+ —p2 + —p3) + —p2 + —p3 <= 36p1 — Tpa — 28p3 = 1.

(1
6 6 6 6 6

pP1=

CD\P—‘

Sli¢no potrazimo ps i ps i dobijemo jos dvije jednacine: p; — 6pa + 4ps = 0, p1 + p2 — 2p3 = 0. Nakon

rjeSavanja sistema jednacina dobija se p = 7/50. <

Primjer 3.20 Kocka se baca n puta. Kolika je vjerovatnoéa da se Sestica pojavi paran boj puta (za

potrebe zadatka nulu racunati kao paran broj)

» Neka je H; hipoteza da serija pocinje sa Sesticom, Hs hipoteza da poéinje nekim drugim brojem

i neka je p,, traZzena vjerovatnoéa. Imamo,

1 2 5
Pbn = P(Hl)(l —pn—1) + P(HQ)pn—l = 6 + gpn—l, p1 = 6

1
Nakon rjesavanja formirane rekurzivne relacije dobijamo p, = 5(1 +(2/3)"). -«

Primjer 3.21 Kocka se baca n puta. Kolika je vjerovatnoca da se u seriji bacanja ne pojavi par PP

(pismo, pismo)?

» Neka je H; hipoteza da serija polinje pismom, a Hs hipoteza da pocinje grbom. U slucaju
ostvarivanja Hi, trazeni dogadaj ¢e se realizovati ako se u sljede¢em bacanju dobije grb i u preostalih
n — 2 bacanja ne ostvari par PP. U slucaju ostvarivanja Ho, traZeni dogadaj ¢e se realizovati ako
se u sljede¢ih n — 1 bacanja ne pojavi par PP. Dakle,

11 1

—— =1.
Dn = 22pn 2+ 2pn 1, Po = P1

Nakon rjegavanja formirane rekurzivne relacije, dobija se traZzeno p,. <

Primjer 3.22 Izvodi se serija bacanja se novcica, u slucaju padanja grba igra¢ dobija jedan poen, u
slucaju padanja pisma igrac¢ dobija dva poena. Poeni se sabiraju. Kolika je vjerovatnoca da ée igrac

u jednom trenutku imati n poena?

> D1 =502 = 3,00 = 3Pn-1 + 5Pn-2= P =5+ (—1)" 550 <



4 Slucajne promjenljive (veli¢ine)

DEFINICUJA 4.1 Neka je (Q, F, P) vjerovatnosni prostor. Funkcija X :  — R je sluéajna prom-
jenljiva ako je za svaki polusegment [a,b) skup S = {w : X(w) € [a,b)} € F tj. dogaday.

Izostavljanjem uslova, pojavio bi se neprihvatljiv slu¢aj da za neki polusegment [a, b) "upadanje" X

u [a,b) nije dogadaj.

Svaka slucajna promjenljiva X generife vjerovatnocu-vjerovatnosnu mjeru na jednoj familiji
skupova sa R. Mjera nije zadata na P(R). Ta vjerovatnoca se naziva raspodjela slu¢ajne promjenljive
X, koristi se oznaka Px. Vjerovatnoc¢a-mjera skupa iz pomenute familijie jednaka je vjerovatnodi sa
kojom X "upada" u skup. Px(a) = P{X =a}, Pxl[a,b) = P{w: X(w) € [a,b)}.

Slu¢ajnom promjenljivom X svakom moguéem ishodu w € €2 pridruzujemo njegovu numericku
karakteristiku-obiljezje X (w). Ako se u opitu realizovao ishod wy tada kazemo da je slu¢ajna prom-
jenljiva "uzela" vrijednost X (wp). Vrijednost-broj X (wp) je realizacija slu¢ajne promjenljive X. U

terminologiji koja je uobiCajena u fizici moze se reéi da slucajna promjenljiva mjeri ishode.

Primjer 4.1 Neka je A € § i neka je

0, we A°
IA(W)::{l weA

Slucajna promjenljiva I4 se naziva indikator dogadaja A. Iz definicije slijedi, T4 = 1 ako i samo
ako se ostvari dogadaj A. Informacija da je I4 uzeo vrijednost 1 implicira da je u opitu ostvaren
dogadaj A. «

DEFINICIJA 4.2 Za slucajnu promjenljivu ¢iji je skup realizacija konacan ili prebrojiv kaZemo da je

diskretnog tipa. Ako je kodomen konacan, tada govorimo o prostoj sluéajnoj promjenljivoj.

Standardni nacin biljeZenja raspodjele vjerovatnoce diskretne sluc¢ajne promjenljive X je dat tabelom

r1 T2 X3

b1 P2 P3

X :

Primjer 4.2 Tetraedar na cijim su stranama zapisani brojevi 1,2,3,4 baca se dva puta. Neka je X

zbir palih brojeva.
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Imamo, Q = {(1,1),(1,2), ..., (4,4)}, § = P() i P je indukovano ¢injenicom da je P(w) = =,Vw €

Q. Formirajmo skupove

A ={X(w) =2} ={(1, )}, A2 = {X(w) =3} = {(1,2), (2, )},
Az = {X(w) = 4} = {(173)a (272)7 (37 1)}aA4 = {X(w) = 5} = {(174)7 (4a 1)7 (273)7 (37 2)}
As = {X(w) = 6} = {(2a4)7 (47 2)7 (3>3>}7A6 = {X(W) = 7} = {(3>4>a (473)}aA7 = {X(w) = 8} = {(474)}

ineka je x1 = 2,29 = 3,23 = 4,24 = 5,25 = 6,26 = 7,27 = 8. Sada je

7
X(w) = Z zipla, (W),
k=1

a raspodjela slucajne promjenljive X je data shemom

w

X :

SRS
Sl
IS
sk o
o= =
G~ o

=

Naime,
pr=P(Ar),k=1,2,...,7. <

Primjer 4.3 Slucajna promjenljiva X je broj bacanja kocke do prvog uzastopnog padanja dva ista broja.

k—2
PIX 6:5:5:5-5551 _ 1[5
{ _k}_w—g(g> Jk=23,4....

Primjer 4.4 Kocka se baca deset puta. Naci raspodjelu slucajne promgjenljive X koja je jednaka broju

pojavljivanja brojeva djeljivih sa tri.
Opit tretiramo kao Bernuilijevu shemu sa 10 ponavljanja (bacanja) opita u kome su ishodi padanje

broja koji je djeljiv sa 3-uspjeh i padanje broja koji nije djeljiv sa 3-neuspjeh. Vjerovatnoca uspjeha

Je % Slu¢ajna promjenljiva X prebrojava uspjehe te mozemo konstatovati X : B(10, %), iza Cega

10\ /1\* /2\'0*
pcn = (M) () ()" koo

Primjer 4.5 r cdestica se rasporeduje na n orbita oko atomskog jezgra. Naci raspodjelu slucajne prom-

stoji

jenljive X koja je jednaka broju cestica rasporedenih na orbiti koja je najbliza jezgru.

Pozicioniranje svih &estica na orbitama tretiramo kao Bernulijevu shemu, uspjehom se smatra

pozicioniranje ¢estice na orbiti najblizoj jezgru. Vjerovatnocéa uspjeha je %, r Cestica bira orbitu te

jeX:B(r,%). Nt _—
P{X =k} = (k) (;) (1—ﬁ> k=0,1,2,...r
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Primijetimo, ako je r = 2n tada

Qk
P{X =k} — Ee*“',n —00,k=0,1,2,... <

Grani¢ni slu¢ajevi binomne raspodjele dovode do dvije znacajne raspodjele: Puasonove i nor-

malne.

Teorema 4.1 Neka je S, : B(n,pn), (n € N) i neka je lim np, = \,0 < X\ < co. Tada za svako
n—oo
k=0,1,2,... vazi

Uvedimo oznaku np, = A,. Na osnovu uslova imamo lim A, = A. Za proizvoljno k = 0,1,2,..
n—oo

imamo
nn—1)...(n—k+1) /A\\* A\ "k
Pis.1) - () (- 2y
{Sn } k! n n
A\E A 1 k—1 A\ -k AR
= i(1—l>n(1—f)...(1— )(1—l) A 'Y
k! n n n n k!
Granicne vjerovatnoce iz prethodne teoreme su vezane za realizacije k, k = 0,1,2,..., a kako je
oo
%e”‘ =1 to teorema sugeriSe slu¢ajnu promjenljivu So, = X sa raspodjelom
k=1
)\k
P{X =k} = Fa—& k=0,1,2,...,A>0.

Za ovako raspodijeljenu sluc¢ajnu promjenljivu kazemo da ima Puasonovu raspodjelu sa parametrom
A 1 koristimo zapis X : P(\). Puasonova raspodjela je rasprostranjena u praksi. Puasonovu raspod-
jelu ima: broj ukljudivanja na web sajt u toku sata, broj odsteta koje u toku mjeseca svojim
klijentima isplati osiguravajué¢a kompanija, broj zemljotresa u nekom podruéju u toku deset godina.
Navesc¢emo primjer u kojem su n i p u relaciji iz teoreme. Radioaktivni elementi emituju « Cestice
u savrseno slucajnim momentima. « Cestica je jezgro helijuma i ona nastaje u trenutku kada se
raspadne atom radioaktivnog elementa. U djeli¢cu radijuma mase 1 pikogram (pikogram, oznaka
pg—10712g) ima 10'? atoma. Za proizvoljni atom radijuma vjerovatnoc¢a da se raspadne u toku
jedne sekunde je p = 10712 i atomi se nezavisno raspadaju. Broj a estica koje "grumen" radijuma

mase 5pg emituje u toku sekunde ima P(5) raspodjelu.

Ako je S, : B(n,p,) tada na osnovu Teoreme (4.1) za velike n i male p,, vazi priblizna formula
)\k
P{S, =k} =~ ]776_%’ k=0,1,2,...,n, A\, = npn.
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Ova aproksimacija se obi¢no upotrebljava ako je n > 20, np, < 10.

Primjer 4.6 Kolika je vjerovatnocéa da medu 1000 sluc¢ajno odabranih osoba njth cetvoro slavi rodendan

prvog januara?

Slu¢ajna promjenljiva X koja medu odabranim "prebrojava'" osobe rodene prvog januara ima B(1000, %)

raspodjelu koja se aproksimira sa P(2,73) raspodjelom. Dakle, traZena vjerovatnoca je
(2,73)*

T6_2’73 =0,151.

Primjer 4.7 U kutiji je n bijelih i m crnih kuglica. Slucagno se a) po modelu sa vraéanjem, b) po
modelu bez vraéanja, izvlact k,1 < k < n+m kuglica. Naéi raspodjelu slucajne promjenljive X koja
je jednaka broju izvucenih bijelih kuglica. Preciznije je, broju izvlacenja u kojima je izvucdena bijela

kuglica, ali prva formulacija je opsteprihvaéena.

n
n+m’

a) X : B(k, ;1) jer je vjerovatnoca izvlafenja bijele kuglice u svakom izvlacenju

b)
(1) (%)
(")

Raspodjela zadata sa (4.1) se naziva hipergeometrijska i koristi se notacija X : H(n,m, k).

P{X=1}= , max{0,k —m} <! < min{n, k}. (4.1)

n
m-+n

U slucaju kada

—p, 0<p<1, n— oo, tada
kN 1 ke
P{X =1} — L A=0,1,....k,p=1—¢q, n — co.
Dakle, grani¢na raspodjela je binomna. «
Primjer 4.8 Na¢éi raspodjelu slucajne promjenljive koja je
a) jednaka broju ponavljanja neuspjeha (ili prosto broju neuspjeha) do ostvarivanja prvog uspjeha,
b) jednaka broju ponavljanja opita do ostvarivanja prvog uspjeha,

¢) jednaka broju neuspjeha do ostvarivanja r tog uspjeha, v > 1.

Vierovatnoca uspjeha je p.

a) P{sz}qup,k:0,1,2,....;kquk:1%1:1_
=0
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b) PIY =k} =¢"'pk=1,2,..; 3 pd"~ 1 = 1.
k=1

¢) P{Z =k} = ("N = (T pdb = () (—9)" k=0,1,2,..

Raspodjela iz a) se naziva geometrijska sa parametrom p i koristi se notacija X : G(p), a iz ¢)
negativna binomna sa parametrima r i p i koristi se notacija Z : Bi(r,p). U slucaju r = 1 dobija

se geometrijska raspodjela. Primijetima da je Y = X 4 1.
Funkcija raspodjele slu¢ajne promjenljive
DEFINICIJA 4.3 Funkcija raspodjele vjerovatnocée slu¢ajne promjenljive X (ili kratko funkcija

raspodjele) je funkcija Fix = F': R — [0, 1] zadata sa

F(z)=P{X <z} =P{w: X(w) <z}, z€R.

Primjer 4.9 Nowvci¢ se baca dva puta. Neka je X broj palih pisama. Imamo:

Q = {(GG). (GP), (PG), (PP)},§ = B(Q)

i vjerovatnoéa se zadaje tako sto se svakom elemntarnom ishodu pridruzi vjerovatnoca %.

= O
D= =
= DN

Za x < 0 imamo F(z) = P{w: X(w) < 2} = P{0} =0.

Za 0 <z <1 imamo F(z) = P{w : X(w) < 2} = P{(GG)} = 1/4.

Za 1<z < 2imamo F(z) = P{w: X(w) < 2} = P{(GG), (GP),(PG)} = 3/4.
Za x> 2 imamo F(z) = P{w: X(w) < 2} = P{Q} = 1.

Funkcija raspodjele slu¢ajne promjenljive X je

0, <0
Flz) = 1/4, 0<z<1
3/4, 1<xz<2

1, ©>2
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3/4 -
1/4 pt— :
‘ : »
) 1 2 x

Grafik funkcije raspodjele za Primjer 1.9.

Primijetimo da se raspodjela slu¢ajne promjenljiva X moze procitati sa grafika funkcije F(z).
Naime, tatke u kojima funkcija F'(x) ima skok su vrijednosti slu¢ajne promjenljive, a veli¢ina skoka

jednaka je vjerovatnodi sa kojom se uzima odgovarajucéa vrijednost. «
Naveséemo svojstva funkcije raspodjele.
a) F(x) je monotono rastué¢a funkcija.

b) F(—o0) = lim F(z)=0, F(oo) = lim F(z)=1.

T—r—00 T—00

c) Za Vx € R vazi F(x —0) = F(x) tj. funkcija F(z) je neprekidna sa lijeve strane u

svim tackama.
d) Neka je [a,b) proizvoljan segment na realnoj pravoj. Tada je

P{X € [a,b)} = F(b) — F(a). Dokazimo.
{w: X(w) €a,b)} ={a <X <b} ={X <b} \{X <a},
dobijamo
P{X €a,b)} = P{X <b}\{X <a}} =P{X <b} — P{X <a}=F(b) — F(a).
e) Neka je x( proizvoljan realan broj. Vazi: P{X =z} = F(z¢ 4+ 0) — F(x9).

g) Neka je Fy funkcije raspodjele vjerovatnoce slu¢ajne promjenljive X. Neposredno iz f) slijedi:

funkcija F'x je neprekidna u tacki zg ako i samo ako je P{X =z} = 0.
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DEFINICUJA 4.4 Funkcija F : R — [0,1]: koja je
19 monotono rastuéa,
20 neprekidna sa lijeve strane i
30 F(—o0) =0, F(oo) =1

se naziva funkcija raspodjele.

Teorema 4.2 Neka je F(x), € R funkcija raspodjele. Tada postoje vjerovatnosni prostor (2, §, P)

1 slucagna promjenljiva X na njemu takvi da je Fx = F.

DEFINICIIA 4.5 Za slucajnu promjenlyivu X kaZemo da je apsolutno neprekidnog tipa ako pos-

toji nenegativna funkcija g tokva da je

T

Fx(z) = / g(t)dt za Vo € R. (4.2)

—00

Za raspodjelu slucajne promgjenljive apsolutno neprekidnog tipa kaZemo da je apsolutno neprekidnog

tipa.

Funkcija Fx(z) je neprekidna te je za svako xg € R, P{X = zp} = 0. Funkcija g se naziva
o
gustina slu¢ajne promjenljive X ili prosto gustina od X. Jasno, [ g(t)dt = Fx(oc0) = 1.1z
—0o0
Analize znamo da u svim tackama neprekidnosti funkcije g vazi F'(z) = g(x).

Neka je [a,b) proizvoljni polusegment na realnoj pravoj i neka je X slu¢ajna promjenljiva apso-

lutno neprekidnog tipa sa funkcijom raspodjele F' i funkcijom gustine g. Imamo

b a b
P{X € [a,b)} = F(b) — F(a) = /g(t)dt— /g(t)dt:/g(t)dt.

Teorema o srednjoj vrijednosti integrala implicira
P{zo < X <x0+ Az} = g(zo)Ax + o(Azx), Az — 0,

gdje je g gustina slu¢ajne promjenljive X.

Teorema 4.3 Nenegativna funkcija g je funkcija gustine neke slucajne promjenljive X ako 1 samo

ako vazi [ g(t)dt =1.

—00
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Teorijski dio izlaganja o raspodjelama apsolutno neprekidnog tipa é¢emo zavr§iti konstatacijom

da se u literaturi pojavljuje definicija koja je ekvivalentna sa definicijom (4.5).

DEFINICIIA 4.6 Za slucajnu promjenlyivu X kaZemo da je apsolutno neprekidnog tipa ako pos-

toji nenegativna funkcija g takva da je za svaki [a,b)
b
P{X € [a,b)} = /g(t)dt.

Primjer 4.10 Neka je slucayna promjenljiva X jednaka izabranom broju u opitu slucajnog izbora broja

sa intervalu (a,b). Za proizvoljni interval (c,d) C (a,b) imamo

d

d—c 1
= dt
b—a /b—a

Plc< X <d} =

te zakljucujemo da je gustina

g(t):{ e € (ab),
0, t¢(a,
Sada je
x 0, z<a,
Fw)= [ gwit=1{ g5 a<a<h
—o0 1, z2>0b.

Za sluéagnu promjenljivu X kaZemo da ima ravnomjernu (uniformnu) raspodjelu na intervalu
(a,b) i koristimo zapis X : U(a,b). Buduéi da je realizacija slucajne promjenljive X jednaka slucajno

izabranog tacki-broju sa (a,b), koristi se formulacija: X je slucajna tacka sa intervala (a,b). <

Primjer 4.11 Slucajna promjenljiva X ima eksponencijalnu raspodjelu sa parametrom X, ako je
njena gustina g(x) = e ™ x>0, A > 0. Koristimo notaciju X : E(\).

Primjer 4.12 Slucajna promjenljiva X ima normalnu raspodjelu sa parametrima m i o2, ako je
njena gustina
(z —m)?

e 202 |z €R.

Koristimo notaciju X : N'(m,o?). 4

Postoje algoritmi koji modeliraju konkretne raspodjele. U rezultatu, algoritmi generisu brojeve

-podatke koji su po realnoj pravoj "razbacani" u skladu sa modeliranom raspodjelom.
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5 Slucajni vektori

DEFINICIJA 5.1 Funkcija X = (X1,X2) : Q@ — R? se naziva slu¢ajni vektor ako je za svaki
pravougaonik [a1,b1) X [az,b2) skup {w: (X1, X2)(w) € [a1,b1) X [az,b2)} dogadaj.

Teorema 5.1 Funkcija X = (X1, Xa) : Q — R? je slucajni vektor ako i samo ako je svaka funkcija

X;,i=1,2 slucajna promjenljiva.

DEFINICIJA 5.2 Za slucajni vektor ¢iji je skup realizacija konacan ili prebrojiv kaZemo da je diskretnog

tipa.

Primjer 5.1 Inicijalni opit u kome posmatramo dogadage
k k
A Y A= 1<i<kk>3PA)=p,Y pi=1
=1 =1

ponavljamo n puta, opiti su nezavisni. Neka je Si broj opita u kojima se realizuje dogadaj A1,
So broj opita u kojima se realizuje dogadaj As, ..., Sk broj opita u kojima se realizuje dogadaj Ag.
Primggetimo, S1 + So + ... + Sk = n. Imamo

P{(Sla‘527 >Sk') = (nlanQa 7nk')} = P{Sl = n175’2 = N2, 7Sk’ = nk}

|
n! n
= — ' 'pﬁlp;”...pk’“,nl,ng, vy = 0,n1 +n9 + ... +np =N
ny!nel..ng_qIng!

Znamo da je

(pr+p2+ ... +pp)" = > T P Py P
) NNt Mp—1-N:
n1+n2+...+nk—n

Slucagni vektor (S1,S2, ..., Sk) tma polinomnu raspodjelu i koristimo zapis
(S1,52, ..., Sk) : M(n, p1,p2, ..., Dk)-

Primjer 5.2 Na intervalu (0,1) sluéagno biramo n tacaka. Naéi raspodjelu sluéajnog vekotora (S1,S2,S3)
gdje je Sy broj izabranih tacaka sa (0,1/6), Sa broj izabranih tacaka sa (1/6,1/2), a S3 broj izabranih
tacaka sa (1/2,1).

n!

P{(S1,S2,83) = (n1,n2,n3)} = 7(1/6)"1(1/3)"(1/2)" , n1,n2,n3 = 0,m1 + ng + ng = n,

n1!n2!n3.

(51752,53) : M(n, 1/6, 1/3, 1/2). <«
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DEFINICIJA 5.3 Slucajni vektor X = (X1, X3) je apsolutno neprekidnog tipa ako postoji neneg-
ativna funkcija g : R> — R, takva da je za svaki pravougaonik [a1,b1) X [ag, ba)

P{(X1,X2) € [a1,b1) x [az,b2)} // g(u,v)dudv.

[a1,b1)X[az2,b2)

Primjer 5.3 Neka je slucajni vektor W = (X,Y) jednak koordinatama slucajno izabrane tacke iz
oblasti G € R%. Za proizvoljnu oblast g C G

B mes(g) B 1
P{W e g} = mes(G) //mes(G)dudv
g

te zakljucujema da je gustina slucajnog vektora W

g(u,v) = { . 0, (w,v)¢G,

mes G’ (U,U) c G

Za slucagni vektor W kazZemo da ima ravnomjernu (uniformnu) raspodjelu na oblasti G i koristimo

zapis W : U(G). Slucajni vektor W se naziva sluc¢ajna tacka sa G. <

Neka je (X,Y) diskretni slu¢ajni vektor sa raspodjelom

P{(X, Y) = (xi,yj)} sz‘,jJ = 1,2, ,] = 1,2, '”’Zzpivj =1.
(2]

Potrazimo marginalne raspodjele.

ql:P{X:l'z}:P{X:.’El, E {Y:yj}}z E P{X:$Z,Y:yj}: E pi,j-
J J J
Sli¢no, r; = P{Y =y;} = > pi;-
7

Primjer 5.4 Tri kuglice se na slucajan nacin razmjestaju u tre kutije. Neka je X broj kuglica u prvoj
kutiji, a Y broj zauzetih kutija. Naéi raspodjelu sluéagnog vektora (X,Y). Da li su X i Y nezavisne

slucajne promjenljive?

»Kutije ¢emo oznacavati brojevima 1,2 i 3, a za ishode ¢emo proglasiti trojke kod kojih su
"koordinate" odredene rednim brojem kutije u koju se smjesta redom, prva, druga, treca kuglica.
Zmadi,

Q=1{1,1,1),(1,1,2),(1,2,1),...,(3,3,3)}, Q@ = 27.
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Sada je, recimo, (X,Y)(1,2,1) = (2,2). Pokazimo na jednom primjeru kako se dobijaju elementi

tabele kojom je zadata raspodjela vektora (X,Y). Npr.
Plw: (X,Y)(w) = (1,2)} =

= P{(1,2,2),(2,1,2),(2,2,1),(1,3,3), (3,1,3), (3,3,1)} = %

Raspodjela slu¢ajnog vektora (X,Y) se moze predstaviti tabelom

“x|o 1 2 3
2 1
1 |2 0 0 &
6 [ 6
2 |y o o 0
6
3 o & 0 o0
Sada imamo,
0 1 2 3 1 2 3
Xig 1906 1 1V 3 18 6
27 27 27 27 27 27 27

Vijerovatnoce sa kojima slucajna promjenljiva X uzima odgovarajuée vrijednosti se dobijaju sumi-
ranjem elemenata iz kolone u kojoj se nalazi odgovaraju¢a vrijednost. Kad se radi sa slucajnom

promjenljivom Y, ulogu kolone preuzima vrsta.

Pokazimo da su komponente X i Y zavisne slu¢ajne promjenljive. Dovoljno je primijetiti da je

6 6 18 4
PUXY) = @22} = S Px =2pply =2y = S0 L
Primjer 5.5 Slucajne promgjenljive X 1Y su nezavisne, X : P(N), Y : P(u). Naéi raspodjelu slucajne
promjenljive Z = X +Y.

» H = {Y =1},1 = 0,1,2... Zbog nezavisnosti komponenti X i Y, nakon primjene formule

potpune vjerovatnocée dobijamo

k k
P{Z=k}=) P{X+Y=kY=03P{Y=1}=) P{X=1-kP{Y =1}
=0 =0

~) Fsg k
_€ Z b= A+ )" s
—T (l)u)\ —Te 17]{:—071-..

Dakle, Z : P(A+ ). «

Primjer 5.6 Kocka se baca do prvog padanja Sestice. Neka je X broj registrovanih parnih o Y broj

registrovanih neparnih brojeva. Naéi raspodjelu slucajnog vektora (X,Y).
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P{(X,Y) = (k,1)} = (l‘”; N 1) (%)l(%)k_lék —1,2,..,1=0,1,2,...

Primjer 5.7 Iz kutije u kojoj su nalaze kuglice sa brojevima 1,2,...,100 po modelu bez vracanja se
1zvlact 10 kuglica. Naci raspodjelu slucajne promgenljive Yg-Sesti po velicini medu izvucenim broje-

VIMa.

(k—l) 100—k)
10

Primjer 5.8 Iz kutije u kojoj se nalaze kuglice numerisane brojevima 1,2, ..., 60, po modelu bez vracanja
se vadi 10 kuglica. Naéi raspodjelu slucagnog vektora (Y1,Y10) gdje je Y1 najmangi, a Yio najveéi od

1zvadenth brojeva.

(l—k—l)
P{(Y1,Y10) = (k, )} = ~—g"
6 Matematicko ocekivanje, disperzija i koeficijent korelacije

Neka je & slucajna promjenljiva sa raspodjelom P{{ = x;} = p;, i = 1,2, ..., k. Opit u kome se po-
javljuje sluc¢ajna promjenljiva £ ponavljamo n puta u uslovima koji garantuju nezavisnost opita. Neka
su u tih n ponavljanja opita registrovane sljedece realizacije slu¢ajne promjenljive &: ag,ag, ..., an.
Nadimo aritmeticku sredinu registrovanih realizacija tj.

k
al+ ... +ap v;
= E Ti—,
n - n
=1

gdje je v; broj registrovanih realizacija x;. Ako 2t tj. relativnu frekvenciju registrovanja realizacije
k
x; u nasoj seriji zamijenimo sa p; dobijamo veli¢inu Y x;p; = E¢ koja se naziva matematicko

i=1
ocekivanje slucajne promjenljive £. U sluc¢aju kada je n veliko, ©* =~ p;, zakon velikih brojeva, te u

tom slucaju konstatujemo da je
a1+ ...+ an

n

B¢~

Dakle, matematicko ocekivanje slu¢ajne promjenljive je priblizno jednako aritmetickoj sredini real-
izacija slucajne promjenljive u dugoj seriji. Aritmeti¢ke sredine realizacija iz nekoliko dugih serija

¢e se grupisati oko matematickog ocekivanja.

34



DEFINICIJA 6.1 Neka je & slucajna promgjenljiva sa raspodjelom P{¢ = x;} = pi, i = 1,2,...,k.
Matematic¢ko ocekivanje slué¢ajne promjenljive £ v oznaci

k
Ef = Z Tipi.
=1

DEFINICIJA 6.2 Neka je & slucajna promjenljiva sa raspodjelom P{¢{ = x;} = pi, i = 1,2,....

Matematic¢ko ocekivanje sluéajne promjenljive £ u oznaci

[o@)
E¢ = Z TiPi,
i—1

ako ovaj red apsolutno konvergira. Ako red ne konvergira apsolutno, tada kaZemo da slucajna prom-

jenljiva € nema matematicko ocekivange.

Objasnimo zbog Cega se zahtijeva apsolutna konvergencija reda. Prisjetimo se jednog detalja iz

matematitke analize.

o5 n
Primjer 6.1 Ako u razvoju In(1 +x) = — > (_Zf) , —1 <2 <1, stavimo x = 1, dobijamo
n=1
(o]
(—1)nHl 1 11 1 1
In2 = (- )+ (- -
n2=), =P+ GE-P+ R
n=1
Potrazimo
PR S AP S WS SOUSUE S SR Lt
2 47 '3 6 38 4024 2

Znaci, u redu i # smo ispremgjestali clanove (drugacije ih poredali, drugacije indeksirali) i
na taj nacin s;;L:ol dobili red koji konvergira ka drugoj vrijednosti. Ovu moguénost pregrupisavanja
clanova u red ¢ija je suma razlicita od sume polaznog reda, daju uslovno konvergentni redovi. Kod
apsolutno konvergentnih redova, bez obzira na pregrupisavanje — preindeksiranje ¢lanova reda, suma

reda je uvijek ista. 4

Ako red f x;p; uslovno konvergira tada njegova suma zavisi od poretka ¢lanova. Zbog toga,
za razlicite ;z):o;etke ¢lanova, aritmeticke sredine realizacija se grupiSu oko razli¢itih brojeva Sto je
u suprotnosti sa konceptom matematickog ocekivanja kao jedinstvenog broja oko kog se gupiSu
aritmeticke sredine realizacija. Apsolutno konvergencija obezbjeduje nezavisnost sume od poretka

¢lanova te nema anomalije o kojoj smo govorili.

Iz definicije (6.1) je jasno da svaka prosta slu¢ajna promjenljivaa ima ocekivanje (¢esto se prefiks

matematicko izostavlja).
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Jednostavno se dokazuju sljedec¢a svojstva matematickog ocekivanja diskretnih sluc¢ajnih prom-

jenljivih. Sva navedena svojstva vaze i u opStem slucaju.
S1) |[EX| < E|X]|.
S2) Ec = ¢, c je konstanta.
S3) Ako je X <Y, tada je EX < EY.
S4) E(a1 X1+ -+ +apXp) = a1 EXy + -+ apnEX,,.

S5) Neka su X i Y nezavisne diskretne sluc¢ajne promjenljive. Tada je EXY = EXEY'.
Primjer 6.2 Neka je S, : B(n,p). Tada je

= " n kon—k _ . n (n—1)! k-1 (1) _
ES, kzok<k>w pkzl(k:—l)!(n—l—(k—l))!p q [[=k—1]

n—1

1
_ (n=1! o (D i n—1_
—nplz_%“(n_l_l)!pq —nplz_% T =+ =

Primjer 6.3 Naéi ocekivanu sumu brojeva koji se izvlace u igri LOTO (izvlaci se T brojeva iz skupa
{1,2,...,39}).

»Neka je X prvoizvuceni broj, neka je Xy drugooizvuceni broj itd. Imamo

39

1 2 ,
X, _ 1 ,i=1,2,...7.
39 39 39
Jednaka raspodijeljenost sluc¢ajnih promjenljivih X;, ¢ = 1,2,...,7, je posljedica ¢injenice da je

vjerovatnoéa da recimo, broj 13 bude izvuéen u prvom izvlacenju ista kao i vjerovatnoca da bude
izvucen u drugom, tre¢em itd., dakle uvijek je %. Situacija je analogna onoj iz primjera 3.3. Trazena
suma je W = X1 +---+ X7, pa je

1
EW = EXy+-+ EX; =T o(1 42+ +39) = 140.

Zahvaljujuéi aditivnosti ocekivanja, ocekivanje slu¢ajne promjenljive W smo nasli bez prethodnog

trazenja raspodjele ove sluc¢ajne promjenljive. <

DEFINICIJA 6.3 Neka je X apsolutno neprekidna slucajna promjenljiva sa gustinom g(x). Matem-

aticko ocekivange slucajne promjenljive X u oznaci

o0

EX = / zg(z)dz,

—0o0
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ako ovaj integral apsolutno konvergira. Ako integral ne konvergira apsolutno, tada kaZemo da slucajna

promjenljiva X nema matematicko ocekivange.

Zbog tijesne veze na relaciji sumiranje — integraljenje (sjetimo se da je integral uopstena suma) i

veze na relaciji vjerovatnoca — funkcija gustine, ovakva definicija je bila o¢ekivana.

Sljededa teorema ima veliki teorijski i prakti¢ni znacaj.

Teorema 6.1 Osnovna teorema za matematicko ocekivanje. Neka je X apsolutno neprekidna

slucajna promjenljiva sa gustinom g(x) i neka je f: R — R. Tada je

Ef(X) = / f(@)g(x)de.

Dakle, o¢ekivanje slu¢ajne promjenljive Y = f(X) mozemo dobiti bez prethodnog traZenja njene

funkcije raspodjele.

Primjer 6.4 X : U(a,b), EX =

8=
)
Ts
S
o
8
I
)
wolt
(=
A

Primjer 6.5 X : £(\), EX = [ Aze Mdr = 1. <
0

o (If”m)2
Primjer 6.6 X : N (m,0?), EX = \/2;7_& re 202 dr =

g

oo 02 0o
= \/% [ e”zdv=m, gdje je v =2 Koristili smo poznati rezultat [ e dx = V7. <
—0o0

—00

Zadrzimo se za trenutak na slucajnim prmjenljivim

-1 1 —100 100
X: 11 1 : 1 I
2 2 2 2

Ocigledno, EX = EFY = 0 iako su X i Y bitno razli¢ite slu¢ajne promjenljive (i na ovom primjeru
se vidi da je matematicko o¢ekivanje manje informativno od funkcije raspodjele). Znacenja slucajne
promjenljive X su "bliska" ocekivanoj vrijednosti, a znacenja slucajne promjenljive Y su "daleko"
od ocekivane vrijednosti. Veli¢ina koja mjeri stepen koncentracije slu¢ajne promjenljive oko njenog

ocekivanja naziva se disperzija.

DEFINICIIA 6.4 Disperzija DX slucajne promjenljive X se zadaje sa
DX =: E(X — EX)?.

37



Jednakost iz definicije disperzije potencira da je ova karakteristika mjera odstupanja sluca-
jne promjenljive od njenog o¢ekivanja. Neposredno racunanje disperzije je ponekad jednostavnije

sprovesti pomoé¢u jedne od dvije jednakosti.
DX = E(X—-EX)?=EX?-EQ2XEX)+E(EX)?=EX?-2EXEX+(EX)? = EX?—(EX)?%
DX =EX(X —1)+ EX — (EX)~
Evidentira¢emo svojstva disperzije.

a) DX >0, D(cX) =c>DX, D(X +c¢) = DX, c je konstanta.
n

b) Bijenemeova jednakost: Akosu Xy, ..., X, nezavisne slu¢ajne promjenljive, tada je D (Z Xi) =
i=1

n
> DX;. Zaista, zbog nezavisnosti imamo
i=1

i=1 i=1

+EY (Xi— EX))(X; — EX;)) =Y BE(X; — EX;)*+

i£j i=1
> E((X; - EX;)(X; - EX;)) =Y _ DX;+ > (EX; - EX;)(EX; - EX;) =Y DX
i#j i=1 i#j i=1

n
ai)> =3 a? + Y a;a;, u posljednjoj sumi je n? — n sabiraka.

=t

Koristimo: (

=1 =1 i#£]
) 0 1
Indikator [4 : ,p=P(A),q=1-p.
L—=p p

Iy =13, Ely =p; DIy = EI§ — (E14)* =p — p* = pq.
Binomna raspodjela. S, : B(n,p); P{S, =k} = (})p"¢" ", k=0,1,..,n.

Pokazimo da je S, = Ia, + Ia, + ... + 14,, gdje je A;;i = 1,2,...,n dogadaj da se u i-tom
opitu ostvari uspjeh. S, je broj ostvarenih uspjeha u seriji od n ponovljenih opita. Sumandi su
jednaki 0 ili 1 u zavisnosti od toga da li je u odgovarajuéem ponavljanju ostvaren neuspjeh ili uspjeh.
Suma je jednaka broju sumanada koji su jednaki 1 tj. broju ostvarenih uspjeha. Dakle, jednakost je
korektna. Dogadaji A; su zbog nezavisnosti opita nezavisni, a samim tim su nezavisni i odgovarajuéi

indikatori. I na kraju
ES, = Elg +Elq, + ...+ Ely, =np.

DS, = l)IA1 —|—DIA2 + ... +DIAn = npq.
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U analizi koja slijedi, koristi¢emo:

(o0 /
1
kot = a:k = , —l<x<l1.
; Z 1_95 (

p 1—12)2
oo oo k 22 " 9
k=2 k 2

Geometrijska raspodjela. X : G(p); P{X =k} =¢*p,k=0,1,2

EX =Y kpd* =pg > kg" =1,
k=0 k=1

—q
p2

2

DX = EX(X — 1)+ EX — (EX)?=p¢® 3 k(k— 1)¢* >+ 1 - %

3

Negativna binomna raspodjela. X : Bi(r,p),r > 2;

7

ktr—1
P{sz}z( :fil >qkpr,k:0,l,2,...

X=X1+Xo+..+X,, gdje je X;,1 <7< r, broj neuspjeha od ostvarivanja ¢ — 1-og uspjeha do

ostvarivanja i tog uspjeha. Promjenljive X; su nezavisne i svaka ima G(p) raspodjelu pa je EX = =2
DX =1

Hipergeometrijska raspodjela. X : H(n,m,k)

P{X = l}—((ZJ(Fm) max{0,k —m} <! < min{n, k}.

e

0 1 o 1
X =1Ta +1a,... +1a,; 1a;: o idada; () NEE
n+m  m+n (m;‘”)
Aj,1 < j <k jedogadaj da se u j-tom izvlacenju izvuce bijela kuglica. Imamo:
_ k
EX = .

k
= BE(Y I,)? —EZI2 +E Y Ialy, —ZEP + Y Elgls, =
=1 i=1 1#£] i=1 1#£]

— kn —l—(k:Q—k) (g)

et @5l

_ kmn(m+4n—k)
DX = (m+n)2(m+n—1)"

Puasonova raspodjela. X : P(\); P{X =k} = ),‘C—I;e_’\,k =0,1,2
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S L o A1y XS AR
k=1 k=1 ) k=0

DX =EX(X 1)+ EX — (EX)? =Y k(k—1)Are? + A= A2 = 2 4 A - A2 =\,
k=2

Primjer 6.7 X : U(a,b), DX

Primjer 6.8 X : £()\), DX = [ \z?e”
0

Primjer 6.9 Neka je X : N(m,0?). Imamo

o0
r—m)? _@=—m?
DX =E(X -m)*= / @M 25 e — 2. <
( ) V2mro?
—0o0
U slucaju m = 0,02 = 1 koristi se oznaka X* : N(0,1) i cita: slucajna promjenljiva X* ima

standardnu normalnu raspodjelu.
Primjer 6.10 Iz spila od 52 karte slucajno se po modelu bez vracanja izvlaci 10 karata. Naéi EW i

DW, gdje je W broj izvuéenih asova.

W : H(4,48,10).
Primjer 6.11 Deset osoba ulazi u lift u prizemlju sedmospratne zgrade. Neka je W broj zaustavljanja

lifta do izlaska svih putnika. Naéi EW ¢ DW.

Neka je A;,1=1,2,...,7 dogadaj lift se zaustavlja na i-tom spratu.

0 1
W =14, +...IA7. IAi: 610 610
70 7o

Primjer 6.12 U kutyji se nalaze listice na kojima su zapisans brojevi od 1 do 20. Iz kutije se po modelu

sa vraéanjem izvlaci 10 listica. Neka je X broj zabiljeZenih brojeva. Naéi EX i DX.

Aji=1,2

0 1
IAl 1910 1910
200 1~ om0

Primjer 6.13 Deset pisama se nasumce stavlja u deset koverata. Neka jw W broj osoba koje dobiju

odgovarajuée pismo. Izracunati EW ¢ DW.
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0 1 0 1
Lag: g sladay: 1 1
0 10 l-57% o910

Primjer 6.14 Duvadeeset kuglica se stavlja u deset kutija. Neka je W broj slobodnih kutija. Izracunati
EW ¢ DW.

Ai,i=1,2,..,10, i-ta kutija je slobodna. W = T4, + ...+ 14,,.

0 1
IAZ- : 920 920
1= 16w 10w

Teorema 6.2 (CebiSovljeva nejednakost.) Ako slucajna promjenljiva X ima EX?, tada je za
svako € >0
EX?

P{|X|>e} < 2

Dokaz. Definigimo sluc¢ajnu promjenljivu

v — 0, akoje|X|<e
| &, akoje |X|>e

Ocigledno, Y < | X| = Y2 < X2, pa je

EX?> EY?=¢*P{|X| >¢c}.¢
Posljedica 1. P{|X — EX| > ¢} < 2—‘2)(, za svako ¢ > 0.

Teorema 6.3 (Bernulijev zakon velikih brojeva.) Neka je S, : B(n,p). Tada

lim P{‘Sn—p‘>£}: (6.1)
n—oo n

S D3» 1-— 1
P{ :—p’>g}< 5211 :feqz:p(nEQP) S Ine? — e

i tvrdenje implicira teorema o policajcima.4

Komentar. Iz iskustva znamo da u opitu u kome n puta bacamo novéié¢, n je veliko, relativna
ucestalost palih pisama ne odstupa "mnogo" od % Da li navedena konstatacija vazi za svaku seriju

bacanja? Recimo, u seriji u kojoj u ¢etvrtini bacanja padne pismo, relativna uéestalost pisama je
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% te "mnogo" odstupa od % Polaznu konstataciju treba preciznije formulisati. Nova formulacija ée

dati dublji smisao lai¢ko] interpretaciji sa pocetka komentara.
Neka je € proizvoljan pozitivan broj i

W:{w; >e}.

W je dogadaj da u seriji od n bacanja nov¢i¢a, relativna frekvencija palih pisama odstupi od %

Sp(w)

vige od e. Kako su serije jednako vjerovatne, P(W) je koli¢nik broja serija koje odgovaraju W i 2.

Bernuli ne ra¢una P(W) ve¢ dobija ocjenu

1
P{w: >e} < Ine

Ocjena implicira: ako broj bacanja nov¢i¢a tezi beskona¢nosti, tada vjerovatnoéa dogadaja da rela-

tivna frekvencija palih pisama odstupi od % viSe od datog broja e tezi 0. Upravo receno je precizna

formulacija Bernulijevog zakona velikih brojeva. Primjenom ocjene se rjesava zadatak: naéi n tako

p{w ;

Rezultat se dobija nakon rjeSavanja nejednacine ﬁ < C.

da je za zadate pozitivne € i ¢

Uskoro ¢emo naéi bolju ocjenu za P{ | Sn—” —pl|> e}.

Stepen zavisnosti izmedu slu¢ajnih promjenljivih se rac¢una pomoéu koeficijenta korelacije.

DerINICIA 6.5 Kovarijacija izmedu slucajnih promjenljivih X iY je cov(X,Y) := EXY—-EXEY,

a koeficijent korelacije izmedu slucajnih promjenlyivih X 1Y je

_cov(X,Y) EXY - EXEY
Pxy * VDXDY DXDY

Pokazuje se da je |py | < 11 py, = +1 akoisamo ako je Y = aX +b. Takode, ako su sluc¢ajne
promjenljive X i Y nezavisne, tada je EXY = EXFEY, te je p,, = 0. Obrnuto, kao sto pokazuje

sljedeéi primjer, ne vaZi.

Primjer 6.15 Nowcié se baca dva puta. Pojavi pisma pridruzujemo 0 poena, a pojavi grba jedan poen.

Neka je X suma poena kod bacanja, a Y razlika poena kod drugog @ prvog bacanja. Naci py .
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»Raspodjela vektora (X,Y) je data tabelom

YWX|0 1 2

-1 /0 % o0

1 1

0 |17 0 3

1 |0 3 0
01 2 -1 0 1 -1 0 1
Xoog g oY &Y
4 2 4 4 2 4 4 2 4

Dakle, X 1Y su zavisne slucajne promjenljive iako je p, = 0. <

Primjer 6.16 Kocka se baca n puta. Neka je X broj palih Sestica, a 'Y broj palih jedinica. Naci py .

n
> X = > 14, A; je dogadaj da u i-tom bacanju padne Sestica.

i=1
n
Y = ) Ip;, Bj je dogadaj da u j-tom bacanju padne jedinica.
j=1
EX=FEY=z-n, DX=DY =2 -n,

EXY = EZZIAIB _ZEIAIB +3 N Elalp,

=1 j=1 1]

=3 N B Elp, = ”3;”

1#£]

jer su ¢lanovi u prvoj sumi jednaki nuli (ne moZemo istovremeno registrovatii 11 6), u drugu sumu

2

ulazi n — n ¢lanova (odbacujemo one kod kojih je i = j), a vjerovatnoc¢a da u i-tom bacanju padne

Sestica, a u j-tom jedinica je %. Nakon ove analize ostaje da objedinimo podatke i zakljuéimo da

: 1
Je pX,Y =5 <

RjesSenja primjera koji su oznaceni sa B su u dodatku crtezi.

Primjer 6.17 B U jednakostrani¢nom trougly ABC duZine stranice 1 slucajno se bira tacka T. Sluca-

jna promjenljiva X je rastojanje od tacke T do stranice AB. Naéi raspodjelu slucajne promjenljive
X i EX.

Primjer 6.18 B U jednakostranicnom trouglu duzZine stranice 1 slucajno se bira tacka T.
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a) Slucajna promgjenljiva X je rastojanje od tacke T do nagblize stranice trougla.
b) Slucajna promjenljiva X je rastojange od tacke T' do najudaljenije stranice trougla.

Nacéi raspodjelu slucajne promjenljive X 1+ EX.

Primjer 6.19 B U pravilnoj kupi polupreénika osnove R i visine H slucajno se bira tacka T'. Neka je
slucagna promjenljiva X rastojanje od tacke T' do ose kupe. Naéi raspodjelu slucajne promjenljive X
i EX.

Primjer 6.20 Tacka T se slucajno bira u zarubljenoj kupi ¢ije su osnove krugovi K1 = {(x,y,z2) :
2?4+ 92 <4, 2=0} i Ko ={(z,y,2) : 22 + 4% < 1, z = 1}. Neka je W rastojanje tacke T od z ose.
Naéi raspodjelu slucajne promjenljive W i EW.

Primjer 6.21 Na intervalu (0, 1) slucajno se bira tacka T koja ga dijeli na dva intervala. Neka je W

duzina intervala koji natkriva tacku M(%) Naéi raspodjelu slucajne promjenljive W ¢ EW .

Primjer 6.22 Na intervalu (0,1) slucajno se bira tacka T. Neka je W rastojanje od tacke T do tacke
M(0,8). Naéi raspodjelu slucagjne promgenljive W i EW.

7 Centralna grani¢na teorema

Teorema 7.1 Klasi¢na centralna grani¢na teorema. Za niz X,,n = 1,2, ... nezavisnih, jed-
nako raspodijeljenih slucajnih promjenljivih, EX), = a, DXy, = 02,5, = X1+ ... + Xp, k=1, ...,n,

vazi:

(Vo € R)P{S”;Za

V2r

xr
1 _i2
<x}—>— e 2dt,n — oo.
no
—0o0

x 2
Bududi da je P{S’%/%l < x} funkcija raspodjele slu¢ajne promjenljive S’%:;‘, a \/% i e~ Tdt
—00

n
funkcija raspodjele slu¢ajne promjenljive X* : N'(0,1), tvrdenje teoreme moze biti formulisano na

sljedeéi naéin

S, —ES, r
———" = N(0,1
T (0,1)
i ¢itamo: raspodjele niza slutajnih promjenljivih So=ES konvergiraju ka standardnoj normalnoj

vDS,
raspodjeli (m = 0,02 = 1). CGT se moZe interpretirati i na sljedeéi nacin: slu¢ajna promjenljiva
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Su=na ima asimptotski standardnu normalnu raspodjelu tj. u sluéaju velikih n-ova slu¢ajna prom-

Vno?
jenljiva
S, — na
no?

ima priblizno AV(0, 1) raspodjelu. Nakon dijeljenja sa n brojioca i imenioca u izrazu S”T/%l dobijamo

jos jednu interpretaciju: u sluc¢aju velikih n-ova sluéajna promjenljiva

Sn_ \Vn
n o
ima priblizno N (0, 1) raspodjelu.

PosLiEDICA 7.1 Moavr-Laplasova teorema. Neka S, : B(n,p). Tada

S, —np

1 [ e
(VJSER)P{W<$}—>\/§/6 2dt,n—>oo,

. Sp—np R oo Sn n R

Komentari.

1. CGT je robustna. Uslovi iz klasitne CGT se mogu oslabiti a da tvrdenje teoreme vazi.
Slabljenje uslova se prevashodno odnosi na odbacivanje nezavisnosti i jednake raspodijeljenosti sabi-

raka. Nezavisnost se zamjenjuje uslovom slabe zavisnosti. CGT vaZi i za sluajne vektore.

2. CGT se primjenjuje u rjeSavanju zadataka u kojima treba odrediti P{S, € W}, W C R.
Koristi se ¢injenica da u slucaju velikog n, slucajna promjenljiva % ima priblizno A(0, 1)

raspodjelu. Zbog brze konvergencije, aproksimacija je odli¢na i za umjerene vrijednosti n.

3. Bez obzira na ¢lanove niza X, (zbog jednostavnosti komentar vezujemo za klasi¢nu CGT), u

sluéaju velikog n sluéajna promjenljiva S:L/_DLSS" ima priblizno N (0, 1) raspodjelu-interpretira se kao
uniformnost tj. tvrdenje vazi istovremeno za sve sume. Za sve nizove X, za koje je EXy = a, DX =

o2 vazi: za veliko n slu¢ajna promjenljiva S, ima priblizno N (na,no?) raspodjelu. lako slucajne

promjenljive koje imaju isto ocekivanje i disperziju mogu biti bitno razli¢ite, njihovi zbirovi (broj
¢lanova sume je velik) su u vjerovatnosnom smislu identi¢ni-imaju istu raspodjelu. Sve razli¢itosti

su nestale.

4. Ako su X1, Xo, ..., X,, nezavisne slu¢ajne promjenljive i svaka ima N(m, o?) raspodjelu, tada
Su /\/’(m,"%) Sto je ekvivalentno sa (% - m)@ : N(0,1),8, = X1 +...X,. Vidimo da je

n
nakon osrednjavanja sa¢uvana normalna raspodjela, stim da je disperzija znatno manja od dis-

Sn

perzije sumanada. ZakljuCujemo da su realizacije 22 skoncetrisane oko m. CGT tvrdi da analogan
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rezultat vazi i u opStem sluc¢aju. Naime, ako su Xi, ..., X,, nezavisne i jednako raspodijeljenje sluc¢a-
jne promjenljive, EX; = m,DX; = o2, tada za veliko n, slu¢ajna promjenljiva %" ima priblizno
N (m, %2) raspodjelu §to je ekvivalentno sa (& — m)@ :N(0,1), 8, = X1 +..X,,.

n

Primjer 7.1 Kocka se baca 100 puta. Kolika je vjerovatnoéa da je zbir palih brojeva izmedu 340 ¢ 3707

»Sa X, k=1,2,...,100, oznaimo rezultat k-tog bacanja. Jasno
1 2 3 4 5 6 35
X , EX;, =35, DX, =—,k=1,2,...,100.
11 1 1 1 1 12
6 6 6 6 6 6

100
Zbir palih brojeva je Sipo = Y. Xk.
k=1

Niz vjerovatno¢a u CGT brzo konvergira, 100 je dovoljno velik broj pa je opravdano traZziti
rezultat kao sto to radimo u redovima koji slijede. Iako koristimo aproksimaciju, zbog njene izuzetne
preciznosti, nakon primjene CGT neéemo upotrijebiti simbol za pribliznu vrijednost veé¢ simbol

jednakosti.

340 — 350 < S100 —100-3,5 370 — 350

v \/100 - 35 ST

= ®*(1,17) + *(0,59) = 0,379 4 0,222 = 0,601. <

P{340 < S100 < 370} =P

Primjer 7.2 Informacionim kanalom se prenose binarni nizovi. Zbog prisustva bijelog Suma u kanalu,
vjerovatnoca pravilnog prijema odaslanog znaka je 0,55. Zbog toga se svaki znak salje n puta, a
odluka o poslanom znaku se donosi nakon utvrdivanja znaeka koji se cesée javlja. Naéi najmangje n

za koje je vjerovatnoca pravilne odluke > 0.99.

»Smatra¢emo da je uspjeh pravilno primljeni znak. Kod nas je p = 0,55, ¢ = 0,45, dok S, :
B(n,p) predstavlja broj pravilno primljenih znakova. Pravilnu odluku donosimo ako je S, > §.

Sada imamo

P{Sn>2}:P Sn—0,55n>0,5n—0,55n —1_a _0,05\/ﬁ
2 VG J/0.55-0.451 /0.2475

0,05./n 0,05/n
DOV 0,99 = VT 9 33 = 537, <
/0, 2475 2475) /0, 2475 "

:0,5—|—<I>*<

Primjer 7.3 Strijelac pogada metu sa vjerovatnoéom 0,4 i gada u nju 150 puta. Naéi bar jedan interval

u kojem ée se sa vjerovatnocom > 0,8 nalazili broj pogodaka.
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»Slucajna promjenljiva Siso : B(150;0,4) predstavlja broj pogodaka. TraZzi¢emo interval oblika
(A, B).

A — 60 Sis0 — 60 B — 60
P{A< S Bl =P
{4 < S100 < B} { 6 /500406 6
A — 60 B —60
=0.8= —o—=-128 =1,28 = A =52,32, B = 67,68

te je zbog cjelobrojnosti broja pogodaka trazeni interval (52,68). Interval je tim bolji §to je kraci.
Cilj dobijanja najkraceg intervala se ostvaruje izborom simetri¢nog intervala (%; %). Naime,
od svih intervala za koje je vjerovatnoé¢a da u njih "upadne" X* konstantna, najkraéi je simetri¢an

interval. «

Primjer 7.4 Koliko puta treba baciti novéi¢ pa da sa vjerovatnoéom > 0,95 odstupanje relativne

ucestalosti padanja pisma od % bude < 0,027

» Muavr-Laplasova teorema nam daje moguénost da nademo n za koje je sa vijerovatnoéom > «
(prirodno je raditi sa « koje je blisko 1) odstupanje relativne frekvencije posmatranog dogadaja od
vjerovatnoce tog dogadaja manje od nekog malog €. Sa dobijenim rezultatom sebi mozemo dati za
pravo da u nekom smislu predvidamo buduénost. Naime, kad u nekom konkretnom vjerovatnosnom
zadatku nademo vjerovatnocu p nekog dogadaja A, a zatim nademo i gore pomenuto n, tada mozemo
sa velikom dozom uvjerenosti tvrditi da ¢e nakon n ponavljanja opita, relativna frekvencija dogadaja
A biti blizu broja p.

Potrazimo n u konkretnom slucaju.

p{’s —0,5‘ <0,02} _p{‘sn—w‘wko,oz%} — 20°(0,04/7)
n n

> 0,95 = 0,04y/n > 1,96 = n > 2401.

Koriséenjem nejednakosti Cebisova dobijamo grubu aproksimaciju broja n.

S S
0,95<P{ ”—0,5‘ go,oz} :>P{‘”—0,5’ >o,o2} <0,05
n n
1
> <0,05 = n > 12500. <
4n(0,02)

8 Uvod u statistiku

Razliku izmedu vjerovatnosnih i statistickih zadataka é¢emo ilustrovati konkretnim primjerom.
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Vjerovatnosni zadatak. U kutiji se nalaze kuglice na kojima su zapisani brojevi 1,2, ...,10. Iz
kutije se po modelu sa vracanjem izvla¢i 5 kuglica. Kolika je vjerovatnoca dogadaja A da se bar

jednom izvute kuglica sa brojem 10? P(A) =1 — (% )10.

Statisticki zadatak. U kutiji se nalaze kuglice na kojima su zapisani brojevi od 1 do N, N
je nepoznato. Po modelu sa vra¢anjem izvuceno je 5 kuglica i na njima su zabiljeZeni brojevi
x1,T2,...,x5. Namecée se zadatak koji je iz domena statistike i glasi: kako na osnovu registrovanih
podataka ocijeniti nepoznato N7 Metod maksimalne vjerodostojnosti rjeSava zadatak i za ocjenu NV
predlaze max xp. Ovakav izbor ocjene odreduje konstatacija da je od svih modela, u modelu N =

\\

mkax x) najveéa vjerovatnoca da se registruju brojevi koje smo registrovali. Logika je, popularno
1<k<5

govoreéi, opredijeli se za model u okviru koga je najrealnije da se ostvari ono $to se ostvarilo.
Napravite analizu ako su zabiljeZeni podaci, recimo 4,1, 3,4,6. Vjerovatnocéa ove petorke u modelu

—6‘]e()5,umodeluN—7Je()5 itd. <

U vjerovatnodi se u zadatom vjerovatnosnom modelu traze vjerovatnoce zadatih dogadaja. Statis-
tika rjefava u izvjesnom smislu inverzan zadatak. U statistici se, izmedu ostalog, razraduju metodi
kojima se na osnovu sakupljenih podataka trazi adekvatan vjerovatnosni model koji te podatke
produkuje. RjeSavanje svih statistickih zadataka podrazumijeva sakupljanje podataka. Stoga se

nerijetko moze ¢uti da je statistika nauka koja razraduje postupke zakljuc¢ivanja na osnovu podataka.
Osnovne statisticke pojmove ¢emo pribliziti na jednostavnom modelu.

Model kutije sa listicama. U kutiji se nalazi N listica, N je poznato, na kojima su zapisani
razli¢iti i nama nepoznati brojevi wy < wa < ... < wy. Neka je X broj na slu¢ajno izvucenoj listici.

Slu¢ajnu promjenljivu X nazivamo obiljezje, broj na listici obiljezava listicu. Jasno,

w, w2 ... WN
* X @ 11 1
N N N

Kako brojeve na listicama ne znamo, matematicka formalizacija nas obavezuje da konstatujemo:
obiljezje X ima raspodjelu koja pripada familiji raspodjela zadatih sa *, odgovaraju sve N-torke
Wi, .y, WN, W1 < ... < wp. Iz kutije po modelu sa vra¢anjem vadimo n listica. Neka je slu¢ajna prom-
jenljiva X7 broj na listici koju vadimo u prvom izvla¢enju, Xs u drugom,..., X,, u n-tom. Slu¢ajne
promjenljive X7, ..., X, su nezavisne i raspodijeljene kao X. Slucajni vektor (Xi, Xs,..., X,,) nazi-
vamo prost slu¢ajni uzorak (random sample), karakteriu ga nezavisnost i jednaka raspodijeljenost
komponenti. Neka su realizacije sluc¢ajnih promjenljivih X7, ..., X,, tj. opservirane-registrovane vri-

jednosti obiljezja na izvuéenim listicama x1, ..., z,,. Vektor (z1, ..., x,) nazivamo realizovani uzorak.

Razmotrimo model u kome se listice izvlace bez vracanja. Neka je X/ broj na listici tj. obiljezje
listice koju vadimo u prvom izvlacenju, X} u drugom,..., X}, u n-tom, n < N. Promjenljive X7/, ..., X/,
su zavisne i raspodijeljene su kao obiljezje X, provjeriti. Slucajni vektor (X7, ..., X]) se naziva

uzorak. <
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Znamo da je sakupljanje podataka prvi korak u realizaciji mnogih nau¢nih projekata. ObiljeZje,
ozna¢imo ga sa X, je slu¢ajna promjenljiva koja predstavlja numericku karakteristiku nekog fenom-
ena iz oblasi istrazivanja. Navedimo nekoliko primjera. Iznos koji osiguravajuéa kompanija isplacuje
klijentu po osnovu pretrpljene Stete; broj uklju¢ivanja na neki web sajt u toku sata; maksimalna

godignja temperatura u Podgorici; koeficijent inteligencije stanovnika Crne Gore.

DEFINICUJA 8.1 Neka obiljezje X ima funkciju raspodjele F'(x). Prost slu¢ajni uzorak (random
sample) obima n iz raspodjele F(x) je slucajni vektor (X1, Xo, ..., Xy), gdje su X1, ..., X;, nezavisne

slucajne promgjenljive sa istom funkcijom raspodjele F(zx).

Za komponente Xi,..., X, se kaze da su nezavisne kopije obiljezja X. Prost slucajni uzorak je
matematicki model statistickog eksperimenta koji se sastoji od n nezavisnih registrovanja vrijed-
nosti (opservacija, mjerenja) obiljezja X. Mi ¢emo ubuduce po pravilu raditi sa prostim sluc¢ajnim
uzorkom i kratko ¢emo ga nazivati uzorkom. Prije sprovodenja eksperimenta, vrijednosti koje éemo
dobiti su slu¢ajne promjenljive X7, Xo, ..., X, registrovane vrijednosti zavise od slu¢aja, u razli¢itim
serijama "kupljenja podataka" dobijamo razli¢ite podatke-rezultate. Kada je eksperiment sprove-
den dobijamo vektor (1, z2, ...,z )-realizovani uzorak, brojevi x1, ..., x,, su registrovane vrijednsti.
llustracija svega navedenog je primjer kutije sa listicama. Istu svrhu ima i primjer sa web sajtom,

bié¢e uskoro izloZen.

Cesto se na osnovu predznanja o izuCavanom fenomenu moze pretpostaviti da raspodjela obiljezja
X pripada nekoj familiji R koju nazivamo familija dopustivih raspodjela. Znamo za korespon-
denciju izmedu raspodjele i funkcije raspodjele sluc¢ajne promjenljive te familiju dopustivih raspod-
jela identifikujemo sa familijom odgovarajuéih funkcija raspodjele. Navedimo dva primjera. Prema
Gausu, rezultat mjerenja fizicke veli¢ine je slu¢ajna promjenljiva X : N(m,o?). Gaus je analizom
rezultata mnogih mjerenja raznih fizickih veli¢ina, dakle eksperimentalno, potvrdio tacnost svoje
tvrdnje. Tvrdenje je teorijski potkrijepio sa CGT. Naime, X = m + ¢, m je stvarna i nepoznata
(zato se mjeri) vrijednost fizicke veli¢ine, a € je greska mjerenja. Fe = 0 ako ne postoji sistematska
greska koja se obino vezuje za neispravni instrument. Atmosferski procesi, mehanicke turbulencije i
mnogi drugi faktori "izbacuju" instrument iz stanja stabilnosti i instrument produkuje greske. Zbog
brojnosti gregaka rije¢ je o modelu iz CGT. Stoga, je ukupna greska e : N(0,02) i X : N(m,o?),

parametar o2 govori o preciznosti mjerenja.

Mi ¢emo raditi sa parametarskim familijama raspodjela, koristi se oznaka {F(z,0),6 € ©}, 0
je parametar. O je skup dopustivih vrijednosti parametra ili krace parametarski skup.
Funkcije raspodjele iz familije generiSe parametar 6. Parametar 6 mozZe biti ili broj ili vektor. U
primjeru sa mjerenjem, parametarska familija je {N(m,0?),m € R,0? > 0} i parametar je vektor

0 = (m,o?).

Primjer 8.1 Slu¢ajni brojevi. U modelu u kom se slu¢ajno bira broj sa (0,0),0 > 0, parametarska

familija je {U(0;0), 0 > 0}, parametar 0 je broj, a parametarski skup © = (0,00). Podaci tj. slucajno
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izabrani brojevi (ili brojevi generisani programom koji modelira ravnomjernu raspodjelu) stizu do

statisticara kome je 0 nepoznato i on nakon obrade podataka dobija ocjenu za 6.

Primjer 8.2 Web sajt. U ovom primjeru éemo koristiti rezultate lijepe stohasticke analize u koju
zbog nedostatka vremena ne ulazimo. Registruju se momenti ukljucivanja posjetilaca na neki web
sajt. Neka je obiljezje X broj ukljucivanja u toku sata. X ima Puasonovu raspodjelu i slucajne
preomjenljive koje su jednake broju ukljucivanje na disjunkinim vremenskim intervalima su nezav-
isne. Dakle familija dopustivih raspodjela je {P(X), A > 0}, a komponente uzorka (X1, Xa, ..., Xy) su
slucagne promejnljive koje su jednake brojevima ukljucivanja na n uzastopmih vremenskih intervala

duzine jednog sata.

Primjer 8.3 Obiljezje je duzina "Zivota" baterije automobila na elektricni pogon. Familija dopustivih
raspodjela je eksponencijalna. Podatke dobijamo registrovanjem duzine Zivota baterija koje za potrebe

statisticke analize pratimo.
Teorijska razmatranja u statistici obi¢no zapodcinju sa: obiljezje X ima raspodjelu koja pripada
familiji {F(x,0),6 € O}.

Osnovni zadatak matematicke statistike je da se na osnovu registrovanih podataka tj.

statistickog eksperimenta zakljuéi §to je moguée viSe o nepoznatoj raspodjeli obiljeZja.

DEFINICUJA 8.2 Nekaje f: R" — R i (Xy,...., Xy) uzorak. Slucajna promjenljiva V.= f(Xy,..., Xy)
se naziva statistika ili uzoracka karakteristika.

Ako je (z1,...,2p) realizovani uzorak, tada je v = f(z1,...,2,) realizovana statistika V.
Primjeri statistika.

Uzoradka sredina. f(zy,...,x,) = %A’yn = % Neka je EX = a, DX = ¢?%. Tada
je EX, = a,DX, = %2 Znamo (CGT)da statistika X"*“\/ﬁ u sluc¢aju velikog n ima priblizno
N(0,1). Takode, ako je X : N(m,0?) tada == /n : N'(0, 1).

n n _ __ n —
Uzoracka disperzija. S = L3 (X = Xp)? =2 Y (X7 - 2X, X, + Xi) =1y X?- 2Xi +
' i=1 i=1

—_

1=
n n
1 B a2 1 1
_EZ:IXQ X .ES _E(EZ:IX X ) EX?— E(Z;X2+§XX):EX2—HEX2—
1= 1= i#£]
n2§n(EX)2 I(EXZ (EX)2) — n-1,2

n

~ — n _ n
Popravljena uzoracka disperzija. S2 = %Si = -LYX -X,)? = L3 X2 -
i=1 =1
72 A
Lo X ESE = o?
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Kada komponente uzorka (X1, ..., X,,) poredamo po veli¢ini dobijamo slu¢ajne promjenljive Y7 <
Ys < ... <Y, koje se nazivaju statistike poretka. Specijalno, uzoracki minimum: Y; = 121121 X,
<i<n

uzoracki maksimum: Y, = max X;.
1<i<n

9 Tackasta ocjena

Neka teorijska tj. stvarna funkcija raspodjele Fx obiljezja X pripada parametarskoj familiji { F'(z, §),0 €
©}. Procedura ocjenjivanja nepoznatog parametra  podrazumijeva izbor statistike 7' = T'(X) ¢i-
jom se realizacijom t = T'(z1,...,x,) aproksimira parametar . Statistika 7'(X) i njena realizacija
t = T(x1,...,oy) se nazivaju ocjena parametra 6. Ocjenom parametra 6 dobijamo ocjenu nepoz-

nate funkcije raspodjele, a samim tim i ocjenu nepoznate raspodjele obiljezja.

Da bi ocjena bila "dobra", pozeljno je da ima neke osobine. Ocjena T kojom se ocjenjuje nepoznati
parametar 6 € © je centrirana-nepristrasna ako je ET = 6 za V0 € ©. Ako su T} i T, centrirane

ocjene nepoznatog parametra 6 i DTy < D715, tada je ocjena T3 bolja.

Primjer 9.1 X : U(0,0),0 > 0, 6 je nepoznati parametar. Nepoznati parametar 0 se ocjenjuje statis-
tikama T, = 2X,, i Th = "THYn.

»Kako je X : U(0,0), 0 >0, EX =0/2, DX = 6*/12 pa je

4 2 2
ET, =90, DT1:—-9—:0—.
n 12 3n

Znaci, ocjena 1] je centrirana.

Fyn(v):P{max Xk<’u}:P{X1<v,...,Xn<v}

1<k<n

:P{X1<v}---P{Xn<v}:<Z> L0<v<,
F(v)=0,v<0, F(v)=1,v>01igustina je
0, v (0,0
g(v)zF'w):{ L e

n%, v € (0,9)

Iskoristili smo nezavisnost komponenti i ¢injenicu da je maksimalna komponenta manja od v akko

je svaka komponenta manja od v.
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Sada imamo

1 6 n—1
ET, = nt / ’U?”Lv dv =20,
n 0 9”

2,0 n—1 2
DT, = ntl / v?n? d’u—02:07.
n 0 on n(n+ 2)

Dakle, i ocjena T5 je centrirana.

Zan = 2, DTy < DT te je ocjena 15 bolja od ocjene T;. Zamislimo da je pokrenut program
koji generige slucajne brojeve sa (0,6), konkretnu vrijednost za 6 zna samo inicijator. Program je
generisao brojeve x1,...,T,. Nepoznato 6 mozemo ocijeniti sa t; = 2z, ili sa ty = ”Tﬂyn. Izlozeni

rezultati preferiraju ocjenu to. <

U sljedeé¢em primjeru neéemo ocjenjivati parametar koji odreduje raspodjelu ve¢ nepoznato oceki-

vanje i disperziju obiljezja.

Primjer 9.2 Neka je X obiljezje, EX = a, DX = 0%, a i 0% su nepoznati brojevi. Kako je EX,, = a
to je uzoracka sredina centrirana ocjena nepoznatog ocekivanja obiljeZja. Kako je ES‘% = o2 to je

popravljena uzoracka disperzija centrirana ocjena nepoznate disperzije obiljezja.

Budu¢i da u svim razmatranim slu¢ajevima ocjenjujemo realizacijom ocjene-statistike tj. brojem

odnosno tackom, govorimo o tackastoj ocjeni.
Metod maksimalne vjerodostojnosti

Metod maksimalne vjerodostojnosti daje postupak kojim se dobija "dobra" ocjena nepoznatog

parametra. Ideju na kojoj se zasniva metod maksimalne vjerodostojnosti priblizimo primjerom.

Primjer. Ocjenjujemo nepoznati broj N riba u ribnjaku. Specijalnom mrezom izvadimo n
riba, markiramo ih i vratimo u ribnjak. Sac¢ekamo neko vrijeme da bi se markirane pomijeSale sa
nemarkiranim ribama, a zatim ponovo vadimo n riba. Oznafimo sa X sluc¢ajnu promjenljivu koja

je jednaka broju markiranih medu izvadenim. Imamo
(1) Gy
()

Pretpostavimo da je broj registrovanih markiranih riba 7. Primijetimo da je Py{X = ro} funkcija

Py{X =r}= ,7=0,1,...,n.

od N. Nadimo vrijednost argumenta za koju Py{X = ro} dostize maksimum. Ta vrijednost je cio
broj najblizi broju :f—j Nepoznato N ocjenjujemo tim brojem. Ovako odabranom ocjenom odabran
je model u kome je najveéa vjerovatnocéa da se registruje upravo rg izvadenih markiranih riba. U
ovakav nacin zaklju€ivanja je ugradena logika: odludi¢u se za model u kome je nejveca vjerovatnoca
(tj. najrealnije je) da se desi ono $to se desilo. Ako ocjenu oznac¢imo sa Nimamo N ~ 22 = 2 o

70 N
§to je u saglasju sa intuicijon. <
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Neka je X = (X7, ..., X;,) uzorak obiljezja X ¢ja funkcija raspodjele pripada familiji
R ={F(z,0), 0 € 6}

Definisasimo funkciju vjerodostojnosti u slué¢aju kada raspodjela obiljezja pripada familiji raspodjela
diskretnog tipa R = {p(wy, 0), 0 € O}, p(wg, 0) = Pp{X = wy}.

DEerFINICIJA 9.1 Funkcija vjerodostojnosti L(0,z1,...,zy,) = Pp{(X1,.... Xpn) = (x1,...,2,)} =
P{X1 =x1,.... Xy =z} = p(x1,0) -+ - p(xn,0), 0 € O, je funkcija ¢iji je argument 0, (x1, ..., z,) je

neka realizacija uzorka obiljezja X 1 brojevi x1, ..., T, se tretiraju kao parametri.

Iz definicije se vidi da je L(0,x1,...,x,) vjerovatnoca sa kojom se u modelu u kome je raspodjela

obiljezja odredena sa 6 dobija realizovani uzorak (zi, ..., 2,).

Definisasdimo sada funkciju vjerodostojnosti u slucéaju kada raspodjela obiljezja pripada familiji

raspodjela apsolutno neprekidnog tipa R = {g(z,0), 6 € O}, g je gustina.

DEFINICIJA 9.2 Funkcija vjerodostojnosti L(0,x1,...,z,) = g(x1,0) - - - g(zn,0), 0 € O, je
funkcija ¢igi je argument 6, (x1,...,x,) je neka realizacija uzorka obiljezja X i brojevi x1,...,x, se

tretiraju kao parametri.

Neka funkcija L(6,z1,...,2,), 8 € O, dostize maksimum za 0 = h(z1,...,x,). Za ocjenu 6 =
h(Xi,...,X,) kazemo da je ocjena maksimalne vjerodostojnosti, a za njenu realizaciju 6 =
h(z1,...,zy,) kojom se konkretizuje ocjena nepoznatog parametra € koristimo isti naziv. Identi¢nu
oznaku 6 koristimo za statistiku i realizaciju te statistike. Ocjena maksimalne vjerodostojnosti nas

vodi u model u kome je vjrovatnoéa dobijanja podataka koje smo sakupili najveca.

Kada u raspodjeli obiljezja figurise eksponencijalna funkcija, umjesto trazenja tacke maksimuma
za L(0, 1, ..., x,) jednostavnije je traziti tacku maksimuma za In L(6, 1, ..., 2, ). Dobija se isti rezul-
tat jer zbog monotonosti funkcije In funkcije L(0, z1, ..., xy,) i In L(0, 21, ..., x,,) maksimum dostizu u

isto] tacki.
Primjer 9.3 a) X : N(m,1),m € R. b) X : N'(m,1),m > my.

i (;L'kfm)Q
k=

n _(apmm)? k=t "
»a) L(m,z1,...,x,) = [] \/%e 3 = (2m) 2e 2 , %IDL(m,xl,...,xn) = > (zx—
k=1 o k=1
m), 2-InL =0 < m = T,. Dakle, h = X,.
n n
b) InL(m, 21, ..., x,) = —3m* +m Y. zp — Y o7 — 3 In(27), m = mg. Nakon traZenja tacke u

k=1 k=1
kojoj upravo dobijena kvadratna funkcija dostize maksimum, dobijamo M = max{mg, X, }. <
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Primjer 9.4 X : 8(%) tj. g(x,0) = %67%,33 > 0,0 > 0.

Ms

Tk
k=1 ~ J—
e :ﬁe_ o ,%lnL(H,ml,...,xn):0<:>0:Tn:9:Xn.<

g
<}

> L(@,J}l, ,J}n) = H
k=1

D=

10 Intervali povjerenja

Neka je X = (X1, ..., X;,) uzorak obiljezja X ¢ija funkcija raspodjele pripada familiji
R = {F(z,0), 0 € O}
Neka su 61 = 01(X1, ..., Xp,) 1 02 = 02(X7, ..., X,,) statistike takve da za VO € © vaZi:
a) Pp{61 < b2} =1,
b) Py{61 < 0 < O3} =~.

Tada se interval (61, 62) naziva interval povjerenja za nepoznati parametar 6, a broj 7 se
naziva nivo povjerenja. Na osnovu zakona velikih brojeva, priblizno 1007% realizovanih intervala

sadrzi nepoznati parametar 6.

2y 2
Koristicemo oznaku z, gdje je 3 = P{0 < X* < 2,} = \/% of e~ T dt. Uobic¢ajene vrijednosti za

v su 0,90;0,95;0,99. z, se nalazi u tablici normalne raspodjele.
Primjer 10.1 X : N'(m,03), m € R.

»Znamo, X2=" /n - N(0,1), Vm € R. Imamo

oo

X, —m — 00 — 0o
Pm{—zy<nao\/ﬁ<z«,}:'y<:)Pm{Xn—\/ﬁzw<m<Xn—\/ﬁz7}:’y.

Zakljutujemo da je I = <Xn - %zﬂ,,yn + %zw). Duzina intervala je d(I) = Z%zw. Pogledati

crtez iz priloga Intervall«

Primjer 10.2 X : 5(5) tj. g(x,0) = 3e5,2>0,0 >0,

»Koristimo asimptotsku normalnost promjenljive (X,, — 6)

— n X, X,
Pg{—z,y<(Xn—9)\9F<z,y}:’y<:>P9{ e <0< ZW}:%
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Interval povjerenja za nepoznato 0, n veliko, je

I= y"z; YTZ . <
1+ 2271 2
v v

11 Testiranje statistickih hipoteza

Pojam statisticke hipoteze i ideju testiranja priblizimo kroz jedan primjer.

Primjer 1. U kutiji se nalazi 10 kuglica i znamo da je kutija napunjena po jednoj od dvije

strategije:
0) Sa 9 kuglica na kojima je broj 1 i jednom kuglicom na kojoj je broj 2.
1) Sa 9 kuglica na kojima je broj 2 i jednom kuglicom na kojoj je broj 1.

Dozvoljeno nam je da iz kutije izvucemo 4 kuglice po modelu sa vra¢anjem. Na osnovu izvucenih
kuglica tj. brojeva na njima, treba da se odlu¢imo za jednu od dvije hipoteze (pretpostavke,

moguénosti):
19 Kutija je napunjena po strategiji 0 — govori¢emo o hipotezi Hy.
20 Kutija je napunjena po strategiji 1 — govori¢emo o hipotezi H;.

Postupak presudivanja u korist jedne od hipoteza, tj. postupak prihvatanja jedne od hipoteza,
zvacemo testom. Ako je kutija napunjena po strategiji 0, tada je zbog velike vjerovatnoce pojave
broja 1, vjerovatnoca da se registruje mala suma brojeva, velika. Ako je kutija napunjena po
strategiji 1, tada je zbog velike vjerovatnoée pojave broja 2, vjerovatnoéa da se registruje velika
suma brojeva, velika. Jasno, suma brojeva je u rasponu od 4 do 8 i kada govorimo o maloj odnosno
velikoj sumi imamo u vidu male odnosno velike vrijednosti u odnosu na interval omeden brojevima 4
i 8. Nakon ove analize, namece se kao razuman sljedeéi postupak odlu¢ivanja: Ako je zbir izvuenih
brojeva > 7 prihvaticemo Hi, a Hy odbaciti. U suprotnom tj. ako je zbir izvucenih brojeva < 7

prihvati¢emo Hy, a Hy odbaciti.

Oznacimo sa X obiljezje koje predstavlja broj na izvucenoj kuglici. U slucaju kada je vaZzeca

strategija 0, obiljezje X ima raspodjelu

X :

Sle —
Sl=

a u slucaju kada je vazeca strategija 1, obiljezje X ima raspodjelu

1
X:L

,_\
Slo o

0
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Ove dvije raspodjele moZzemo tretirati kao familiju raspodjela obilezja X. U uzorku (X, Xo, X3, X4)
komponente predstavljaju redom prvi, drugi, treéi i ¢etvrti izvuceni broj. U statistici je uobicajeno
da se hipoteze izrazavaju u terminima raspodjela. U naSem primjeru Hy je hipoteza da obiljezje X

ima gornju, a H; donju raspodjelu.

Ako je (w1, 29,3, x4) realizovani uzorak, tada se uslov "zbir izvucenih brojeva je > 7" zapisuje
J ’ y 43y ) J J pisu)

sa x1 + xo + x3+ x4 > 7. Ovaj uslov generise oblast

C={(x1,x9,23,24) : v1+x2+23+24 27}, C C R%.

Nakon uvodenja oblasti C, pravilo odlu¢ivanja mozemo ovako formulisati: Ako realizovani uzorak
(1, x9,x3,24) "upadne" u oblast C, tada prihvatamo Hjp, a ako "upadne" u C¢, tada prihvatamo
Hy. Oblast C odreduje postupak — pravilo odluc¢ivanja tj. test. "Upadanje" uzorka u oblast C
ne odgovara hipotezi Hy (tada imamo onu situaciju kada je zbir izvucenih brojeva veliki tj. medu
brojevima dominira 2; ostvaruje se dogadaj ¢ija je vjerovatnocéa realizacije mala ako je ta¢na hipoteza

Hy). Zbog toga oblast C' nazivamo kriti¢na oblast za Hp.

U postupku odluc¢ivanja nema izri¢itosti. Mi samo konstatujemo da na osnovu registrovanih
brojeva prednost dajemo jednoj hipotezi (prihvatamo jednu hipotezu). Naravno, postoji moguénost
greske. Gresku pravimo kada povodedi se za pravilom odlu¢ivanja odbacimo hipotezu koja je fakticki
ta¢na. Preciznije, mogucée je da odbacimo Hy koja je tacna i samim tim prihvatimo H; koja je

netacna. Jasno, moguca je i situacija u kojoj Hy i H; imaju zamijenjene uloge.

Izra¢unajmo vjerovatnoéu a da odbacimo ta¢nu hipotezu Hy.

1 9
o = Pr {(X1, X2, X3, X4) € C} = 1 +4- 77 =0,0037.

Izracunajmo vjerovatno¢u 8 da odbacimo ta¢nu hipotezu Hj.

1 9 92
=P X1, X9, X3, X CYV=—+4-— +6-— =0,0523.
B = Pu {(X1, X2, X3,Xy) € C°} it 1t =%

Interesantno je vidjeti sta se deSava ako promijenimo test na taj nacin sto za kriti¢nu oblast za
Hy sada uzmemo
D = {(xl,xg.xg,x4) x1+ a2+ a3+ 74 2 8}, D c R

Lako se dobija a = 0,0001, 5 = 0,3439. Primijetimo, vjerovatnoc¢a da se odbaci fakticki taéna
Hy je znatno smanjena, ali je vjerovatnoca odbacivanja fakticki ta¢ne Hp postala enormno velika.
Prakti¢no, u jednom od tri slu¢aja ¢emo odbaciti taénu hipotezu H;. U ovakvo]j situaciji je bolje

testiranje obaviti prvim postupkom.«

Motivisani prethodnim primjerom, mozemo pre¢i na izlaganje teorije.
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Neka je X obilezje ¢ija funkcija raspodjele vierovatnoéa pripada familiji

N = {F(z,0), 0 € O}

Pretpostavka oblika Hy(6 € ©p), ©g C O, zove se statisticka hipoteza. Malo drugacije receno,
pretpostavka se sastoji u tome da obileZje X ima raspodjelu koja pripada uzoj familiji odredenoj
parametarskim skupom ©g. Ako je Og jednoc¢lani skup, tada kazemo da je hipoteza Hy prosta. U
protivnom govorimo o sloZenoj hipotezi. Hipotezi Hy ¢emo suprotstaviti hipotezu Hy(6 € ©\0g).
Hipoteza H, se naziva nulta, a hipoteza H; alternativna. Postupak odlucéivanja u korist jedne
hipoteze, tj. postupak prihvatanja jedne od hipoteza, na osnovu realizovanog uzorka se naziva
statisticki test. Taj postupak je odreden zadavanjem kriti¢ne oblasti C C R™ i sprovodi se na
sljedec¢i nac¢in: Ako (z1,...,z,) € C tada Hy odbacujemo u korist Hy, a ako (z1,...,x,) € C¢ tada

H; odbacujemo u korist Hy. Zbog upravo izloZenog se kaze da kriti¢na oblast zadaje test.

Posvetimo se slu¢aju kada je © = {6, 0:1}, Ho(0 = 0y), H1 (0 = 01), dakle obje hipoteze su proste.
Pretpostavimo da je C' C R™ kriti¢na oblast koja zadaje test.

Prilikom odlué¢ivanja, postoji moguénost da se napravi greska.
1° Gresku prve vrste pravimo kada odbacimo fakti¢ki ta¢nu hipotezu Hy.
2° Gresku druge vrste pravimo kada odbacimo fakticki ta¢nu hipotezu H;.

Vjerovatnocéa greske prve vrste se oznacava sa « i za nju, na osnovu recenog, vazi
o= PHO{(Xh .. ,Xn) S C}

« se naziva pragom znacajnosti testa, a C se naziva kritiéna oblast veli¢ine «.

Vjerovatnocéa greske druge vrste se oznacava sa 8 i za nju, na osnovu reéenog, vazi

B =Py {(X1,...,Xp) € C}.

Primjer 11.1 Obiljezje X ima N (m,1), m € {0,1}, radimo sa uzorkom obima n = 9. Za testiranje
Hy(m = 0) protiv Hi(m = 1) koristi se C = {(z1,...,x9) : Tg = c}. Naéi ¢ ako je o = 0,05, a zatim

naéi f3.

> 0,05 = Py{Xo>c} = Po{(Yg —0)¥2 > (c—o)@} = P{X*>3c} = 3c=1,65= c=0,55.
B =P {Xy<0,55) = P{(Xg— 1)3 < (0,55 — 1)3} = P{X* < —1,35} = 0,00. «

Primjer 11.2 X : £(071), 0 € {3,1}, radimo sa uzorkom obima n = 100. Za testiranje Ho(6 = 1)
protiv Hi(0 = %) koristi se C = {(x1,...,x100) : T100 < ¢}. Naéi ¢ ako je a = 0,05, a zatim naéi S.
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» c = 0,835, 8 =0,0059, koristimo asimptotsku normalnost statistike (Yn — 0) #. |

email adresa nastavnika: sstamatovic@Qucg.ac.me
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