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Аннотация. В данной работе для системы Кристенсона-Леви порядка ܽ ൒ 2 получен 
следуюший результат: для любого счетного множества ܧ ؿ ሾ0,1ሻ существуют функции из 
класса ܮ௣ሾ0, 1ሻ, последовательность частичных сумм ряда Фурье которых по системе 
Кристенсона-Леви  является по  точечно универсальной и топологически транзитивной 
для класса функций, определенных на  ܧ.  
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Summary. In this paper for Chrestenson - Levy system of order ܽ ൒ 2 the following result is 
obtained: for any countable set  ܧ ؿ ሾ0,1ሻ there exists functions from  ܮ௣ሾ0, 1ሻ class, the 
sequence of partial sums of the Fourier series by Chrestenson - Levy system of which is 
pointwise universal and topological transitive for a class of functions defined on ܧ . 
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1 ВВЕДЕНИЕ 

Пусть ܺ и ܻ некоторые метрические пространства, а ௡ܶ: ܺ ՜ ܻ , ݊ א ߉ ؿ ଴ܰ, некоторые 
непрерывные отображения. 
Определение 1. (Универсальный элемент). Скажем, что элемент ݔ଴ א ܺ  универсален в 
ܻ относительно ௡ܶ, если множество ሼ ௡ܶݔ: ݊ א  ሽ  всюду плотно в ܻ, т.е. для любого߉
открытого множества  ܸ ؿ ܻ существует  ݊଴ א ܰ  такое, что  ܶ௡బሺ ݔ଴ሻ א ܸ или используя 
понятие метрики, для любых ߝ ൐ 0 и  ݕ א ܻ существует последовательность  ݊௞ ؿ  ,так ߉
что ߩ௒൫  ܶ௡ೖሺ ݔ଴ሻ, ൯ݕ ൏ ݇ при ߝ ൐  ݇଴ . 
Определение 2. (Топологическое транзитивность).  Пусть ௡ܶ: ܺ ՜ ܻ непрерывное 
отображение между метрическими пространствами ܺ и ܻ. Тогда ௡ܶ называется 
топологически транзитивной, если для любых непустых, открытых множеств ܷ ؿ ܺ и 
ܸ ؿ ܻ  существует некоторое число ݊ ൒ 0  такое, что  

 ௡ܶሺܷሻ ת ܸ ്   , ׎
т.е. для любых ߝ ൐ ݔ ,0 א ܺ и ݕ א ܻ существуют  ݔ଴ א ܺ и ݊ ؿ ܰ такое, что  

,ݔሺ ߩ  ଴ሻݔ ൏ ,଴ሻݔሺ݊ሺ ߩ  и  ߝ ሻݕ ൏  .ߝ
Первый тип универсальности был рассмотрен еще в 1914 г. М. Факетом [1], [2]. Он 

построил степенной ряд, который не только расходится в каждой точке ݔ ് 0, но делает 
это наихудшим способом, а именно для любой функции ݃ሺݔሻ непрерывной на ሾെ1,1ሿ с 
݃ሺ0ሻ ൌ 0, существует возрастающая последовательность натуральных чисел ሼ݊௞ሽ так, что 
последовательность частичных сумм   ܵ௡ೖሺݔሻ равномерно сходится к ݃ሺݔሻ, при ݇ ՜ ∞. 

Пример универсального степенного ряда (или ряда Тейлора) Факета по сути имеет два 
аспекта: первый это максимальная расходимость и второе - существование одного 
элемента, который позволяет приблизить максимального класса объектов. Это по сути и 
означает универсальность. 

Далее по сути первый тип универсальной функции был рассмотрен еще в 1929 г. М. 
Дж. Биркхофом [3]. Он в частности доказал существование целой функция, которая 
универсальна относительно сдвигов. В 1935г Ж. Марцинкевич [4] не только доказал 
существование, как он назвал "универсальной первообразной", а он был первым, кто 
применил слово универсальная в этом контексте и показал, что множество 
универсальных элементов является остаточным в смысле Бэра, т.е. подмножество в 
пространстве Бэра, представимое как пересечение счётного числа открытых всюду 
плотных множеств. В 1952г. Дж. Маклейн [5] доказал существование целой функции 
обладающая универсальными производными. В 1987г. К. Гроссе-Эрдман [6], развивая 
идею построения примера Факета, доказал существование функции ݂ሺݔሻ א  ሺܴሻ с∞ܥ
݂ሺ0ሻ ൌ 0, ряд Тейлора которой в точке ݔ ൌ 0 локально - равномерно универсален в ܥሺܴሻ. 

В 1946г. Д. Е. Меньшов [7] доказал существование такого ряда по тригонометрической 
системе ∑ ࣝ௡݁௜௡௫∞

௡ୀି∞  , что любая измеримая, 2ߨ - периодическая функция является 
пределом (в смысле сходимости почти всюду) некоторой последовательности частичной 
суммы ряда. Результат Меньшова фактически является первым результатом о 
существовании универсального ряда по некоторой ортогональной системе. 

В 2008г. Ф. Байарт, К.- Г. Гроссе - Эрдман, В. Несторидис и С. Пападимитрополус (см. 
[8]) представили так называемую абстрактную теорию универсальных рядов, где с 
абстрактной точки зрения, явление универсальности описывается следующим образом: у 
нас есть топологическое пространство некоторых объектов ܺ, топологическое 
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пространство ܻ элементов для приближения и семейство отображений  ௡ܶ: ܺ ՜ ܻ , ݊ א  ,߉
߉ ؿ ܰ (обычно это бывает последовательность). Тогда объект ݔ א ܺ называется 
универсальным для ܻ, если каждый элемент ݕ א ܻ можно приблизить некоторой  ௡ܶሺݔሻ, 
т.е.  множество ሼ  ௡ܶሺݔሻ: ݊ א  .ܻ ሽ всюду плотно в߉

В данной работе рассматриваются вопросы поточечной универсальности, а также 
топологической транзитивности частичных сумм рядов Фурье функций класса,   ܮ௣ ሾ0,1ሻ, 
݌ ൒ 1  по системе Кристенсона-Леви порядка ܽ ൒ 2. 

 

2 ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ 

Пусть ܽ ൒ 2 фиксированное целое число и ߱௔ ൌ ݁ଶగ௜௔.  
 Определение 3. Возьмем  

߮଴
ሺ௔ሻሺݔሻ ൌ ߱௔

௞ , ݔ א ൤
݇
ܽ ,

݇ ൅ 1
ܽ ൰ , ݇ ൌ 0,1, … , ܽ െ 1 

и для 0≥n  положим  

߮௡
ሺ௔ሻሺݔ ൅ 1ሻ ൌ ߮௡

ሺ௔ሻሺݔሻ ൌ ߮௡
ሺ௔ሻሺܽ௡ݔሻ . 

Тогда обобщенная  система Кристенсона-Леви порядка a  определяется так: 

 Определение 4.    Положим  ߰଴
ሺ௔ሻሺݔሻ ൌ 1 . 

 Если  

݊ ൌ ଵܽ௡భߚ ൅ ڮ ൅ , ௦ܽ௡ೞߚ ݊ଵ ൐ ݊ଶ ൐ ڮ ൐ ݊௦ , ݏ ൌ 1,2, … , 
где 0 ൑ ௝ߚ ൏ ܽ,  jൌ 1,2, … ,   то  ݏ

߰௡
ሺ௔ሻሺݔሻ ൌ ቀ߮௡భ

ሺ௔ሻሺݔሻቁ
ఉభ

· … · ቀ߮௡ೞ
ሺ௔ሻሺݔሻቁ

ఉೞ
. 

Система ॔ߖ - есть система Кристенсона-Леви поряка ܽ (см. [9], [10]). Отметим, что ߖଶ 
является классической системой Уолша, а система ॔ߖ  является частным случаем системы 
Виленкина. 
Замечание. Система Кристенсона-Леви ߖ௔, ܽ ൒ 2 является полной ортонормированной 
системой в ܮଶሾ0, 1ሻ и базисом в ܮ௣ሾ0, 1ሻ, p ൐ 1   (см. [9]). 

Основные свойства системы ߖ௔ получены Г. Кристенсоном, П. Леви, Р. Пели, Ж. 
Файном, К. Ватари, Н. Виленкиным и другими математиками (см. [9]- [15]). 

Ниже приведем некоторые свойства систем ߖ௔  и ߔ௔ . 
Обозначим интервал ранга n  относительно a , следующим образом:  

∆௞
ሺ௡ሻൌ ∆௞

ሺ௡ሻሺܽሻ ൌ ൤
݇

ܽ௡ ,
݇ ൅ 1

ܽ௡ ൰ , ݇ ൌ 0, … , ܽ௡ െ 1 , ݊ ൌ 1,2, …  

Свойство (A). Если ߮௡
ሺ௔ሻሺݔሻ n-ая функция Радемахера порядка ܽ,то из Определение 3 

следует  

߮௡
ሺ௔ሻሺݔሻ ൌ ߱௔

௞ ൌ ݁ଶగ௜·௞௔ , ݔ א ∆௞
ሺ௡ାଵሻ. 
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Свойство (B). Каждая ݊ -ая функция Радемахера имеет период  ଵ
௔೙  и  

              ߮௡
ሺ௔ሻሺݔሻ ൌ ݐݏ݊݋ܿ א ௔ߗ ൌ ሼ1, ߱௔, ߱௔

ଶ, … , ߱௔
௔ିଵሽ ,                             

 при ݔ א ∆௡ାଵ
ሺ௞ሻ  , ݇ ൌ 0, … , ܽ௡ାଵ െ 1 , ݊ ൌ 1,2, …,  

Нетрудно видеть, что  

ቀ߮௡
ሺ௔ሻሺݔሻቁ

௞
ൌ ቀ߮௡

ሺ௔ሻሺݔሻቁ
௠

, ,݊ ׊ ݇ ,  א при ݉ ൌ ݇ሺ݉݀݋ ܽሻ                 

Свойство (C). Для любого натурального n, функция Уолша ߰௡
ሺ௔ሻሺݔሻ состоит из 

конечного произведения функций Радемахера и принимает значения из Ωୟ. 
Свойство (D). Пусть ߱௔ ൌ ݁ଶగ௜௔. Тогда для любого натурального числа m имеем  

                                  ෍ ߱௔
௞

௔ିଵ

௞ୀ଴

ൌ ൝
ܽ,   при ݉ ൌ 0ሺ݉݀݋ ܽሻ ;                                                                  

                                           
0,   при ݉ ് 0ሺ݉݀݋ ܽሻ .                                                                 

 

Свойство (E). Система Кристенсона-Леви ॔ߖ  порядка ܽ ൒ 2,  является полной 
ортонормированной системой в ܮଶሾ0, 1ሻ и базисом в ܮ௣ሾ0, 1ሻ, ݌ ൐ 1  (см. [9]). 
Свойство (F). Из Определения 4 имеем  

 ௜߰
ሺ௔ሻሺݔሻ · ߰௝

ሺ௔ሻሺܽ௦ݔሻ ൌ ߰௝·௔ೞା௜
ሺ௔ሻ ሺݔሻ при 0 ൑ ݅ , ݆ ൏ ܽ௦,                     

 и в частности  

                ߰௔ೖା௝
ሺ௔ሻ ሺݔሻ ൌ ߮௞

ሺ௔ሻሺݔሻ · ߰௝
ሺ௔ሻሺݔሻ , при 0 ൑  ݆ ൑ ܽ௞ െ 1                          

Определим, через  

ሻݐ௡ሺܦ                                ൌ ෍  ߰௞
ሺ௔ሻሺݐሻ

௡ିଵ

௞ୀ଴

                                                           

ядро Дирихле по системе ॔ߖ  порядка ݊. 
Свойство (G). Ядро D୬ሺtሻ удовлетворяет равенству (см. [9] )  

ሻݐ௔೙ሺܦ                    ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
,௡ܽۓ при ݐ א ∆଴

ሺ௡ሻሺܽሻ ൌ ሾ0,
1

ܽ௡൰                                                                
                                                                                                  

0, при ݐ א ൤
1

ܽ௡ , 1ሻ .                                                                                 
  

 Свойство (H). Если число n представим в виде  

݊ ൌ ܽ௞ ൅ ݉, 0 ൑ ݉ ൏ ܽ௞,              
то получим  

ሻݐ௡ሺܦ  ൌ ሻݐ௔ೖሺܦ ൅  ߮௞
ሺ௔ሻሺݐሻ · , ሻݐ௠ሺܦ ݐ א ሾ0,1ሻ.                                          
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Свойство (I). Для любого натурального числа m и для любой t א ሺ0,1ሻ имеет место 
неравенство  

|ሻݐ௠ሺܦ|                            ൑ ݉                                                                                 
Свойство (J). Для любого натурального числа ݊ и для любой ݔ א ሺ0,1ሻ имеет место 
неравенство  

|ሻݐ௡ሺܦ| ൏
ܽ
                   ݔ

Свойство (K). Для обобщенной системе Уолша обозначим, через ܦ௡ሺݐሻ, ядро Дирихле 
порядка n и соответственно ݇ -ню константу Лебега через ܮ௞,  

ሻݐ௡ሺܦ ൌ ෍  ߰௞
ሺ௔ሻሺݐሻ

௡ିଵ

௞ୀ଴

 , ௞ܮ ൌ න |ሻݐ௞ሺܦ|
ଵ

଴
  .ݐ݀ 

Константы Лебега обобщенной системы Уолша удовлетворяют условию ܮ௞ ൌ ܱሺ݈݃݋௔ ݇ሻ, 
где ܱ зависит от ܽ. А именно, имеет место следующее утверждение (см. [16] ): 
Утверждение. Существует последовательность натуральных чисел Λ ൌ ሼ݉௞ሽ௞ୀଵ

∞  вида  

                 ݉ଶ௦ ൌ ෍ ܽଶ௜ ׷
௦

௜ୀ଴

 ݉ଶ௦ ൌ ෍ ܽଶ௜ାଵ
௦

௜ୀ଴

 , ݏ ൌ 0,1,2, … ,                                          

 такая, что  

ܽ௞ ൑ ݉௞ ൏ ܽ௞ାଵ , 

௠ೖ ܮ    ൌ න หܦ௡ೖሺݐሻห
ଵ

଴
ݐ݀  ൐

1
2ܽ ௔݃݋݈ ݉௞  , ݇ ൒ 1 .                           

Всюду, в дальнейшем через Λ обозначим фиксированную последовательность    целых 
чисел ݉௞ ,  для которых ܮ௠ೖ  

 ՜ ∞ при  ݇ ՜ ∞.   
Далее, для функции ݂ א ,௣ሾ0ܮ 1ሻ, ݌ ൒ 1, определим частичную сумму ряда Фурье по 

системе ॔ߖ ,  следующим образом:  

ܵ௡ሺ݂, ሻݔ ൌ ෍ C௞ሺ݂ሻ ·  ߰௡
ሺ௔ሻሺݔሻ

௡ିଵ

௞ୀ଴

 , где  C௞ሺ݂ሻ ൌ න ݂ሺݔሻ ·  ߰௡
ሺ௔ሻሺݔሻ

ଵ

଴
,ݔ݀  ݇ ൒ 0 . 

Пусть  ܧ ؿ ሾ0, 1ሻ- счетное множество, а Λ ؿ N множество индексов. Обозначим через  
 и принимающих комплексные ܧ ሻ, определенных наݔா множество всех функций ݄ሺܥ
значения, т.е. ݄ሺݔ௞ሻ ൌ ௞ݕ א , ܥ ݇ ൌ 1,2, …. 
Определение 5. Пусть ܧ ؿ ሾ0, 1ሻ- счетное множество.  Для множества индексов Λ ؿ ܰ и  
некоторой функции ݂ א ,௣ሾ0ܮ 1ሻ скажем, что множество  ሼܵ௡ሺ݂,  поточечно ௸אሻሽ௡ݔ
универсально на E, если множество ሼܵ௡ሺ݂, ݊ :ሻாݔ א Λሽ плотно в ܥா, т.е. для любых 
݄: ܧ ՜ ߝ и ܥ ൐ 0 существует ሼ݊௞ሽ א Λ такое, что หܵ௡ೖሺ݂, ሻݔ െ ݄ሺݔሻห ൏ ݔ ׊  при ߝ א   .ܧ

Аналогичные вопросы рассмотрены в работах [17] - [19], в случае класса непрерывных 
функций тригонометрической системы ( для системы  ॔ߖ  , ܽ ൒ 2 ). 
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2.  ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ  
Основным результатом данной работы является следующее утверждение: 

Теорема 1.  Для любого счетного множества ܧ ؿ ሾ0,1ሻ существует плотное ܩఋ  множество 
ܯ ؿ ,௣ሾ0ܮ 1ሻ, обладающее следующим свойством: последовательность частичных сумм 
ряда Фурье по системе ॔ߖ  любой функции из ܯ является поточечно универсальной  в ܥா. 

Основным аппаратом при доказательстве Теоремы 1 является следующее утверждение, 
которое по сути является модификацией Принципа Универсальности ( см. [18]). 
Лемма 1. Пусть ܺ - полное метрическое пространство, ܻ - сепарабельное метрическое 
пространство, а  ௡ܶ: ܺ ՜ ܻ , ݊ א ଴ܰ некоторая последовательность непрерывных 
отображений. Тогда следующие утверждения эквивалентны: 

(i) ௡ܶ топологически  транзитивно для  ሺܺ, ܻሻ. 
(ii) Существует плотное множество элементов ݔ א ܺ, каждый из которых 

универсален в ܻ. 
Если одно из этих утверждений выполняется, то множество универсальных точек U 

является плотным ܩఋ  подмножеством ܺ. 
Лемма 2. Для любого ݔ଴ א ሾ0,1ሻ и последовательности ሼ݊௞ሽ௞ୀଵ

∞ ؿ Λ, последовательность 
операторов 

௡ܶೖ: ܮ௣  ሾ0,1ሻ ՜ ݂ ௡ܶೖ   ,ܥ ؔ  ܵ௡ೖሺ݂ሻ,   ݂ א  ௣ ሾ0,1ሻܮ

топологически транзитивна для пары ሺܮ௣ ሾ0,1ሻ, ሻݔሻ, т.е. для любых ݃ሺܥ א ൐ ߝ ,௣ ሾ0,1ሻܮ 0 и 
ܾ א ܴ, существует функция  ݂ሺݔሻ א ௣ ሾ0,1ሻ и число ݇଴ܮ א ܰ  такие, что  

׬   |݂ሺݔሻ െ ݃ሺݔሻ|௣ଵ
଴ ݔ݀ ൏ ,  ߝ ܵ௡ೖబ

ሺ݂ሻሺݔ଴ሻ ൌ ܾ. 

Доказательство. Пусть даны: ݃ሺݔሻ א ,௣ሾ0ܮ 1ሻ , ܾ א ܴ  и  0 ൏ ߝ ൏ 1 .  
Нетрудно видеть, что существует полином ܳሺ௔ሻሺݔሻ по системе ॔ߖ    такой, что  

                                             න ห݃ሺݔሻ െ ܳሺ௔ሻሺݔሻห௣ଵ

଴
ݔ݀ ൏

ߝ
2                                                    ሺ1ሻ 

Более того из утверждения следует, что для ݔ଴ א ሾ0, 1ሻ и последовательности ሼ݊௞ሽ௞ୀଵ
∞ ؿ

Λ существует функция ܪሺݔሻ א ,௣ሾ0ܮ 1ሻ такая, что ܵ௡ೖሺܪሻሺݔ଴ሻ ՜ ∞. Следовательно можно 
найти число ݇଴ такое, что ݊௞బ ൐ deg ൛ܳሺ௔ሻൟ и имеет место неравенство  

                ቚܵ௡ೖబ
ሺܪሻሺݔ଴ሻቚ ൐ หܾ െ ܳሺ௔ሻሺݔ଴ሻห · ଶ

ఌ
ቂ׬ ሻ|௣ଵݔሺܪ|

଴ ቃݔ݀
భ
೛                                      ሺ2ሻ 

Далее рассмотрим функцию  

ሻݔ෩ሺܪ                                         ൌ ௕ିொሺೌሻሺ௫బሻ
ௌ೙ೖబ

ሺுሻሺ௫బሻ
·  ሻ                                                              ሺ3ሻݔሺܪ

 Из соотношений (2) и (3) следует 

                ቂ׬ หܪ෩ሺݔሻห௣ଵ
଴ ቃݔ݀

భ
೛ ൏ ௕ିொሺೌሻሺ௫బሻ

ௌ೙ೖబ
ሺுሻሺ௫బሻ

· ሻݔሺܪ ଶ
ఌ

ቂ׬ ሻ|௣ଵݔሺܪ|
଴ ቃݔ݀

భ
೛ ൏  ఌ

ଶ
                     ሺ4ሻ  
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 и 

                     ܵ௡൫ܪ෩൯ሺݔ଴ሻ ൌ ௕ିொሺೌሻሺ௫బሻ
ௌ೙ೖబ

ሺுሻሺ௫బሻ
· ܵ௡ೖబ

ሺܪሻሺݔ଴ሻ ൌ ܾ െ ܳሺ௔ሻሺݔ଴ሻ                      ሺ5ሻ 

 Положим  

                                              ݂ሺݔሻ ൌ ሻݔ෩ሺܪ ൅ ܳሺ௔ሻሺݔሻ                                                                    ሺ6ሻ 

Очевидно, что ݂ሺݔሻ א ,௣ሾ0ܮ 1ሻ. С другой стороны, для gሺݔሻ א ,௣ሾ0ܮ 1ሻ, из (1) и (6) 
следует, что  

׬  |݂ሺݔሻ െ gሺݔሻ|௣ଵ
଴ ݔ݀ ൑ ׬ ห݂ሺݔሻ െ ܳሺ௔ሻሺݔሻห௣ଵ

଴ ݔ݀ ൅ ׬ หܳሺ௔ሻሺݔሻ െ gሺݔሻห௣ଵ
଴ ݔ݀ ൑  

൑ න หܪ෩ሺݔሻห௣ଵ

଴
ݔ݀ ൅

ߝ
2 ൏  ߝ

Учитывая, что ݊௞బ ൐ ݀݁݃൛ܳሺ௔ሻൟ и следовательно ܵ௡ೖబ
൫ܳሺ௔ሻ൯ሺݔሻ ൌ ܳሺ௔ሻሺݔሻ, то из (5) 

получаем  

 ܵ௡ೖబ
ሺ݂ሻሺݔ଴ሻ ൌ ܵ௡ೖబ

൫ܪ෩൯ሺݔ଴ሻ ൅ ܳሺ௔ሻሺݔ଴ሻ ൌ ܾ െ ܳሺ௔ሻሺݔ଴ሻ ൅ ܳሺ௔ሻሺݔ଴ሻ ൌ ܾ 

Лемма 2. доказана.  
Применяя Леммы 1 и 2, получим следующую Лемму.  

Лемма 3. Для любого ݔ଴ א ሾ0, 1ሻ и последовательности ሼ݊௞ሽ௞ୀଵ
∞ ؿ  существует функция ߉

݂ሺݔሻ א ,௣ሾ0ܮ 1ሻ такая, что множество ሼܵ௡ሺ݂ሻሺݔ଴ሻ: ݊ א ሼ݊௞ሽ௞ୀଵ
∞ ሽ плотно в ܥ, т.е. функция 

݂ሺݔሻ универсальна в ܥ относительно системы ॔ߖ .  
Лемма 4. Для любого конечного множества  

ேܧ ൌ ሼݔଵ, ,ଶݔ … , ܰ   ,ேሽݔ ൒ 1, ௞ݔ א ሾ0, 1ሻ 

последовательность операторов ௡ܶ: ,௣ሾ0ܮ 1ሻ ՜   :ாಿ, определенная следующим образомܥ

 ௡ܶሺ݂ሻ: ൌ ሼܵ௡ሺ݂ሻሺݔ௜ሻ, ݅ ൌ 1,2, … , ܰ, ݊ א Λ, ݂ א  ௣  ሽܮ

топологически транзитивна для пары ሺܮ௣ሾ0, 1ሻ, ሻݔாಿሻ, т.е. для любых ݃ሺܥ א ,௣ሾ0ܮ 1ሻ,  ߝ ൐ 0  
и ݄ሺݔሻ א ሻݔாಿ существуют ݂ሺܥ א ,௣ሾ0ܮ 1ሻ и ሼ݊௞ሽ௞ୀଵ

ஶ א Λ такие, что  

න |݂ሺݔሻ െ gሺݔሻ|௣
ଵ

଴
ݔ݀ ൏ , ߝ หܵ௡ೖሺ݂ሻሺݔ௜ሻ െ ݄ሺݔ௜ሻห ൏ ,ߝ ݅ ൌ 1,2, … , ܰ. 

Доказательство. Доказательство проведем с помощью индукции, по количеству точек ܰ 
множества ܧ. 

Если множество ܧ содержит одну точку  ݔ଴, т.е. ܰ ൌ 1, то доказательство Леммы 4 
следует из Леммы 3 (при ܧ =ሼݔ଴ ሽ). 

Предположим, что утверждение Леммы 4 справедливо для любого конечного 
множества  ܨ ൌ ሼݔଵ, ,ଶݔ … ,  ேሽ , содержащего ܰ точек. Докажем утверждение Леммы, дляݔ
множества ܧ =ሼݔ଴ ሽ ׫ ܨ ൌ ሼݔ଴, ,ଵݔ ,ଶݔ … , ܰ ேሽ (содержащегоݔ ൅ 1 точек). 

Пусть даны: функции ݃ א ,௣ሾ0ܮ 1ሻ , ݄ ׷ ܧ ՜ ܴ , ݄ሺݔሻ א ߝ ாಿ   и числоܥ ൐ 0. 
Для функции ݃ א ,௣ሾ0ܮ 1ሻ можно найти полином ܳሺ௔ሻሺݔሻ по системе ॔ߖ   такой, что  
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׬                                   ห݃ሺݔሻ െ ܳሺ௔ሻሺݔሻห௣ଵ
଴ ݔ݀ ൏ ఌ

ଷ
                                                                 ሺ7ሻ 

Применяя предположение Леммы 4 для ܨ ൌ ሼݔଵ, ,ଶݔ … , ሻݔேሽ, ݃ሺݔ ൌ ݔ ,0 א ሾ0, 1ሻ, 
݄ሺݔሻ െ ܳሺ௔ሻሺݔሻ א ߝ ி   иܥ ൐ 0 получим, что существуют функция ܷሺݔሻ א ,௣ሾ0ܮ 1ሻ и 
ሼ݊௞ሽ௞ୀଵ

∞ ؿ Λ такие, что  

׬                                              |ܷሺݔሻ|௣ଵ
଴ ݔ݀ ൏ ఌ

ଷ
                                                                       ሺ8ሻ 

                       ቚܵ௡ೖሺܷሻሺݔ௜ሻ െ ቀ݄ሺݔ௜ሻ െ ܳሺ௔ሻሺݔ௜ሻቁቚ ൏ ఌ
ଷ

 , ݅ ൌ 1,2, … , ܰ.                         ሺ9ሻ   

Далее, применяя Лемму 4 для последовательности ሼ݊௞ሽ௞ୀଵ
∞  и соответственно, для числа 

݄ሺݔ଴ሻ െ ܳሺ௔ሻሺݔ଴ሻ ൌ ܾ א R, можем найти подпоследовательность ሼ݊௞ೕሽ௞ୀଵ
∞ ؿ ሼ݊௞ሽ и 

функцию  ܸሺݔሻ א ,௣ሾ0ܮ 1ሻ  

׬                                             |ܸሺݔሻ|௣ଵ
଴ ݔ݀ ൏ ఌ

ଷ
                                                                    ሺ10ሻ 

                                 ቚܵ௡ೖೕ
ሺܸሻሺݔ଴ሻ െ ቀ݄ሺݔ଴ሻ െ ܳሺ௔ሻሺݔ଴ሻቁቚ ൏ ఌ

ଷ
 .                                   ሺ11ሻ 

Теперь рассмотрим вспомогательную функцию ߦሺݔሻ א ,ሾ0ܥ 1ሻ, удовлетворяющую 
условиям 

           0 ൑ ሻݔሺߦ ൑ 1, ሻ|௎ೣబݔሺߦ  
ൌ 0 , ሻ|௎ೣ೔ݔሺߦ  

ൌ 1  , ݅ ൌ 1,2, … , ܰ,                     ሺ12ሻ 

где ܷ௫೔ некоторые открытые окрестности точeк ݔ௜,  ݅ ൌ 1,2, … , ܰ. 
В этом случае имеем:  

 ܷሺݔሻ · ሻݔሺߦ ൌ ቊ
ݔ   ,0 א ܷ௫బ                        

ܷሺݔሻ,   ݔ א ܷ௫೔ ,   ݅ ൌ 1,2, … , ܰ. 

                                      ൫1 െ ሻݔሻ൯ܸሺݔሺߦ ൌ ቊ
ܸሺݔሻ,    ݔ א ܷ௫బ ;                            
ݔ       ,0      א ܷ௫೔ ,   ݅ ൌ 1,2, … , ܰ.  

Применяя Принцип Локализации, для достаточно больших чисел ݊௞ೕ (в част-
ности ݊௞ೕ ൐ ݀݁݃൛ܳሺ௔ሻൟ получим следующие неравенства:  

                                ቚܵ௡ೖೕ
ሺܷߦሻሺݔ଴ሻቚ ൏ ఌ

ଷ
 ,                                                                             ሺ13ሻ 

                        ቚܵ௡ೖೕ
൫ሺ1 െ ଴ሻݔሻܸ൯ሺߦ െ ܵ௡ೖೕ

ሺܸሻሺݔ଴ሻቚ ൏
ߝ
3                                                           ሺ14ሻ 

                   ቚܵ௡ೖೕ
ሺܷߦሻሺݔ௜ሻ െ ܵ௡ೖೕ

ሺܷሻሺݔ௜ሻቚ ൏ ఌ
ଷ

 ,   ݅ ൌ 1,2, … , ܰ.                                   ሺ15ሻ 

                           ቚܵ௡ೖೕ
൫ሺ1 െ ௜ሻቚݔሻܸ൯ሺߦ ൏ ఌ

ଷ
 , ݅ ൌ 1,2, … , ܰ.                                        ሺ16ሻ 

Определим функцию ݂ሺݔሻ следующим образом: 

             ݂ሺݔሻ ൌ ܷሺݔሻ · ሻݔሺߦ ൅ ൫1 െ ሻݔሻ൯ܸሺݔሺߦ ൅ ܳሺ௔ሻሺݔሻ , ݔ א ሾ0, 1ሻ.                       ሺ17ሻ 
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 Из (7), (8), (10) и (12) следует, что ݂ሺݔሻ א ,௣ሾ0ܮ 1ሻ и  

න |݂ሺݔሻ െ ݃ሺݔሻ|௣
ଵ

଴
ݔ݀ ൑ න |ܷሺݔሻ|௣

ଵ

଴
ݔ݀ ൅ න |ܸሺݔሻ|௣

ଵ

଴
ݔ݀ ൅ ൅ න หܳሺ௔ሻሺݔሻ െ ݃ሺݔሻห௣ଵ

଴
ݔ݀ ൏  .ߝ

Учитывая, что ݊௞ೕ ൐ ݀݁݃൛ܳሺ௔ሻൟ (следовательно  ܵ௡ೖೕ
൫ܳሺ௔ሻ൯ሺݔሻ ൌ ܳሺ௔ሻሺݔሻ ), из 

соотношения (9), (15) - (17) получим:  

 ቚܵ௡ೖೕ
ሺ݂ሻሺݔ௜ሻ െ ݄ሺݔ௜ሻቚ ൑                             

൑ ቚܵ௡ೖೕ
ሺܷߦሻሺݔ௜ሻ ൅ ܵ௡ೖೕ

൫ሺ1 െ ௜ሻݔሻܸ൯ሺߦ ൅ ܳሺ௔ሻሺݔ௜ሻ െ ݄ሺݔ௜ሻቚ ൑ 

൑ ቚܵ௡ೖೕ
ሺܷߦሻሺݔ௜ሻ െ ܵ௡ೖೕ

ሺܷሻሺݔ௜ሻቚ ൅ ቚܵ௡ೖሺܷሻሺݔ௜ሻ െ ቀ݄ሺݔ௜ሻ െ ܳሺ௔ሻሺݔ௜ሻቁቚ ൅ 

൅ ቚܵ௡ೖೕ
൫ሺ1 െ ௜ሻቚݔሻܸ൯ሺߦ ൏  ߝ

и аналогично из (11), (13), (14) и (17) имеем:  

ቚܵ௡ೖೕ
ሺ݂ሻሺݔ଴ሻ െ ݄ሺݔ଴ሻቚ ൑                    

൑ ቚܵ௡ೖೕ
ሺܷߦሻሺݔ଴ሻቚ ൅ ቚܵ௡ೖೕ

൫ሺ1 െ ଴ሻݔሻܸ൯ሺߦ െ ܵ௡ೖೕ
ሺܸሻሺݔ଴ሻቚ ൅ 

൅ ቚܵ௡ೖೕ
ሺܸሻሺݔ଴ሻ െ ቀ݄ሺݔ଴ሻ െ ܳሺ௔ሻሺݔ଴ሻቁቚ ൏  .ߝ

Из полученных неравенств следует, что  

 ቚܵ௡ೖೕ
ሺ݂ሻሺݔ௜ሻ െ ݄ሺݔ௜ሻቚ ൏ , ߝ ݅ ൌ 0,1,2, … , ܰ.                      

Лемма 4 доказана.  
Из Лемм 1 и 4 непосредственно следует следующая лемма:  

Лемма 5. Для любого конечного множества ܧ௝ ൌ ൛ݔଵ, ,ଶݔ … , ݆ ,௝ൟݔ ൒ ௜ݔ ,1 א ሾ0, 1ሻ, ݅ ൌ
1,2, … , ݆, множество всех функций из ܮ௣ሾ0, 1ሻ, универсальных в ܥாೕ, т.е.  

௝࣠ ൌ ൛݂ሺݔሻ א ,௣ሾ0ܮ 1ሻ ׷  ൛ܵ௡ሺ݂, ௜ሻݔ ׷ ݊ א Λ , ௜ݔ א  ,ாೕൟܥ ௝ ൟ всюду плотно вܧ

является плотным ܩఋ множеством. 
Лемма 6. Пусть множества ܧ, ܨ ؿ ሺሾ0, 1ሻ,  ሻ компактны и не пересекаются, и пустьכߩ
Λ ؿ N. Если ሼܵ௡ሺ ଴݂ሻሽ௡אΛ равномерно универсален на ܧ для некоторой функции ଴݂ሺݔሻ א
,௣ሾ0ܮ 1ሻ и если для всех Λ′ ؿ Λ, существует некоторый ݂Λ′ሺݔሻ א ,௣ሾ0ܮ 1ሻ так, что ሼܵ௡ሺ݂ሻሽΛ′ 
равномерно универсален на ܨ, тогда существует плотное ܩఋ – множество M ؿ ,௣ሾ0ܮ 1ሻ 
такое, что для любой функции ݂ሺݔሻ א ,௣ሾ0ܮ 1ሻ множество ሼܵ௡ሺ݂ሻሽ௡אΛ равномерно 
универсально на ܧ ׫   .ܨ
Доказательство. Рассмотрим последовательность операторов  T୬: L୮ ՜ L୮ሺE ׫ Fሻ୬אΛ,  
определенных следующим образом:  ௡݂ܶ: ൌ  ܵ௡ሺ݂ሻ|ா׫ி для ݊ א Λ. Применяя Лемму 5, 
достаточно показать, что ሼ ௡ܶሽ௡א௸ топологически транзитивна, т.е. в данном случае нужно 
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доказать, что для любых ݃ሺݔሻ א ,௣ሾ0ܮ 1ሻ, ߝ ൐ 0 и ܪሺݔሻ א ܧ௣ሺܮ ׫ ሻݔሻ, существуют ݂ሺܨ א
,௣ሾ0ܮ 1ሻ и ݊ א Λ такие, что  

׬ |݂ሺݔሻ െ ݃ሺݔሻ|௣ଵ
଴ ݔ݀ ൏ ሻݔи  ԡܵ௡ሺ݂ሻሺ  ߝ െ ி׫ԡாܪ ൏  .ߝ

Пусть даны: функции ݃ሺݔሻ א ,௣ሾ0ܮ 1ሻ, ܪሺݔሻ א ܧ௣ሺܮ ׫ ߝ ሻ, и числоܨ ൐ 0. Возьмем 
полином по системе ॔ߖ  ܳሺ௔ሻ  такой, что  

׬  ห݃ሺݔሻ െ ܳሺ௔ሻሺݔሻห௣ଵ
଴ ݔ݀ ൏ ఌ

ଷ
. 

Поскольку множество ሼܵ௡ሺߙ ଴݂ሻ ׷ ݊ א Λሽ плотно в ܮ௣ሺܧሻ для любого ߙ ൐ 0, то можем 
выбрать достаточно маленькое число ߙ такое, что  

ܷሺݔሻ ൌ ߙ ଴݂ א ,௣ሾ0ܮ 1ሻ  и ׬ |ܷሺݔሻ|௣ଵ
଴ ݔ݀ ൏ ఌ

ଷ
 . 

Следовательно, существует множество Λ′ ؿ Λ с |Λ′| ൌ ∞, такое, что 

ቛቀܪሺݔሻ െ ܳሺ௔ሻሺݔሻቁ െ ܵ௡ሺܷሻሺݔሻቛ
ா

൏ ఌ
ଷ
 . 

Аналогично, из предположения о множестве F , мы получаем существование функции  

 ܸሺݔሻ א ,௣ሾ0ܮ 1ሻ и׬ |ܸሺݔሻ|௣ଵ
଴ ݔ݀ ൏ ఌ

ଷ
 

и соответственно множества Λ′′ ؿ Λ′ с |Λ′′| ൌ ∞  такого,что  

׬  ቚቀܪሺݔሻ െ ܳሺ௔ሻሺݔሻቁ െ ܵ௡ሺܸሻሺݔሻቚ
௣ଵ

଴ ݔ݀ ൏ ఌ
ଷ
. 

Теперь определим вспомогательную функцию ߦ א ,ሾ0ܥ 1ሻ, удовлетворяющую 
условиям:  

 0 ൑ ߦ ൑ 1, ாబ|ߦ   ൌ 1 , ிబ|ߦ   ൌ 0 , 

для открытых окрестностей ܧ଴ множества ܧ и ܨ଴ множества ܨ в ሾ0, 1ሻ. 
Определяя функцию ݂ следующим образом:  

݂ሺݔሻ ൌ ܷሺݔሻ · ሻݔሺߦ ൅ ൫1 െ ሻݔሻ൯ܸሺݔሺߦ ൅ ܳሺ௔ሻሺݔሻ , ݔ א ሾ0, 1ሻ, 

и повторяя рассуждения, приведенные при доказательстве Леммы 2, получим:  

න |݂ሺݔሻ െ gሺݔሻ|௣
ଵ

଴
ݔ݀ ൏                          ߝ

                              ԡܵ௡ሺ݂ሻ െ ԡாܪ ൏ , ߝ ԡܵ௡ሺ݂ሻ െ ԡிܪ ൏   ߝ

Лемма 6 доказана.  

Доказательство Теоремы 1. 

Пусть дано любое счетное множество ܧ ൌ ሼݔଵ, ,ଶݔ … , ሽ. Представим ܧ следующим 

образом:  
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ܧ ൌ ራ , ௝ܧ
ஶ

௝ୀଵ

௝ܧ ൌ ൛ݔଵ, ,ଶݔ … , , ௝ൟݔ ݆ ൌ 1,2, …  

Тогда, согласно Лемм 5 и 6, для любого ݆ ൒ 1 множество  

௝࣠ ൌ ൛݂ሺݔሻ א ,௣ሾ0ܮ 1ሻ ׷  ൛ܵ௡ሺ݂, ௜ሻݔ ׷ ݊ א Λ , ௜ݔ א  ௝ ൟ  плотно в ܴாೕൟܧ

является плотным ܩఋ множеством в ܮ௣ሾ0, 1ሻ. Следовательно из Леммы 1 следует, что  

 ࣠ ൌ ځ ௝࣠
∞
௝ୀଵ ്  ׎

также является плотным ܩఋ множеством в ܮ௣ሾ0, 1ሻ. 
Возьмем любую функцию ሚ݂ א ࣠. Отсюда следует, что ሚ݂ א ௝࣠ для всех ݆ ൒ 1. 
Пусть теперь дана любая функция ݄ א ܴா  . Tогда существует возрастающая 

последовательность натуральных чисел ሼ݊௞
ሺ௝ሻሽ௞ୀଵ

∞  такая, что для любого ݔ௜, ݅ ൌ 1,2, … , ݆ 
имеем  

 ቚܵ௡ೖ
ሺೕሻ൫ ሚ݂൯ሺݔ௜ሻ െ ݄ሺݔ௜ሻቚ ൏ ଵ

௞
 

Возьмем последовательность ௝݉ ൌ ݊௝
ሺ௝ሻ, при ݆ ൌ 1,2, … . Тогда для любого ݔ א

൛ݔଵ, ,ଶݔ … ,   :௝ൟ имеемݔ

                      ቚܵ௠ೕ൫ ሚ݂൯ሺݔ௜ሻ െ ݄ሺݔሻቚ ൏
1
݆                                                                     ሺ18ሻ 

Для любой точки ݔ א можем найти число ݇଴ ܧ ൒ 1 такое, что ݔҧ ൌ  .௞బݔ
Теперь, пусть дано произвольное положительное число ߝ.  

Положим ݆଴ ൌ ݇଴ ൅ ቂଵ
ఌ
ቃ ൅ 1. Тогда для любого ݆ ൒ ݆଴ имеем ݔ௞బ א ௝ܧ ൌ ൛ݔଵ, ,ଶݔ … ,  ௝ൟ иݔ

следовательно из (18) получим:  

ቚܵ௠ೕ൫ ሚ݂൯ሺݔҧሻ െ ݄ሺݔҧሻቚ ൌ ቚܵ௠ೕ൫ ሚ݂൯൫ݔ௞బ൯ െ ݄൫ݔ௞బ൯ቚ ൏ ଵ
௝

൏  ,ߝ

откуда и следует, что ܵ௠ೕ൫ ሚ݂൯ሺݔሻ െ ݄ሺݔሻ, при ݆ ՜ ∞ . 
Теорема 1 доказана.  

 

4 ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Таким образом, в статье доказанo, что для любого счетного множества ܧ ؿ ሾ0,1ሻ 
существует плотное ܩఋ  множество ܯ ؿ ,௣ሾ0ܮ 1ሻ, обладающее следующим свойством: 
последовательность частичных сумм ряда Фурье, по системе Кристенсона-Леви ॔ߖ  любой 
функции из ܯ, является поточечно универсальной в ܥா, т.е. множество частичных сумм 
ሼܵ௡ሺ݂, ሻாݔ ׷  ݊ א ݂ ሽ  ряда Фурье любой функци߉ א  .ாܥ плотно в ܯ
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