Matematika 2 - java e shtaté.

Seminaret.

1. Vértetoni qé pér cdo numér natyror n jané té vérteta barazimet:

a) 1+2+---+n=n(nT+1),

b) 1+3+-+(2n—1) =n?

0 1+4+-+@n-2) =000
d 1+2+4+--4+2"1=2"—1,

2. Veértetoni qé pér ¢do numér natyror n jané té vérteta barazimet:

a) 12+22+...+n2:%(2n+1),
ni2n-1)(2n+1
b) 12+3%2+--+(@2n—-1)%= ( ;( ),
2
3 3, .. 3 _ (n(n+D
c 1°+2°+ +n—(—2 ) ,

d 1:44+2:-7+--+n@Bn+1) =n(n+ 1=

3. Vértetoni qé pér ¢do numér natyror n jané té vérteta barazimet:

1 1 1 n
A Ltmt ot oo T et
1 1 1 n
b) 15 + 59 Tt (4n—3)(4n+1)  4n+1’
1, 2 n 3 2n+3
c) §+3—2+"'+3—n—4—4_3n .

4. Vértetoni gé numri 22" pérfundon me shifrén 6 pér ¢do numér natyror n > 2.
5. Vértetoni gé pér ¢do numér natyror n > 4 jané té vérteta mosbarazimet:

a) 2"=1+n,
b) 3">1+42n,
c) 5"=>1+4n,
d) 4" >n*.
1 13

.. e e e .. .. 1 1
6. Vértetoni qé pér cdo numér natyror n > 2 vlen mosbarazimi: — + —+ -+ — > == .
n+1  n+2 2n~ 24

7. Letéjeté ap=2,a; =3 dhepérgdo n €N vlen a,,; = 3a, — 2a,_;. Vértetoni qé pér ¢do n € Ny vlen
a, =2"+1.

8. Me ¢faré éshté e barabarté shuma 2 + 22 + --- 4+ 22---2?
N——

n

Zgjidhjet: Té gjitha ushtrimet e parashikuara pér kété njési mésimore do ti zgjidhim me metodén e induksionit
matematik. Pra, principi i induksionit matematik éshté: E c N; 1€ Edhe n€E=>n+1€E atéheré E = N. Né
raste té vecanta do té pérdorim edhe metoda jostandarte té induksionit matematik né varési té situatave konkrete.



b)

c)

d)

b)

Shénojmé E={neN|1+2++n= "("2“)}. 1€E dotéthoté 1= 1'“‘2“) qé &shté e sakté.
Supozojmé taniqé n € E. Pra kemisupozuar 1+4+24--4+n= n(n2+1). Nga kétu rrjedh {duke shtuar tek

nmn+1)

dy anét e barazimit n+1}: 1+2+-4+n+(n+1) = >

(n+1)(n+2) _ (n+1)((n+1)+1)

+(n+1)=(n+1)(%+1)=

> > . Vértetuam qé n + 1 € E. Né bazé té principit té induksionit matematik

kemiqgé E = N.

Shénojmé E={m€N|1+3+-+(2n—1)=n?}. 1€E dotéthoté 1= 12 qé éshté e sakté.
Supozojmé taniqé n € E. Pra kemisupozuar 1+ 3 + ---+ (2n — 1) = n?. Nga kétu rrjedh {duke shtuar
tek dy anét e barazimit 2(n+1)—1}: 1+3+--+2n-1D+ 2+ -1 = n?2+2n+1)—-1=
n? +2n+ 1= (n+ 1)?. Vértetuam qé n + 1 € E. Né bazé té principit té induksionit matematik kemi qé
E = N.

ni3n
2

sakté. Supozojmé taniqé n € E. Prakemisupozuar 1+4+--+Bn—-2) =

1(3-1-1)
2

. Nga kétu rrjedh

—Y 1€F dotéthots 1=

ni3n—-1)
2
{duke shtuar tek dy anét e barazimit 3(n+1) -2} 1+4+-+Bn-2)+B(n+1)—-2) =

n(3n-1 n(3n-1 3n2—n+6n+2 3n2+5n+42 n+1)(3n+2
¥+3(n+1)—2=%+3n+1= 5 = . =( ); )=

(n+1)BMn+1)-1)
2

Shénojmé E={neN|1+4+--+(Bn—-2) = qé éshté e

. Vértetuam gé n+ 1 € E. Né bazé té principit té induksionit matematik kemi gé E = N.

Shénojmé E={neN|1+2+4+--+2"1=2"—-1}. 1€E dotéthoté 1= 2'—1 qgééshtée
sakté. Supozojmé tani qé¢ n € E. Pra kemisupozuar 1+ 2+ 4+ ---+2""1 = 2" — 1, Nga kétu rrjedh
{duke shtuar tek dy anét e barazimit 2"}: 1 +2+4+ -+ 2" 1 42" =2" - 142" = 2:2" - 1=

2"*1 — 1, Vértetuam qé n + 1 € E. N& bazé té principit té induksionit matematik kemi gé¢ E = N.

nn+1)(2n+1)
6

qé éshté e sakté. Supozojmé tani qé n € E. Pra kemisupozuar 12 + 22 + .-+ n? =

kétu rriedh {duke shtuar tek dy anét e barazimit (n +1)2}: 12+ 22+ +n?+ (n+1)? =

n(n+1)6(2n+1) Fm+1D2=m+1) (n(216l+1) tnt 1) —(n+1) (2n2+n6+6n+6) —(n+1) (2n2+67n+6>
= (nt1) ((n+2)(2n+3)) _ (m+1)((n+1)+1)(2(n+1)+1)
principit té induksior?it matematik kemi qé E =6N.

}. 1€E dotéthots 1% = %(2'1“)

nn+1)(2n+1)
6

Shénojmé E={n€N |12 +22 + .-+ n? =

. Nga

. Vértetuam qé n+ 1 € E. Né bazé té

Shénojmé E = {n € N|12 +32 4 -+ (2n — 1)% = %(Z"“)}. 1€E dotéthoté 12 =

1-2-1-1)(2:1+1)

3 qé éshté e sakté. Supozojmé taniqé n € E. Pra kemisupozuar 12 + 3% + -+




d)

a)

b)

2n—-1)? = %(an Nga kétu rrjedh {duke shtuar tek dy anét e barazimit (2n + 1)?}: 12+ 32 +
c+ @n- 1%+ @2n+ 12 = MDD 4 on )2 = @n+ ) (B b n 4 1) =

(2n+1)(2’12‘”3ﬂ)=(2n+1)<w) = (2n+1 )(W)_

3
n+1)2M+1)-1)2(n+1)+1)
3

. Vértetuam gqé n + 1 € E. Né bazé té principit té induksionit matematik kemi

gé E=N.

2 , 2
Shénojmé E={neN|13+23 +---+n3 = (n(nT-l-l)) }. 1€E dotéthote 1° = (%) qé éshté

nn+1) 2

e sakté. Supozojmé tani qé n € E. Pra kemi supozuar 13 + 23 + -+ n3 = ( > ) . Nga kétu rrjedh

.. nn+1) 2
{duke shtuar tek dy anét e barazimit (n+1)3}: 13+ 23+ - +n3 + (n+ 1)3 = ( > ) +(n+1)3=

(n + 1)? (%2 +n+ 1) =(n+1)? (nz-i-i_n-l—zl) =(n+1)>2 (n-2|-2)2 = ((n+1)((;1+1)+1))2_ Vértetuam qé

n + 1 € E. Né bazé té principit té induksionit matematik kemigé E = N.

Shénojmé E={neN|1:4+2-7+--+nBn+1) =n(n+1)2}. 1€E dotéthoté 1:4 =
1-(1+41)? qé éshté e sakté. Supozojmé taniqé n € E. Prakemisupozuar 1:4+2-7 4 -+

n(3n + 1) = n(n + 1)2. Nga kétu rrjedh {duke shtuar tek dy anét e barazimit (n+1)(3(n+ 1) + 1}: 1-
442 7++n@Bn+ 1D+ nm+ DB+ +1D)=nn+1D?*+n+1D)GBn+1)+1) =

M+ D+ D+3n+4)=n+DM?+4n+4)=n+1Dn+2)?=n+D((n+1D + 1)2.
Vértetuam gé n + 1 € E. Né bazé té principit té induksionit matematik kemi gé E = N.

L _ ") 1 eE dotéthots — ! h K
n(n+1)—n+1}. € o té thoté 2= 171 qé éshté e sakté.

Nga kétu rrjedh {duke shtuar

Shénojmé E={n€N| r12+2_f3+...+
1
n(n+1) n+1

Supozojmé tani gé n € E. Pra kemi supozuar 1—12 + % +

. - 1 1,01 1 1 n 1 _

tek dy anét e barazimit ——— eo kT 4 oot et S Y o — L T DD
1 1\ _ n’+2n+1 _ m+DZ  n+l _ n+l , , L
n+1 (n + n+2) = AD@E2) ~ DA~ ndz - (a1 vertetuamaé n+1 € E. Né bazé té

principit té induksionit matematik kemigé E = N.

1
(4n-3)(4n+1) 4n+1

%= 171 11+1 gé éshté e

Nga kétu rrjedh

Shénojmé E={nEN|rls+£+---+ } 1 € E do té thoté

1
(4n-3)(4n+1) 4n+ 1°

sakté. Supozojmé tani gé n € E. Pra kemi supozuar E + ; + -+

1 1 1 1
(4(n+1)—3)(4(n+1)+1)}' 15 + 59 Tt (4n-3)(4n+1)

{duke shtuar tek dy anét e barazimit



1 __n 4 1 _ 1 _(+ 1)_ 4n’+5n+1
Gt D)-3)@m+D+) I+l | GrrD-3)@min+)  Antl " T ant5) T GntD(4n+5)
n+H@n+1) _ n+1 _ n+1

@) @n+s) — an45 — AmEDFT Vértetuam gé n+ 1 € E. Né bazé té principit té induksionit

matematik kemigé E = N.

o 1, 2 n 3 2n+3 " .1 3 21+3
c) Shénojmé E ={n€eN| 3ttt -~-+3—n—Z—W}. 1 € E doté thoté 2= 2 a3t qé éshtée
N I - . 1, 2 n _ 3 2n+3 .. .
sakté. Supozojmé tani gé n € E. Pra kemi supozuar 3 + = + -t o1 a3 Nga kétu rrjedh {duke
, oomH1, 1, 2 +1 3 2n+3 +1 3" _on43 +1
shtuar tek dy anét e barazimit :n+1}:§+3_2+“'+3£n+:n+1 =T a3 +:n+1 =" +:n+1 =
n+2 n+2
—6n—9+4n+4 —2n—2— 2 1 .. .. .. s e
3 2”3::' nt4 _ 3 y 3;11 3= % - (Z;nijﬁ Vértetuam qé n + 1 € E. Né bazé té principit té

induksionit matematik kemi gé E = N.

4. Né kéteé rast do té pérdorim principin e induksionit matematik né bashkésiné N\ {1}. Shénojmé E =
{n € N| 22" = 10p, + 6, p, € N {pra 22" pérfundon me shifrén 6} }. 2 € E do té thoté 22" = 16
pérfundon me 6, qé éshté e sakté. Supozojmé tani gé n € E. Pra kemi supozuar 22" = 10p,, + 6,
pér ndonjé p, € N. Nga kétu rrjedh gé¢ 22" = 222" = (22")2 = (10p, + 6)? = 100p2 + 120p,, + 36 =
10(10p2 + 12p, +3) + 6 = 10p,41 + 6,kupye; = 10p2 + 12p,, + 3 € N. Vértetuamqé n+ 1 € E. Né
bazé té principit té induksionit matematik kemigé E = N\ {1}.

5. Neé kété rast do té pérdorim principin e induksionit matematik né bashkésiné N\ {1,2,3}. Shénojmé E =
{n € N | jané té sakta relacionet e pikave a), b), ¢) dhe d)}. Lehté provohet se 4 € E pér secilin rast.
Supozojmé tani qé n € E . Kemi:

2m1 =2.2">2(1+n)=1+(n+1)+n>1+nn+1)=>n+1€E.
31 =3-3">3(1+2n)=1+2(n+ 1D +2+4n>1+2(n+1)=>n+1€E
5"l =5.5">5(1+4n)=1+4(n+1)+1+16n>1+4(n+1)>n+1€E

Al =4 g >ant =n* +3nt>nt+4and+6n? +4n+1 = (n+ 1* = n+ 1 € E. Kétu kemi shfrytézuar
mosbarazimin 3n* > 4n3 + 6n? + 4n + 1 icili vlen pér ¢do numér natyror n > 4. Ky mosbarazim éshté i
sakte pér n > 4 sepse vlejné mosbarazimet evidente n* > 4n3, n* > 6n? dhe n* > 4n + 1. Dukei
mbledhur ané pér ané kéto mosbarazime arrijmé tek mosbarazimi 3n* > 4n3 + 6n%2 + 4n+ 1 pér n > 4.

Pér secilin rast vértetuam gé n+1 € E. Né bazé té principit té induksionit matematik kemigé E = N\ {1,2,3}.

6. Edhe né kété rast do té pérdorim principin e induksionit matematik né bashkésiné N \ {1}. Shénojmé E =

1 1 1 13 .. .1 1 13
MEN| —+—++—-> —24}. 2 €E dotéthote —+—>57,
€ E. Pra kemi Lttt B ngaketuredhgs —L—+—t 4 b=
n . Pra Kemi supozuar 1 ga Ketu rrje ge (m+1)+1 (n+1)+2 2+ 1) =

gé éshté e sakté. Supozojmé tani qé

n+2 2n 247

1 1 1 1 1 1 13 1 1 1 13 1 1 13
(EJ’EJ’"'J’Z)+2n+1+2n+z_m>ﬁ+2n+1+2n+z_m—ﬁ 2n+1_2n+2_ﬁ+




1 13
(2n+1)(2n+2) = 24°
Vértetuam qé n + 1 € E. Né bazé té principit té induksionit matematik kemi gé E = N\ {1}.

7. Neé kété rast do té pérdorim njé formé jostandarte té principit té induksionit matematik. E € Ny, 0,1 € E dhe
n—1,n € E pérn € Nimplikojné gé¢ n+ 1 € E, atéheré E = N,.Shénojmé E ={n €N, |a,=2"+1 }

0,1€EE dotéthotégé ay=2°+1=1+1=2, a; =2'+1=2+1=3 gééshté e sakté.
Supozojmé qén — 1,n € E pér n € N.Pra, a,_; = 2" 1 +1 dhe a, = 2" + 1. Nga kétu kemi qé:
Ups1 =30p —2ap_1 =3 (2" +1) =22V 14 1) =3-2" =20 41 =2-2" 41 =2"*1 4 1,

Vértetuam gé n + 1 € E. Nga principi i induksionit matematik kemi E = N,.

99
- n_
8. Do té shfrytézojmé barazimet 222 =2-11--1=2" 8 =2- 109 . Tani kemi:
—— ~——
n n
1 n_
242244222 =2+ (Vg et ) =2 (10" 4 4 10" — 1) =2+ (14107 44+ 10" -

10n+1_

(n+1))=§-<T1—(n+1)>=82—1-(10"+1—9n—10).

0n+1_1
Kemi shfrytézuar barazimin 1 + 10  + -+ 10" = i cili vlen pér ¢do n € N. Ky barazim vértetohet me
metodén e induksionit matematik.
1 n n+1_1 101+1_1
Shénojmé E={neN|1+10" +--4+10" = } 1€E dotéthote 1+ 10! = gé éshté e
n+1l_
sakté. Supozojmé tani qé n € E. Pra kemi supozuar 1 + 101 + ---+ 10" = . Nga kétu kemi 1 + 10* +
n+1_ qon+1_ (n+1)+1_
o4 10" + 107 = % +10m*t =12 109 -1 5 L. Vértetuam qé n+ 1 € E. Nga principii

induksionit matematik kemi E = N.



