Matematika 2 — java e tete

Seminaret

1. Vértetoni qé pér ¢do numér natyror n € N vlen:
(a) Numri 4" + 15n — 1 plotpjestohet nga numri 9.
(b) Numri 221 — 9n? + 3n — 2 plotpjestohet nga numri 54.

2. Vértetoni gé pér ¢do numeér natyror n € N vlen:
(a) Numri 3 - 52" 4 237+1 plotpjestohet nga numri 17.
(b) Numri 2473 + 57 . 33+2 plotpjestohet nga numri 17.

3. Vértetoni qé pér ¢do numeér natyror n numri 111 ---1 plotpjestohet nga numri 3.
3”1

4. Té gjendet PM P(585,756,1155).
5. Veértetoni gé dy numra té njépasnjéshém tek, jané reciprokisht té thjeshte.

6. Veértetoni gé né rast se numrat a dhe b jané reciprokisht té thjeshté atéheré secili prej tyre
éshté reciprokisht i thjeshté me shumén a + b.

7. Le té jené numrat a dhe b reciprokisht té thjeshté dhe a > b. Vértetoni qé numrat a + b
dhe a — b ose jané reciprokisht té thjeshté mes tyre ose PM P(a,b) = 2.

8. Numrat a dhe b jané reciprokisht té thjeshté. Vértetoni qé shuma dhe prodhimi i tyre gjithashtu
jané numra reciprokisht té thjeshte.

Zgjidhjet

1.

(a) Shénojmé me F bashkésiné e numrave natyroré n pér té cilét numri 4" + 15n — 1 plotpjestohet
nga numri 9. Mund té shkruajmé E = {n € N|4™ + 15n — 1 = 9p,,, p, € Z}.

leE=4'4+15-1-1=9-p, , kup; =2.
Supozojmé tani qé n € E. Pra dp, € Z pér té cilin vlen 4" + 15n — 1 = 9p,,. Tani kemi:
4" 4 15(n+1)—1 = 4-4"+15-n—1+15 = 44" +60n—4—45n+18 = 4-(4"+15n—1)—9(5n—2)

=4-9-p,—905n—2)=9(4 - p, —5n+2)=9pps1,, kuppr1=4-p,—5n+2€7Z

Vértetuam qé n + 1 € E. Né bazé té principit té induksionit matematik kemi £ = N.



(b)

Shénojmé me F bashkésiné e numrave natyroré n pér té cilét numri 227+ — 9n? 4 3n — 2
plotpjestohet nga numri 54. Pra kemi E = {n € N|2?""! —9n? + 3n — 2 = 54p,,, p, € Z}.

le E=2*1"1_-9.1243.1-2=54-p, ,kup, =0.

Supozojmé tani qé¢ n € E. Pra 3p, € Z pér té cilin vlen 22" — 9n? + 3n — 2 = 54p,,.
Tani kemi:

22tV _9(n +1)2+3(n+1)—2=4-22""1 —9p? — 15n — 8 = 4-22"*1 — 3602 + 12n — 8

(n—1)

+27n% — 27n = 4(22"*t —9n? + 3n — 2) 4+ 27n® — 2Tn = 4 - 5dp,, + 54 5 = pui

kupn+1=4-pn+@€z

Vértetuam qé n + 1 € E. Né bazé té principit té induksionit matematik kemi £ = N.

Shénojmé me F bashkésiné e numrave natyroré n pér té cilét numri 3 - 527+ + 237+ plotp-
jestohet nga numri 17. Kemi F = {n € N|3 - 52"+l 4 23+L =17 p € Z}.

le E= 3521 423141 — 17p, | ku py = 23.

Supozojmé tani qé n € E. Pra 3p, € Z pér té cilin vlen 3 - 527+ 4+ 237+ = 17p.. Tani
kemi:

3. 52(n+1)+1 + 23(7L+1)+1 =925.3. 52n+1 + 8. 237’L+1 =17-3. 527L+1 + 8.3. 52n+1 + 8. 23n+1 _

17-3-5"" +8.17-p, =17- (3.5 +8-p,) = 1Tpp1 ku ppy1 =3-5""" +8.p, e Z

Vertetuam qé n + 1 € E. Né bazé té principit té induksionit matematik kemi £/ = N.

. 33n+2

Shénojmé me E bashkésiné e numrave natyroré n pér té cilét numri 2473 + 57 plotp-

jestohet nga numri 17. Kemi F = {n € N|23 4 5. 3372 = 17p, p, € Z}.
le = 24143 1 5133142 = 17p; , ku p; = 79.

Supozojmé tani qé n € E. Pra dp, € Z pér té cilin vlen 2*7+3 4 57 . 3372 = 17p,. Tani
kemi:

24(n+1)+3 + 5n+1 X 33(n+1)+2 =16- 24n+3 + 135. 5n . 33n+2 = 16- (24n+3 + 5n . 33n+2) + 119- 5n . 33714—2

:]_617pn+1195n33n+2:17pn+1 kupn+1:16'pn+7'5n_33n+2€z

Vértetuam qé n + 1 € . Né bazé té principit té induksionit matematik kemi £ = N.



3. Shénojmé me E bashkésiné e numrave natyroré n pér té cilét numri 111---1 plotpjestohet

371
nga numri 3". Kemi £ ={neN|111---1 =3"p,,p, € Z}.

37’1,
le E=111=3-p; , kup, = 37.

Supozojmeé tani qé n € E. Pra dp, € Z pér té cilin vlen 111---1 = 3"p,,. Tani kemi:

3n
1077 -1 103" -1 (10" —1  (10%" —1) " "
11---1 = = = = ((10°")? +10%" +1) =
L 5 5 5 5 ((10™) )

1. 3"\2 3" _ qn . 37™\2 3" _ qn+l .
111---1-((10%")% + 10%" + 1) = 37p, - (10°")2 + 10°" + 1) = 3"*'p, (
371

(10%")2 + 10" + 1)
3

kupn+1 =Dy - (%) e 7.

Vértetuam qé n + 1 € E. Né bazé té principit té induksionit matematik kemi £ = N.

(103™")2+410%" +1

Shénim: 3

€ Z sepse shuma e shifrave té numrit (103")% + 10%" + 1 éshté 3.

4. Do té shfrytézojme relacionin PM P(a,b,c) = pT’m(al’ﬁl’m - -p;nm(a"’ﬁ"’%), ku a = p---pon,

b= pf L...pP dhe ¢ = p]* - - - p» jané paraqitjet kanonike té numrave a, b, ¢ si prodhime té faktoréve
té thjeshté té tyre. Pér ¢do i € {1,--- ,n} kemi parasysh qé té paktén njéri nga numrat «;, 5; apo
v; té jeté mé i madh se zero.

Né rastin konkret pas faktorizimeve kemi a = 585 = 2°-32.5!.79.11°. 13!,
b="756=22-3%-50.71.11°.13° dhe ¢ = 1155 = 3' - 5! - 71 - 111 - 13°. Duke shfrytézuar formulén e
mésipérme do kemi: PM P(585,756,1155) = 2°-31.5%.70.11°9.13% = 3.

Kjo proceduré mund té spjegohet edhe me thjeshté. Mjafton nga numrat a,b,c té nxirren fak-
torét e thjeshté té pérbashkét {qé né rastin konkret éshté veg numri 3} , gjendet fugia minimale e
secilit nga faktorét e pérbashkét dhe késhtu formohet PM P(a,b,c). Kjo proceduré vlen edhe pér
me tepér apo mé pak se tre numra natyroré.

5. Dy numra té njépasnjéshém tek kané formén 2n — 1 dhe 2n + 1 pér ndonjé numér n € N. Le
té jeté d € N njé pjestues i perbashkét pér numrat 2n—1 dhe 2n+1. Késhtu do kemi 2n—1 = k-d dhe
2n+1 = h-d, ku k, h € N. Nga kéto relacione rrjedh qé 2 = 2n+1—(2n—1) = k-d—h-d = (k—h)-d.
Pra numri d éshté faktor i numrit 2 qé do té thoté se d = 1 ose d = 2.

d = 2 nuk mund té jeté sepse d éshté pjestues i numrit tek 2n — 1 (apo 2n + 1). Mbetet d = 1, pra
i vetmi pjestues i pérbashkét i numrave 2n — 1 dhe 2n + 1 éshté numri 1 qé do té thoté se 2n — 1
dhe 2n + 1 jané numra reciprokisht té thjeshté.

6. Nga simetria e problemit né lidhje me numrat a dhe b, mjafton té vértetojmé qé¢ PM P(a,a+b) =
1 né qofté se PM P(a,b) = 1.

Le té jeté d € N njé pjestues i pérbashkét pér numrat a dhe a+0b. Do kemi a = k-d dhe a+b = h-d,
ku k,h e N. Nga kétu rrjedhb=a+b—a=h-d—k-d= (h—k)-d. Pra numri d éshté pjestues i
numrit a dhe i numrit b. Meqgénése PM P(a,b) = 1 atéhere do jeté d = 1.

Vértetuam q¢ PMP(a,a +b) = 1.



7. Le té jeté d € N njé pjestues i pérbashkét pér numrat a — b dhe a +b. Do kemi a —b =k - d
dhe a +b = h-d, ku k;h € N. Nga kétu rrjedh qé 2a = a —b+a+b = (k+ h)-d dhe
20 =a+b—(a—0b) = (h—k)-d. Pra kemi qé numri d éshté pjestues i numrave 2a dhe 2b.
Megénese numrat a dhe b jané reciprokisht té thjeshte ata nuk kané faktore té pérbashkét. Mbetet
té jete d =1 ose d = 2.

Pér a = 5,b = 3 kemi PMP(a — b,a +b) = PMP(2,8) = 2 ndérsa pér a = 5,b = 2 kemi
PMP(a—b,a+b)=PMP(3,7) =1, késhtu q¢ PM P(a — b,a + b) mund té jeté edhe 1 por edhe
2, né varesi té vlerave a dhe b.

8. Duhet té vértetojmé q¢ PMP(a + b,a - b) = 1 né qofté se PMP(a,b) = 1. Duke supozuar
gé numri natyror d éshté pjestues i pérbashkét i numrave a + b dhe a - b do kemi a + b = k - d dhe
a-b=nh-d, kuk,heN. Nga kétu do kemi:

a’ = (a +b)a — ab = kda — hd = (ka — h)d = a? plotpjestohet nga numri d
b> = (a + b)b — ab = kda — hd = (kb — h)d = b* plotpjestohet nga numri d.

Megénése numrat a dhe b jané reciprokisht té thjeshté ata nuk kané fatoré té thjeshté té pérbashkét.
Nga kétu rrjedh qé edhe numrat a? dhe % nuk kané faktoré té thjeshté té pérbashkét, pra ata jané re-
ciprokisht té thjeshté. Késhtu numri d duhet té jeté i barabarté me 1 sepse d éshté pjestues i numrit
a® dhe i numrit b*. Vértetuam qé¢ PMP(a + b, ab) = 1.



