1. PARAQITJA ME SHIFRA E NUMRAVE NATYRORE

Teorema 1.1. Le te jeté x njé numér natyror. Atéhere ekzistojné
shifrat dhjetore xg, 23 ..., 2, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} ashtu qé

(1.1) = 2,10" + 2,110"" + .. 21 - 10 + 2.
Shprehjen paraprake e shénojmé shkurtimisht
T =TpTp_1...T100
dhe e quajmé numér natyror n—shifror. Presentimi (1.1) éshté i vetém.

Vértetimi. Nése z € {0, ...,9} atéheré x = zy dhe pérfundon vértetimi.
Né té kunditén béjmé pjesétimin me mbetje té numrit x me 10, dhe
ky hap na nevojitet té prcaktojmé shifrén e njéshteve.

E zémeé se

x:10 = q1(x0), xo €{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
gjegjésht
x = 10q1 + xg.
Nge ¢; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, atéheré marrim x; = ¢; dhe shénojmé
T = T1Xg.
Né té kundértén vazhdojmeé pjeétmin e numrit ¢; me mbetje me 10.
E zémeé se
qi 10 = QQ(QIQ),
gjegjésht
q1 = 10g2 + 21,21 € {07 1,2,3, 4a 5,6,7,8, 9}

Tani pjesétojmé numrin ¢, me 10, pastaj numrin g3 me 10, e késhtu
me radhé. Eshte e garte se mbas nje mumri te fundme hapash te
pjesetimit me mbetje me numrin 10, psh ne se né hahin e n— kemi

Gn-1 = 10q, + x,_1, ashtu qé z,_; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, dhe
Gn < 10.

Ketu procesi i vértetimit perfundon dhe perftojmé z,, = ¢,, gjegjésihst
T =TpTpi...01200 = Tpl0" + 2,_110" 1 + .. 21 - 10 + 2.

Ky prezentim éshté i vetém, numrat nga pjesétimi me mbetje jané
unike.

O
Né ménuré té ngjashme vértetojmé teoremen né vazhdim

Teorema 1.2. Le té jeté s numér natyror mé i madh se 1. Le te jeté x
njé numeér natyror. Atéhere ekzistojné shifrat dhjetore xg, s ..., x, €
{0,1,...,,s — 1} ashtu q¢é

(1.2) T=Tps" + Tp15" 4. x-S+ 2.
1
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Shprehjen paraprake e shiiojmé shkurtimisht
T = (TpTp_1...T1%0)s

dhe e quajmé numér natyror n—shifror né sistemin me bazé s. Presen-
timi (1.2) éshté i vetém.

2. PLOTPJESETUESHMERIA

Themi se numri natyror a plotpjesétohet me numrin natyror b nése
ekziston numri natyror c i tille qé¢ a = b - c. Kéte fakt e shénojmeé
simbolikisht a : b ose b|a.

Vetiteé.

1) Nése a i b dhe a # 0 atéheré a > b.

) Nése a b dhe b:a atéheré a = b.

) Nése a i3 dhe b: 3 atéhere a : c.

) Nése a i c dhe b: ¢ atéheré (a+0b) i ¢ dhe (a —b) i ¢ pér a > b.

) Nése a i b dhe ¢ € N, atéhere ac : b.

(6) Nése ay,...a, :bdhecy,...c, € N, atéhere (a1b1+...a,b,) i b,
Le té vertetojmé p.sh. vetiné e 3). Meqenése a : b, rrjedh se a = a,b.

Megenése b : ¢, rrjedh se b = byc. Nga kétu rrjedh se a = a1bic, ku a1by

éshté numeér natyror si prodhim i dy numrave natyroré. Né ményré té

ngjashme vértetohen edhe vetité e tjera.

3. PJESETUESI ME I MADH I PERBASHKET I DY NUMRAVE PMP.

Pérkufizimi 3.1. Themi se numri ¢ éshté pjesétuesi mé i madh i
pérbashkét i numrave natytoré a dhe b né qofté se numri ¢ i plotéson
kéto dy veti.

1. a:cdhebd:c.
2. Nése a : d dhe b : d, atéheré ¢ : d.

Pjesétuesim mé té madh té peprbashkét te numrave a dhe b e shénojmé
me ¢ = PMP(a, b) ose shkurtimisht néprmjet simbolit (a, b).

Shembulli 3.2. Le té jeté a = 120 dhe b = 300. Té percaktojmé
PMP(a,b). Pjesétuesit e numrit a formojné bashkésiné

A=1{1,2,3,4,5,6,8,10,12, 15,16, 18, 20, 24, 30, 40, 60, 120},
kurse pjesétuesit e numrit b formojné bashkésiné
B =1{1,2,3,4,5,6,10,...,60,100, 150, 300}.

Numri mé i madh i pérbashét i bashkésive A dhe B éshté numri 60,
prandaj PMP(a,b) = 60.
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Metoda e zbatuar paraprakisht nuk éshté praktike prandaj zbatojmé
dy metoda té tjera qé bazohen né:

(1) Teoremén themelore té aritmetikés
(2) Algoritmin e Euklidit.

Qe te formulojmé teoremén themelore té aritmetikeés le té perkufizojmé
numrat e thjeshte.

Pérkufizimi 3.3. Themi se numri natyror n # 1 éshté i thjeshté, né
qofté se plotpjesétohet vetém me numrat 1 dhe n.

Numrat e thjeshté i shénojmé me P. Pra

P={pi,ps .. Dk, }=1{2,3,5,7,11,13,... }.
Kjo bashkési numrash éshte bashkési e pafundme. Vitetimi mund té

béhet népimjet

Teorema 3.4 (Teorema themelore e aritmetikes). Cdo numér natyror
n mund té shénohet né trajtén e produktit té numrave té thjeshté. Me
fjalé té tjera, ekzistojné numrat e thjeshté p; < py < ..., pr dhe numrat
natyroré ose zero qi, . ..q, ashtu qé

n=pf-...pf.
Representimi paraprak éshté i vetem.
Teorema 3.5. Nése

n=pf-...p¥,
dhe

m=pi'-...pF,
atéheré

PMP(m, n) _ pflnin{thl} . 'prknin{qkmk}‘

Le te percaktojme PMP(120, 300) duke zhatuar teoremen paraprake.
Kemi

120=2-60=2%-30=2%-15=2%.3".5!
dhe
300 = 2% - 3. 52
Prandaj
PMP(lQO, 300) — omin{2,3} gmin{l,1} smin{l,2} _ 92 g1 51 _ gn

Teorema 3.6. Bashkési e numrave té thjeshté éshté e pafundme.



Vertetimi. Le te jete n nje numer i ¢farédoshém dhe marrim numrat
p1 < pa--- < p, e thjeshte te renditur prej me te voglit deri te me i
madhi duke i kycur te gjithe numrat e thjeshté . Numri x = py-py-----
pr + 1, éshté mé i madh se secili nga numrat py, ..., p,. Madje numri x
nuk plotpjesétohet me asnjenin nga keta numra py, . . ., p, sepse mbetja
e pjesetimit te numrit z me p; éshté gjithmone 1. Pra numri x éshté
i thjeshte ose né baze te teoremes themelore te aritmetikes pjesetohet
me numra te thjeshte te ndryshem nga numrat py,...,p,. Nga ketu
rrjedh se ekzsiton edhe numri i thjeshte p,41. Sirrjedhim perfundojme
se bashkesia P éshté pambarimisht e madhe.

3.1. Algoritmi i Euklidit. Ky algoritem bazohet né teoremén:

Teorema 3.7. Per ¢do dy numra natyroré a dhe b per te cilet vlen
a > b ekzistojne numrat natyror te vetem a; dhe ¢; ashtu qe

(3.1) a=>bqg +a, 0<a <b.
Vértetimi. Le te perkufizojme bashkesine A si¢ vijon:
A={q€eN:a—bg>0}.

Kjo bashkesi éshté bashkesi jo-boshe, sepse ¢ =1 € A. Né anen tjeter
nése ¢ > a, atehere a — bqg < a —ab = a(1 —b) < 0, prandaj ¢ ¢ A.
Rrjedhimisht, A éshté nenbashkesi e bashkesise {1,...,a}. Meqge A
éshté bashkesi e fundme, rrjedh se ¢ = max A € A. Tani kemi 0 <
a1 = a — bq; + a1 dhe a; < b. Sikur mosbarazimi i fundit té mos ishte
i sakté, atehere do té kishim a — b(q; + 1) = a — bg; — b > 0, prandaj
¢1 +1 € A, ge éshté né kundershtim me faktin se a; éshté elementi
maksimal i bashkesise A.

Qe te vertetojme se cifti (aj,q;) éshté i vetem, e zémé se vlen e
kunderta. D.m.th. e zémé se

(32) a = bQQ + as, 0<ay <b.

Duke zbritur (3.1) dhe (3.2), perftojme b(q1 — ¢2) = as — a;. E zémé
se as > ap, atehere edhe ¢o > ¢;. Nga ketu rrjedh se as > as —a; =
b(g1 — q2) = b, gjegjesisht ay > b, qe éshté kunderthenie me relacionin
(3.2). Me kaq u vertetua reprezentimi unik (3.1). O

Qe te formulojmé algoritmin e Euklidit le te vertetojmé nje veti te
PMP.

Teorema 3.8. Le te jete a > b dhe a = bg+r, ku 0 < r < b. Ateheré
PMP(a,b) = PMP(b, 7).
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Vértetimi. Le te jete c = PMP(a,b) dhe d = PMP(b, 7). Nga fakti se
a: c dhe b: ¢ dhe barazimi r = a — bg, rrjedh se r : c¢. Prandaj d : c qe
domethene d > c.
né anen tjeter meqenese b : d dhe r i d rrjedh se a = bg+r i d, qe
domethene se edhe ¢ i d. Perfundojme se ¢ > d. Rrjedhimisht ¢ = d.
Nga teorema paraprake kemi

¢ = PMP(a,b) = PMP(b,a,).
Pastaj b = a1qo + as, ku 0 < ay < a;. Prandaj
¢ = PMP(ay, as).

Duke vazhduar proceduren paraprake, mbas nje numri te fundme ha-
pash arrijme deri te numri a;; = 0. Né ate rast ax_1; = axqy the

¢ = PMP(a1,a3) = PMP(ay, a3) = - - - = PMP(ay_1, ax) = ax.
O

Ja te ilustrojme algoritmin paraprak né rastin e numrave a = 300
dhe b = 120. Kemi a > b dhe a = 2-b+60, gjegjesisht 300 = 2-120+ 60
ku 60 < 120.

Né fund 120 = 2 - 60. Nga ketu rrjedh se

PMP(300, 120) = PMP(120, 60) = 60.

3.2. Edhe disa veti te PMP.
(1) PMP(a,b) = PMP(b, a).
(2) Nése PMP(a,b) = ¢, atéhere PMP(ak, bk) = ck.
(3) Nése PMP(a,b) = k, atéhere PMP(a/k,b/k) = 1.

4. SHUMEFISHI ME I VOGEL I PERBASHKET I DY NUMRAVE SHVP.

Pérkufizim. Themi se numri ¢ éshté shuméfishi meé i vogél i pérbashkeét
i numrave natytoré a dhe b né qofté se numri ¢ i plotéson kéto dy veti.

1. ¢t a dhe c:b.
2. Nése d i a dhe d : b, atéheré d : c.

Shumeéfishin mé té vogél té pérbashkeét té dy numrave a dhe b e shénojmé

me ¢ = SHVP(a,b) ose shkurtimisht néprmjet simbolit [a, b].

Teorema 4.1. Pér dy numra té ¢farédoshém natyroré a dhe b ka vend
barazimi

[a,b] - (a,b) = ab.
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Vértetimi. Le té jeté
ab

(a,b)
Tani kemi x i a dhe x ! b, prandaj nga pérkufizimi i shuméfishit mé té
vogél té pérbashkét rrjedh se x i [a, b]. Prandaj ekziston numri natyror
ki tillé qé

x = kfa, b].
Nga barazimi
ab
b et
rrjedh se
a= [“’bb]  k(a,b)
dhe 0l
a,b
b= pa k(a,b).
Prandaj

a’k(a,b) dhe b k(a,b).
Nga vetia e dyté perkufizuese e PMP rrjedh se

(a,b) : k(a,b).
Prandaj (a,b) > k(a,b). Rrjedhimisht k = 1, ¢faré duhej té vértetohet
sepse né keté rast kemi x = [a, b]. O

Shembulli 4.2. Le té jeté a = 24 dhe b = 30. Te gjejme [a,b]. Nga
barazimi [a, b] = ab/(a,b), dhe (a,b) = 6, rrjedh se [a,b] = 4-30 = 120.

Teorema 4.3. Nése

n:p‘fl.....ka7
dhe
m:pgl.....pzk’
atehereé
SHVP(m,n) = praannt o pzlax{%rk}‘

Vertetimi. Vertetimi behet me induksionin matematik. Nése n éshté
numer i thjeshte, atehere n = p, = pj, ku k éshté nje indeks, dhe
ky rast perfundon. E zémé se e kemi vertetuar per te gjithe numrat
naturor me te vegjel ose te barabarte se m. Vertetojme per n = m—+1.
Nése m + 1 éshté i thjeshte, atehere zbatojme faktin paraprak. Né te
kunderten, numri n = m + 1 nuk éshté i thjeshte prandaj mund te
shkruhet n =m+1=n; -no, kul <ny <m dhe 1 <ny <m. Nga
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hipoteza e induksionit e dime se n, = pf* - ... pf* dhe ny = p{* - ... p}¥,
prandaj

n = p?l .. pzk .p?l .. pzk e pzl+q1 ..... kaJ’_qk'
Keshtu perfunduam vertetimin pér numra té ploté pozitivé. O

Le te percaktojme SHVP(120,300) duke zbatuar teoremen para-
prake. Kemi

120=2-60=2%-30=2°-15=2%.3".5¢
dhe
300 = 2% - 3. 52,
Prandaj
SHVP(120,300) = 2max{23}) . gmax{lLl}  gmax{l.2} _ 93 . 31. 52 — 6,

5. DISA KRITERE PLOTPJESETIMIT

Né kété njesi mesimore kemi & = a,ay—1 ... a1a0 = Y p_, a5 10F.

5.1. Plotpjesétueshméria me numrin 2. Numri x plotpjesétohet
me numrin 2 atehere dhe vetem atehere kur shifra e fundit (gjeg-
jesisht shifra e njesheve) e keti numrit ay éshté numer ¢ift, d.m.th.
ag € {0,2,4,6,8}. Qe te vertetojme nje gje te tille vime re se z =
Aplp_1...a1 - 10 + a9 = 2 (apap_1...a1 - 5) + ag. Meqgenese 2 -
(@pGp_1 ...ay-5) éshté numer ¢ift, sepse éshté faktor i numrit 2, rrhedh
se ai plotpjesetohet me 2. Mbetet qge te verifikohet pohimi nése ag : 2.
Pra ag i 2 atehere dhe vetem atehere kur ay € {0,2,4,6,8}. Numri x
plotpjesétohet ge plotpjesetohet me numrin 2 éshté cift.

5.2. Plotpjesétueshméria me numrin 5. Si né rastin e plotpjese-
timit me numrin 2, kemi © = 5 (@pap_1...a1 - 2) + ag. Meqgenese
5 (apan_1...ay - 2) plotpjesétohet me 5, mbetet te provohet nése ay
plotpjesetohet me 5. Dhe nje gje e tille ndodh atehere dhe vetem ate-
here kur ay = 0 ose ag = 5.

5.3. Plotpjesétueshméria me numrin 10. Megenése
=10 (anan_1...a1) + aop,

rrjedh se ¢ i 10 atehere dhe vetem atehere kur ay = 0.
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5.4. Plotpjesétueshméria me numrin 4. Megense
x =100 (apap_1...a3) +ajap =4-25- (apa,_1...as),

rrjedh se z 1 4 < ajag P 4. Dmth kriteri i plotpjesetimit me 4 sillet né
kriterin e plotpjestimit te numrit dyshifror te formuar nga dy shifrat e
fundit te tij te plotesohet me 4.

Per shembull, numri x = 873878732x plotpestohet me 4 atehere dhe
vetem atehere kur = € {0,4,8}, sepse numrat dyshifrore 20, 24, 28
plotpjesetohen me 4.

5.5. Plotpjesétueshmeéria me numrin 8. Megenese x = 1000 -
(ApGp_1...a3) + asajag = 8 - 125 - (ana,_1...a3), rrjedh se x i 8 <
asaiag 8. Dmth kriteri i plotpjesetimit me 8 sillet né kriterin e plot-
pjestimit te numrit treshifror te formuar nga tri shifrat e fundit te tij
te plotesohet me 8.

Shembulli 5.1. Numri z = 873878732x plotpestohet me 8 atehere
dhe vetem atehere kur = € {0,8}, sepse numrat treshifror 320, 328
plotpjesetohen me 8.

5.6. Plotpjesetueshmeria me 3 dhe 9. Le te vertetojme paraprak-
isht nje leme

Lemma 5.2. Per ¢do numér natyror n, 10" —1:9.

Proof. Vertetimi. Megenese 10" —1=9...9=9-(1...1), ku shifra
9 gjegjesisht 1 paraqitet n here, rrjedh se 10 —1: 9. t

Tani mund te formulojme kriterin e plotpjesétimit me 9. Né fillim
kemi z =Y a, 108 = >0 ap((10F — 1)+ 1) = >0 ax(10% — 1) +
ZZ:O a, = A+ B, ku

A= ap(10F - 1)
k=0

dhe

Megenese 10¥ — 1 plotpjesetohet me 9 per cdo k, rrjedh se numri A
plotpjesetohet me 9. Mbetet te kontyrollohet nése numri B qe paraqet
shumen e shifrave te ketij numri te plotpjesetohet me 3 ose me 9,
megenese A plotpjesetohet natyrisht me 3, ngase plotpjesetohet me
9.
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Shembulli 5.3. Te kontrollojme nése numri z = 126562a3873873b
plotpjesetohet me 3 ose me 9.

Njehsojme shumen e shifrave B=142464+54+64+24+a+3+8+
T+34+8+7+3+b=614+a+b=063+a+0b—2. Pra duhet te gjejme
te gjitha shifrat e numrave a dhe b ashtu qe a + b — 2 te plotpjesetohet
me 3. Pastaj te gjejme te gjithe chiftet e numrave a dhe b ashtu qe
numri a + b — 2 te plotpjesetohet me 9.

Per 3 kemi me shume zgjidhje:

(a,0) € {(0,2),(0,5),(0,8),(1,1), (1,

(27 8)7 (37 2)? (37 5)7 (3v 8)7 (4’ 1)7 (47 4)v

(5,9),(6,2),(6,5), (6,8),(7,1),
(7,4),(7,7),(8,0),(8,3),(8,6),(8,9), (9, 1),(9,4), (9, 7) }-.

Per numrin 9 kemi me pak zgjidhje dhe ato jane

(a,0) € {(0,2),(1,1),(2,0),(2,9),(3,8),(4,7),(5,6), (6,5), (7,4), (8,3),(9,2)}.

4), (1,7
( (

) ,(2,0
4,7), (

)
5,0),



