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1 Plotpjesétueshmeria

Themi se numri natyror a plotpjesétohet me numrin natyror b nése ekziston
numri natyror c i tillé qé a = b - c. Kéte fakt e shénojmé simbolikisht a ! b ose
bla.

Vetité.

1. Nése a : b dhe a # 0 atéheré a > b.

2. Nése a : b dhe b : a atéheré a = b.

3. Nése a: 3 dhe b: 3 atéhere a : c.

4. Nése aic dhed:c atéheré (a+b):cdhe (a—b):cpéraz=b.
5. Nése a i b dhe ¢ € N, atéhere ac i b.

6. Nése aq,...a, b dhe c,...c, € N, atéhere (a1b1 +...a,b,) i b,

Le té vertetojmé p.sh. vetiné e 3). Meqenése a : b, rrjedh se a = ajb.
Meqgenése b : ¢, rrjedh se b = bic. Nga kétu rrjedh se a = a1bic, ku a1by
éshté numér natyror si prodhim i dy numrave natyroré. Né ményré té ngjashme
vértetohen edhe vetité e tjera.

2 Pjesétuesi me i madh i perbashket i dy num-
rave PMP.

Pérkufizim. Themi se numci ¢ éshté pjesétuesi mé i madh i pérbashkét i
numrave natytoré a dhe b né qofté se numri c i plotéson kéto dy veti.

1. aicdhebd:ec.
2. Nése a i d dhe b d, atéheré c: d.

Pjesétuesim mé té madh té peprbashkét te numrave a dhe b e shénojmé me
¢ = PMP(a,b) ose shkurtimisht néprmjet simbolit (a, b).



Shembulli 2.1 Le té jeté a = 120 dhe b = 300. Té€ percaktojmé PM P(a,b).
Pjesétuesit e numrit a jané A = {1,2,3,4,5,6,8,10,12, 15,16, 18, 20, 24, 30, 40, 60, 120},
kurse pjesétuesit e numrit b jané B = {1,2,3,4,5,6,10,...,60,100,150,300}.
Numri mé i madh i pérbashét i bashkésive A dhe B éshté numri 60, prandaj
PMP(a,b) = 60.

Metoda e zbatuar paraprakisht nuk éshté praktike prandaj zbatojmé dy metoda
té tjera qé bazohen né:

1. Teoremén themelore té aritmetikés

2. Algoritmin e Euklidit.

Qe te formulojmé teoremén themelore té aritmetikés le té perkufizojmé numrat
e thjeshté.

Perkufizimi 2.2 Themi se numri natyror n # 1 éshté i thjeshté, né qofté se
plotpjesétohet vetém me numrat 1 dhe n.

Numrat e thjeshté i shénojmé me P. Pra

P={p1,p2,- -, Pk,..-} =42,3,5,7,11,13,... }.
Kjo bashkési numrash éshte bashkési e pafundme. Vitetimi mund té béhet
néprmjet

Theorem 2.3 (Teorema themelore e aritmetikes) Cdo numér natyror n
mund té shénohet né trajtén e produktit té numrave té thjeshté. Me fjalé té
tjera, ekzistojné numrat e thjeshté p1 < ps < ...,pr dhe numrat natyroré ose
2€er0 q1, - . . qr ashtu qé

n=pi .. .pi.
Representimi paraprak eshte i vetem.

Theorem 2.4 Nese
n=pi .. .pi,
dhe
m=py' .. Pk,
atéhere . .
PMP(m, n) — pflmn{ihﬂ”l} .. .pfknln{fIk,Tk}.
Le te percaktojme PM P(120,300) duke zhatuar teoremen paraprake. Kemi
120=2-60=2%-30=2%-15=2%.3".5!
dhe
300 = 2% - 3' . 5%,
Prandaj

PMP(120,300) = 2min{23} . gmin{L1} . smin{l2} — 92 31 51 = 60).



Theorem 2.5 Bashkési e numrave té thjeshté éshté e pafundme.

Vertetimi. Le te jete n nje numer i ¢farédoshém dhe marrim numrat p; <
p2 -+ < pn e thjeshte te renditur prej me te voglit deri te me i madhi duke i
kycur te gjithe numrat e thjeshté . Numri x = p1-ps--- - pr+1, eshte mé i madh
se secili nga numrat p1,...,p,. Madje numri & nuk plotpjesétohet me asnjenin
nga keta numra p1,...,p, sepse mbetja e pjesetimit te numrit x me p; eshte
gjithmone 1. Pra numri x eshte i thjeshte ose ne baze te teoremes themelore te
aritmetikes pjesetohet me numra te thjeshte te ndryshem nga numrat p1, ..., p,.
Nga ketu rrjedh se ekzsiton edhe numri i thjeshte p,,41. Sirrjedhim perfundojme
se bashkesia P eshte pambarimisht e madhe.

2.1 Algoritmi i Euklidit
Ky algoritem bazohet ne teoremen e meposhtme

Theorem 2.6 Per ¢do dy numra natyrore a dhe b per te cilet vlen a > b ekzis-
tojne numrat natyror te vetem a; dhe q1 ashtu ge

a=bg+a1, 0<a; <b. (2.1)

Vértetimi.
Le te perkufizojme bashkesine A si¢ vijon:

A={qeN:a—bg>0}.

Kjo bashkesi eshte bashkesi jo-boshe, sepse ¢ = 1 € A. Ne anen tjeter nese
q > a, atehere a — bg < a —ab = a(1 — b) < 0, prandaj ¢ ¢ A. Rrjedhimisht,
A eshte nenbashkesi e bashkesise {1,...,a}. Meqe A eshte bashkesi e fundme,
rrjedh se g1 = max A € A. Tani kemi 0 < a; = a — bgy + ay dhe a; < b. Sikur
mosbarazimi i fundit nuk eshte i sakte, atehere a — b(q1 +1) =a—bg; — b > 0,
prandaj g1 + 1 € A, qge eshte ne kundershtim me faktin se a; eshte elementi
maksimal i bashkesise A.
Qe te vertetojme se cifti (a1, q1) eshte i vetem, e zeme se vlen e kunderta.
D.m.th. e zeme se
a=>bg+ax, 0<as<b (2.2)

Duke zbritur (2.1) dhe (2.2), perftojme b(¢1 — ¢2) = as —ay. E zeme se as > aq,
atehere edhe g2 > ¢;. Nga ketu rrjedh se ag > as — a3 = b(q1 — q2) = b,
gjegjesisht as > b, qe eshte kunderthenie me relacionin (2.2). Me kaq u vertetua
reprezentimi unik (2.1).

Qe te formulojmé algoritmin e Euklidit le te vertetojmé nje veti te PMP.

Theorem 2.7 Le te jete a > b dhe a = bg+r, ku 0 < r < b. Ateheré
PMP(a,b) = PMP(b,r).

Vertetim
Le te jete ¢ = PM P(a,b) dhe d = PMP(b,r). Nga fakti se a i ¢ dhe b i ¢
dhe barazimi r = a — bq, rrjedh se r : ¢. Prandaj d ! ¢ ge domethene d > c.



ne anen tjeter meqgenese b : d dhe r i d rrjedh se a = bg+7r : d, ge domethene
se edhe ¢ i d. Perfundojme se ¢ > d. Rrjedhimisht ¢ = d.
Nga teorema paraprake kemi

¢=PMP(a,b) = PMP(b,ay).
Pastaj b = a1q2 + as, ku 0 < as < a;. Prandaj
¢ = PMP(ay,as).

Duke vazhduar proceduren paraprake, mbas nje numri te fundme hapash arrijme
deri te numri ax41 = 0. Ne ate rast ax_1 = apqy the

¢=PMP(a1,a2) = PMP(az,a3) =--- = PMP(ax_1,ax) = ag.

Ja te ilustrojme algoritmin paraprak ne rastin e numrave a = 300 dhe b =
120. Kemi a > b dhe a = 2 - b+ 60, gjegjesisht 300 = 2 - 120 + 60 ku 60 < 120.
ne fund 120 = 2 - 60. Nga ketu rrjedh se

PMP(300,120) = PMP(120,60) = 60.

2.2 Edhe disa veti te PMP
1. PMP(a,b) = PMP(b,a).
2. Nése PM P(a,b) = ¢, atéhere PM P(ak,bk) = ck.
3. Nése PMP(a,b) =k, atéhere PM P(a/k,b/k) = 1.

3 Shumefishi meé i vogél i pérbashkét i dy num-
rave SHV P.

Pérkufizim. Themi se numri ¢ éshté shuméfishi mé i vogél i pérbashkét i
numrave natytoré a dhe b né qofté se numri c i plotéson kéto dy veti.

1. ciadhecib.
2. Nése d i a dhe d:b, atéheré d : c.

Shumeéfishin mé té vogél té pérbashkét té dy numrave a dhe b e shénojmé me
¢ = SHV P(a,b) ose shkurtimisht néprmjet simbolit [a, b].

Theorem 3.1 Pér dy numra té ¢farédoshém natyroré a dhe b ka vend barazimi

[a,b] - (a,b) = ab.



Veértetimi.

Le té jeté
_ab

 (a,b)
Tani kemi z } a dhe z } b, prandaj nga pérkufizimi i shuméfishit mé té vogél té
pérbashkét rrjedh se x i [a,b]. Prandaj ekziston numri natyror & i tillé qé

x = kla, b].
Nga barazimi
ab
= kla,b
gy = ot
rrjedh se
b
a= [al,) | - k(a,b)
dhe @b
a
b= —"—"k(a,b).
2 (e, b)
Prandaj

a:k(a,b) dhe b k(a,b).
Nga vetia e dyté perkufizuese e PMP rrjedh se
(a,b) : k(a,d).

Prandaj (a,b) > k(a,b). Rrjedhimisht k& = 1, ¢faré duhej té vértetohet sepse né
keté rast kemi x = [a, b].

Shembulli 3.2 Le té jeté a = 24 dhe b = 30. Te gjejme [a,b]. Nga barazimi
[a,b] = ab/(a,b), dhe (a,b) =6, rriedh se [a,b] =4 -30 = 120.

Theorem 3.3 Nese

n=pl ... i,
dhe

m=pi'-pt,
atéheré

SHV P(m,n) = p’l’“a"{ql’”} - .pzlax{%rk}_
Le te percaktojme SHV P(120,300) duke zbatuar teoremen paraprake. Kemi
120=2-60=2%-30=2%15=12%.3'.5¢

dhe
300 = 22 -3 .52,

Prandaj

SHV P(120,300) = 2max{2:3} . gmax{l,1}  smax{1,2} _ 93 .31 .52 _ (),



4 Disa kritere plotpjeséetimit

Ne kete njesi mesimore kemi = anap—1...a100 = > g ak 10,

4.1 Plotpjesétueshméria me numrin 2

Numri z plotpjesétohet me numrin 2 atehere dhe vetem atehere kur shifra e
fundit (gjegjesisht shifra e njesheve) e keti numrit ag eshte numer ¢ift, d.m.th.
ag € {0,2,4,6,8}. Qe te vertetojme nje gje te tille vime re se x = anap—1...a1-
104+ap =2 (anan—1...a1-5)+ap. Megenese 2 (ana,_1...as-5) eshte numer
cift, sepse eshte faktor i numrit 2, rrhedh se ai plotpjesetohet me 2. Mbetet
ge te verifikohet pohimi nese aqg ! 2. Pra ag : 2 atehere dhe vetem atehere kur
ap € {0,2,4,6,8}. Numri = plotpjesétohet qe plotpjesetohet me numrin 2 eshte
cift.

4.2 Plotpjesétueshméria me numrin 5

Si ne rastin e plotpjesetimit me numrin 2, kemi x =5 (anan—1...a1 - 2) + ao.
Megenese 5 - (anan—1 ... a7 - 2) plotpjesétohet me 5, mbetet te provohet nese ag
plotpjesetohet me 5. Dhe nje gje e tille ndodh atehere dhe vetem atehere kur
ag = 0 ose ag = 5.

4.3 Plotpjesétueshmeéria me numrin 10

Megense x = 10--(apan—1 ... a1)+ap, rrjedh se ¢ : 10 atehere dhe vetem atehere
kur ag = 0.

4.4 Plotpjesétueshméria me numrin 4

Megenese z = 100 - (ap@p—1...a3) + arag = 4 - 25 (anGp_1...as), rrjedh
se x ! 4 & ajap i 4. Dmth kriteri i plotpjesetimit me 4 sillet ne kriterin e
plotpjestimit te numrit dyshifror te formuar nga dy shifrat e fundit te tij te
plotesohet me 4.

Per shembull, numri x = 873878732x plotpestohet me 4 atehere dhe vetem
atehere kur x € {0,4, 8}, sepse numrat dyshifrore 20, 24, 28 plotpjesetohen me
4.

4.5 Plotpjesétueshméria me numrin 8

Megenese x = 1000 - (apan—1-..a3) + asajag = 8- 125 - (apan—1 ...a3), rrjedh
se T i 8 & asajap i 8. Dmth kriteri i plotpjesetimit me 8 sillet ne kriterin e
plotpjestimit te numrit treshifror te formuar nga tri shifrat e fundit te tij te
plotesohet me 8.

Shembulli 4.1 Numri x = 873878732z plotpestohet me 8 atehere dhe vetem
atehere kur x € {0,8}, sepse numrat treshifror 320, 328 plotpjesetohen me 8.



4.6 Plotpjesetueshmeria me 3 dhe 9

Le te vertetojme paraprakisht nje leme
Lemma 4.2 Per ¢do numér natyror n, 10" —1:9.

Vertetimi. Meqenese 10" —1=9...9 =9 (1...1), ku shifra 9 gjegjesisht 1
paraqitet n here, rrjedh se 10™ —1: 9.
Tani mund te formulojme kriterin e plotpjesétimit me 9. Ne fillim kemi x =

S arl0F = g an((105 1) + 1) = S0 ap(10F — 1) + Sf_g a = A+ B,

ku N
A= ap(10F - 1)
k=0

dhe .
B = Z ag.
k=0

Megenese 10% —1 plotpjesetohet me 9 per cdo k, rrjedh se numri A plotpjesetohet
me 9. Mbetet te kontyrollohet nese numri B qge paraget shumen e shifrave te
ketij numri te plotpjesetohet me 3 ose me 9, meqgenese A plotpjesetohet natyrisht
me 3, ngase plotpjesetohet me 9.

Shembulli 4.3 Te kontrollojme nese numri x = 126562a3873873b plotpjeseto-
het me 3 ose me 9.

Njehsojme shumen e shifrave B=14+2+6+5+6+24+a+3+8+7+3+
8+7+3+b=61+a+b=63+a+b—2. Pra duhet te gjejme te gjitha shifrat
e numrave a dhe b ashtu qe a+b— 2 te plotpjesetohet me 3. Pastaj te gjeyme te
gjithe chiftet e numrave a dhe b ashtu ge numri a+b— 2 te plotpjesetohet me 9.

Per 3 kemi me shume zgjidhje:

(a,0) € {(0,2),(0,5),(0,8), (1,1), (1,4),(1,7),(2,0),(2,3), (2,5),

(2,8),(3,2),(3,5),(3,8),(4,1), (4,4), (4,7), (5,0), (5,3), (5,6),

(5,9), (6,2),(6,5), (6,8), (7, 1),
(7,4),(7,7),(8,0),(8,3),(8,6),(8,9), (9,1),(9,4), (9,7)}.

Per numrin 9 kemi me pak zgjidhje dhe ato jane

(a,0) € {(0,2),(1,1),(2,0),(2,9),3,8),(4,7),(5,6), (6,5), (7,4),(8,3), (9,2)}.

5 Numrat e plote

Ekuacioni
b+zr=a (5.1)

per b > a nuk ka zgjidhje ne bashkesine N, gjegjesusht nuk ekziston numri
natyror z i tille qe barazimi (5.1) te jete i sakte. Ky eshte motivi i pare qe
bashkesia e numrave natyrore te plotesohet (zgjerohet) me nje bashkesi numrash,
ashtu qge ekuacioni (5.1) te kete zgjidhje. Zgjidhjen e ekuacionit (5.1) do ta
shenojme me x = a — b, mirepo nje veprim i tille tani nuk esht i lejueshem, qe



si rrjedhim na detyron ge shprehjen a — b ta zevendesojme me ciftin (a,b). Per
chfar behet fjale do te lexoni ne vazhdim.
Le té jete ~ relacioni ne bashkésine Ny x Ny i perkufizuar si¢ vijon

(a,b) ~ (' V) a+b =b+ad.

Le te vertetojme se reacioni ~ eshte relacion ekuivalence ne bashesine Ng x
Np.

1. Vetia refleksive. (a,b) ~ (a,b) sepse a + b = b+ a (nga vetia komutative
e mbledhjes se numrave).

2. Vetia simetrike. (a,b) ~ (a’,V') = (a/,b') ~ (a,b) sepse a + b =b+ada =
ad+b="b+a.

3. Vetia tranzitive. (a,b) ~ (a/,b') A (a/, V') ~ (a", V") = (a,b) ~ (a”,b")
sepse a+b =b+a ANa' +b' =V +d' = a+b +ad +V' =b+d +V +d".
Prandaj a +b" = b+ a”.

Cdo relacion ekuivalence e ndan bashkesine perkatese ne klasa ekuivalence.
Bashkesia e klasave te ekuivalences e formojne bashkesine faktor e cila ne kete
rast paraget bashkesine e numrave te plote te cilen e shenojme nepermjet sim-
bolit Z. Pra

Z =NoxNgy /~ ={(n,m) :n,meNO}:{manNo}U{mznENO}.

Elementin (0,0) e shenojme shkurtimisht me 0

Elementi (0,0) C Ny x Ny formalisht perfshin kete bashkesi pambarimisht
te madhe {(0,0),(1,1),...,(n,n),...} dhe e shenojme shkurtimisht me 0 (ky
element nuk perputhet formalisht me elementin zero nga bashkesia Nj).

Elementi (1,0) C Ny x Ny formalisht perfshin kete bashkesi pambarimisht
te madhe {(1,0),(2,1),...,(n+1,n),...}, Kete numer e shenojme shkurtimish
me 1.

E keshtu me radhe, elementi (m,0) C Ny x Ny formalisht perfshin kete
bashkesi pambarimisht te madhe {(m,0),(m +1,1),...,(m + n,n),...}, Kete
numer e shenojme shkurtimish me m.

Elementi (0,1) C Ny x Ny formalisht perfshin kete bashkesi pambarimisht
te madhe {(0,1),(1,2),...,(n,n+1),...}, Kete numer e shenojme shkurtimish
me —1. Elementi (0,m) C Ngx Ny formalisht perfshin kete bashkesi pambarim-
isht te madhe {(0,m), (1,1 4+ m),...,(n,n+m),...}, Kete numer e shenojme
shkurtimish me —m.

Prandaj

z=1{0,1,-1,2,-2,...,m,—m,... }.

Bashkesia Z e numuvae te ploté e perbehet nga bashkesia e numrave pozitiveé,
negativé dhe zero.



5.0.1 Shtrirja e bashkesise N ne bashkesine Z.

Nenbashkesia N’ = {(n,0) : n € N} e bashkesise Z identifikohet me bashkesine
N, ashtu ge numrat e plote (n,0) identifikonen me numrat n per cdo n.

5.1 Mbledhja e numrave tée ploté

Shuma e numrave te plote a = (n,m) dhe b = (k,) eshte numri i plote
c=a+b=(n+km+l).

Le te vertetojme se ky perkufizim eshte korrekt, dmth nuk varet nga per-
fagesuesi i klases.
E zeme se a = (n’/,m’) dhe b = (k’,1’) d.m.th.

n+m' =m+n', k+U'=1+F. (5.2)

Duhet te vertetojme se

(n+km+1)=0+k,m +1).
Relacioni i fundit eshte ekuivalent me barazimin

n+k+m' +U=m+1+n +F,
i cili rrjedh nga relacionet (5.2).

5.2 Vetite e mbledhjes

1. Vetia komutative. Va,b € Z, a+b = b+ a. E zeme se a = (n,m) dhe
b= (k,l). Barazimi a + b = b + a eshte ekuivalent me barazimet

n+k=k+4+n, m+Ii=10+m.

Barazimet e efundit rrjedhin nga vetia komutative e mbledhjes se numrave
nagtyrore.

2. Vetia asociative. Ya,b,c € Z, (a+b)+c=a+ (b+c).
3. Elementi neutral. Va € Z, a+0=a =0+ a.

4. Elementi invers i mbledhjes. Va € Z, ekziston b = —a € Z, i tille qe
a+b=0. Nese a = (m,n), atchere b = —a = (n,m). Ne te vertete
a+b=(m+n,n+m)=0.




5.3 Shumezimi i numrave te plote

Prodhimi i numrave te plote a = (n,m) dhe b = (k,[) eshte numri i plote

¢=a-b=(nk+ml,nl+mk).

Le te vertetojme se ky perkufizim eshte korrekt, dmth nuk varet nga per-
fagesuesi i klases.
E zeme se a = (n/,m’) dhe b = (k',1’) d.m.th.

n+m' =m+n', k+U'=1+Fk. (5.3)

Nga (5.3) rrjedh se

nk+U)=n(l+k), m(l+k)=mk+1),
(m4+n)'=m+m)H', (n+m)k' = (m+n)k.
Duke i mbledh keto barazime perftojme

nk+ml+n'l' +m'E =nl+mk +n'k' +m'l'.

Nga ketu perftojme

(nk +ml,nl +mk) = (k' + m'U',n'l' + m’k").

Keshtu vertetuam se shumezimi eshte korrekt.

5.4 Vetite e shumezimit

1. Vetia komutative. Va,b € Z, ab = ba. E zeme se a = (n,m) dhe b = (k,1).
Barazimi ab = ba eshte ekuivalent me barazimet

(nk +mil,nl +mk) = (kn +Im,In + km)
ge eshte barazim i thjeshte.

2. Vetia asociative. Va,b,c € Z, (a-b)-c = a- (b-c). Edhe ky barazim
vertetohet ne menyere te ngjashme si ai paraprak

3. Elementi neutral. Va € Z,a-1 =a =1-a. Nese a = (n,m), dhe 1 = (1,0
atehere a-1=(n-1+m-0,m-14n-0) = (n,m).

~—

)

4. Vetia shperndarese. Per ¢do tre numra natyroré a, b, ¢ € Z kemi a-(b+c) =
a-b+a-c. Barazimi paraprak rrjedh nga barazimi i ngjashem per numrat
natyroré prandaj nuk e vertetojme.

10



5.5 Zbritja e numrave te plote

Le te jete a = (n,m) dhe b = (k,1). Bé&jmé pekufizimin
a—b=Mn+1l,m+k).

Tani te kthehemi te ekuacioni (5.1) dhe vime re se ky ekuacion ka zgjidhje
ne bashkesine Z, sepse a — b € Z, ne qofte se a,b € Z. Meqgense N C Z, rrjedh
se ja kemi arritur gellimit fillestar ge te zgjidhim ekuacionin (5.1).

Né bazé te pohimeve paraprake mund te formulojme teoremen e méposhtme.

Theorem 5.1 Struktura (Z,+,-,0,1) éshté unazé me element njesh (me ele-
mentin neutral ne lidhje me shumezimin).

Me fjalé te tjera. Per ¢do tre numra te plote a,b,c kane vend barazimet e
meposhtme.

1. a+b€eZ, (Mbledhja eshte veprim i mbyllur)

(a+b)+c=a+ (b+c), (Mbledhja eshte shogeruese)
a+0=0+a=a, (Elementi neutral i mbledhjes eshte numri 0)
a —a =0, (Ekziston elementi i anasjellet i secilit numer)
a-beZ, (Shumezimi eshte veprim i mbyllur)
a-(b-c)=(a-b)-ec, (Shumezimi ploteson vetine shogeruese)
a-b=>b-a, (Shumezimi eshte komutativ)

a-1=a, (Numri 1 eshte elementi neutral i shumezimit)

© X NS G e

a-(b+c)=a-b+a-c (Vien vetia shperdnarese)

~
S

(a+b)-c=a-c+b-c. (Vien vetia shperdnarese)

5.6 Radhitja e numrave te plote dhe boshti numerik

Themi se numri i plote a = (n,m) eshte me i vogel ose i barabarte se numri i
plote b = (k, 1) dhe shenojme a < b, ne qofte se n +1 < m+ k.

Ky relacion eshte relacion radhitjeje ne bashkesine Z.

Ne te vertet, kane vend vetite ne vazhdim

1. Vetia refleksive. Per a = (n,m), a < a, sepse n +m < m + n.

2. Vetia antisimetrike. Per a = (n,m) dhe b = (k,1), kemi a < bAb < a =
a=>b,sepse,n+1<m+kdhe k+m<I+n, rrjedhse n+1=m+Ek,
gjegjesisht a = b.

3. Vetia tranzitive. Per a = (n,m), b = (k,l) dhe ¢ = (i,5), a < bAD <
c=a < c Netevertet, ngan+Il <m+kAk+j <Il+1i rrjedh se
n+l+k+j7<m+k+l+idmth n+j<m+k
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Numrat me te vegjel se 0 jane negative, kurse ata me te medhenj se 0 jane
pozitive. Numrat zakonisht shenohen ne nje drejtez (qe e quajme bosht numerik)
te drejtuar me nje shigjete nga ana e majte ne te djathte.

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

5.7 Vetité e radhitjes s€ numrave te ploté

E zémé se z,w,t jané numra té ploté. Ateheré kane vend keto veti
l.z4+w<z+t & w <,
2. z4+w>z+tE w>t,

Ne qofté se z > 0 atéheré z - w < z -t & w < t,

Ne qofté se z > 0 atéheré z-w > z -t & w > t,

Ne qofté se z < 0 atéheré z-w < z -t & w > t,

S ot @

Ne qofté se z < 0 atéheré z-w > z -t & w < t,

Le te provojmé pé shembull, vetine e paré. E zeme se z = (a,b), w = (¢, d)
dhet = (e, f). Atehere z+w = (a4 ¢,b+ d) dhe z4+t = (a + e,b+ f). Nga ketu
rrjedh se z+w < z+t atehere dhe vetem atehere kur a+c+b+ f < b+d+a-+e,
dhe nga monotoniteti i numrave natyroré relacioni i fundit éshte ekuivalent me
relacionin ¢ + f < d + e gjegjesisht me relacionin w < t.

5.8 Pjesétimi pa mbetje i numrave té ploté

Themi se numri i ploté z plotpjesétohet me numrin e ploté w ne qofté se ekziston
numri i ploté ¢ i tillé qé z = w - t. Shenojmé simbolikisht z : w. Numrin ¢ e
shenojme t = z : w ose t = Z.

Disa veti

1. Nese z : w, atehere kemi (z : w) - w = z.
2. (z-w)/w =z,

3. Nese z i t dhe w ! t atehere edhe (w + w) : t dhe kemi 2£% = 2 4+

z
t t

~+|g

5.9 Vlera absolute e numrit té plotée

E zeme se z € Z éshte numér i ploté i ¢varédoshém. Vlera absolute e numrit z
shénohet me simbolin |z|. Numri |z| éshte i barabarté me numrin z nese z > 0,
dhe éshté i barabarté me numrin —z nese z < 0. Kété fjali pérkufizuese té vlerés
absolute e shénojmé shkurtimisht si¢ vijon:

12 { z, nesez > 0;
Zl =
—2z, mnese z < 0.

12



5.9.1 Vetité e vlerés absolute

E zeme se z,w,t € Z. Atéheré kemi:

L |z w| =z |wl,

2. |z +w| < 2| + |wl,
3. |z —w| < 2| + |wl,
4|z = w| < 2] + |w],

5. Nese z i w atehere edhe |2| i |w| dhe kemi

BN
wl Jw|’

6. z2|<ye —-y<z<y

Le te vertetojme per shembull vetine e dyte (e cila ke emertimin mosbarazimi i
z+w, nese z +w > 0;
—(z+w), mese z+w < 0.
Megenese z < |z| dhe w < |w], rrjedh se z + w < |z| + |w|. Ngjashem, —z < |z|
dhe —w < |w|, prandaj —(z +w) < |z] + |w|. Nga keto dy mosbarazime rrjedh
se |z 4+ w| < |z + |w|.

Vertetojme tani vetine e fundit. Nga |z| < y, rrjedh se z < y dhe —z < y.
Prandaj z < y dhe z > —y. Prandaj —y < z < .

trekendeshit). Sipar perkufizimit kemi |z+w| = {

5.10 Fuqia dhe rrenja katrore e numrave te plote

Per numrin e plote z dhe numrin natyror n, e perkufizojme 2™ = z-----n, ku
prodhimi paraqitet n here. Per shembull 2! =2, 22 = 2.2, 23 =22 .

Ja disa veti:

1 (z-w)™ =2"-w™.

) n ”
2. Nese z : w, atehere (3) =z
w w

3. M = pn. ym

4. (zM)™ = ™,

5.11 Rrenja katrore e numrave te plote

Themi se numri natyror z eshte rrenja katrore e numrit te plot y nese 22 =

Kete numer e shenojme me x = |/y.

Y.
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6 Pjesetuesi me i madh i péerbashket i dy num-
rave te plote PMP.

Pérkufizim. Themi se numri natyror ¢ éshté pjesétuesi mé i madh i pérbashkét
i numrave te ploté a dhe b né qofté se numri ¢ i plotéson kéto dy veti.

1. aicdhebd:ec.
2. Nése a i d dhe b d, atéheré c: d.

Pjesétuesim mé té madh té peprbashkét te numrave a dhe b e shénojmé me
¢ = PMP(a,b) ose shkurtimisht néprmjet simbolit (a, b).

Shembulli 6.1 Le té jeté a = —120 dhe b = 300. T¢€ percaktojmé PM P(a,b).
Pjesétuesit e numrit a jané A = {1,2,3,4,5,6,8,10, 12,15, 16, 18, 20, 24, 30, 40, 60, 120},
U{~1,-2,—3,—4,5, 6,8, 10, 12, — 15, —16, —18, —20, —24, —30, —40, —60, —120},
kurse pjesétuesit e numrit b jané B = {1,2,3,4,5,6,10,...,60,100, 150,300}
U{-1,-2,-3,—4,-5,—6,-10,...,—60, —100, —150, —300}. Numri mé i madh

i pérbashét i bashkésive A dhe B éshté numri 60, prandaj PM P(a,b) = 60.

Metoda e zbatuar paraprakisht nuk éshté praktike prandaj, si tek numrat naty-
rore zbatojmé dy metoda té tjera qé bazohen né:

1. Teoremén themelore té aritmetikés
2. Algoritmin e Euklidit.

Qe te formulojmeé teoremén themelore té aritmetikés le té perkufizojmé numrat
e thjeshté.

Perkufizimi 6.2 Themi se numri natyror n # 1 éshté i thjeshté, né qofté se
plotpjesétohet vetém me numrat 1, —1, n dhe —n.

Numrat e thjeshté i shénojmé me P. Pra
P=A{p1,p2y-- Dk} = {£2,4£3,£5 +7,+11,+13,... }.

Kjo bashkési numrash éshte bashkési e pafundme. Vitetimi mund té béhet
néprmjet

Theorem 6.3 (Teorema themelore e aritmetikes) Cdo numér i ploté n mund
té shénohet né trajtén e produktit té numrave té thjeshté pozitiv dhe eventualisht
numrit —1. Me fjalé té tjera, ekzistojné numrat e thjeshté p1 < ps < ...,pr dhe
numrat natyroré ose zero q, . ..qr ashtu qé

n=+pi .. .pik.

Representimi paraprak eshte i vetem.
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Theorem 6.4 Nese
n=+p{"-...p},

dhe

71

m = =£pi' -...pF,

atéheré ) .
PMP(m,n) = pllnm{ql’“} . .pglm{q’“’r’“}.

Le te percaktojme PM P(—120,300) duke zhatuar teoremen paraprake. Kemi
-120=-2-60=2%-30=2%.15=2%.3" . 5!

dhe
300 = 22 . 3! . 52,

Prandaj
‘P]\4‘ZD(_1207 300) — 2min{2,3} . 3min{1,l} . 5min{1,2} — 22 . 31 . 51 — 60
Theorem 6.5 Bashkési e numrave té thjeshté té ploté éshité e pafundme.

Vertetimi. Meqenese kjo bashkesi i permban te gjithe numrat e thjeshte pozi-
tiv, eshte e qarte se kjo bashkesi eshte e pafundme, ne baze te teoremes perkatese
te numrave natyrore (shiko Teorema 2.5).

6.1 Algoritmi i Euklidit

Ky algoritem bazohet ne teoremen e meposhtme

Theorem 6.6 Per ¢do dy numra te plote a dhe b per te cilet vlen |a| > |b]
ekzistojne numrat e plote te vetem ay dhe q1 ashtu ge

a="0bq +a1, 0<a<|b.
Qe te formulojmé algoritmin e Euklidit le te vertetojmé nje veti te PMP.

Theorem 6.7 Le te jete |a| > |b| dhe a = bg+r, ku 0 < r < b. Ateheré
PMP(a,b) = PMP(b,r).

Vertetim

Le te jete ¢ = PM P(a,b) dhe d = PMP(b,r). Nga fakti se a i ¢ dhe b i ¢
dhe barazimi r = a — bq, rrjedh se r : c¢. Prandaj d ! ¢ qe domethene d > c.

ne anen tjeter meqgenese b : d dhe r i d rrjedh se a = bg+ 1 : d, qe domethene
se edhe ¢ i d. Perfundojme se ¢ > d. Rrjedhimisht ¢ = d.

Nga teorema paraprake kemi

¢=PMP(a,b) = PMP(b,ay).
Pastaj b = a1q2 + ao, ku 0 < as < a1. Prandaj

¢ = PMP(ay,as).
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Duke vazhduar proceduren paraprake, mbas nje numri te fundme hapash arrijme
deri te numri ax41 = 0. Ne ate rast ag_1 = apqy dhe

¢=PMP(a1,a2) = PMP(az,a3) =--- = PMP(ax—1,ax) = ag.

Ja te ilustrojme algoritmin paraprak ne rastin e numrave a = —300 dhe
b = 120. Kemi |a| > |b| dhe a = (—3) - b+ 60, gjegjesisht —300 = (—3) - 120+ 60
ku 60 < [120].

Ne fund 120 = 2 - 60. Nga ketu rrjedh se

PMP(300,120) = PMP(120,60) = 60.

6.2 Edhe disa veti te PMP
1. PMP(a,b) = PMP(|al, |b]).
2. Nése PMP(a,b) = 1, atéhere PM P(ak, bk) = ck.

3. Nése PMP(a,b) = k, dhe a : m dhe b i m atéhere PMP(a/m,b/m) =
k/m.

7 Shumefishi meé i vogel i perbashkeét i dy num-
rave te ploté SHV P.

Pérkufizim. Themi se numci pozitiv ¢ éshté shuméfishi mé i vogél i pérbashkét
i numrave natytoré a dhe b né qofté se numri c i plotéson kéto dy veti.

1. ¢ia dhecib.
2. Nése d : a dhe d : b, atéheré d : c.

Shumeéfishin mé té vogél té pérbashkét té dy numrave a dhe b e shénojmé me
¢ = SHV P(a,b) ose shkurtimisht néprmjet simbolit [a, b].

Theorem 7.1 Pér dy numra té ¢farédoshém té ploté a dhe b ka vend barazimi
[a,b] - (a,b) = [a][b].

Vértetimi behet si ne rastin e teoremes perkatese per numrat e naty-
rore.

Shembulli 7.2 Le té jeté a = —24 dhe b = —30. Te gjejme [a,b]. Nga barazimi
[a,b] = |a||b]/(a,b), dhe (a,b) =6, rriedh se [a,b] =4 -30 = 120.
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8 Kongruenca

Perkufizimi 8.1 Le te jete m nje numer natyror m > 1. Themi se numri i
plote a eshte kongruent me numrin e ploté b sipas modulit m nese (a — b) i m.
Kete fakt e shenojme simbolikisht a = b mod m.

Theorem 8.2 Kongruenca sipas modulit m éshté relacion ekuivalence.

Vertetimi.

Dubhet te vertetojme tri veti (R (Refleksive), S (Simetrike) dhe T (Tranzi-
tive)).

Vetia refleksive vlen sepse nese x eshte numer i plote, atehere z —x = 0, dhe
numri 0 plotepjesetohet me ¢do numer sepse 0 = 0-m. Prandaj x =z mod m.

Vetia simetrike vlen sepse nese x — y : m atehere ekziston numri i plote k i
tille e  —y = k- m. Prandaj y — x = (—k) - m. meqgenese —k eshte gjithashtu
i plote, rrjedh se y — 2 i m. Prandaj x =y mod m = y =2 mod m.

Ne fund vetia tranzitive gjithashtu vlen. E zeme se t =y mod m dhe y = z
mod m. Nga ketu rrjedh se x —y : m dhe y — z { m. Prandaj edhe shuma e
ketyre numrave: (z —y) + (y — 2) =  — z : m. Perfundojme se z = z mod m.

Relacioni mod m e ndan bashkesine e numrave te plote Z ne m klasa ekuiv-
alence. Keto jane 0,1,...,m — 1, ge paraqgesin mbetjet ¢ mundeshme te pjese-
timit me m. Ne te vertet ne bashkesine faktor Z,, = {0,1,...,m — 1} mund te
perkufizojme mbledhjen dhe shumezimin sipas formulave ne vazhdim.

TOT=2+y (8.1)
dhe

TOY=1T Y. (8.2)

Keto dy veprime algjebrike ne Z,, jane perkufizuar miré. Ne te vertet, e
zeme se © = 2’ mod m dhe y =1y’ mod m. Ne kete rast kemi z = 2’ + km dhe
y = y'+kim, per dy numra te plote k dhe ky. Prandaj x+y = 2’ +y'+(k+k1)m,
qe domethene se x +y = (2’ + 3') mod m. Me fjale te tjera, ne perkufizimin
(8.1), nuk eshte e rendesishme se cilet perfagesues te klasave marrim.

Ngjashem edhe (8.2) eshte i perkufizuar mire. Ne te vertet, duke perdor
simbolet paraprake, perkftojme: z-y = 2’ -y’ + m(kk; + 2’ +y’), qe domethene
-y =a'-y" mod m. Le te konstatojme se 0 eshte elementi neutral i mbledhjes
dhe 1 eshte elementi neutral i shumezimit. Qe te vertetojme nje gje te tille
marrim T € Zj,. Per mbledhjen kemi

kurse per shumezimin
loz=1lz=T=2-1=701L

Tani formulojme teoremen.
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Theorem 8.3 Struktura (Z,,®,®,0,1) eshte unaze me element neutral te shumezimit.
Ne qofte se m eshte numer i thjeshte atehere kjo unaze eshte fushé.

Vertetimi
Duhet te vertetojme se (Z,,,®,0) éshté grup abelian.

1. VZ,y € Zy, kemi T &y € Z,,. Kemi vertetuar paraprakisht.

2. VZ,y € Zy, kemi T Y =7 B T, sepse x +y = y + «. Prandaj vlen vetia
nderruese e mbledhjes.

3. VZ,y,z € Z, kemi (E@y) z = y@(f@?), sepse (T@y) Dz = (m@?) =
(r4+y)+z=2+@W+2)=Td(y+2) =7® (Y®Z). Prandaj vlen vetia
asosciative e mbledhjes.

4. VT € Zy, vlen T ® 0 = 0, prandaj ekziston elementi neutral i mbledhjes.

5. VT € Zyy, m — € Zyy, dhe kemi T@m —x = m = 0. Prandaj ekziston
elementi neutral i secilit numer nga bashkesia faktor.

Qe te vertetojme se struktura e dhene eshte unaze, na duhet ge te vertetojme
se (Zm,®,1) éshté gjysmegrup me element neutral.

1. VZ,y € Z,, kemi T O Y € Z,,. Kemi vertetuar paraprakisht.

2.VZ,y € Zyy, kemi T OY =y O T, sepse x -y = y - x. Prandaj vlen vetia
nderruese e shumezimit.

3. VT,Y,Z € Zp, kemi (TOY)OZ=T0O (TOZ), sepse (x-y)-z=x-(y-x).
Prandaj vlen vetia asosciative e shumezimit.

4. VT € Zyp, vVlen T ®1 = T = 1 ® 7, prandaj ekziston elementi neutral i
mbledhjes.

Mbetet ge te vertetojme vetite distributive, gjegjesisht shpendarese.
1. VZ,Y,Z € Ly, (TDY)OZ = (TOY) D (YOZ). Sepse (x+y)-z2=x-2+y-2.
2.V, G,Z €L, TO(YDZ)=TOYDTOZ. Sepse x(y+2)=z-y+z- 2.

Me kaq vertetuam se struktura ne fjale eshte unaze.

Mbetet qge te vertetohet se struktura ne fjale eshte fushe nese numri m éshté
i thjeshté. E zeme se T € Z,, \ {0}. Duhet te gjejme numrin y te tille ge xy = 1
mod m. Le te jete ¢ mbetja e numrit = gjate pjesetimit me numrin m. Dmth
x = zym + q. Ne kete rast kemi 0 < ¢ < m. Meqge T # 0, rrjedh se ¢ > 0.
Megenese numri m eshte i thjeshte, rrjedh se 1 = PMP(xz,m) = PMP(m,q)
(Teorema 6.7). Duke vazhduar pjesetimin me mbetje, perftojme m = my-q+qi,
ku 0 < g1 < g. Nga ketu rrjedh se

PMP(m,q) = PMP(q,q1) = PMP(q1, q2)
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=.--=PMP(qx—2,qk—1) = PMP(qr_1,q1) = PMP(qx,1).

Duke zbatuar Analizen e anasjellet perftojme qx_1 = xxqx + 1. Nga ketu rrjedh
se

Qk—2 = Tk—1q9k—1 T qk,---, Q1 = T2q2 +G3

1=qr-1 — Teqk = Q-1 — Tk(Gr—2 — Th—1qk—1) = @1Gr—1 + b1gr_2

= =aaqk-2 +baqr—3 =" = ar-1q1 + br—1q¢ = axq +bxm = agr1m + b1z
Pra
zy =14 zm,
ku y = b1, kurse 2 = —ay ;. Perfundojme se Ty = 1. Prandaj numri z ka

inversin e vete. Perfundojme se struktura ne fjale eshte fushe

Shembulli 8.4 Le te jete m = 5. Ne kete rast per mbledhje kemi

ol b = oI D
—| Ol il ol Dol D
N =1 Ol il ol ol
ol DO | OFf i Wi

ol Dol — O O
Ol i ol DI =1 ==

Ketu kemi —0=0, —1 =4, -2=3, -3 =2 dhe —4=1.
Per shumezim kemsi

=~ ol bl 1 ®
1 QO DI 1 =
Wl =1 | pof o
DO W] =l cof el
LYY ENEN

i

ne kete rast kemi 1-1 = 1, 271 = 3,
shembull 3-2=14+5=1 mod 5.

~1 = 2 dhe 47! = 4. Sepse per

Shembulli 8.5 Te gjendet m dhe n ashtu ge m-10+n-27=1= PMP(m,n).
Kemi27=2-10+7,10=1-74+3,7=2-3+1.
Tani anasjlelltas perftojme 1 =7—-2-3=7-2(10—1-7)=(1—-2-(-1)) -
7-2.10=3-T+(-2)-10 =3 (27 —2-10) + (—=2) - 10 = 3- 27 + (=8) - 10.
Pra m = —8 dhe n = 3.
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8.0.1 Detyra shtepije

1. Plotesoni tabelat perkatese per mbledhjen dhe shumezimin per m = 7.
2. Plotesoni tabelat perkatese per mbledhjen dhe shumezimin per m = 11.
3. Gjeni numrat e ploté m dhe n ashtu qé n-30+m - 47 = 1.

4. Gjeni numrat e ploté m dhe n ashtu qé n - 30+ m - 45 = 5.

Le te jete a dita e lindjes, dhe b numri i indeksit

8.0.2 Detyra shtepije

1. Plotesoni tabelat perkatese per mbledhjen dhe shumezimin per m = a
mod 7.

2. Plotesoni tabelat perkatese per mbledhjen dhe shumezimin per m = b
mod 7.

3. Gjeni numrat e ploté m dhe n ashtu qé n-a+m-b= PMP(a,b).

4. Gjeni numrat e ploté m dhe n ashtu gé n-a -7+ m- (a+1)-95=05.
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