LIGJERATA PER JAVET 6-15

DAVID KALAJ, DAVIDKALAJQGMAIL.COM

1. NUMRAT NATYRORE

Konceptii numérimit dhe numrat natyroré paragesin konceptin themelor

té matematikés. Meqé matematika eshte shkenca ekzakte, konceptet
themelore nuk éshte lehté te pérkufizohen né ményré koncize né ményre

gé te plotésojmé formalitetin matematik por edhe idené intuitive qé

kemi pér numrat. Numrat natyroré i shérbejné njeriut qé nga koha e
mendimit formal, mileniume mé paré. Ne kéte koncept do ta perku-
fizojmé duke zbatuar logjikén formale, gjegjésisht duke perdorur kon-

ceptet e perkufizuara deri tani. Pra do te zbatojmé bashkeésité.

Pérkufizimi 1.1. E zémé se A dhe B jane dy bashkési. Themi se A
éshté ekuivalent me B dhe shénojmé A ~ B nése ekziston bijeksioni
f+A—B.

Teorema 1.2. Relacioni ~ éshte relacion ekuivalence né bashkésine
nénbashkésive te njé bashkésie té dhéne S.

Veértetimi. Vetia refleksive. E zéme se A C S. Duhet té vertetojmeé se

A ~ A. Mégénese funksioni identik 7 : A — A, i pérkufizuar I(z) = x

éshte bijeksion i A né vete, rrjedh se A ~ A.

Vetia simetrike. E zéme se A, B C §. Duhet té vértetojmé A ~

B = B ~ A. Ngaqé A ~ B, rrjedh se ekziston bijeksioni i bashkésisé

A né bashkésiné B. Né keté rast, funksioni h = f~!: B — A qé eshte

funksioni invers i funksionit f parqaet bijeksion té B né A.

Vetia tranzitive. E zéme se A, B,C C S. Duhet té vértetojmé
A~BAB~C = A~ C(C. Ngaqé A ~ B, rrjedh se ekziston bijeksioni

f 1 bashkésisé A né bashkésiné B. Meqenése B ~ (', rrjedh se ekziston
bijeksioni g i bashkésisé B né bashkésiné C'. Funksioni h = go f éshte
bijeksion i bashkésisé A né C'. Me fjalé té tjera A ~ BAB ~ C =
A~ C. 0

Pérkufizimi 1.3. Themi se bashésisa A C S éshté bashkeési e fundme,

né qofté se A eshte boshe ose A\ {a} nuk eshte ekuivalente me A, ku

ac A.
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E zéme se S éshte nje bashkési e pafundme dhe le té jené Fy C
P(S) bashkesia e té gjitha nénbashkésive te fundme té bashkesise S.
Bashkesiné F; /. e klasave A ne lidhje me relacionin e ekuivalences
~ e quajmé bashkésine e numrave natyroré dhe e shénojmé me N.
Elementin § € Ny = F /~ , qé paraget bashkesité qé nuk kané elemente
e shenojmé me 0. Elementin m € Ny = Fy /~ qé paraget bashkésité
qé kané nje element e shenojme me 1. Elementin {(, {0}} € Ny = Fy /~
qé paraqet bashkésité qé kané dy elemente e shenojme me 2. E keshtu
me radhé. Aksioma e Peanos na mundeson gé pér numrin e dhéne
n = A, te formojmé pasuesin e tih numrin n’ = AU {b}, ku b € S\ A.
Tani kemi bashkésiné N = {1,2,...,n,...}. Pasuesin e numrit 2, e
shénojmé me 3, pra 2’ = 3.

2. PLOTPJESETUESHMERIA

Themi se numri natyror a plotpjesétohet me numrin natyror b nése
ekziston numri natyror ¢ i tille qé¢ a = b - c. Kéte fakt e shénojmé
simbolikisht a : b ose b|a.

Vetite.

1) Nése a i b dhe a # 0 atéheré a > b.

) Nése a i b dhe b a atéheré a = b.

) Nése a i3 dhe b: 3 atéhere a : c.

) Nése a i ¢ dhe b : c atéheré (a+0b) i ¢ dhe (a —b) i ¢ pér a > b.
) Nése a i b dhe ¢ € N, atéhere ac : b.

(6) Nése ay,...a, :bdhecy,...c, € N, atéhere (a1b1+...a,b,) i b,

Le té vertetojmé p.sh. vetiné e 3). Meqgenése a : b, rrjedh se a = a,b.
Megenése b : ¢, rrjedh se b = byc. Nga kétu rrjedh se a = a1bic, ku a1by
éshté numeér natyror si prodhim i dy numrave natyroré. Né ményreé té
ngjashme vértetohen edhe vetité e tjera.

3. PJESETUESI ME I MADH I PERBASHKET I DY NUMRAVE PMP.

Pérkufizimi 3.1. Themi se numri ¢ éshté pjesétuesi mé i madh i
pérbashkét i numrave natytoré a dhe b né qofté se numri ¢ i plotéson
kéto dy veti.

1. aicdheb:ec.
2. Nése a : d dhe b : d, atéheré ¢ : d.

Pjesétuesim mé té madh té peprbashkét te numrave a dhe b e shénojmé
me ¢ = PMP(a, b) ose shkurtimisht néprmjet simbolit (a, b).
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Shembulli 3.2. Le té jeté a = 120 dhe b = 300. Té percaktojmé
PMP(a,b). Pjesétuesit e numrit a formojné bashkésiné
A={1,2,3,4,5,6,8,10,12, 15, 16, 18, 20, 24, 30, 40, 60, 120},
kurse pjesétuesit e numrit b formojné bashkésiné
B =1{1,2,3,4,5,6,10,...,60,100, 150, 300}.

Numri mé i madh i pérbashét i bashkésive A dhe B éshté numri 60,
prandaj PMP(a, b) = 60.

Metoda e zbatuar paraprakisht nuk éshté praktike prandaj zbatojmé
dy metoda té tjera qé bazohen né:

(1) Teoremén themelore té aritmetikés

(2) Algoritmin e Euklidit.
Qe te formulojmé teoremén themelore té aritmetikés le té perkufizojmé
numrat e thjeshte.

Pérkufizimi 3.3. Themi se numri natyror n # 1 éshté i thjeshté, né
qofté se plotpjesétohet vetém me numrat 1 dhe n.

Numrat e thjeshté i shénojmé me P. Pra

P=Api,p2, - 0k, ...} =4{2,3,5,7,11,13, ... }.

Kjo bashkési numrash éshte bashkési e pafundme. Vitetimi mund té
béhet népimjet

Teorema 3.4 (Teorema themelore e aritmetikes). Cdo numér natyror
n mund té shénohet né trajtén e produktit té numrave té thjeshté. Me
fjalé té tjera, ekzistojné numrat e thjeshté p; < py < ..., pr dhe numrat
natyroré ose zero qi, . ..q; ashtu qé

n=pf ... pf.
Representimi paraprak éshté i vetem.
Teorema 3.5. Nése

n=pl"- .0
dhe

m=pi'-...p
atehere

PMP(m, n) — prlnm{ql’”} . 'prkmn{%ﬁk}‘

Le te percaktojme PMP (120, 300) duke zhatuar teoremen paraprake.
Kemi

1200=2-60=22-30=2%-15=2%.3'.5!
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dhe
300 = 2% - 3" - 5%
Prandaj
PMP(lQO, 300) — 2min{2,3} . 3min{1,1} . 5min{1,2} _ 22 . 31 . 51 — 60.
Teorema 3.6. Bashkési e numrave té thjeshté éshté e pafundme.

Vertetimi. Le te jete n nje numer i ¢farédoshém dhe marrim numrat
p1 < pa--- < p, e thjeshte te renditur prej me te voglit deri te me i
madhi duke i kycur te gjithe numrat e thjeshté . Numri x = py-po-----
P+ 1, éshté mé i madh se secili nga numrat py, ..., p,. Madje numri x
nuk plotpjesétohet me asnjenin nga keta numra py, . . ., p, sepse mbetja
e pjesetimit te numrit z me p; éshté gjithmone 1. Pra numri x éshté
i thjeshte ose né baze te teoremes themelore te aritmetikes pjesetohet
me numra te thjeshte te ndryshem nga numrat py,...,p,. Nga ketu
rrjedh se ekzsiton edhe numri i thjeshte p,41. Sirrjedhim perfundojme
se bashkesia P éshté pambarimisht e madhe.

3.1. Algoritmi i Euklidit. Ky algoritem bazohet né teoremén:

Teorema 3.7. Per ¢do dy numra natyroré a dhe b per te cilet vlen
a > b ekzistojne numrat natyror te vetem a; dhe ¢; ashtu qe

(3.1) a=bg +a, 0<a <b.
Vértetimi. Le te perkufizojme bashkesine A si¢ vijon:
A={qeN:a—bg>0}.

Kjo bashkesi éshté bashkesi jo-boshe, sepse ¢ = 1 € A. Né anen tjeter
nése ¢ > a, atehere a — bqg < a —ab = a(1 —b) < 0, prandaj ¢ ¢ A.
Rrjedhimisht, A éshté nenbashkesi e bashkesise {1,...,a}. Meqe A
éshté bashkesi e fundme, rrjedh se ¢ = max A € A. Tani kemi 0 <
a1 = a — bqy + a1 dhe a; < b. Sikur mosbarazimi i fundit té mos ishte
i sakté, atehere do té kishim a — b(¢q; +1) = a — bgy — b > 0, prandaj
g1 +1 € A, ge éshté né kundershtim me faktin se a; éshté elementi
maksimal i bashkesise A.

Qe te vertetojme se cifti (a1, q;) éshté i vetem, e zémé se vlen e
kunderta. D.m.th. e zémeé se

(3.2) a=>bg+as, 0<ay<b.

Duke zbritur (3.1) dhe (3.2), perftojme b(q1 — ¢2) = az — a;. E zémé
se as > ap, atehere edhe ¢o > ¢;. Nga ketu rrjedh se as > as — a; =
b(q1 — q2) = b, gjegjesisht ay > b, qe éshté kunderthenie me relacionin
(3.2). Me kaq u vertetua reprezentimi unik (3.1). O
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Qe te formulojmé algoritmin e Euklidit le te vertetojmé nje veti te
PMP.

Teorema 3.8. Le te jete a > b dhe a = bg+r, ku 0 < r < b. Ateheré
PMP(a,b) = PMP(b, ).

Vértetimi. Le te jete c = PMP(a,b) dhe d = PMP(b, 7). Nga fakti se
a '’ c dhe b c dhe barazimi r = a — bq, rrjedh se r i ¢. Prandaj d : ¢ qe
domethene d > c.
né anen tjeter meqgenese b : d dhe r : d rrjedh se a = bg + 1 : d, qe
domethene se edhe ¢! d. Perfundojme se ¢ > d. Rrjedhimisht ¢ = d.
Nga teorema paraprake kemi

¢ = PMP(a,b) = PMP(b, ay).
Pastaj b = a1q2 + as, ku 0 < ay < ay. Prandaj
¢ = PMP(ay, as).

Duke vazhduar proceduren paraprake, mbas nje numri te fundme ha-
pash arrijme deri te numri ax; = 0. Né ate rast ay_1 = apqx the

¢ = PMP(ay, as) = PMP(ay,a3) = - -+ = PMP(ag_1, ax) = ay.
U

Ja te ilustrojme algoritmin paraprak né rastin e numrave a = 300
dhe b = 120. Kemi a > b dhe a = 2-0+60, gjegjesisht 300 = 2-120+ 60
ku 60 < 120.

Né fund 120 = 2 - 60. Nga ketu rrjedh se

PMP(300, 120) = PMP(120, 60) = 60.

3.2. Edhe disa veti te PMP.
(1) PMP(a,b) = PMP(b, a).
(2) Nése PMP(a,b) = ¢, atéhere PMP(ak, bk) = ck.
(3) Nése PMP(a,b) = k, atéhere PMP(a/k,b/k) = 1.

4. SHUMEFISHI ME I VOGEL I PERBASHKET I DY NUMRAVE SHVP.

Pérkufizim. Themi se numri ¢ éshté shuméfishi mé i vogél i pérbashkeét
i numrave natytoré a dhe b né qofté se numri ¢ i plotéson kéto dy veti.

1. ¢ia dhec:b.
2. Nése d : a dhe d : b, atéheré d : c.

Shumeéfishin mé té vogél té pérbashkeét té dy numrave a dhe b e shénojmé
me ¢ = SHVP(a,b) ose shkurtimisht néprmjet simbolit [a, b].
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Teorema 4.1. Pér dy numra té ¢farédoshém natyroré a dhe b ka vend
barazimi

[a,b] - (a,b) = ab.

Veértetimi. Le té jeté
ab

(a,b)
Tani kemi x i a dhe z i b, prandaj nga pérkufizimi i shuméfishit mé té
vogél té pérbashkét rrjedh se x : [a, b]. Prandaj ekziston numri natyror
ki tillé qé

xr = kfa, b].
Nga barazimi
ab
= kla,b
(a’ b) [a7 ]
rrjedh se
a, b
a="—=" k(a,b)
dhe 0
a
b=—"—"k(a,b).
L k(a,b)
Prandaj

a:k(a,b) dhe b: k(a,b).
Nga vetia e dyté perkufizuese e PMP rrjedh se

(a,b) : k(a,b).
Prandaj (a,b) > k(a,b). Rrjedhimisht k = 1, ¢faré duhej té vértetohet
sepse né keté rast kemi x = [a, b]. U

Shembulli 4.2. Le té jeté a = 24 dhe b = 30. Te gjejme [a,b]. Nga
barazimi [a, b] = ab/(a,b), dhe (a,b) = 6, rrjedh se [a,b] = 4-30 = 120.

Teorema 4.3. Nése

n=ph . ph,
dhe
m=p et
atéheré
SHVP(m,n) = pflnax{ql,h} ''''' pglax{%ﬂ“k}‘

Vertetimi. Vertetimi behet me induksionin matematik. Nése n éshté
numer i thjeshte, atehere n = py = p;, ku k éshté nje indeks, dhe
ky rast perfundon. E zémé se e kemi vertetuar per te gjithe numrat
naturor me te vegjel ose te barabarte se m. Vertetojme per n = m—+1.
Nése m + 1 éshté i thjeshte, atehere zbatojme faktin paraprak. Né te
kunderten, numri n = m + 1 nuk éshté i thjeshte prandaj mund te
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shkruhet n =m+1=n; -no, kul <ny <m dhe 1 <ny <m. Nga

hipoteza e induksionit e dime se n; = pf* - ... p{* dhe ny = pi* - ... pF,
prandaj
/ /. + ! Jr !
n:p?l-..'pik.pgl.”.pzk:plfl ql ..... pik qk‘
Keshtu perfunduam vertetimin pér numra té ploté pozitive. O

Le te percaktojme SHVP(120,300) duke zbatuar teoremen para-
prake. Kemi

120=2-60=12%-30=2%-15=2%.3".5¢
dhe
300 = 2% - 3. 52,
Prandaj
SHVP(120,300) = 2max{23} . gmax{Ll}  smax{l.2} _ 93 . 3152 — 6,

5. DISA KRITERE PLOTPJESETIMIT

Né kété njesi mesimore kemi © = a,a,_1...a1060 = Y 5, ap10%.

5.1. Plotpjesétueshméria me numrin 2. Numri x plotpjesétohet
me numrin 2 atehere dhe vetem atehere kur shifra e fundit (gjeg-
jesisht shifra e njesheve) e keti numrit ag éshté numer ¢ift, d.m.th.
ap € {0,2,4,6,8}. Qe te vertetojme nje gje te tille vime re se z =
Aplp_1...a1 - 10 + ag = 2+ (apap_1...a1 - 5) + ap. Meqgenese 2 -
(@pGp_1 .. .aq-5) éshté numer ¢ift, sepse éshté faktor i numrit 2, rrhedh
se ai plotpjesetohet me 2. Mbetet qe te verifikohet pohimi nése ag * 2.
Pra ag : 2 atehere dhe vetem atehere kur ay € {0,2,4,6,8}. Numri x
plotpjesétohet ge plotpjesetohet me numrin 2 éshté cift.

5.2. Plotpjesétueshméria me numrin 5. Si né rastin e plotpjese-
timit me numrin 2, kemi z = 5 - (a,ap_1...a1 - 2) + ag. Meqgenese
5 (apan_1...ay - 2) plotpjesétohet me 5, mbetet te provohet nése ag
plotpjesetohet me 5. Dhe nje gje e tille ndodh atehere dhe vetem ate-
here kur ag = 0 ose ag = 5.

5.3. Plotpjesétueshmeéria me numrin 10. Megenése
=10 (anan_1...a1) + aop,

rrjedh se ¢ i 10 atehere dhe vetem atehere kur ay = 0.
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5.4. Plotpjesétueshméria me numrin 4. Megense
x =100 (apap_1...a3) +ajap =4-25- (apa,_1...as),

rrjedh se z 1 4 < ajag P 4. Dmth kriteri i plotpjesetimit me 4 sillet né
kriterin e plotpjestimit te numrit dyshifror te formuar nga dy shifrat e
fundit te tij te plotesohet me 4.

Per shembull, numri x = 873878732x plotpestohet me 4 atehere dhe
vetem atehere kur = € {0,4,8}, sepse numrat dyshifrore 20, 24, 28
plotpjesetohen me 4.

5.5. Plotpjesétueshmeéria me numrin 8. Megenese x = 1000 -
(ApGp_1...a3) + asajag = 8 - 125 - (ana,_1...a3), rrjedh se x i 8 <
asaiag 8. Dmth kriteri i plotpjesetimit me 8 sillet né kriterin e plot-
pjestimit te numrit treshifror te formuar nga tri shifrat e fundit te tij
te plotesohet me 8.

Shembulli 5.1. Numri z = 873878732x plotpestohet me 8 atehere
dhe vetem atehere kur = € {0,8}, sepse numrat treshifror 320, 328
plotpjesetohen me 8.

5.6. Plotpjesetueshmeria me 3 dhe 9. Le te vertetojme paraprak-
isht nje leme

Lemma 5.2. Per ¢do numér natyror n, 10" —1:9.

Proof. Vertetimi. Megenese 10" —1=9...9=9-(1...1), ku shifra
9 gjegjesisht 1 paraqitet n here, rrjedh se 10 —1: 9. t

Tani mund te formulojme kriterin e plotpjesétimit me 9. Né fillim
kemi z =Y a, 108 = >0 ap((10F — 1)+ 1) = >0 ax(10% — 1) +
ZZ:O a, = A+ B, ku

A= ap(10F - 1)
k=0

dhe

Megenese 10¥ — 1 plotpjesetohet me 9 per cdo k, rrjedh se numri A
plotpjesetohet me 9. Mbetet te kontyrollohet nése numri B qe paraqet
shumen e shifrave te ketij numri te plotpjesetohet me 3 ose me 9,
megenese A plotpjesetohet natyrisht me 3, ngase plotpjesetohet me
9.
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Shembulli 5.3. Te kontrollojme nése numri z = 126562a3873873b
plotpjesetohet me 3 ose me 9.

Njehsojme shumen e shifrave B=142464+54+64+24+a+3+8+
T+34+8+7+3+b=614+a+b=063+a+0b—2. Pra duhet te gjejme
te gjitha shifrat e numrave a dhe b ashtu qe a + b — 2 te plotpjesetohet
me 3. Pastaj te gjejme te gjithe chiftet e numrave a dhe b ashtu qe
numri a + b — 2 te plotpjesetohet me 9.

Per 3 kemi me shume zgjidhje:

(a,0) € {(0,2),(0,5),(0,8),(1,1),(1,4),(1,7),(2,0),(2,3), (2,5),
(2,8),(3,2),(3,5),(3,8),(4,1),(4,4),(4,7),(5,0),(5,3), (5,6),
(5,9),(6,2),(6,5),(6,8),(7,1),

(7,4),(7,7),(8,0),(8,3),(8,6),(8,9), (9, 1),(9,4), (9, 7) }-.
Per numrin 9 kemi me pak zgjidhje dhe ato jane
(a,0) € {(0,2),(1,1),(2,0),(2,9),(3,8),(4,7),(5,6), (6,5), (7,4), (8,3),(9,2)}.

6. NUMRAT E PLOTE

Ekuacioni
(6.1) b+xr=a

per b > a nuk ka zgjidhje né bashkesine N, gjegjesusht nuk ekziston
numri natyror x i tille qe barazimi (6.1) te jete i sakte. Ky éshté motivi
i pare ge bashkesia e numrave natyrore te plotesohet (zgjerohet) me nje
bashkesi numrash, ashtu ge ekuacioni (6.1) te kété zgjidhje. Zgjidhjen
e ekuacionit (6.1) do ta shenojme me = a — b, mirepo nje veprim i
tille tani nuk esht i lejueshem, qe si rrjedhim na detyron ge shprehjen
a— b ta zevendesojme me ¢iftin (a, b). Per chfar behet fjale do te lexoni
né vazhdim.

Le té jete ~ relacioni né bashkésine Ny x Ny i perkufizuar si¢ vijon

(a,b) ~ (d' V) a+b =b+d.

Le te vertetojme se reacioni ~ éshté relacion ekuivalence né bashkésine
NO X NQ.

(1) Vetia refleksive. (a,b) ~ (a,b) sepse a + b = b+ a (nga vetia
komutative e mbledhjes se numrave).

(2) Vetia simetrike. (a,b) ~ (a',0') = (a’,b') ~ (a,b) sepse a + bV =
b+a =d+b="V+a.

(3) Vetia tranzitive. (a,b) ~ (a/,0') A (a',0') ~ (a", V") = (a,b) ~
(a”,b") sepse a+b = b+ad Na' +b" =V +d" = a+V +d +b0" =
b+d +b +a”. Prandaja+b" =b+ad".
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(do relacion ekuivalence e ndan bashkesine perkatese né klasa ekuiv-
alence. Bashkesia e klasave te ekuivalences e formojne bashkesine fak-
tor e cila né kéte rast paraqet bashkesine e numrave te ploté te cilen e
shenojme nepermjet simbolit Z. Pra

Z =Ny xNg/o ={(n,m):n,m e Ny}
:{W3”€N0}U{W:nGNO}.

Elementin (0,0) e shenojme shkurtimisht me 0

Elementi (0,0) C Ny x Ny formalisht perfshin kété bashkesi pam-
barimisht te madhe {(0,0),(1,1),...,(n,n),...} dhe e shenojme shkur-
timisht me 0 (ky element nuk perputhet formalisht me elementin zero
nga bashkesia Np).

Elementi (1,0) C Ny x Ny formalisht perfshin kété bashkesi pam-
barimisht te madhe {(1,0),(2,1),...,(n + 1,n),...}, Kété numer e
shenojme shkurtimish me 1.

E keshtu me radhe, elementi (m,0) C Ny x Ny formalisht perf-
shin kété bashkesi pambarimisht te madhe {(m,0), (m+1,1),...,(m+
n,n), ...}, Kété numer e shenojme shkurtimish me m.

Elementi (0,1) € Ny x Ny formalisht perfshin kété bashkesi pam-
barimisht te madhe {(0,1),(1,2),...,(n,n + 1),...}, Kété numer e
shenojme shkurtimish me —1. Elementi (0,m) C Ny x Ny formalisht
perfshin kété bashkesi pambarimisht te madhe {(0,m), (1, 1+m), ..., (n,n+
m), ...}, Kété numer e shenojme shkurtimish me —m.

Prandaj

Z={0,1,-1,2,—2,...,m,—m,...}.

Bashkesia Z e numuvae te ploté e perbehet nga bashkesia e numrave
pozitive, negativé dhe zero.

6.0.1. Shtrirja e bashkesise N né bashkesine Z. Nenbashkesia N’ =
{(n,0) : n € N} e bashkesise Z identifikohet me bashkesine N, ashtu
ge numrat e ploté (n,0) identifikonen me numrat n per cdo n.

6.1. Mbledhja e numrave té ploté. Shuma e numrave te ploté a =
(n,m) dhe b = (k,1) éshté numri i ploté

c=a+b=n+km+I).

Le te vertetojme se ky perkufizim éshté korrekt, dmth nuk varet nga
perfagesuesi i klases.
E zémé se a = (n’,m’') dhe b = (k’,1') d.m.th.
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(6.2) n+m'=m+n', k+0U'=1+F.
Dubhet te vertetojme se

(n+km+1)=m+k,m +1).

Relacioni i fundit éshté ekuivalent me barazimin
n+k4+m +U=m+14+n +Fk,

i cili rrjedh nga relacionet (6.2).

6.2. Vetite e mbledhjes.

(1) Vetia komutative. Ya,b € Z, a+b = b+a. E zémé se a = (n,m)

dhe b = (k,l). Barazimi a + b = b+ a éshté ekuivalent me
barazimet

n+k=k+4+n, m+Il=10+m.

Barazimet e efundit rrjedhin nga vetia komutative e mbledhjes
se numrave nagtyrore.

(2) Vetia asociative. Va,b,c € Z, (a +b) +c=a+ (b+c).

(3) Elementi neutral. Va € Z, a +0 =a =0+ a.

(4) Elementi invers i mbledhjes. Va € Z, ekziston b = —a € Z, i
tille qe @ + b = 0. Nése a = (m,n), atehere b = —a = (n,m).
Né te vertete a + b= (m+n,n+m) = 0.

6.3. Shumezimi i numrave te ploté. .
Prodhimi i numrave te ploté a = (n,m) dhe b = (k,[) éshté numri i
plot

c=a-b=(nk+ml nl+ mk).
Le te vertetojme se ky perkufizim éshté korrekt, dmth nuk varet nga

perfaqesuesit i klasave.
E zémé se a = (n’,m’) dhe b = (k’,1') d.m.th.

(6.3) n+m'=m+n', k+U'=1+F.

Nga (6.3) rrjedh se
nk+1U)=n(l+k), ml+k)=m(k+1),
(m+n'=mn+m)l', (n+m)k = (m+n)k.
Duke i mbledh keto barazime perftojme

nk +ml+n'l' + m'k' = nl +mk +n'E' +m/l'.
Nga ketu perftojme

(nk +ml,nl +mk) = (n'k + m/l', n'l' + m'k").
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Keshtu vertetuam se shumezimi éshté korrekt.

6.4. Vetite e shumezimit.

(1) Vetia komutative. Va,b € Z, ab = ba. E zémé se a = (n,m)
dhe b = (k,1). Barazimi ab = ba éshté ekuivalent me barazimet

(nk +ml,nl + mk) = (kn + lm,In + km)

ge éshté barazim i thjeshte.

(2) Vetia asociative. Ya,b,c € Z, (a-b)-c =a-(b-c). Edhe ky
barazim vertetohet né menyere te ngjashme si ai paraprak

(3) Elementi neutral. Va € Z, a-1 = a = 1-a. Nése a = (n, m), dhe
1=(1,0), atehere a-1=(n-1+m-0,m-14+n-0) = (n,m).

(4) Vetia shperndarese. Per ¢do tre té ploté a,b,¢ € Z kemi a -
(b+c¢) =a-b+ a-c. Barazimi paraprak rrjedh nga barazimi i
ngjashem per numrat natyroré prandaj nuk e vertetojme.

6.5. Zbritja e numrave te ploté. Le te jete a = (n,m) dhe b = (k,1).
Béjmé pekufizimin

a—b=(n+1l,m+k).

Tani te kthehemi te ekuacioni (6.1) dhe vime re se ky ekuacion ka
zgjidhje né bashkesine Z, sepse a —b € Z, né qofte se a,b € Z. Meqgense
N C Z, rrjedh se ja kemi arritur qellimit fillestar ge te zgjidhim ekua-
cionin (6.1).

Né bazé te pohimeve paraprake mund te formulojme teoremen e
méposhtme.

Teorema 6.1. Struktura (Z,+,-,0,1) éshté unazé me element njesh
(me elementin neutral né lidhje me shumezimin).

Me fjalé te tjera. Per c¢do tre numra te ploté a,b,c kane vend
barazimet e meposhtme.

(1) a+b € Z, (Mbledhja éshté veprim i mbyllur)

(a+0b)+c=a+ (b+ c), (Mbledhja éshté shogeruese)

a+0 = 0+a = a, (Elementi neutral i mbledhjes éshté numri 0)

a—a=0, (Ekz1st0n elementi i anasjellet i secilit numer)

a-bez, (Shumezimi éshté veprim i mbyllur)

(b ¢) = (a-b) - ¢, (Shumezimi ploteson vetine shoqgeruese)
=b-a, (Shumezimi éshté komutativ)

= a, (Numri 1 éshté elementi neutral i shumezimit)

b+c¢)=a-b+a-c (Vlen vetia shperdnarese)

(a +b)-c=a-c+b-c (Vlen vetia shperndarése)

(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
(9)
10)

(
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6.6. Radhitja e numrave te ploté dhe boshti numerik. Themi
se numri i ploté a = (n, m) éshté me i vogel ose i barabarte se numri i
ploté b = W dhe shenojme a < b, né qofte se n +1 < m + k.

Ky relacion éshté relacion radhitjeje né bashkesine Z.

Né te vertet, kane vend vetite né vazhdim

(1) Vetia refleksive. Per a = (n,m), a < a, sepse n +m < m +n.

(2) Vetia antisimetrike. Per a = (n,m) dhe b = (k,1), kemi a <
bAb< a=a=0 sepse,n+1 <m+kdhe k+m <[+ n,
rrjedh se n + [ = m + k, gjegjesisht a = b.

(3) Vetia tranzitive. Per a = (n,m), b = (k,1) dhe ¢ = (i,7), a <
bAb < c= a < c. Nétevertet, ngan+Il <m+kAk+j < 1+1,
rrjedhsen+1l+k+j7<m+k+Ii+idmth n+57<m+k

Numrat me te vegjel se 0 jane negative, kurse ata me te medhenj
se 0 jane pozitive. Numrat zakonisht shenohen né nje drejtez (qe e
quajme bosht numerik) te drejtuar me nje shigjete nga ana e majte né
te djathte.

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

6.7. Vetite e radhitjes s€ numrave te ploté. E zémé se z, w,t jané
numra té ploté. Ateheré kane vend keto veti

(1) z4+w<z+tew<t,
(2) z24+w>z+tew>t,
(3) Né qofté se z > 0 atéheré z-w < z -t & w < t,
(4) Né qofté se z > 0 atéheré z-w > z -t & w > t,
(5) Né qofté se z < 0 atéheré z-w < z -t & w > t,
(6) Né qofté se z < 0 atéheré z-w > z -t & w < t,

Le te provojmé pé shembull, vetine e paré. E zémé se z = (a,b),
w = (¢,d) dhe t = (e, f). Atehere z +w = (a +¢,b+d) dhe z +t =
(a+e,b+ f). Nga ketu rrjedh se z + w < z + t atehere dhe vetem
atehere kur a+c+b+ f < b+d+a-+e, dhe nga monotoniteti i numrave
natyroré relacioni i fundit éshté ekuivalent me relacionin c+ f < d+e
gjegjesisht me relacionin w < ¢.

6.8. Pjesétimi pa mbetje i numrave té ploté. Themi se numri i
ploté z plotpjesétohet me numrin e ploté w né qofté se ekziston numri
i ploté t i tillé gé z = w - t. Shenojmé simbolikisht z : w. Numrin ¢ e
shenojme t =z :wose t = =

Disa veti

(1) Nése z : w, atehere kemi (z : w) - w = z.

(2) (z-w)/w =z,
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(3) Nése z i ¢ dhe w i ¢ atehere edhe (z & w) i t dhe kemi =% =
a4+ 8
t t

6.9. Vlera absolute e numrit té ploté. E zémeé se z € Z éshté
numeér i ploté i ¢varédoshém. Vlera absolute e numrit z shénohet me
simbolin |z|. Numri |z| éshté i barabarté me numrin z nése z > 0, dhe
éshté i barabarté me numrin —z nése z < 0. Kété fjali pérkufizuese té
vlerés absolute e shénojmeé shkurtimisht si¢ vijon:

2] = z, neése z = 0;
—2z, nese z < 0.

6.9.1. Vetité e vlerés absolute. E zémé se z,w,t € Z. Atéheré kemi:

(1) |z - w| = |z] - [uw],

(2) |z +w| < 2] + Jwl,

(3) |z —wl < |z[ + [wl,

(4) |2] = w] <[z + +wl,

(5) Nése z : w atehere edhe |z| i |w| dhe kemi
2=
wl - w|’

(6) |2l <ye —y<z<y
Le te vertetojme per shembull vetine e dyte (e cila ke emertimin mos-
barazimi i trekendeshit). Sipar perkufizimit kemi

2+ w| = z+w, nese z +w = 0;
ST —(2+w), nésez+w<O0.

Megenese z < |z| dhe w < |w], rrjedh se z + w < |z| 4+ |w|. Ngjashem,
—z < |z| dhe —w < |w|, prandaj —(z + w) < |z| + |w|. Nga keto dy
mosbarazime rrjedh se |z + w| < |z| + |w].

Vertetojme tani vetine e fundit. Nga |z| < y, rrjedh se z < y dhe
—z < y. Prandaj z <y dhe 2 > —y. Prandaj —y < z < y.

6.10. Fuqgia e numrave te ploté. Per numrin e ploté z dhe numrin
natyror n, perkufizojme 2™ = z - --- - z, ku prodhimi paraqitet n here.
Per shembull 2! =2, 22 =22, 22 =2-2- 2.

Ja disa veti:

(1) (z-w)" =2"-w"
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6.11. Rrenja katrore e numrave te ploté. Themi se numri natyror
x &shté rrenja katrore e numrit te plot y nése 22 = y. Kété numer e
shenojme me x = | /y.

7. PJESETUESI ME I MADH I PERBASHKET I DY NUMRAVE TE
PLOTE PMP.

Pérkufizimi 7.1. . Themi se numri natyror ¢ éshté pjesétuesi mé i
madh i pérbashkét i numrave te ploté a dhe b né qofté se numri ¢ i
plotéson kéto dy veti.

1. a:cdheb:c
2. Nése a : d dhe b : d, atéheré c: d.

Pjesétuesim mé té madh té peprbashkét te numrave a dhe b e shénojmeé
me ¢ = PMP(a, b) ose shkurtimisht néprmjet simbolit (a, b).

Shembulli 7.2. Le té jeté a = —120 dhe b = 300. Té percaktojmé
PMP(a,b). Pjesétuesit e numrit a jané

A={1,2,3,...,40,60,120}U{—1,—2, -3, ..., —40, —60, —120}, kurse
pjesétuesit e numrit b jané B = {1,2,3,4,5,6,10,...,60, 100, 150,300}
U{—1,-2,-3, -4, 5,6, 10,...,—60, —100, —150, —300}. Numri mé

i madh i pérbashét i bashkésive A dhe B éshté numri 60, prandaj
PMP(a,b) = 60.

Metoda e zbatuar paraprakisht nuk éshté praktike prandaj, si tek
numrat natyrore zbatojmé dy metoda té tjera qé bazohen né:

(1) Teoremén themelore té aritmetikés
(2) Algoritmin e Euklidit.

Qe te formulojmé teoremén themelore té aritmetikés le té perkufizojmé
numrat e thjeshte.

Pérkufizimi 7.3. Themi se numri natyror n # 1 éshté i thjeshté, né
qofté se plotpjesétohet vetém me numrat 1, —1, n dhe —n.

Numrat e thjeshté i shénojmé me P. Pra
P={tp:, tps, ..., Epp,... } ={2,-2,3,-3,5,—5,7,—7,... }.

Kjo bashkési numrash éshté bashkési e pafundme. Vitetimi mund teé
béhet néprmjet Teorema né vazhdim vértetohet si teorema pérkatése
pér numrat natyroré (Teorema 4.3).

Teorema 7.4 (Teorema themelore e aritmetikes). C/do numér i ploté n
mund té shénohet né trajtén e produktit té numrave té thjeshté pozitive
dhe eventualisht numrit —1. Me fjalé té tjera, ekzistojné numrat e
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thjeshté p1 < py < ..., pr dhe numrat natyroré ose zero qi, ... q ashtu
qe

n=+pf .. . pi.
Representimi paraprak éshté i vetem.

Le te percaktojme PMP(—120,300) duke zhatuar teoremen para-
prake. Kemi

-120=-2-60=2%.30=-2*.15= —-2%.3' . 5!
dhe
300 = 22 - 3! . 5%
Prandaj
PMP(—lQO, 300> — omin{2,3} 3min{1,1} . 5min{1,2} —92.31.51 —§0.

Teorema 7.5. Bashkési e numrave té thjeshté té ploté éshté e pa-
fundme.

Vertetimi. Meqenése kjo bashkesi i pérmban te gjithé numrat e
thjeshté pozitivé, éshté e qarte se kjo bashkesi éshté e pafundme, né
baze te teoremes perkatése te numrave natyroré (shiko Teorema 3.6).

7.1. Algoritmi i Euklidit. Ky algoritem bazohet né teoremen e meposhtme

Teorema 7.6. Per ¢do dy numra te ploté a dhe b per te cilet vlen
la| > |b] ekzistojne numrat e ploté te vetem a; dhe ¢, ashtu qe

a=bg +a;, 0<a <|[b.

Qe te formulojmé algoritmin e Euklidit le te vertetojmé nje veti te
PMP.

Teorema 7.7. Le te jete |a| > |b] dhe a = bg + 7, ku 0 < r < [b].
Ateheré PMP(a,b) = PMP(b,r).

Vertetim. Le te jete c = PMP(a,b) dhe d = PMP(b,r). Nga fakti se
a '’ c dhe b c dhe barazimi r = a — bq, rrjedh se r i ¢. Prandaj d: c qe
domethene d > c.
né anen tjeter meqenese b : d dhe r i d rrjedh se a = bg+r i d, qe
domethene se edhe ¢! d. Perfundojme se ¢ > d. Rrjedhimisht ¢ = d.
Nga teorema paraprake kemi

¢ = PMP(a,b) = PMP(b,a,).
Pastaj b = a1q2 + as, ku 0 < ay < ay. Prandaj
¢ = PMP(ay, as).
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Duke vazhduar proceduren paraprake, mbas nje numri te fundme ha-
pash arrijme deri te numri axy; = 0. Né ate rast ap_1 = arqr dhe

¢ = PMP(ay, as) = PMP(ay,a3) = - -+ = PMP(ag_1, ax) = ay.
U

Ja te ilustrojme algoritmin paraprak né rastin e numrave a = —300
dhe b = 120. Kemi |a| > |b| dhe a = (=3) - b+ 60, gjegjesisht —300 =
(—3) - 120 + 60 ku 60 < |120].

Né fund 120 = 2 - 60. Nga ketu rrjedh se

PMP(—300, 120) = PMP(120, 60) = 60.

7.2. Edhe disa veti te PMP.
(1) PMP(a,b) = PMP(lal, [b]).
(2) Nése PMP(a,b) = ¢, atéhere PMP(ak, bk) = c|k|.
(3) Nése PMP(a,b) = k, dhe a i m dhe b i m atéhere PMP(a/m,b/m) =
k/m.

8. SHUMEFISHI ME I VOGEL I PERBASHKET I DY NUMRAVE TE
PLOTE SHVP.

Pérkufizimi 8.1. Themi se numri pozitiv ¢ éshté shuméfishi mé i vogel
i pérbashkét i numrave tee ploté a dhe b né qofté se numri ¢ i plotéson
kéto dy veti.

1. ¢ia dhe cib.
2. Nése d : a dhe d : b, atéheré d : c.

Shumeéfishin mé té vogél té pérbashkét té dy numrave a dhe b e shénojmé
me ¢ = SHVP(a, b) ose shkurtimisht néprmjet simbolit [a, b].

Teorema 8.2. Pér dy numra té ¢farédoshém té ploté a dhe b ka vend
barazimi

[a, 8] - (a,b) = [al[b].

Veértetimi. Kryhet si né rastin e teoremes perkatese per numrat e
natyrore. U

Teorema 8.3. Nése
n=+£p"-...p,
dhe
m=£pi' ... P,
atéheré
SHVP(m,n) = pr={ert. .pzlax{q’“’rk}.
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Shembulli 8.4. Le té jeté a = —24 dhe b = —30. Te gjejme [a, b]. Nga
barazimi [a,b] = |a||b|/(a,b), dhe (a,b) = 6, rrjedh se [a,b] =4 -30 =
120.

9. KONGRUENCA

Pérkufizimi 9.1. Le te jete m nje numer natyror m > 1. Themi se
numri i ploté a éshté kongruent me numrin e ploté b sipas modulit m
nése (a — b) i m. Kété fakt e shenojme simbolikisht « = b mod m.

Teorema 9.2. Kongruenca sipas modulit m éshté relacion ekuivalence.

Vertetimi. Duhet te vertetojme tri veti (R (Refleksive), S (Simetrike)
dhe T (Tranzitive)).

Vetia refleksive vlen sepse nése x éshté numer i ploté, atehere x —x =
0, dhe numri 0 plotepjesetohet me ¢do numer sepse 0 = 0-m. Prandaj
r =2z mod m.

Vetia simetrike vlen sepse nése x — y i m atehere ekziston numri i
ploté ki tille qe x — y = k- m. Prandaj y — x = (—k) - m. meqenese
—Fk éshté gjithashtu i ploté, rrjedh se y — z : m. Prandaj x = y
mod m = y =2z mod m.

Né fund vetia tranzitive gjithashtu vlen. E zémé se x =y mod m
dhe y = 2z mod m. Nga ketu rrjedh se x —y i m dhe y — 2z * m.
Prandaj edhe shuma e ketyre numrave: (x —y) + (y —2) =z — 2z : m.
Perfundojme se x = 2z mod m. U

Relacioni mod m e ndan bashkesine e numrave te ploté Z né m
klasa ekuivalence. Keto jane 0,1,...,m — 1, qe paraqesin mbetjet e
mundeshme te pjesetimit me m. Né te vertet né bashkesine faktor
Zm = {0,1,...,m — 1} mund te perkufizojme mbledhjen dhe shumez-
imin sipas formulave né vazhdim.

(9.1) TOYy=x+y
dhe
(9.2) TOY=2Y.

Keto dy veprime algjebrike né Z,, jane perkufizuar miré. Né te
vertet, e zémé se x = ' mod m dhe y =y mod m. Né kété rast kemi
x = 2’ +km dhe y = ¢+ kym, per dy numra te ploté k dhe k;. Prandaj
z+y =2 +y + (k+k)m, qe domethene se z+y = (2’ +3') mod m.
Me fjale te tjera, né perkufizimin (9.1), nuk éshté e rendesishme se cilét
pérfagésues te klasave marrim.
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Ngjashem edhe (9.2) éshté i perkufizuar mire. N& te vertet, duke
perdor simbolet paraprake, pérftojmé: z-y = 'y’ +m(mkk; +2'+7/),
ge domethene x -y = 2’ -3/ mod m. Le te konstatojmé se 0 éshté
elementi neutral i mbledhjes dhe 1 éshté elementi neutral i shumezimit.
Qe te vertetojme nje gje te tille marrim = € Z,,. Per mbledhjen kemi

0pz=0+2=2=2+0=200,
kurse per shumezimin
1oz=1-z2=2=2-1=7201.

Tani formulojme teoremen.

Teorema 9.3. Struktura (Z,,, ®,®,0,1) éshté unaze me element neu-
tral te shumezimit. Né qofte se m éshté numer i thjeshte atehere kjo
unaze éshté fusheé.

Vertetimi. Duhet te vertetojme se (Z,,, ®,0) éshté grup abelian.

(1) VZ,y € Zy,, kemi T &Y € Zy,. Kemi vertetuar paraprakisht.

(2) VZ,y € Zy, kemi T O Y=Y DT, sepse ¢ +y = y + =. Prandaj
vlen vetia nderruese e mbledhjes.

(3) VZ,7,Z € Zyp, kemi (T®Y) PZ =TS (TP Z), sepse (T Y) &
=@ty dz=(r+y)+tz=z+y+2)=T®(y+2) =
T ® (y @ z). Prandaj vlen vetia asosciative e mbledhjes.

(4) VYT € Z,, vlen T ® 0 = T, prandaj ekziston elementi neutral i
mbledhjes.

(5) VT € Z,, m — x € Z,, dhe kemi T @ m —z = m = 0. Prandaj
ekziston elementi invers i secilit numer nga bashkesia faktor.

Qe te vertetojme se struktura e dhene éshté unaze, na duhet ge te
vertetojme se (Z,,, ®, 1) éshté gjysmegrup me element neutral.

(1) VZ,y € Zy, kemi T O Y € Z,,. Kemi vertetuar paraprakisht.

(2) VZ,y € Zy,, nee bazee te (9.2), kemi T ©F = § ® T, sepse
x -y =y -x. Prandaj vlen vetia nderruese e shumezimit.

(3) VZ,7,Z € Zp, kemi (TOY) ©Z =T O (TO Z), sepse (z-y) -z =
x - (y - z). Prandaj vlen vetia asosciative e shumezimit.

(4) VT € Zp, vlen TG 1 = T = 1 ® T, prandaj ekziston elementi
neutral i shumézim.

Mbetet ge te vertetojme vetite distributive, gjegjesisht shpendarese.

(1) VT,7,2 € Zp, (TOY) ©OZ = (TOZ)D(YOZ). Sepse (x+y)-z =
rT-z4+y-z.

) VT, Y,Z € Zpm, TO(YDZ) =TOTDTOZ. Sepse z(y + 2) =
rT-y+ax-z.
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Me kaq vertetuam se struktura né fjale éshté unaze.

Mbetet qe te vertetohet se struktura né fjale éshté fushe nése numri
m éshté i thjeshté. E zémé se T € Z,,\{0}. Duhet te gjejme numrin y te
tille qé¢ zy = 1 mod m. Le te jete ¢ mbetja e numrit x gjate pjesetimit
me numrin m. Dmth x = xym + ¢q. Né kété rast kemi 0 < ¢ < m.
Meqe T # 0, 1rjedh se ¢ > 0. Meqenese numri m éshté i thjeshte,
rrjedh se 1 = PMP(z,m) = PMP(m, ¢) (Teorema 7.7). Duke vazhduar
pjesetimin me mbetje, perftojme m =m; - ¢+ ¢, ku 0 < ¢; < q. Nga
ketu rrjedh se

PMP(m,q) = PMP(q,¢1) = PMP(q1, ¢2)

= .- = PMP(qx—2, gr—1) = PMP(qi_1,q) = PMP(q, 1).

Duke zbatuar analizen e anasjellet perftojme ¢,_1 = zrqi. +1. Nga ketu
rrjedh se

Qk—2 = Tp—1qQk—1 + Qky-- -, G1 = T2Q2 + G3

I =qr—1 — Trqr = Q-1 — fk(Qk—Q - ffk—l‘]k—l) = a1Qs—1 + b1qr—2

= = aoQk—2tbaqr—3 = - = ap_1q1+tbr_19 = arqtbgm = ag1mAbg1z
Pra
ry =1+ zm,
ku y = b4, kurse 2 = —ay,;. Perfundojme se 7y = 1. Prandaj numri

x ka inversin e vete. Perfundojme se struktura né fjalé éshté fushé. 0O

Shembulli 9.4. Le te jete m = 5. Né kété rast per mbledhje kemi

@[0[1]2]3]4
0]0(1]2(3|4
1111213410
21234101
313[4(0[1]2
4141011213
Ketu kemi —0=0, -1 =4, -2=3, -3=2dhe —4=1
Per shumezim kemi
®l1]2]3]4
111[12[3]4
2121413
3131142
414131211
-1

ol

né kété rast kemi 17! =1, 271 = 3,
shembull 3-2=1+5=1 mod 5.

= 2 dhe 47! = 4. Sepse per



LIGJERATA PER JAVET 6-15 21

Shembulli 9.5. Te gjendet m dhe n ashtu qe m-10+n -27 =1 =
PMP(m,n).

Kemi 27=2-104+7,10=1-7+3,7=2-3+ 1.

Tani anasjlelltas perftojme 1 = 7—-2-3 =7 —-2(10-1-7) =
(1-2-(—=1))-7—2:-10=3-7T+(-2)-10=3-(27—2-10) 4+ (—2)- 10 =
3-274 (=8) - 10.

Pra m = —8 dhe n = 3.

9.0.1. Detyra shtepije.

(1) Plotesoni tabelat perkatese per mbledhjen dhe shumezimin per

m="T.
(2) Plotesoni tabelat perkatese per mbledhjen dhe shumezimin per
m = 11.

(3) Gjeni numrat e ploté m dhe n ashtu qé n - 30 + m - 47 = 1.
(4) Gjeni numrat e ploté m dhe n ashtu qé n - 30 + m - 45 = 5.

Le te jete a dita e lindjes, dhe b numri i indeksit

9.0.2. Detyra shtepije.

(1) Plotesoni tabelat perkatese per mbledhjen dhe shumezimin per
m =a mod 7.

(2) Plotesoni tabelat perkatese per mbledhjen dhe shumezimin per
m=>b mod 7.

(3) Gjeni numrat e ploté m dhe n ashtu qé n-a+m-b = PMP(a,b).

(4) Gjeni numrat e ploté m dhe n ashtu qé n-a-75+m-(a+1)-95 = 5.

Shembulli 9.6. E zémé se a = 167 dhe b = 135. Te gjejme n dhe m
ashtu qe n - 167 + m - 135 = PMP(67,35) = 1.

Kemi 167=1-1354+32,135=4-32+7,32=4-T4+4,7=1-4+3,
4=1-3+41,1=PMP(167,135).

Procesi i anasjellet duket sic vijon:

1=4-13=4-1(7-14)=24-1-7=2-(32—4-7)—1.7=2-32—9.7
prandaj
1 =2-32—-9-(135—4-32) = 38:32—9-135 = 38-(167—135)—9-135 = 38-167—47-135.

Pran = 38, m = —47.

Shembulli 9.7. Le te jete a dita e lindjes. Gjeni n dhe m ashtu qe
n-14(a+ 1) +m-23a = PMP(14(a + 1), 23a).
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10. NUMRAT RACIONALE

Ekuacioni
(10.1) ar—b=0

ku a # 0 dhe b nuk plotpjesétohet me a nuk ka zgjidhje né bashkésiné
e numrave té ploté. Per shembull nuk ekzsiston asnjé numeér i ploté x
pér té cilit ka vend barazimi 3x — 2 = 0. Ky éshté motivi kryesor qé
bashésia e numrave té ploté te zgjerohet me njé bashkési numrash qé
do ta quajmeé bashkésiné e numrave racionalé dhe do ta shénojmé me
Q. Nje proces i tillé éshté i ngjashém me ndértimin e numrave té ploté
nga numrat natyrore.

Zgjidhjen e ekuacionit (10.1) do ta shenojme me x = b : a, mirepo
nje veprim i tille tani nuk esht i lejueshem, qe si rrjedhim na detyron
qge shprehjen a : b ta zevendesojme me ¢iftin (a,b). Per chfaré behet
fjale né vazhdim.

Le té jete ~ relacioni né bashkésine Z x N i perkufizuar si¢ vijon

(a,b) ~ (', V)< a-b =b-d.

Le te vertetojme se reacioni ~ éshté relacion ekuivalence né bashesine
7 x N.

(1) Vetia refleksive. (a,b) ~ (a,b) sepse a-b = b-a (nga vetia
komutative e shumézimit t&€ numrave té ploté dhe natyroré).

(2) Vetia simetrike. (a,b) ~ (a’,b") = (a’,b') ~ (a,b) sepse a -0 =
b-a=d-b="0-a.

(3) Vetia tranzitive. (a,b) ~ (a’,b') A (', V) ~ (a", V") = (a,b) ~
(a”,0") sepse a-t/ = b-a'Na'- V' =V-a" = a-V-a"-b" =b-a'-b-a".
Nése a = 0, rrjedh se edhe ¢’ = 0 si dhe a” = 0, prandaj,
prandaj a - b” = b-a”. Nése a # 0, rrjedh se a’ # 0, meqgenese
b € N, prandaj b # 0, duke ”thjeshtuar” numrin a dhe ¢’ nga
barazimi paraprak, rrjedh pérfundimisht a - 0" =b-a”.

(Cdo relacion ekuivalence e ndan bashkesine perkatese né klasa ekuiv-
alence. Klasat e ekuivalences e formojne bashkesine faktor e cila né
kéte rast paraget bashkesine e numrave racionaé té cilén e shenojmeé
simbolit Q. Pra

@:ZXN/N:{(n,m):nEZ,mEN}:{%:nEZ,mEN}.

Kétu kemi perdorur identifikimin

Elementin (0, 1) e shenojme shkurtimisht me 0
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Elementi (0,1) C Z x N formalisht perfshin kété bashkesi pam-
barimisht te madhe {(0, 1), (0,2),...,(0,n),...} dhe e shenojme shkur-
timisht me 0 (ky element nuk perputhet formalisht me elementin zero
nga bashkesia Z). Elementi (1,1) € ZxN /. gjegjésisht (1,1) C ZxN
formalisht perfshin kété bashkesi pambarimisht te madhe ¢iftesh num-
rash té ploté {(1,1),(2,2),...,(n,n),...}. Kété numer e shenojme
shkurtimish me 1.

Elementi (m,n) C Z x N formalisht perfshin kété bashkesi pam-
barimisht te madhe {(m,n), (2m,2n),..., (km,kn),...}, Kété numer
e shenojme shkurtimish me *.

Elementi (m,1) C Z x N formalisht perfshin kété bashkesi pam-
barimisht te madhe {(m, 1), (2m,2),...,(nm,n),...}, Kété numer e
shenojme shkurtimish me m, prandaj e identifikojme me numrin e ploté
m. Prandaj kemi shtrirjen

Z={0,1,-1,2,-2,...,m,—m, ...} C Q.

10.1. Mbledhja e numrave racionalé€. Shuma e numrave racionalé

a = (n,m) dhe b = (k,[) éshté numri racional

c=a+b=n-l+k-mm-l).
Pra sipas pérkufizimit marrim

n k  nl+km

m ml

Le te vertetojme se ky perkufizim éshté korrekt, dmth nuk varet nga
perfagesuesi i klases.

E zémé se (n/,m’) ~ (n,m) dhe (K',I') ~ (k,1) d.m.th.
(10.2) nm' =mn', kl' =K.

Dubhet te vertetojme se

(n-l+k-mm-l)=0-U+kK-m m-l).
Relacioni i fundit éshté ekuivalent me barazimin
(n-l+k-m)(m'l')y=n"-I"+kK-m')(ml),

i cili rrjedh nga relacionet (10.2).
Neé te vertet kemi

(n-l+k-m)(m'l") = nlm'I'+kmm/l' = mn'U'+lmm/k = (0’ -U'+K -m")(ml).
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10.2. Vetite e mbledhjes.

(1) Vetia komutative. Va,b € Q, a+b = b+a. E zémé se a = (n,m)
dhe b = (k,l). Barazimi a + b = b + a éshté ekuivalent me
relacionin

m-l+k-mm-l)~((k-m+n-1,l-m).

Barazimet e fundit rrjedhin nga vetia komutative e mbledhjes
dhe shumézimit té numrave té ploté.

(2) Vetia asociative. Va,b,c € Q, (a +b) +c=a+ (b+ ).

(3) Elementi neutral. Va € Q, a+0=a=0+a.

(4) Elementi invers i mbledhjes. Va € Q, ekziston b = —a € Q, i

tille ge a + b = 0. Nése a = (m,n), atehere b = —a = (—m, n).
Né te vertete a +b = (m-n—n-m,n?) = 0.

10.3. Shumeézimi i numrave racionalé. .

Prodhimi i numrave racionalé a = % = (n,m) dhe b = ¥ = (k,1)

éshté numri racional

Le te vertetojmé se ky perkufizim éshté korrekt, dmth nuk varet nga
perfaqgesuesit i klasés.
E zémé se a = (n’,m’) dhe b = (k’,') d.m.th.

(10.3) nm' =mn', kl' =1k
Nga (10.3) rrjedh se nkm/l' = min’k’, prandaj

(nk,ml) = (n'k',m'l").

Keshtu vertetuam se shumezimi éshté korrekt.

10.4. Vetite e shumezimit.

(1) Vetia komutative. Ya,b € Q, ab = ba. E zémé se a = (n,m)

dhe b = (k,1). Barazimi ab = ba éshté ekuivalent me barazimet

(nk,ml) = (kn,Im)

ge éshté barazim i thjeshte.

(2) Vetia asociative. Va,b,c € Q, (a-b)-c =a-(b-c). Edhe ky
barazim vertetohet né menyere te ngjashme si ai paraprak

(3) Elementi neutral. Va € Q, a-1=a =1-a. Nése a = (n,m),

dhe 1 = (1,1), atehere a-1 = (n-1,m-1) = (n,m) = a.
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(4) Elementi invers. Va € Q \ {0}, ekziston b = a™!. Ne té verteté

nése a = (m,n) = =, atéheré b = (n,m) = =, sepse (m,n) -

(n,m) = (nm,nm) = 1.

(5) Vetia shperndarese. Per ¢do tre numra racionalé a,b,c € Q
kemi a - (b+¢) = a-b+ a-c. Barazimi paraprak rrjedh nga
barazimi i ngjashem per numrat natyroré dhe té ploté prandaj
nuk e vertetojme.

10.5. Zbritja dhe pjesétimi i numrave racionalé. Le te jete b =
= (n,m) dhe a = ¥ = (k,1). B&jmé pekufizimin

33

b—a:b—l—(—a):M

= (nl — mk,ml).
T = (al k)
Le te jete b = > dhe a = % # 0. Pjesétimi i numrave b dhe a
pérkufizohet si¢ vijon:
b nl —
b:ia=b-(a)=-=— = (nl,mk).
a (a ) a mk (n 7m )
Tani te kthehemi te ekuacioni (10.1) dhe vémé re se ky ekuacion ka
zgjidhje né bashkesine Q, sepse a : b € Q, né qofte se a,b € Q dhe
a # 0. Meqgense Z C Q, rrjedh se kemi arritur gellimit fillestar ge te
zgjidhim ekuacionin (10.1): z =1b: a.
Né bazé te pohimeve paraprake mund te formulojme teoremen e
méposhtme.

Teorema 10.1. Struktura (Q,+,-,0,1) éshté fushé algjebrike .
Me fjalé te tjera. Per ¢do tre numra racionalé a,b,c kane vend
barazimet e meposhtme.

(1) a+b € Q, (Mbledhja éshté veprim i mbyllur)

(2) a+b="b+ a, (Mbledhja eshte ndérruese).
(3) (a+b)+c=a+ (b+c), (Mbledhja éshté shogeruese)
(4) a+0 = 0+a = a, (Elementi neutral i mbledhjes éshté numri 0)
(5) a —a =0, (Ekziston elementi i anasjellet i secilit numer)
(6) a-be Q, (Shumezimi éshté veprim i mbyllur)
(7) a-(b-c)=(a-b)-c, (Shumezimi ploteson vetine shoqgeruese)
(8) a-b="b-a, (Shumezimi éshté komutativ)
(9) a-1=a, (Numri 1 éshté elementi neutral i shumezimit)
(10) Va= " #0, 3b = > € Q, ashtu qé ab = 1.
(11) a- (b+¢) =a-b+a-c (Vlen vetia shperdnarese)
(12) (a+b)-c=a-c+0b-c. (Vlen vetia shperdnarese)
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10.6. Radhitja e numrave racionalé dhe boshti numerik. Themi
se numri racionalé a = (n, m) éshté me i vogel ose i barabarte se numri

racionalé b = (k,[) dhe shenojme a < b, né qofte se nl < mk. Duhet
te kemi kujdes se m dhe n jané numra natyroré, pra numra té ploté
pozitive

Ky relacion éshté relacion radhitjeje né bashkesine Z.

NEé te vertet, kane vend vetite né vazhdim

(1) Vetia refleksive. Per a = (n,m), a < a, sepse nm < mn.

(2) Vetia antisimetrike. Per a = (n,m) dhe b = (k,1), kemi a <
bAbL < a= a=b, sepse, nl < mk dhe km < In, rrjedh se
nl = mk, gjegjesisht a = b.

(3) Vetia tranzitive. Per a = (n,m), b = (k,1) dhe ¢ = (i,),
a <bAD< c= a<c Nétevertet, nganl < mkAkj < e,
rrjedh se nlkj < mkli d.m.th. nj < mi per k # 0. Nese k =0,
atéheré n < 0 < 7, prandaj nj < mq.

Numrat me te vegjel se 0 jane negative, kurse ata me te medhen]j
se 0 jane pozitive. Numrat zakonisht shenohen né nje drejtez (qe e
quajme bosht numerik) te drejtuar me nje shigjete nga ana e majte né
te djathte.

-5/2 -2 -3/2 -1 —-1/2 0 1/2 1 3/2 2 5/2

Shembulli 10.2. Cila thyésé éshté mé e madhe £2H2 apo s
Udhézim: ¢ = 111111111,

10.7. Vetitée e radhitjes s€ numrave racionalé. E zémé se z,w,t
jané numra té ploté. Ateheré kane vend keto veti

(1) z4+w<z+tew<t,

(2) z4w>z+tew>t,

(3) Né qofté se z > 0 atéheré z - w < z -t & w < t,
(4) Né qofté se z > 0 atéheré z-w > z -t & w > t,
(5) Né qofté se z < 0 atéheré z - w < z -t & w > t,
(6)

Né qofté se z < 0 atéheré z-w > 2z -t & w < t,

Le te provojmé pé shembull, vetine e paré. E zémé se z = m,
w = (¢,d) dhe t = (e, f). Atehere z + w = (ad + be,bd) dhe z +t =
(af + be,bf). Ngaketu rrjedh se z+w < z-+t atehere dhe vetem atehere
kur (ad + be)bf < (af + be)bd, gjegjésisht adbf + bebf < afbd + bebd
dhe nga monotoniteti i shumézimit té numrave natyroré, relacioni i
fundit éshté ekuivalent me relacionin adf + bcf < afd + bed. Pastaj
duke zbatuar monotonitetin e mbledhes se numrave te ploté, relacioni
i fundit éshté ekuivalent me cf < de gjegjesisht me relacionin w < t.
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10.8. Vlera absolute e numrit racional. E zémé se z € Q éshté
numeér racional i ¢gvarédoshém. Vlera absolute e numrit z shénohet me
simbolin |z|. Numri |z| éshté i barabarté me numrin z nése z > 0, dhe
éshté 1 barabarté me numrin —z nése z < 0. Kété fjali pérkufizuese té
vlerés absolute e shénojmeé shkurtimisht si¢ vijon:

12| = z, nése z = 0;
—z, nese z < 0.

10.8.1. Vetité e vlerés absolute. E zémé se p,q € Q. Atéheré kemi:
(1) [p-ql = Ipl - lal,

)
(2) [p+4ql < Ipl+lql,
(3) [p—ql < Ipl + 14l
(4) Ipl =gl < Ip£4l,
(5) Nése ¢ # 0 atehere
’2’ Il
q| lal

6) Il <ae —q<p<yq
Le te vertetojme per shembull vetine e dyte (e cila ke emertimin mos-
barazimi i trekendeshit). Sipar perkufizimit kemi

_J p+tgq nese p +q = 0;
\p+q|—{ —(p+¢q), nésep+q<0.

Megenese p < |p| dhe ¢ < |ql, rrjedh se p + ¢ < |p| + |g|. Ngjashem,
—p < |p| dhe —¢ < |g|, prandaj —(p + ¢q) < [p| + |q|- Nga keto dy
mosbarazime rrjedh se |p + ¢| < |p| + |g.

10.9. Fuqgia e numrave racionalé. Per numrin racional ¢ dhe numrin
natyror n, pérkufizojme ¢ = ¢ - - -- - ¢, ku prodhimi paraqitet ¢ here.
Per shembull ¢! =¢, ¢> =q-q, ¢* = q -q-q.
Né anén tjetér, per n < 0, ¢" := . Prag®=1,¢1'= é, g 2= q%
etj.
Ja disa veti. Pér ¢ € Q dhe n € Z kemi
(1) (g-r)"=q"-r
(2)
(3 % ¢ = q q

(4) (¢")"

10.10. Rrenja katrore e numrit racional. Themi se numri racional

pozitiv r éshté rrenja katrore e numrit racional ¢ nése r? = ¢. Kété

numer e shenojme me r = /q. Né kété rast ¢ = 7z, kurse r = H

n

Nése r #£ 0, atehere (g)n =<,

r
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11. VARGU DHE LIMITI

Cdo pasqyrim i bashkésise N né bashkésine Q e quajmé varg. Pra
varg éshte z : N — Q. Kufizat e vargut jané z; = x(1), x5 = x(2), etj,
x, = x(n). Vargun zakonisht e shénojme me (z,),en 0se shkurtimisht

Né shembujt né vazhdim pérkufizojmeé vargjet aritmetike dhe gjeometrike.

Shembulli 11.1. Themi se vargu (z,,) éshté varg aritmetik, nése ekzis-
ton konstanta d # 0 e tille qé per ¢do n € N ka vend barazimi
Tpi1 — Tp = d.

Nga pékufizimi pérftojmé xo = x; +d, x3 = 29 +d = 1 + 2d,
etj, pérftojmé formulén e pérgjithshme té kufizés sé vargut aritmetik
x, = (n—1)d+x;. Né qofté se me (A,) shénojmé vargun e shumave te
vargut aritmetik, d.m.th. A, = xy + z9 + - - - + x,,, pérftojmé formulén
e pergjithsshme per kufizén
An=r1+x+d+o1+2d+ -+ 21+ (n— l)d:nxl—kdw.
Shembulli 11.2. Themi se funksioni x : N — Q éshté varg gjeometrik,
né qofté se

Tn41
(11.1) =g
pér ¢don € N. Kétu g € Q\ {0,1}.

Nga (11.1), mund te pérfundojmé se xo = qxy, T3 = qro = ¢*x1, €
késhtu me radhé z,, = ¢" ;.

Nése me X, shénojmé shumeén e n kufizave té para té vargut gjeometrik,

atéheré kemi
n n—1
X = _ k
n — T = T1 q .
k=1 k=0

Duke shumézuar shprehjen ZZ;& q" me 1 — q, pérftojmé

n—1
Y - =1-q+¢—+@ -+ +¢" =" =1-¢"
k=0

Késhtu pérftojmé formulén

1—qg"
ll—q'

tani fomulojmé pérkufizimin e limitit té vargut.

(11.2) Xn=q

Pérkufizimi 11.3. Themi se numri a éshte limiti i vargut z,,, né qofté
se

(11.3)  (Ve>0,ecQ)(IFm=m(e) eN):n=>m= |z, —a| <e.
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Né kété rast themi se vargu (z,,) konvergjon dhe shénojmé

lim z,, = a.
n—oo

Po fomulojmé njé teoremé pa vértetim.

Teorema 11.4. E zémé se (a,)nen dhe (b,)nen jané dy vargje ashtu
qé lim, _, a, = a dhe lim,_,,, b, = b, dhe supozojmé se ¢ éshte nje
konstant. Atéheré kemi:

(1) Vargu (cap)nen konvergjon dhe kemi lim,, o (ca,) = ca,

(2) Vargu (a,+0b,)nen konvergjon dhe kemi lim,, o (a,+b,) = a+b,

(3) Vargu (a,—by)nen konvergjon dhe kemi lim,, o (a,—b,) = a—b,

(4) Vargu (a, - by)nen konvergjon dhe kemi lim,, o (ay, - b,) = a - b,

(5) Nése b, # 0 pér ¢do n dhe b # 0, atéheré vargu (3*)nen kon-
vergjon dhe kemi lim,, ., 2= = 7

Shembulli 11.5. Le té jeté x,, = % Le té vertetojmé se né keté rast
kemi lim,, oo z, = 0. E zémeé se € > 0. Duhet te vértetojmeé se ekzsiton
m i tille g n = m = |z, — 0| < e. Ky mosbarazim éshté ekuivalent me
mosbarazimin % < € gé éshte ekuivalent me mosbarazimin n > %, néese
n = m. Megenése % = ; Duke pjesétuar me mbetje numrat ¢ dhe j
perftojmé herésin ¢ dhe mbetjen r. Né kéte rast numri m = g+ 1 éshté

numér natyror dhe éshté meé i madh sesa numri 1 sepse = q+ < q+1.

Prandaj n > m, rrjedh se n > =. Keshtu Vertetuam se llmn_>oo x, = 0.

Shembulli 11.6. E zéme se 0 < ¢ < 1, ¢ € Q. Atéheré pér vargun
Tn = q" kemi

lim z, = 0.
n—oo

1
—

Tani zbatojmé mosbarazimin e Arklmedlt (1+a)™ > 14+na, qe verte-
tohet népermjet induksionit matematik. Prandaj kemi, duke zeeven-

deesuar o =r — 1,

Le té jeté r = 1/q. Prandaj ¢"

1
11.4 T
(11.4) 1 1+n(g—1)

E zémeé se € > 0. Duket te vertetojmeé se ekzsiton m i tille qé¢ n >
m = |z, — 0] < e. Ky mosbarazim éshté ekuivalent me mosbarazimin
q" < €. Duke marré parasysh (11.4), duhet te gjejmé numrin n e madh
mjaft qe te keté vend mosbarazimi

1

— < €
1+n(g—1)
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gjegjesisht
1/e—1
n > .
qg—1
Megenése numri lé :1 éshté thyesé, si né shembullin paraprak, rrjedh
se ekziston numri i ploté pozitiv m ashtu qé m > 146_—_11. Prandaj pér

n = m = m(e), ka vend mosbarazimi |x,| < e. Prandaj lim,, ., ¢" =0

Shembulli 11.7. E zéme se 0 < ¢ < 1, ¢ € Q dhe le té jeté

n
X, = Z xlqk.
k=1

Atéhere .
lim X, = X = —*

n—o00 1—q'

Qe te vertetojme relacionin paraprak, vérejmé se nga (11.2) kemi
1—q"

1—q°

Tani vértetimi béhet si né shembullin paraprak duke zbatuar pérkufizimin

(11.3). E zémé se € > 0. Duhet te gjejmé m = m(e) > 0 té tillé qé
| X, — X| < € pér n > m. Mosbarazimi | X,, — X| < € mund té shkruhet

Xn:xl

|:1c111:q: — m1ﬁ| < €, gjegjésisht
|71]lg"| <e
l—g¢q
Dmth .
e = LT
|21

Nga Shembulli 11.6, rrjedh se ekziston m = m(ep) i tille q&¢ n > my,
rrjedh se ¢" < €;. Véme re se € varet nga ¢, prandaj edhe m = m(e)
varet nga €. Rrjedhimish per n > m ka vend mosbarazimi | X,, — X| < e.
Né kété rast shenojmeé

12. PARAQITJA ME SHIFRA E NUMRAVE RACIONALE

E zémé se p = *. Nga barazimi p = %m = ’:—11, dhe barazimi
PMP(mq,n1) = 1, rrjedh se ¢do numér racional mund té paraqitet si
herés i dy numrave té ploté, pjesétuesi mé i madh i pérbashét i té ciléve
éshté numri 1. Tani kryejmé pjesétimin me mbetje té numrit m me n.

Kemi m = gon + 79, ku 0 < ro < n. Nése, ro = 0, atéheré = = ¢ € Z.
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Nése rg > 0, atéheré pjesétojmé numrin m; = 10ry me numrin m
dhe perftojme m; = ¢yn + r1, ku 0 < r; < n. Nése, r; = 0, atéheré
~ = qo+ % € Q, dhe e shénojmé simbolikisht ™* = g, 1, kurse presjen
ndérmjet numrave gqg dhe ¢; e quajmé shifér dhjetore. Vémé re se numri
g1 <9, sepse ¢1n < ny = 10r; < 10n. Nése r; > 0, atéheré pjesétojmé
numrin me = 10r; me numrin m dhe perftojmé ms = ¢in + r;. Nése,
r1 = 0, atéheré = = qo+ 15 + {52 € Q, dhe e shénojmé simbolikisht ™ =
Qo,q1q1- Véme re ¢; dhe ¢; jané shifra dhjetore. Praitakojné bashkésisé
{0,1,...,9}. Kété proces e vazhdojmé. Mbetja gjaté pjesétimit té
numrit m; me numrin me n mund té jeté numeér i ¢farédoshém nga
bashkésia {0,1,2...,n — 1}. N&é qofté se mbetja asnjéhere nuk éshté
e barabarté me zero, atéheré, mbas njé numri té fundmé hapash do
té arrijmé deri te dy mbetje rp.1 dhe ryy; qé jané té barabarta. Nga
kétu rrjedh se edhe do té pérsériten edhe shifrat g1y, o1k, - - Qi
Prandaj pérftojmé prezentimin, duke iu referuar Shembullit 11.7:

k [eS)

m i s

(12.1) g:qO—FZlqilO +Zlq1+k...ql+k-10 k Jl.
1= 1=

Ketu shprehja gy . . . +x paraget numer [—sifror. Prezentimin (12.1)
e shénojmeé simbolikisht

m
(12-2) g =4q0,91 - --49kq1+k - - - Qi+k,

ku me ane te simbolit g1 % - - - @ir&, shénojmeé ¢y p - . . QarQrok - Qak - - - -
Dmth ¢k ...qux # 0...0 paragitet pambarimisht heré dhe quhet
perioda e numrit racional, kurse seria e shifrave ¢, ...q; quhet para-
perioda (dhe paraqitet vetém njé heré né fillim). Numri dhjetor nga
prezentimi (12.2), quhet numri dhjetor periodik. Vémeé re se ky prezen-
tim éshte i pafundme.

Né té kundértén, kur numri nuk ka periodén, até numeér e quajmeé
numeér dhjetor jo-periodik. Né até rast, mbas k hapash, né pjesétimin
paraprak me mbetje, pérftojmé mbetjen r, = 0.

Né té dy rastet numri gp né prezentimin (12.2) paraqet pjesén e ploté
té numrit racional “*.

Kemi vértetuar se do numér racional mund té shénohet né trajtén
(12.1). Le té tregojmé se vlen pohimi i anasjellét.

Teorema 12.1. Né qofté se
k [e%S)
T =qo+ Z 107" + Z Qrok - Qix - 107577
i=1 j=1

atéheré x € Q.
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Veértetimi. Né fillim kemi

Qi+k - - - Qi+k —jl

—/ T . 1077
10%

Le te jete r = 1/10". Eshté e qarté se 0 < r < 1. Tani, sipas pekufizimit
té shumeés sé pafundme dhe Shembullit 11.7 kemi

Quik - Qg - 1075790 =

(12.3)
G —k—j qiik - - - itk Ny
ZQ1+k---QI+k 1075 = Wzﬂ
j=1 =
_ Gk Quk 1 107777 Qs
109+ 1 —7r 100 —1
_m
=
Megenése
k
- Mo
g+ ) ¢l07" =—,
rrjedh se

mo my
r=—+—€Q.
No ni

O

Né teoremén e méposhtme jepet kriteri pér numrin racional jo-periodik.

Teorema 12.2. Numri racional ™, ku ShVP(m,n) = 1 éshté numér
racional joperiodik, atéheré dhe vetém atéheré kur numri n ka formén
n = 2!57, pér dy numra jonegativé té ploté ¢ dhe j.

Veértetimi. Nése

m m m25°  agay .. .a
n = 95 = 10+ = 10+ = Qoa1 ...A0k—i—j, A—i—j+1 - - - Q-

Kétu shtojmé aq zero né fillim te prezentimit aga; ...a, né qofté se
k—1—74+1<0.

Né té kundértén, nése x = xg,x1...x5, ku v € Z dhe x1,..., x5 €
{0,...,9}, mrjedh se @ = wo + >, 2,107 = wo + et = Tk .

Shembulli 12.3. a) E zémése v = 1/3. Atéherekemi1/3=0,3...3....
Né kété rast, pjesa e ploté éshté go = 0. Numri nuk ka paraperiodé,
kurse perioda formohet nga shifra 3 qé pérséritet pambarimisht shumeé
heré.
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b)Le té jeté x = %. Né kété rast kemi z = 3,428571428571--- =
3,428571. Numri ka pjesén e ploté gy = 3. Nuk ka paraperiodé, kurse
perioda formohet nga seria e shifrave 428571.

¢) Le té jeté x = 4813 N& keté rast kemi
J 2600

1,85115384615384616153 - - - = 1,851153846153.

Numri 1 éshté pjesa e ploté. Seria 851153 éshté paraperioda, kurse
seria 846153 éshté perioda.

Shembulli 12.4. E zémé se x = 3,23451451451451.... Le té paragesim
si thyesé kete numeér. Kemi

323
r=23,23+1z9 = m—{—xo
ku, né bazé te formulés (12.3),

1 451 1 ~ 451
100 10001 — 1/1000 ~ 99900
Kétuk=2,1=3, go011 =4, @o12 =05, qagr3 = 1.

Prandaj

2o = 0,00451451451... =

324127

99900




