PRIRODNO-MATEMATICKI FAKULTET
DRUSTVO MATEMATICARA I FIZICARA CRNE GORE

OLIMPIJADA ZNANJA 2024

MATEMATIKA

za VII razred osnovne skole

1. Na stranici AB trougla ABC oznacena je tacka M, a na stranici AC tacka N tako da je
BM = 3AM i CN = 3AN. Dokazati da je MN||BC. Odrediti duzinu duzi M N ako je
BC = 16¢m.

2. Za numerisanje Skolskih ormari¢a koriste se plasti¢ne cifre koje koStaju 2 centa po komadu.
Tako je, na primjer, za numerisanje ormari¢a broj 5 potrebno 2 centa, dok je za numerisanje
ormari¢a broj 134 potrebno 6 centi. Skola je za numerisanje svih Skolskih ormari¢a potrosila

139, 78€. Koliko ormari¢a ima u toj skoli, ako numerisanje krece od broja 17

3. Marko, Petar i Ana Zele da se igraju klikerima. Marko je iz korpe uzeo polovinu klikera i jos
jedan kliker. Potom je Petar uzeo cetvrtinu od preostalih klikera i jo$ jedan kliker. Na kraju
je Ana uzela petinu od preostalih klikera i jo$ jedan. Koliko je klikera bilo u korpi na pocetku,

ako se sada u njoj nalazi 15 klikera?

4. Naci proste brojeve p i ¢ i prirodan broj r takve da vazi 2p + 7q 4+ 6r = 2024.

5. Dat je konveksan &etvorougao ABC D ¢ije su stranice AB i CD tackama M i N, odnosno P i
(@ podijeljenje na po tri jednaka dijela. Dokazati da je povrSina cetvorougla M N P(Q) jednaka

treéini povrsine ¢etvorougla ABCD.

Vrijeme rada: 180 minuta.
Svaki zadatak se boduje od 0 do 20 poena.

Rjesenja zadataka detaljno obrazlozZiti.
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MATEMATIKA

za VII razred osnovne skole

1. Na stranici AB trougla ABC oznacena je tacka M, a na stranici AC tacka N tako da je
BM = 3AM i CN = 3AN. Dokazati da je MN||BC. Odrediti duzinu duzi M N ako je
BC = 16¢cm.

Rjesenje:

o)
O

Oznac¢imo sa P srediSte stranice AB a sa () srediste stranice AC trougla ABC. PQ je srednja
duz trougla ABC pa je PQ||BC i vazi PQ = 1 BC = 8cm. Posmatrajmo sada AAPQ. Kako
je BM =3AM i CN = 3AN, to znadi da je AM = JAB i AN = AC. Kako je AP = JAB
i AQ = %AC’, to su tacke M i N redom srediSta stranica CP i CQ trougla APQ, pa je M N
srednja duz trougla APQ. To znadi da je MN||PQ i vazi MN = %PQ = 4em. Kako je
PQ||BC i MN||PQ to jei MN||BC. ]

2. Za numerisanje Skolskih ormariéa koriste se plasti¢ne cifre koje koStaju 2 centa po komadu.

Tako je, na primjer, za numerisanje ormari¢a broj 5 potrebno 2 centa, dok je za numerisanje



ormari¢a broj 134 potrebno 6 centi. Skola je za numerisanje svih skolskih ormariéa potrogila

139, 78€. Koliko ormari¢a ima u toj gkoli, ako numerisanje krece od broja 17

RjesSenje: Imamo devet ormari¢a koje numeriSemo koristeéi jednu cifru (to su ormariéi
1,2,3,...,9). Za njihovu numeraciju potrebno je 9 - 0,02€ = 0,18€. Ormarica za koje
su potrebne po dvije cifre imamo 90 (to su ormari¢i 10, 11,..., 99). Za njihovu numeraciju
potrebno je 90 - 0,04€ = 3,60€. Ormarica sa trocifrenim brojem imamo 900 (to su ormarici
100, 101,..., 999), pa je za njihovu numeraciju potrebno 900-0, 06€ = 54€. Mozemo primijetiti
da necemo imati ormarice sa petocifrenim brojem. Neka ima x ormari¢a sa Cetvorocifrenim
brojem. Za njihovu numeraciju potrebno je x-0,08€. Kako je ukupna cijena numerisanja bila
139, 78€ to dobijamo jednéinu: 0,18 + 3,60 + 54 + 0,08z = 139, 78 Cije je rjeSenje z = 1025.
Dakle, ukupno u gkoli ima 9 + 90 4 900 + 1025 = 2024 ormarica. )

3. Marko, Petar i Ana Zele da se igraju klikerima. Marko je iz korpe uzeo polovinu klikera i jo$
jedan kliker. Potom je Petar uzeo ¢etvrtinu od preostalih klikera i jo§ jedan kliker. Na kraju
je Ana uzela petinu od preostalih klikera i jo§ jedan. Koliko je klikera bilo u korpi na podetku,

ako se sada u njoj nalazi petnaest klikera?

Rjesenje 1: Prvo éemo odrediti koliko je Ana uzela klikera, ne izrac¢unavajuéi koliko su uzeli
Marko i Petar. Naime, nakon $to Ana uzme petinu od preostalih klikera i jo$ jedan, u korpi
ostaje z — (32 + 1) = 2z — 1=15. Dakle, 20 klikera je ostalo posto su Marko i Petar uzeli
klikere. Sli¢no, Petar je uzeo ¢etvrtinu od preostalih klikera i jo$ jedan kliker, pa je u korpi
ostalo y — (%y +1) = %y — 1 = 20, odakle dobijamo da je y = 28 - broj klikera koji je ostao
u korpi nakon Sto je Marko uzeo klikere. Marko je uzeo %x + 1 klikera, gdje je = broj klikera
koji je na pocetku bio u korpi. To znaci da je u korpi ostalo x — (%a: +1) = %x —1=28, pa
je x = 58. Dakle, u korpi je bilo 58 klikera.

Rjesenje 2: Neka je u korpi na pocetku bilo x klikera. Kako Marko uzima %:L' + 1 klikera, to

u korpi ostaje z — (32 + 1) = 3z — 1 klikera. Zatim Petar uzima 1 (32— 1) +1 = tz + 3.

2
U korpi je ostalo %x -1- (%x + %) = %x — g. Zatim Ana uzima % (%x — %) +1= 4%:5 + %,
Sto znaci da u korpi ostaje %:c — g — (%aﬁ + é—g) = %x — % = 15. RjeSavanjem ove jednacine
dobijamo x = 58. Dakle, u korpi je na pocetku bilo 58 klikera. ]

4. Naéi proste brojeve p i ¢ i prirodan broj r takve da vazi 2p + 7q 4 6r = 2024.



Rjesenje: Primijetimo da su 2p, 6r i 2024 djeljivi sa 2. Odatle slijedi da i 7q mora biti djeljivo
sa 2, a kako 7 nije djeljivo sa dva, to ¢ mora biti djeljivo sa 2. S obzirom na to da je g prost,
jedino je moguce da je ¢ = 2. Pocetna jednacina se svodi na 2p + 14 4+ 67 = 2024, odnosno
2p 4 6r = 2010. Dalje mozemo zakljuciti da su 2010 i 67 brojevi koji su djeljivi sa 3, pa mora
i 2p biti djeljivo sa 3. Kako 2 nije djeljivo sa 3, to p mora biti djeljivo sa 3. Kako je i p prost
broj, jedino je moguce da je p = 3. Sada lako dobijamo da je r = 334. Dakle, jedino moguce
rjeSenje je: p =3,q = 2,r = 334. ]

. Dat je konveksan ¢etvorougao ABC D ¢&ije su stranice AB i C'D tackama M i N, odnosno P i
Q podijeljenje na po tri jednaka dijela. Dokazati da je povrSina ¢etvorougla M N P(Q) jednaka

treéini povrsine etvorougla ABCD.

Rjesenje:

Primijetimo da je Paagp = Paapg = Paacp = P1. Ti trouglovi imaju zajednicku visinu iz
tjemena A na stranice @D, PQ i CP redom, koje su iste duZine. Sli¢no, Pancan = Pacun =
Paronp = Po, jer ti trouglovi imaju zajedni¢ku visinu iz tjemena C na stranice AM, M N, NB
redom, koje su iste duzine. Odatle slijedi da je 3P; + 3P, = P, gdje je P povrsina Cetvor-
ougla ABCD. Lako zaklju¢ujemo da je povrsina ¢etvorougla ANCQ jednaka %P, jer su suma
povrsina trouglova AQD i CN B jednaka P, + P = g.



Posmatrajmo sada AAMQ i AMNQ. Ti trouglovi imaju jednaku povrsinu, jer imaju zajed-
nicku visinu iz tjemena @ na jednake stranice AM i M N redom. Sli¢no, i ANPQ i ANCP
imaju jednake povrsine. Odatle zaklju¢ujemo da je povrsina cetvorougla M N PQ jednaka jed-
mﬁpdmﬂnmwﬁme@mmmeaANCQﬂﬂmhnemwﬁma@hmmeaANCQjamMQ%P,
to dobijamo da je povrSina ¢etvorougla M N P(@) jednaka jednoj treé¢ini povrSine ¢etvorougla

ABCD.
B



