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RjesSenja zadataka iz MATEMATIKE

za IX razred osnovne Skole

1. (8 poena) Svaki od uglova trougla ABC je cjelobrojan. Jedan od uglova je za 30° ve¢i od

aritmeticke sredine ostala dva. Koja je najve¢a moguca veli¢ina ugla u ovom trouglu?

Rjesenje:

Oznagimo uglove sa «, 81, i neka je a = @—1—300. Tada je a4+~ = g+%+30°+5+7 =
%6 + %7 + 30° = 180°. Dobijamo %(6 + ) = 150°, odnosno 3 + v = 100°. Posto su uglovi

i v cjelobrojni, najveca vrijednost koju jedan od njih moze uzeti je 99°.

2. (23 poena) Prirodni brojevi a i b su takvi da je a — b = ¢. Dali je broj a 4 b veci od broja
ab?

RjeSenje: Iz jednakosti a —b = 7 dobijamo ab — b? = a, odnosno ab = a + b%. Kako je b
prirodan broj, to je b > b, osim za b = 1. Medutim, za b = 1 dobijamo a — 1 = a, §to je

nemoguce. Dakle, b > 1, pa je ab=a + b> > a +b.

3. (23 poena) Dat je pravougli trougao ABC. Tatka M je sredina hipotenuze AB. Na stranici
AB odabrana je tacka L takva da je ZACM = Z/MCL. KruZnica opisana oko trougla CM L
sijeCe stranicu AC u tac¢ki N. Dokazati da je AN = CL.

Rjesenje:
Kako je M sredina hipotenuze AB pravouglog trougla ABC, znamo da vaZzi

MA=MB=MCisZNAM = LACM.



Po uslovu zadatka je
LACM = /ZMCL,

pa, poSto su tacke C, M, L, N na istoj kruznici, iz jednakosti perifernih uglova nad tetivama
slijedi
LM =MN

Dakle, posto je LM = MN, CM = MAi /NAM = ZACM = Z/MCL, na osnovu stava
SSU zaklju¢ujemo da su trouglovi AMN i CM L podudarni, pa je

AN =CL.

4. (23 poena) Na¢i najmanji prirodan broj n takav da je broj n? + 20n + 19 djeljiv sa 1346.

Rjesenje:

Trazimo najmanji prirodan broj n takav da

1346 | n® + 20n + 19.



Primijetimo da je
n?+20n+19=n?+19n+n+19 = (n+ 1)(n + 19).
Dakle, uslov je ekvivalentan sa

1346 | (n + 1)(n + 19).

Rastavimo broj 1346 na proste faktore:
1346 = 2 - 673.

Broj 673 je prost.
Zato mora vaziti

2-673 | (n+1)(n+19).
Posto je razlika faktora jednaka

(n+19) — (n+1) =18,

a broj 673 ne dijeli 18, slijedi da broj 673 mora dijeliti jedan od faktora:

673 | (n+1) ili 673 (n+ 19).

Dakle,
n=0673k—1

ili
n =673k — 19.
gdje je k > 1.

Sada jos treba da izraz bude djeljiv sa 2. PoSto su brojevi n+ 1 i n + 19 iste parnosti, njihov

proizvod je djeljiv sa 2 ako i samo ako je n neparan.
Brojevi 654 i 672 su parni, pa ne odgovaraju.
Za k = 2 dobijamo brojeve 1327 i 1345.

Broj 1327 je neparan, pa provjeravamo:

n = 1327.



Tada je
n + 19 = 1346,

pa je

(n+1)(n+19) = 1328 - 1346,
§to je ocigledno djeljivo sa 1346.
Dakle, n = 1327.

. (23 poena) U Petrovom odjeljenju je 29 ucenika. Petar se druzi sa tafno k ulenika ovog
odjeljenja. Nijedan u€enik nema isti broj drugova u odjeljenju kao Petar. Dokazati da medu

preostalih 28 ucenika postoje bar dvoje koja imaju isti broj drugova u odjeljenju.

RjeSenje:
U odjeljenju ima ukupno 29 ucenika. Petar se druZi sa tac¢no k ucenika, pa Petar ima k
drugova u odjeljenju.

Svaki od preostalih 28 uenika moze imati broj drugova izmedu 0 i 28. Medutim, po uslovu
zadatka, nijedan ucenik nema isti broj drugova kao Petar, tj. niko od njih nema taéno k

drugova.

Dakle, za preostalih 28 uc¢enika moguéi brojevi drugova su
0,1,2,....,k—1,k+1,...,28,

Sto je ukupno 28 razli¢itih brojeva.

Pretpostavimo suprotno, da svih preostalih 28 u¢enika imaju medusobno razli¢it broj drugova.

Tada bi svaki od navedenih brojeva morao da se pojavi ta¢no jednom.

Posebno bi postojao:

e jedan ulenik koji nema nijednog druga u odjeljenju (0 drugova),
e jedan ucenik koji se druzi sa svih 28 ostalih ucenika.
Ali to je nemoguce. Naime, uCenik koji ima 28 drugova druZi se sa svima u odjeljenju, pa se

mora druziti i sa ucenikom koji ima 0 drugova. To je kontradikcija, jer uc¢enik sa 0 drugova

ne druZi se ni sa kim.



Dakle, nasa pretpostavka je neta¢na. Zato medu preostalih 28 ucenika moraju postojati bar

dva ucenika koja imaju isti broj drugova u odjeljenju.

U slucaju kada je k = 0, odnosno kada Petar ima tac¢no nula drugova u odjeljenju, moguéi

brojevi drugova za preostale ucenike su
1,2,3,...,28,

i, ako svi oni imaju razli¢it broj drugova, jedan od njih mora da se druzi sa svim ucenicima
iz odjeljenja, pa i Petrom, §to je nemogucée jer Petar nema drugova u odjeljenju. Analogno se

razmatra slucaj k = 28.

Vrijeme rada: 180 minuta.
Prvi zadatak se boduje sa maksimalno 8 bodova, a ostali sa maksimalno 23 boda.

RjeSenja zadataka detaljno obrazloziti.



