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1. Odrediti sve iracionalne brojeve z tako da z? + 2z i 2 — 62 budu racionalni brojevi.

Rjesenje: Oznacimo sa a = 22+2x+1 = (x+1)2. Primijetimo da je prema pocetnom uslovu
a racionalan broj i a > 0. Tada je z = —1 + \/a. Dalje, 2° — 62 = —5 + 3a £ (a — 3)y/a. Kako
su 3 — 6z i —5 + 3a racionalni brojevi zaklju¢ujemo da je (a — 3)/a racionalan broj, tj. za
a # 3 imamo da je y/a takode racionalan broj. Posljednji zaklju¢ak vodi u kontradikciju sa

¢injenicom da je x iracionalan broj. Dakle, a =31z = —1 £+ /3. (I

2. Skup S koji se sastoji od Cetiri broja nazvaé¢emo povezanim ako je za svako x € S bar jedan od
brojeva z — 1 ili 4+ 1 u skupu S. Neka je a,, broj povezanih podskupova skupa {1,2,...,n}.
Odrediti najmanji prirodan broj n za koji je a, > 2018.

RjeSenje: Neka su a < b < ¢ < d elementi skupa S. Tada vazia—1¢ S, pajea+1¢€ S,
odnosno b = a+ 1. Sliéno, d+1 ¢ S povlaci da d—1 € S, odnosno ¢ = d — 1. Dakle, povezan
podskup S skupa {1,2,...,n} ima strukturu {a,a + 1,d — 1,d}, pri ¢emu je d —a > 3 i
d—a <n—1. Ako je d—a = 3, onda postoji n — 3 povezanih podskupova skupa {1,2,...,n},
ako je d — a = 4, onda imamo n — 4 povezanih podskupova skupa {1,2,...,n}, itd. ako je

d —a =n — 1, onda postoji samo jedan povezani podskup skupa {1,2...,n}. Dakle,

(n—3)(n—2)

an=1424+3+--+n—-3= 5

Najmanje n koje zadovoljava a,, > 2018 je najmanje n za koje je (n — 3)(n — 2) > 4036, a to
je n = 67. ]
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3. Neka su 1,292,253, 24,25 > 0 realni brojevi koji zadovoljavaju Z

= 1. Dokazati da
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tada vazi nejednakost
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RjeSenje: Neka je ﬁ = yp za k= 1,5. Tada je S5_, yx = 1. Kako je xj, = 1;3’“, nakon

uvrsStavanja u nejednakost dobijamo
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§to je i trebalo da se dokaze. O

4. Neka je ABCD tetivni éetvorougao, Cije naspramne stranice nijesu paralelne. Neka je X =
ABNCD iY = AD N BC i neka simetrala ugla ZAXD sijete prave AD i BC redom u
tackama F i F', a simetrala ugla LAY B sijece prave AB i C'D redom u tackama G i H.
Dokazati da je ¢etvorougao EGF H paralelogram.

Rjesenje: Kako je cetvorougao ABCD tetivni, to je AXAC slican sa AXDB i AY AC je
slican sa AY BD. Slijedi da je

XA: XD=XC:XB=AC:BD=YA:YB=YC:YD.



S druge strane je
AFE  ED=XA:XD=XC:XB=CF:FB,

AG:GB=YA:YB=YC:YD=CH : HD.

Slijedi da je AG : GB = AE : ED, paje EG | BDiCF:FB=CH: HD, paje HF | BD.
Dakle, EG || HF. Na slican nac¢in se dokazuje i da je GF' || EH, pa je EGF H paralelogram.
O



