Prirodno-matematicki fakultet

Drustvo matematicara i fizicara Crne Gore

OLIMPIJADA ZNANJA 2017

Takmicenje iz MATEMATIKE

za IV razred srednje skole

1. Dokazati da za svaki prirodan broj n vazi
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Rjesenje: Dokaz ¢emo izvesti matematickom indukcijom po n. Za n = 1 dobijamo
2
) V3+1=4

Pretpostavimo da je nejednakost tacna za n = k i dokazimo da vazi za n = k + 1.

Dobijamo
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pri ¢emu posljednji korak slijedi iz induktivne pretpostavke. Preostaje dokazati da je
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123 + 28k% + 19k + 4 < 12k + 28k2 + 20k + 4.

Sto je ekvivalentno sa



Dakle,
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odnosno data nejednakost vazi sa svaki prorodan broj n. O

. Koliko ima funkcija f: {1,2,3,...,2013} — {2014, 2015,2016, 2017} kod kojih je
f()+ f(2)+---+ f(2013)

neparan broj?

Rjesenje: Prvih 2012 brojeva mozemo preslikati na 420'2 nagina, pa ako je f(1) + f(2) +
-+ + f(2012) paran broj, onda za f(2013) dolaze u obzir dvije vrijednosti 2015 ili 2017, a ako
je f(1) 4+ f(2) + -+ + f(2012) neparan broj, onda f(2013) moze biti 2014 ili 2016, pa je broj

takvih funkcija jednak
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. Neka se A, B, M tri kolinearne tacke pri ¢emu je tacka M izmedu tacaka A i B. Neka je tacka

N na krugu ¢iji je preénik duz AB. Pokazati da koli¢nik

tg /BAN
tg ZANM

ne zavisi od izbora tacke N sa ovog kruga.
Rjesenje: Neka je ZBAN = ai ZANM = 3, tada je ZABN =90° —a i ZMNB = 90° — 3.

N

Slika 1.



Dobijamo
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Iz sinusne teoreme imamo da je
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Sto daje
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Na isti nac¢in dokazuje se da je
sin/MNB  BM

sin/ABN NM’

Uvrstavanjem u (1) dobija se da je
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tg8 sind ZABN  BM’
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Sto dokazuje da izraz Ba ne zavisi on izbora tacke N. (|
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. Neka je P(z) polinom i w kompleksan broj takav da je w = cos(2F) + isin (2F) za neki

prirodan broj k. Dokazati da je

(a) wk =1;
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Rjesenje: (a) Oznacimo sa ¢ = 2?” Na pocetku dokazimo indukcijom po m,1 < m < k, da
ako je w kompleksan broj oblika w = cos ¢ + isin ¢, onda je w™ = cosm¢ + i sinm¢. Naime,

za slucaj m = 2 direktnom provjerom imamo
w? = cos? ¢ — sin? ¢ + 2isin ¢ cos ¢ = cos 2¢ + i sin 2.
Pretpostavimo da je tvrdenje tacno za prirodan broj m, 2 <m < k — 1, tada

W™ = W™ . w = (cos (m@) + isin (mp))(cos ¢ + isin ¢)
= cos (me) cos ¢ — sin (ma@) sin ¢ + i(sin (mae) cos ¢ + sin (¢p) cos me)
= cos (m + 1)¢ +isin (m + 1)¢.
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Dakle, tvrdenje vazi za svako m,1 < m < k, Sto povlaci w” = cos2mw + isin 27 = 1.

n
(b) Neka je P(z) = > amz™. Tada na osnovu dijela pod (a) imamo
m=0
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= kP(0).



