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Takmicenje iz MATEMATIKE

za III razred srednje Skole

. Dokazati da jednacina
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nema rjeSenja u skupu prirodnih brojeva.

Rjesenje: Pretpostavimo da data jednacina ima rjeSenje u skupu prirodnih brojeva. Tada
imamo da je x < 2017 i y < 2017. Bez umanjenja opstosti pretpostavimo da je y > x. Tada
vazi
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Sto je kontradikcija. O

. Neka su a, b, ¢ realni brojevi takvi da je a® 4+ b? + ¢ = 1. Dokazati da vaze nejednakosti

1 1 1

< < 4.
2a4—a2+1+2b4—b2—|—1+2c4—02+1

| ©

4

Rjesenje: Zanemarujuéi nenegativne clanove a?, b* i ¢* i mnozeéi odgovarajuée izraze sa

a?+ 1, 6> + 11 ¢ + 1 respektivno, dobijamo sljede¢i niz nejednakosti
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Alternativno, do gornjeg ogranic¢enja mozemo da dodjemo koristeéi kvadratnu funkciju f(t) =
2t2 —t +1,t € [0,1]. Tjeme odgovarajuée parabole (grafika funkcije) je (1/4,7/8) tj. fmin =
f(1/4) =7/8. Tada

1 1 1 3 24

< -2y
bl — @+l WPl A E 1 S ) 7S

Donja ocjena se dobija direktnom primjenom nejednakosti izmedu aritmeticke i harmonijske
sredine,
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U posljednjoj nejednakosti koristili smo ¢injenicu da je a* +b* + ¢* <>+ 0>+ 2 =1. O

. Koliko ima funkcija f : {1,2,3,...,2013} — {2014, 2015, 2016, 2017} kod kojih je
fQ)+ f(2) +---+ f(2013)

neparan broj?

Rjesenje: Prvih 2012 brojeva mozemo preslikati na 420'2 nagina, pa ako je f(1) + f(2) +
<-4+ f(2012) paran broj, onda za f(2013) dolaze u obzir dvije vrijednosti 2015 ili 2017, a ako
je f(1)+ f(2) + -+ f(2012) neparan broj, onda f(2013) moze biti 2014 ili 2016, pa je broj

takvih funkcija jednak
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. Neka se A, B, M tri kolinearne tacke pri ¢emu je tacka M izmedu tacaka A i B. Neka je tacka

N na krugu ¢iji je preénik duz AB. Pokazati da koli¢nik

tg /BAN
tg ZANM

ne zavisi od izbora tacke N sa ovog kruga.

Rjesenje: Neka je /BAN = i ZANM = 3, tada je ZABN =90°—a i ZMNB = 90° — 3.
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Slika 1.
Dobijamo
tga  sina sin(90° — ) sina sin ZMNB
tg S sin(900 — a) sin 8 ~ sinf sinZABN '

Iz sinusne teoreme imamo da je
1 . 1 .
Pasaun = iAM - AN -sina = iAN - NM -sin f3,
Sto daje

sin av _ NM
sin  AM’

Na isti nac¢in dokazuje se da je
sin/MNB BM

sin/ABN NM'

Uvrstavanjem u (1) dobija se da je

tga  sina ZMNB AM

tg8 sind ZABN  BM’

tg o
Sto dokazuje da izraz Ba ne zavisi on izbora tacke N.
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