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Elementi teorije vjerovatnoée

Teorija vjerovatnoCe sa bavi slu¢ajnim dogadajima
Eksperiment se moze opisati:

a Skupom mogucih rezultata

Q Podskupovima skupa moguéih rezultata

0 Ucestanoséu sa kojom se pojedini podskupovi skupa
mogucih rezultata javljaju kada se eksperiment
ponavlja
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Elementi teorije vjerovatnoée

Relativna u¢estanost pojavljivanja podskupa (klase) A

Broj pojavljivanja klase
A u nponavljanja

my , /S

fa=

n

\

Broj ponavljanja

Kada n teZi beskonacnosti, zaocCekivati je da pojavljivanje
konvergira "regularnosti” statisti¢ kog ponasanja eksperimenta
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Elementi teorije vjerovatnoée

Matematicki model eksperimenta

Q Prostor (skup) S elementarnih dogadaja (rezultata
eksperimenta): S={w}

0 Na bilo kojem skupu dogadaja mogu se primijeniti operacije nad
skupovima (Nn,\,...)

O Mjera vjerovatnole je preslikavanje elementarnih dogadaja iz
prostora S na pozitivnu realnu osu u intervalu od O dol

Q Kolmogorovljev pristup

lim f, = P(A)

n—>teo "t B

Za dovoljno velik broj ponavljanja
relativha u¢estanost pojavljivanja
dogadaja jednaka je vjerovatnoli
pojavljivanja tog dogadaja

=
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Elementi teorije vjerovatnoée

Aksiome vjerovatnoCe
0<P(A)<1, VAcS
P(S) =1
Ako je ANB=0, tada je P(AU B) = P(A)+P(B)

P[UAiJ:iP(A,-), ako je 4, NA; =D zai# |
i=1 i=

Q Vjerovatnoéa nemoguéeg dogadaja je jednaka O
d Vjerovatnoca komplementa dogadaja A
o P(A) =1-P(A)
O Ako su dogadaji A i B zavisni
O P(A+B) = P(4) + P(B) — P(4B)
O Vaze komutativnost, asocijativnost i distributivnost.
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Elementi teorije vjerovatnoée

Aksiome vjerovatnoCe

Q Uslovna vjerovatnoca
P(ANB)
P(B)
Ako su A i B nezavisni P(AmB) :P(A)P(B)

P(A|B)=P(4)

P(4|B)=

O Bayes-ova formula
O AkojeAcH cH,cH;..cH,izaVi+jH NH =0

n
Formula totalne » P(A) = 2 P(A|H;)P(H;) +—— Apriori vjerovatnoéa dogadaja H;
vjerovatnole : ' '

e

Bayes-ova formula za izracunavanje aposteriori vjerovatnote dogadaja Hj

T P()P(AI)  P()P(AI)

PUHI4) = =5 " P(AIH)P(H)
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Slu¢ajna promjenljiva

Definicija

a

U

(N iy Wy

Sluc¢ajna promjenljiva X se definise na slucajnom eksperimentu za
koji je definisana matematicka vjerovatnoéa.

Radi se o funkciji koja preslikava skup elementarnih dogadaja S u
skup realnih brojeva R

Sa Q se oznacava skup vrijednosti slucajne promjenljive X

Ako je Q konacan skup onda je slu¢ajna promjenljiva X diskretna
Ako Q nije konacan skup onda je slu¢ajna promjenljiva X kontinualna
Sluéajna promjenljiva se obi¢no definise na sledeéi nacin:

P(X=x)=P{s€S:X(s) =x}
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Slu¢ajna promjenljiva

Funkcija slu¢ajne promjenljive

a

U 0000 CO

Funkcija slu¢ajne promjenljive X se definise kao
Fy(x) = P{(s € S|X(s) < x)} = P(X < x)

Fx(x)je monotono neopadajuca funkcija za koju vazi 0 < Fy(x) <1
Fx(x) je kontinualna funkcija

Fy(x) tezi 1 kada x tezi +oo, odnosno O kada x tezi -«

P(a <X <b) =F(b) —F(a), pod uslovom da je a<b
PX>x)=1-F(x)

Za diskretnu slucajnu promjenljivu X (mogucih vrijednosti x;, Xa, .
Xn) Fx(x) je stepenicasta funkcija sa koracima jednakim
vjerovatnoci diskretnih dogadaja

Fe() = P(X <30 = ) POX = x)up (x = )

Osnovi telekomunikacija 6-9



Slu¢ajna promjenljiva

Funkcija gustine slu¢ajne promjenljive

QO Funkcija gustine slu¢ajne promjenljiva X se definise kao

dFy(x)
dx

fx(x) =
O fyx(x)20
d Dimenzija x*
O Dobijanje funkcije raspodjele iz fx(x)

Fe(x) = j feO)dy

O Uslov normalizovanosti

jofx(x)dx =1
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Slu¢ajna promjenljiva

Funkcija gustine slu¢ajne promjenljive

Q Vjerovatnola i gustina slu¢ajne promjenljive

P(x; < X<x,)= j fx(x)dx

Px <X <x+dx)=fy(x)dx

A Za diskretnu slu¢ajnu promjenljivu

fr() = ) PO = x)8(x = x)
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Slu¢ajna promjenljiva

Zdruzena raspodjela

0 Funkcija zdruZene raspodjele slucajnih promjenljivih X'i ¥ se
definise kao
Fyy(x,y) =PX <x,Y <y)

QO Funkcija gustine zdruzene raspodjele slu¢ajnih promjenljivih X i Y

se definise kao
2

fxy(x,y) = 9xdy Fyy(x,y)

x
Fep(x,y) = j j fer (e, y) dxdy

— 00 — 00

O Marginalna raspodjela

fx(x) = ijY(X;Y)dy
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Slu¢ajna promjenljiva

Zdruzena raspodjela

O Ukoliko su slu¢ajne promjenljive X;, X5,... X, statisticki nezavisne
n

le,Xz,...,Xn(xlerr o Xp) = in(xi)

A.L -
=1
n

Fxl,xz,...,xn(xpxm ey Xp) = 1_[ in(xi)
i=1
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Slu¢ajna promjenljiva
Uslovna raspodjela

Q Eunkcija uslovne raspodjele slu¢ajnih promjenljivih X i Y se definise
ao
Fxiy(xly) = P(X < x|Y < y)

QO Funkcija gustine uslovne raspodjele slu¢ajnih promjenljivih X i Y se
definise kao
fXY(xr y)

9,
fX|Y(x|y) =ECFX|Y(X|3’) = ()

oo

Fy(x) = j Fer ey) fy () dy

— OO
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Slu¢ajna promjenljiva

Slu¢ajna promjenljiva i funkcija g( )
O Neka je slu¢ajna promjenljiva Y = g(X)
QO Funkcija raspodjele slu¢ajne promjenljive Y je

F,(y) =PY <y)=P(@X)<y)=P(X<g7'(y)) = Fx(g7* ()

O Ako je funkcija g( ) diferencijabilna, X kontinualna slu¢ajna
promjenljiva gustine raspodjele fy(x), a x; X,,...., X, nule funkcije
y=g(x) onda

n

fx(x)
fY(y) — z d,g(xl)

s
' dx
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Slu¢ajna promjenljiva

Momenti slu¢ajne promjenljive
O Matematicko oCekivanje slu¢ajne promjenljive se definise kao
( o0

j xfr (x)dx , za kontinualne slu¢ajne promjenljive
E[X] =1 -«
kZ P = x, , za diskretne sluajne promjenljive
E[aX + b] = aE[X] + b ,gdje suaib konstante

E[X + Y] = E[X] + E[Y]

y:oo X=00

E[XY] = j j Xy fier (x, y) dxdy

y:—oo X=—00

O Ako su X i Y statisti¢ki nezavisne slu¢ajne promjenljive onda je
E[XY] = E[X]E[Y]  Osnovi telekomunikacija 6-16



Slu¢ajna promjenljiva

Momenti slu¢ajne promjenljive
a m-ti moment slu¢ajne promjenljive

E[XM] =4 -

U

( o
j x™ fy(x)dx

, za kontinualne slu¢ajne promjenljive

, za diskretne slu¢ajne promjenljive
z x{"P(X = x;)
\ !
Za m=2 moment se naziva srednjom kvadratnom vrijednoséu
Varijansa se definise kao

Var[X] = E[X?] — E[X]?
Standardna devijacija je

oy =+ Var|X]
Standardna devijacija je jednaka nuli za deterministicke slu¢ajne promjenljive
Kovarijansa slu¢ajnih promjenljivih X i Y je
Cxy = E[l(X —EXD(Y - E(Y))]

Koeficijent kroskorelacije
Cxy

Ox Oy
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Slu¢ajna promjenljiva

Karakteristi¢na funkcija slu¢ajne promjenljive

O Karakteristi¢na funkcija ®x(w) slu¢ajne promjenljive X
(kontinualne definisane za xe{-,+} ili diskretne) gustine
vjerovatnoée fy(x) je definisana za me{-o,+o} kao

( o
J fr () el *dx

Dy (w) = E[e/9%] =1 -=
EP(X = x;)el !
i

Q Sli¢na je Furijevoj transformaciji sa razlikom u znaku eksponenta u
podintegralnoj funkcijjil
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Slu¢ajna promjenljiva

Karakteristi¢na funkcija slu¢ajne promjenljive
Q Uslov normalizovanosti

( 00 00
fo(x)ejoxdx = jfx(x)dx =1

dy(w =0) = E[e/%] ={ - — oo
z P(X = x;)el% = z PX=x)=1
& i

O Moze se pokazati da je |Py(w)| <1
O m-ti moment se moze izradunati ha sledeéi nacin

1
EIX™) = o™ (w = 0)

n-ti izvod
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Normalna ili Gauss-ova raspodjela

O Kontinualna slu¢ajna promjenljvia X ¢ija je gustina raspodjele:

1 _(x_ﬂé()z
fx(x) = ¢ 29X, x € (—00,00)
X
Q Funkcija raspodjele je
x o Lm0t ey
Fx=f xdx=j e 2% dx =- —er( )
x (%) —oofX( ) 2o >3 0,

Q erf() je funkcija greske

O Moze se pokazati da su srednja vrijednost i varijansa jednake

E[X] = uy
Var[X] = E[X?] — E[X]? = 0%

O Karakteristi¢na funkcija

_ (—py)? 0202
2 : . — X

Dy (w) = j 20x  eJW%dx = elWHXe T 2

V ZnaX Osnovi telekomunikacija 6-20




Normalna ili Gauss-ova raspodjela

O Funkcija gustine raspodjele dvodimenzionalne Gauss-ova raspodjela
data je izrazom:

1 |Gt ) Geu)ouy) | -uy)®
f(x y) — e 2(1_p2) 20')2( oxO0y 20.12/

2oy 0y 1 — p?

0 gdje su

QO py i uy srednje vrijednosti slu¢ajnih promjenljivih X iY

Q oy i oy varijanse slucajnih promjenljivin X i Y

QO p je koeficijent kroskorelacije slu¢ajnih promjenljivih X i Y

cxy _E|[X—EXDY -EM)| _E[(X —p)(Y — EW))]

p =
Ox Oy Ox Oy Ox Oy
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Normalna ili Gauss-ova raspodjela
Centralna grani¢na teorema

O Neka su Xj, X;,...,. X, nezavisne slu¢ajne promjenljive Cije su srednje
vrijednosti i varijanse (u,07), (42, 05),..., (Un, 02)
Q Sluéajna promjenljiva X koja predstavlja njihov zbir

n
X —_ ZXL
=1

je slu¢ajna promjenljiva koja ima normalnu raspodjelu gustine
raspodjele

_ (x—ux)?
2

fx(x) = \/ZTGX

¢ija su srednja vrijednost i varijansa jednake

n
g2 = E o2
X = [ : .
_ Osnovi telekomunikacija 6-22



Sluc¢ajni (stohasticki) proces

0 Mogu se opisati slucajnim promjenljivim X Cije se
statisticke osobine mijenjaju u vremenu.

a Definisan je:

O Prostorom stanja, koji predstavlja skup moguéih vrijednosti
slu¢ajne promjenljive X(1). Ovaj prostor moze bifti
» kontinualan
- diskretan (u tom slucaju se stohasti¢ki proces zove lancem - chain).

O Promjenljivom vremena koja moze pripadati
» kontinualnom skupu vrijednosti (slu¢ajna promjenljiva kontinualna u vremenu)
» diskretnom skupu vrijednosti (slué¢ajna promjenljiva diskretna u vremenu)
O Korelacionim karakteristikama slu¢ajne promjenljive X(1) u
razli¢itim trenucima vremena.
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Sluc¢ajni (stohasticki) proces

O Opisuje se funkcijom raspodjele slu¢ajne promjenljive X(t) koja se
dobija kao zdruzena raspodjela u razli¢itim trenucima vremena t; (X(1;))
za razli¢ite vrijednosti x;.

Q Za kontinualni slu¢ajni proces

Fy(x,t) = P(X(t)) < x4, X(ty) < xp, ..., X(t,,) < x;,)

O Za diskretni slu¢ajni proces

Fx(x,t) = P(X(t1) = x1, X(t3) = x5, ..., X (&) = xp)

O gdje su x=(xq, x5,.., x,) i t =(ty, ts,..., t,)

O Funkcija gustine raspodjele kontinualnog slu¢ajnog procesa je
n

,t) = F ,t
fx(x, ) 0x,0x, ...0xy, xy (6 0)

O Funkcija raspodjele kontinualnog slu¢ajnog procesa je

X1 Xn
Fy(x,t) = j jfx(y,t)dyl .. dyy,

Q gdje je y=(y1, Y2, ¥n)
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Sluc¢ajni (stohasticki) proces
Momenti slu¢ajnog procesa
Q Srednja vrijednost slu¢ajnog procesa X(t) je

ux (0) = E[X ()] = j xfie (x, ) dx

— 0O

Q Varijansa slu¢ajnog procesa X(t) je

co

Vary(t) = E|(X(6) — ux(D)°] = f (x = 1x ()" fre (x, )l

— 00

a Autokorelaciona funkcija slu¢ajnog procesa X(t) je

Rx(t1,t;) = E[X(t1)X(ty)] = f XY fx(e)x(t,) (X y)dxdy

0 gdje je fx)x(e,) (*,¥) zdruzena funkcija gustine raspodjele
slu€ajnih procesa X(t,) i X(t,)

Osnovi telekomunikacija
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Sluc¢ajni (stohasticki) proces
Momenti slu¢ajnog procesa
O Autokovarijansa je data izrazom

Cx(ty,tp) = E[(X(t1) — Mx(t1))(X(t2) — .Ux(tz))] = Ry (ty,t5) — pux(ty) px(ty)

Q Unakrsna korelacija slu¢ajnih procesa X(1) i Y(1)

Ry (0, t) = E[X ()Y (£,)] = f XY fieoyy (e (s Y)dxdy

— 00
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Sluc¢ajni (stohasticki) proces
Stacionarnost slu¢ajnog procesa

Q Slucajni proces je stacionaran ukoliko njegove statistic ke osobine
ne zavise od trenutka posmatranja

Q Slucajni proces je stacionaran u uzem smislu ako za bilo koji
trenutak posmatranja t vaze sve sledece relacije:

ux() = E[X(@®)] =p
Vare(®) = E |(X(0) = ux (©)”| = o
Rx(t;,t;) = E[X(£1)X(t2)] = Ry (t; — t2)
Cx(t1,t) = E[(X(t1) — Hx(t1))(X(t2) — .Ux(tz))] = Cx(t; — t3)

Q Pri fome p i 0 ne zavise od trenutka posmatranja
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Sluc¢ajni (stohasticki) proces

Stacionarnost slu¢ajnog procesa

Q Slucajni proces je stacionaran u Sirem smislu ako za bilo koji
trenutak posmatranja t vaze sledece relacije:

ux(t) = E[X(®)] = u
Rx(t1,t;) = E[X(t1)X(t2)] = Rx(t; — t3) = Rx(7)

gdje u ne zavisi od trenutka posmatranjaaz =t; — ¢,

Q Slucajni procesi X(t) i Y(¥) su zdruzeno stacionarni u Sirem smislu
ukoliko

O su pojedinac¢no stacionarni u Sirem smislu
O njihova uzajamna korelacija zavisi samo od 7 = t; — t, odnhosno

Ryy(t1,t;) = E[X(£1)Y (t2)] = Rxy (t; — t2) = Rxy (1)
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Sluc¢ajni (stohasticki) proces

Odziv linearnog vremensko invarijantnog sistema na pobudu
slu¢ajnim procesom stacionarnim u sirem smislu

O Neka je Sy(f) spektralna gustina srednje snage slu¢ajnog procesa
X(t), a h(t) impulsni odziv linearnog vrmenski invarijantnog sistema

0 Ako je E[X()] < o i E [(X(1))°] < o onda je Y(t) odziv sistema na
pobudu slu¢ajnim signalom X(t) takode stacionaran u Sirem smislu
pri cemu vaze sledele relacije:

Sy(f) = IH(OI*Sx ()
ElX(t+1)Y(®)] = Rx(v) * h(=7)
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Sluc¢ajni (stohasticki) proces
Wiener-Khinchine-ova teorema (ponavljanje)

O Neka je X(t) kontinualan slu¢ajan signal koji je stacionaran u sirem
smislu sa srednjom vrijednoséu uy i autokorelacionom funkcijom

Ry (1)
Q Wiener-Khinchine-ova teorema kaze da je spektralna gustina

srednje snage slu¢ajnog signala X(t) jednaka Furijeovoj
tranformaciji autokorelacione funkcije Ry (7)

S¢(f) = E[Ry(0)] = j Ry(D)e /2 dr

— 0O

Osnovi telekomunikacija
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Sluc¢ajni (stohasticki) proces
Wiener-Khinchine-ova teorema (ponavljanje)

O Sx(0) predstavlja ukupnu snagu slu¢ajnog procesa koja se razvija na
potrosacu jedini¢ne otpornosti

O Spektralna gustina srednje snage slu¢ajnog signala je nenegativna
parna funkcija

A Normalizovana spektralna gustina srednje snage je

S5
Pr(f) = [Z Sx(dy
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Sluc¢ajni (stohasticki) proces
Srednja snaga slu¢ajnog procesa

E[X?(t)]dt

P, = i L
X_Tl—g:loT

N\ﬂ%mlﬂ

Q Ukoliko je slu€ajni signal stacionaran u Sirem smislu (E[X?*(t)] =
Rx(0))

oo

Ry (0)dt = Ry(0) = E[X2(8)] = j Se(F)df

— OO

i~

Py = li 1
X_TLrgoT

N[~

Osnovi telekomunikacija
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Sluc¢ajni (stohasticki) proces
Ergodic¢nost slu¢ajnog procesa

a

a

Sluéajni proces je ergodic¢an ako je njegova srednja vrijednost u

vremenu jednaka njegovoj statistickoj srednjoj vrijednosti

Drugim rijecima, ergodi¢nost znaci da vremenska srednja
vrijednost mora biti jednaka statistickoj srednjoj vrijednosti
odnosno treba da vazi

co

E[X(t)] = fxfx(x t)dx = 11

— 00

1
7, X(t)dt

N‘ﬂ\amlﬂ

Ergodic¢nost znaci stacionarnost u sirem smislu, dok obrnuto ne
mora da vazi.

Osnovi telekomunikacija
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Sluc¢ajni (stohasticki) proces

Gauss-ov slucajni proces

O Sluéajni proces X(1) je Gauss-ov slu¢ajni proces UkOllkO za bilo koje
N, slu¢ajne promjenljive X; = X(t,), X, = X(t3),..., Xy = X(ty)
deflmsane u bilo kojim vremenskim trenucima #;, 7, ...,y zdruzeno
predstavljaju Gaussove slu¢ajne promjenljive. Odnosno:

fx(x) = = e~ 2 WTCT )

JQ2m)N[det(C)]

— [X(tl)I IX(tN)]T

a gdjeje

— [xl, “ee ) XN]T

u = [ux(ty), .., uxtn)]"
Cx(ty,t1) - Cx(ty,ty)

=E[X - wX-w'] = : 5
Cx(tn,t1) - Cx(ty, ty)
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Sluc¢ajni (stohasticki) proces

Gauss-ov slucajni proces

a

4
4

Potpuno je odreden srednjom vrijednosCu uy(t) i autokovarijansnom
fU“kClJom CX(tit t])
Stacionarnost u Sirem smislu povlaci stacionarnost i u uzem smislu

Ukoliko Gauss-ov slu¢ajni process dode na ulaz linearnog sistema na
izlazu Ce takode biti Gauss-ov process

Ponderisana suma Gausso-vih slu¢ajnih procesa je Gauss-ov sluc¢ajni
proces
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Sluc¢ajni (stohasticki) proces
Sluc¢ajni procesi i linearni sistemi

x(1)

ux(t), Rx(1), Sx(w)

H(jo) h(t)

y(t)

py(t), Ry(t), Sy(w)

y(8) = x(b) * h(t) = J h(D)x(t — 7)dr

uy(t) = Ely(t)] =

j h(t)x(t — T)dT] j h(D)uy(t — 1)dt

Ry (1) = h(=7) * h(t) * Rx(7)

Sy (w)

= |H(jw) |25X(CU)

Osnovi telekomunikacija
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Sluc¢ajni (stohasticki) proces

Sluc¢ajni procesi i Hilbertov transformator

X(1) | HGw) = —jsgn(@) y(t) = 2(t)

_1
h(t) — ‘uf(t), ch‘(T)a SJ?(C‘))

ux(t), Rx(1), Sx(o) i

1
y(®) = 2(0) = x(8) x h(®) = x(0) * (=)

. Spektral bine ul
Sp(w) = [H(w)*Sx (@) = Sx (@)« siutcjnog signalasene -
mijenjaju
prolaskom kroz Hilbertov

Re(7) = h(—=7) * h(t) * Ry (T) = Ry (1)* ‘ransformator
Ry2(t) = h(—=7) * Rx (1) = —Rx(7) * h(1) = —Rx(7)

Rex(7) = h(—7) * Rx (1) = Rx (1) * h(z) = Rx(2)
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Sluc¢ajni (stohasticki) proces
Uskopojasni slu¢ajni procesi

O Sluéajni proces je uskopojasan ukoliko se njegova spektralna gustina
srednje snage moze pr'eds’ravi;i izrazom

B
== 0,|(,l) + CUO| S_Z
Sx(w) = 1

B
O; |(l) i a)Ol >_
L 2
0 Gdje je og centralna ucestanost a B«2wg Sirina propusnog opsega
ucestanosti (promjene slucajnog procesa su mnogo sporije od
promjena u¢estanosti og)

O Ukoliko je ovaj slucajni proces stacionaran u sSirem smislu i ima nultu
srednju vrijednost vazi sledeca relaziji

X(t) = X;(t)cos(wot) — Xo(t)sin(wot)

d gdje su
O X;(t) - sporopromjenljiva komponenta u fazi
O X, (t) - sporopromjenljiva komponenta u kvadraturi
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Sluc¢ajni (stohasticki) proces
Uskopojasni slu¢ajni procesi
a Primjenjujuéi Hilbertovu transformaciju na izraz za X(t) dobija se

X () = X, (O)sin(wet) + Xo (t)cos(wot)
Q KorisCenjem prethodnih relacija dobija se
X;(t) = X(t)cos(wyt) + X(t)sin(wyt)

Xo(®) = X(t)cos(wot) — X (t)sin(wyt)
3 odnosno

Ry, (T) = Ry, (t) = Ry(t)cos(w,T) + Ry(D)sin(wyT)

Ry,xo(1) = Rx(t)sin(wo7) — Ry (t)cos(wot)
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Sluc¢ajni (stohasticki) proces

Uskopojasni slu¢ajni procesi
Q Koriséenjem prethodnih relcija za autokorelacione funkcije i

kroskorelacionu funkciju dobijaju se sledeli izrazi za spektralne
gustine srednjih snaga

(

B
Sx(a) — Cl)()) + Sx((l) + Cl)()), |CU| S_Z
SXI(('U) — SXQ((‘)) = 4

B
k 0, |w] >§
( B
jISx(w — wg) — Sy (w + wy)], |w| S_Z
SXIXQ(a)) :< B
k 0, |w] >§

a Ako je Sy(w) simetri¢na u odnosu na +w, onda je SXIXQ(a)) =0
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