GEOMETRIJSKE
KARAKTERISTIKE RAVNIH POVRSINA

Stanje napona i deformacija u napregnutoj gredi pored intenziteta, karaktera opterecenja i statickog
sistema, zavisi i od geometrijskih karakteristika popre¢nog presjeka greda (ravne povrsine).

1. OSNOVNE GEOMETRIJSKE KARAKTERISTIKE POPRECNOG PRESJEKA

Posmatra se ravna povrsSina, postavljena u koordinatnom sistemu Xy ograni¢ena proizvoljnom
konturom. Pretpostavimo da su dimenzije poprec¢nog presjeka date u cm. U okviru posmatrane
povrsine izdvojen je element povrSine dA malih dimenzija (dA = dx dy).
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1. Povrsina popre¢nog presjeka: A= [dA, (sz), uvjek veca od nule;
A

2. Staticki moment povrsine u odnosu na osu x (y): S, =[ydA, S =[xdA, (cm®), moze biti
A A

pozitivan, negativan ili nula, u zavisnosti od polozZaja povrsSine u odnosu na koordinatnu osu;

_ _ [ xdA s | ydA S
3. Koordinate tezista: x, =2&—=-—L y . =A__=>X;
fdA ~ A [dA ~ A
A A

4. Aksijalni moment inercije poprecnog presjeka u odnosu na osu X (y):
I, =] y*dA, =] x2dA, (cm®), uvjek veéi od nule;
A A

5. Centrifugalni moment inercije poprecnog presjeka u odnosu na ose Xy:

I, =[xydA, (cm*), moZe biti pozitivan, negativan ili nula, u zavisnosti od poloZaja
A

povrsine u odnosu na koordinatni sistem.

Ako je povrsina simetricna u odnosu na jednu od koordinatnih osa, centrifugalni

moment je jednak nuli.



6. Polarni moment inercije popre¢nog presjeka u odnosu na koordinatni pocetak O:
I, = [r?dA, (cm*), uvjek veéi od nule;
A

lo=[(x*+y*)dA=[x*dA+[y°dA=1 +1,
A A A

I, =const - zbir aksijalnih momenata inercije povrsine u odnosu na dvije ortogonalne
ose se ne mijenja pri rotaciji koordinatnog sistema oko koordinatnog pocetka.

PRIMJER 1:

Za pravougaoni poprec¢ni presjek dimenzija b X h, sraCunati osnovne geometrijske karakteristike u
odnosu na ose X i Y.

Za odredivanje geometrijskih karakteristika pravougaonika mali element dA mozemo uzeti na jedan
od dva nacina prikazana na narednoj slici:
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2. Staticki momenti povrSine
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3. TeZiSte presjeka
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4. Aksijalni momenti inercije
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5. Centrifugalni moment inercije
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6. Polarni moment inercije
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Konacno, geometrijske karakteristike prvougaonika su:
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2. PROMJENA MOMENATA INERCIJE PRI TRANSLACIJI KOORDINATNOG
SISTEMA (STEINER-ove FORMULE)

Posmatramo zavisnost momenata inercije povrSine date na narednoj slici u odnosu na paralelne ose

dva koordinatna sistema xy i &n. Dakle, poznate veli¢ine su lg I, 1, @i b, a potrebno je izracunati
Ix, Iy' Ixy.

Ose &n koje prolaze kroz teziste (centar) O; poprecnog presjeka nazivamo tezisnim ili centralnim
osama. Takode, momenti inercije za teziSne ose nazivamo centralni momenti inercije.
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Veza izmedu koordinata dva sistema je
x=£&+Db y=n+a
pa je
|, = [ydA=[(7+a)’dA=[n?dA+2a[ndA+a®[dA
A A A A A
I, = [n°dA
A
[ndA=0
A
A=[dA
A
l,=1,+a’A
Analogno se dobija: 1, =1, +b?A,

kao i centrifugalni moment:

Ixy = {XydA: £(§+b)(f7+a)dA
= [éndA+af&dA+bfndA+abfdA =1, +abA
A A A A

Pa je konacno:

I, =1,+a’A
_ 2

I, =1, +b?A

I, =1, +abA

Moment inercije povrsine u odnosu na neku osu jednak je zbiru sopstvenog momenta inercije
u odnosu na paralelnu tezi$nu osu (l, 1, i 1) i poloZzajnog momenta inercije (a°A, b*A i abA).

PRIMJER 2:

Za pravougaoni poprecni presjek na slici, sracunati centralne momente inercije za teziSne ose &n
koristeci Steiner-ovu formulu.
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Konacno, sopstveni momenti inercije pravougaonika stranica b x h iznose:
_ bh? | - hb® |
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Na sli¢an nacin se mogu izvesti izrazi za sopstvene momente inercije preostalih osnovnih ravnih

povrsina (pravouglog trougla, kruznice i polukruznice) koji su prikazani na narednoj slici.
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Treba uociti da se kod pravougaonika i trougla na treci stepen dize stranica koja je upravna na
posmatranu osi.

Takode moze se vidjeti da su centrifugalni momenti inercije za figure koje imaju makar jednu osu
simetrije jednaki nuli.

Posebnu paznju treba obratiti na znak centrifugalnog momenta inercije trougla. Naime, znak zavisi
od orjentacije trougla i koordinatnih osa odnosno od odnosa pozitivnih (na slici Srafiranih) i
negativnih (na slici ne Srafiranih) povrSina. U gornjem slucaju negativne povrSine su vece od
pozitivnih pa je centrifugalni moment inercije negativan. Medutim, npr za orjentaciju trougla i
koordinatnih osa kao na slici niZze odnos pomenutih povrsina je drugaciji pa je centrifugalni moment
inercije pozitivan.
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U slucaju lokalnog koordinatnog sistema
kao na slici > 0



3. PROMJENA MOMENATA INERCIJE PRI ROTACIJI KOORDINATNOG SISTEMA

Ako su poznati momenti inercije za par upravnih koordinatnih osa xy koje prolaze kroz koordinatni
pocetak O, postavlja se pitanje ¢emu su jednaki momenti inercije za koordinatne ose &n koje su
zarotirane za pozitivni ugao ¢ (suprotno kretanja kazaljke na satu). Dakle, poznate veli¢ine su Iy, |y,
Ixy | @, @ potrebno je izraCunati lg, 1, i l¢,.
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Na osnovu jednostavne geometrijske zavisnosi se mogu dobiti sledece zavisnosti:
1 1

'f=§(|*+ |y)+§(|x— l,)cos2¢ -1, sin2p
|n=%(|x+ |y)—%(|x— l,)cos2¢+ 1, sin2p
1

I, =§(IX— Iy)sin2¢+ l,,cos2¢p

4. GLAVNE OSE | GLAVNI MOMENTI INERCIJE

U prethodnom poglavlju su prikazani izrazi za proraun momenata inercije pri rotaciji koordinatnog
sistema. U Otpornosti meterijala su znacajne ekstremne vrijednosti aksijalnih momenata inercije,
kao i odgovarajuce ose. Postoje dvije grani¢ne ekstremne vrijednosti momenata inercije (maksimum
i minimum) koje jednim imenom nazivamo glavni momenti inercije. Pravougle ose kojima
odgovaraju glavni momenti inercije nazivamo glavne ose inercije. Glavnu osu maksimum
oznacavamo sa (1), odnosno odgovarajuci glavni maksimalni moment inercije (l1), dok glavnu osu
minimum oznac¢avamo sa (2), odnosno odgovarajuéi glavni minimalni moment inercije (Iy).

S obzirom da su momenti inercije u prethodnim formulama funkcije ugla ¢, prora¢un ekstremne
vrijednost se svodi na trazenje prvog izvoda prve i druge jednacine i njihovo izjednacavanje sa
nulom, na osnovu ¢ega Se dobija ugao ¢ = a koji definiSe pravac ose (1) u odnosu na osu X.
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Ugao a se odredije kako slijedi:
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Vrijednosti glavnih momenata inercije

L==(1,+1,) 1\/|—| +412
|2=%(|X+|y) ; (1, —|) +41,
l,,=0

Centrifugalni moment inercije za sistem glavnih osa jednak nuli.

Svaka osa simetrije piopre¢nog presjeka je ujedno i jedna od glavnih osa inercije, a druga
upravna na nju.

5. MOHR-OV KRUG INERCIJE

Ako su poznati momenti inercije za koordinatni sistem Xy, odredivanje momenta inercije za
proizvoljan sistem zarotiranih osa, kao i odredivanje glavnih momenata inercije i polozaja glavnih
osa inercije, moguce je i graficki pomocu Mohr-ovog kruga inercije.

Mohr-ov krug inercije predstavlja geometrijsko mjesto tacaka ¢ije su koordinate Iz i lgy
aksijalni i centrifugalni momenti inercije date povrSine za sve parove upravnih osa &i 7 kroz
posmatranu tacku.
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Mohr-ov krug inercije konstruiSe se tako $to se prvo definiSe tacka C( X 5 ! ,OJ koja predstavlja
centar kruga i tacka A(ly, lyy) koja predstavlja tacku na krugu. Zatim se opiSe krug polupre¢nika
CA. Da bi se konstruisao Mohr-ov krug potrebno je usvojiti razmjeru za graficku konstrukciju npr
1cm=1000cm”.

6. MOMENTI INERCIJE SLOZENIH POVRSINA

Slozeni popre¢ni presjek je presjek koji se sastoji od dvije ili vise osnovnih povrSina (pravougaonik,
pravougli trougao, kruznica i polukruznica). Momenti inercije slozenog popre¢nog presjeka se
odreduju kao zbir momenata inercije osnovnih povrsina kako je prikazano na narednoj slici.
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Postupaki proracuna geometrijskih karakteristika je sljedeci:
1. Prvo se sloZena povrsina podijeli na najmanji moguci broj osnovnih povrsing;

2. Zatim se izabere najpogodniji polozaj koordinatnog sistema xy u odnosu na koji se odredi
teZiSte sloZzene povrsine;

3. Za prethodno odredene teZi$ne ose sraunaju se momenti inercije koriste¢i Stajnerove
obrasce;

4. Na osnovu srac¢unatih momenata inercije odredi se polozaj glavnih centralnih osa (ugao «);

Sracunaju se glavni centralni momenti inercije 11 i I,.
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