STATICKI NEODREDENI PROBLEMI
Metodologija reSavanja staticki neodredenih sistema

Sistem je staticki neodreden, ako je broj nezavisnih nepoznatih komponenata reakcija veci od broja
raspolozivih statickih jednac¢ina ravnoteze. Primeri nekoliko staticki neodredenih sistema prikazano je

naslici.
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Ako se analizira sistem u ravni, na raspolaganju su tri staticke jednacine ravnoteze. U prikazanim
primerima radi se o nosaima sa 4, 5 6 nezavisnih reakcija veza, Sto ih ¢ini 1, 2 1 3 puta staticki
neodredenim. Ovakva vrsta staticke neodredenosti se naziva spoljasnja staticka neodredenost jer se
nepoznate veli¢ine javljaju kao sile spoljasnjih veza.
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Takode postoje 1 sistemi koji su unutraSnje stati¢ki neodredeni (primer resetke sa jednim suvisnim
Stapom ili nosac sa zategom i sl.). U ovim slucajevima, kao nepoznate veli¢ine javljaju se unutrasnje
sile, dok se reakcije oslonaca mogu dobiti iz raspolozivih uslova ravnoteze. Naravno, moguéi su i
kombinovani slucajevi staticke neodredenosti.

ResSavanje staticki neodredenih sistema moze se vrSiti raznim postupcima. Ova problematika je
predmet posebne discipline Teorije konstrukcije. Jedan od postupaka reSavanja koji je baziran na
metodama razmatranim u okviru Otpornosti materijala i koji se veoma ¢esto koristi je METODA SILA.

Ovaj postupak se zasniva na formiranju tzv.
c STATICKI ODREDENOG OSNOVNOG SISTEMA koji se
2 dobija uklanjanjem suvisnih veza na originalnom sistemu.
Medutim, da bi nosa¢ ostao ekvivalentan originalnom
stanju, na mestima ukljonjenih veza moraju se dodati
odgovarajuce staticke velic¢ine (sile ili spregovi), koje se
nazivaju STATICKI NEPOZNATIM. Drugim re¢ima, ako je
bilo potrebno ukloniti n veza da bi se dobio staticki odreden
sistem, kaze se da je nosac bio n-puta stati¢ki neodreden.
Jedan isti nosa¢ se moze na razlicite nacine svesti na
staticki odreden (kao $to se vidi na slici). U sustini, ne moze
se pogresiti pri izboru staticki odredenog osnovnog sistema,
ali pogodan izbor moZe u znac¢ajnoj meri olakSati postupak
proracuna.
X, Naravno, pri uklanjanu suvisSnih veza mora se samo
voditi racuna da nosac ostane kinematicki stabilan, odnosno
da se ne pretvori u pomerljivi mehanizam.
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METODA SILA - postupak za reSavanje

1 Iz datog sistema uklanjamo onoliko veza koliki je stepen staticke neodredenosti. Uticaj uklonjenih
veza na ovako dobijenom, staticki odredenom osnovnom nosacu, zamenjujemo staticki nepoznatim
veli¢inama (silama ili spregovima), ve¢ prema tome kakva je veza uklonjena.

2 Za staticki odreden osnovni sistem treba da se odrede pomeranja tacaka (ili obrtanja preseka) na
mestima gdesu veze uklonjene, nastala usled dejstva spoljasnjih sila i staticki nepoznatih velicina X, .
Ova pomeranja su obicno jednaka nuli, jedino u slucaju pomerljivih oslonaca (elasticnih) imaju
vrednost razlicitu od nule.

3 Staticki nepoznate se odreduju iz uslova da su ova pomeranja (ili obrtanja) tacno onolika koliko
propisuju uklonjene veze. Ovi uslovi se nazivaju GEOMETRIJSKI USLOVI. Staticke jednacine
ravnoteze i geometrijski uslovi zajedno daju potreban broj jednacina za odredivanje svih otpora
oslonaca i unutrasnjih sila. Na taj nacin, odredivanje staticki nepoznatih svodi se na problem
resavanja sistema linearnih algebarskih jednacina sa onoliko nepoznatih koliki je stepen staticke
neodredenosti sistema.

PRIMER - Metoda sila prikazana na primeru kontinualne grede sa tri oslonca

Zadatak reSavamo prelaskom na tri razliCita

q staticki odredena osnovna sistema (prikazana na
H—UTU—J'—J'—U—U—A prethodnoh strani). Na taj na¢in pokazace se da izbor
A Y C  osnovnog sistema uti¢e samo na slozenost postupka
| / | 21 | reSavanja, dok konacne vrednosti staticki nepoznatih

moraju imati identi¢ne vrednosti bez obziranaizbor.

Varijanta 1

Uklanjanjem srednjeg oslonca prelazi sa na
1l TTTIL1T % staticki odreden osnovni sistem tipa proste grede
raspona 3/. Uticaj uklonjene veze, da bi dva sistema bila
ekvivalentna, zamenjuje se staticki nepoznatom silom
| I 21 | X, (kojausustini predstavljareakciju oslonca B).
Dopunski GEOMETRIJSKI USLOV neophodan za njeno odredivanje dobija se iz Cinjenice da je
vertikalno pomernje preseka B jednako nuli (v, =0, presek B je oslonac).
S obzirom da je sistem jednom stati¢ki neodreden, geometrijski uslov v,=0, uz jednacine ravnoteze je
dovoljan za odredivanje svih reakcija veza.
Pri odredivanju ugiba preseka B, kako od spoljaSnjeg opterecenja, tako i od staticki nepoznate X, u
cilju formiranja geometrijskog uslova v, = 0, mogu se koristiti razli¢ite metode (metoda integracije
diferencijalne jednacine, metoda superpozicije kao i metoda fiktivnog nosaca).
U ovoj prvoj varijanti zadatka ukupni ugib preseka B dobi¢emo primenom metode superpozicije,
sabiranjem vertikalngg pomeranja preseka B nastalog usled delovanja raspodeljenog opterecenja q 1
staticki nepoznate X,.
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Geometrijski uslov v, =0
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Sa poznatom jednom reakcijom Y, = X, = ]3—3 gl, 1z klasi¢nih uslova ravnoteze odreduju se preostale
reakcije veza. 317
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Variianta 2 512 U drugom slu¢aju na stati¢ki odreden osnovni
Yarjania 2 sistem tipa dve proste grede raspona / i 2/ prelazi se
X, q . : L :
C A~ 1111111 ukidanjem krutog ugla iznad oslonca B. Uticaj uklonjene
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parom spregova kao nepoznatom X, (€iji je zadatak da
obezbedi kontinuitet nagiba nad osloncem B).

Dopunski GEOMETRIJSKI USLOV neophodan za odredivanje staticki nepoznate u ovom slucaju se
dobijaizjednakosti nagiba saleve i desne strane oslonca ( | o |= | o | ).

S obzirom da je sistem jednom staticki neodreden, navedeni geometrijski uslov, uz jednacine ravnoteze
jedovoljan za odredivanje svih reakcija veza.

GEOMETRIJSKI USLOV se formira izjednacavanjem nagiba proste grede raspona / sa leve strane
oslonca B, sa nagibom proste grede raspona 2/ sa desne strane oslonca B kako od spoljasnjeg
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Ponovo primenjujemo metodu superpozicije i vodeci racuna o konvenciji o znaku nagiba formiramo
dopunski deformacijski (geometrijski) uslov.
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Odmabh se uocava da staticki nepoznata X, odgovara vrednosti momenta nad osloncem B, prikazanom
na dijagramu (varijanta 1), ¢ime je 1 potvrdena ta¢nost sprovedenog postupka.

Kao i u prethodnom slucaju, primenom klasi¢nih uslova ravnoteze odreduju se reakcije veza.
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S obzirom da su dijagrami presec¢nih sila detaljno prikazani u varijanti 1, nije ih potrebno ponavljati.

Varijanta 3

q Uklanjanjem oslonca C, u ovom sluc¢aju, formira
1l TTTIL1T1 se staticki odreden osnovni sistem tipa grede sa
x, prepustom. Uticaj uklonjene veze, da bi dva sistema bila
ekvivalentna, zamenjuje se staticki nepoznatom silom
| I 2 | X, (kojau sustini predstavlja reakciju oslonca C).
Dopunski GEOMETRIJSKI USLOV neophodan za njeno odredivanje, kao i1 u varijanti 1, dobija se
izjednac¢avanjem ugiba preseka C sanulom (v. =0, presek C je oslonac).
U ovom slucaju vrednost ugiba od spoljasnjeg opterecenja v.' i staticki nepoznate u preseku C
v. odredi¢e se metodom fiktivnog nosaca.
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Ovom metodom jednostavnije je, na staticki odredenom osnovnom sistemu, posmatrati razdvojeno
uticaje od spoljasnjeg opterecenja (q) i od staticki nepoznate (X)).

Prvo ¢e se odrediti ugib preseka C usled delovanja spoljasnjeg opterecenja
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Podatak koji se trazi je vrednost fiktivnog momenta u ukljestenju fiktivnog nosa¢a C (M."), §to u
odgovaraju¢oj razmeri predstavlja ugib staticki odredenog osnovnog nosafa usled spoljaSnjeg
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Vodeci racuna o konvenciji o znaku, vrednost ugiba u tacki C staticki odredenog nosaca od spoljasnjeg
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Sada se odreduje ugib preseka C samo usled delovanja staticki nepoznate X,.
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Podatak koji se trazi ponovo je vrednost fiktivnog momenta u ukljestenju fiktivnog nosac¢a C (M,." ), §to
u odgovarajucoj razrmgeri predstavlja ugib stati¢ki odredenog osnovnog nosaca usled destva staticki

nepoznate vCX = TIC_
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Vodeci racuna o konvenciji o znaku, vrednost ugiba u tacki C staticki odredenog nosaca od staticki

nepoznate je: v Mccp . 4x, P

Yo TTEI El
Konacno se postavlja geometrijski uslov v. = v/ + v." = 0, ¢ime se dobija reakcija oslonca C.
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Kao i1 u prethodnim varijantama, primenom klasi¢nih uslova ravnoteze odreduju se preostale reakcije.



KONTINUALNI NOSACI - JEDNACINA TRI MOMENTA

Kontinualni nosaci su takvi nosaci koji neprekidno (dakle bez zglobnig veza) prelaze preko vise od
dva oslonca. Ovaj tip nosaca je cest u konstrukcijama zbog cega je razvijen poseban oblik za
njihovo resavanje.

Na slici je prikazan kontinualni nosasc¢ na n polja (odnosno sa n+1 oslonaca). Kontinualni nosac¢
na slici 1 je (n-1) put staticki neodreden, jer se moze uciniti staticki odredenim uklanjanjem svih
srednjih oslonaca (slika 2).
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Kako, medutim, na prostoj gredi On ugib svake tacke zavisi, osim od spolygsnjeg opterecenja, od SVIH
(n-1) staticki nepoznatih velicina X, trebalo bireSavati sistem od (n-1) jednacine od kojih svaka sadrzi
svih (n-1) nepoznatih velicina.

Zato je mnogo pogodniji nacin da se ovakav nosac ucini staticki odredenim je da se iznad svakog
oslonca ukloni kruta veza izmedu levog i desnog polja. Na taj nacin se foymira sistem od n prostih
greda. Neprekidnost originalnog nosaca iznad oslonaca obezbeduje se parovima spregova. Smerovi
tih momenata, KOJI SU SADA STATICKE NEPOZNATE, usvajaju se| tako da odmah definisu
vrednosti napadnih momenata na tim mestima, zbog c¢ega se direktmo obeldzavaju kao M, (slika 3)

U cilju definisanja startne KONVENCIJE izdvajamo dva susedna polja izmedu ¢vorova (k-1)-(k)-
(k+1). Svako polje nosi oznaku desnog cvora. Za ovu metodu je bitng naglasiti da svako polje ima
konstantnu krutost (razlicita polja mogu imati razlicite krutosti, ali izmedu dva oslonca krutost je
konstantna).
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Geometrijski uslovi, u ovom slucaju, zahtevaju da elasticne linije iznad oslonaca nosaca levo i desno
od njega umaju ZAJEDNICKU TANGENTU, odnosno da su uglovi nagiba jednaki.

Ako analiziramo oslonac k, na prethodnim slikama, nagib tangente elasticne linije levo i desno od
oslonca k zavisi samo od spoljasnjeg opterecenja na poljima l, i l,.,, kao i od nepoznatih momenata
M,  MiM,,,

Ova cinjenica omogucava da se pri postavljanju geometrijskog uslova na bilo kom osloncu
posmatraju samo dva polja, Sto znaci da svaka jednacina sadrzi NAJVISE TRI STATICKE
NEPOZNATE. 1o znaci da se umesto pune matrice (koja se javlja pri izboru proste grede kao osnovnog
staticki odredenog sistema), sada dobija trodijagonalna matrica. Ujedno je to i razlog sto se jednacina
koja se koristi pri reSavanju ovakvih problema naziva JEDNACINA TRIMOMENTA.

Postupak izvodenja jednacine tri momenta

Geometrijski uslov Pxr = Pyp

Uticaj stati¢i nepoznatih veli¢ina
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Stati¢ki nepoznate grupiSemo sa leve strane, a poznate uticaje spoljas$njrg opterec¢enja sa desne strane:
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PRIMER - Prethodni zadatak radimo primenom jednacine tri momenta




Uvedene oznake ¢vorova, raspona i krutosti delova nosaca u skladu sa konvencijom
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Ispisuju se jednacine tri momenta za sve ¢vorove u kojima deluju staticki nepoznate velicine. U ovom
slucaju, nosac je jednom staticki neodreden i postavlja se samo uslov za tacku 1
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Fiktivne reakcije (R, iR") predstavljaju nagibe elasticne linije nosaca na iznad osllonca lusled
delovanja zadatog spoljasnjeg opterecenja.
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Ovim je potvrdeno reSenje ekvivalentnog sistema usvojenog u varijanti 2
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