1.1.8. Integrali uslova ravnoteze elementa Stapa i izrazi za sile u presjecima

Vidjeli smo da uslovi ravnoteze elementa Stapa predstavljaju sistem od 3 linearne
diferencijalne jednacine prvog reda sa nepoznatim silama N, T i M. Direkthom
integracijom tih jednacina od i do ¢ posmatranog Stapa ik dobija se:

Nc :Ni —ijdX
T, =T, —jpydx (12)
M, = M, + [ Tdx

Primjenom parcijalne integracije dobijamao:

]de =Tx/°© —(_j:xdT =T x, - Tix; —j‘iXdT

Fl>romjena translverzalne sile se molie napisati kao dT=-p,dx i dobija se da je
TTdX =T.x,-Tx; + Txpydx

Ako u ovaj izraz ubacimo vezu koja se dobija kada se relacija 12b pomnozi sa x.
slijedi da je:

JTdX =T (x,—-x;)— _[py(xc —-x)dx
Sada se sistem jednacina (12) moZze napisati u sljedec¢em obliku:

N. =N, - ]pxdx
T, =T - ]pydx (13)

M, =M, +T,(x, —x,)— I(Xc —X)pde

Jednacine (13) predstavljaju integrale uslova ravnoteze elementa S$tapa,
odnosno, uslove ravnoteZe svih sila na konacnom dijelu Stapa od i do c (slika
14)).

0 - _ht' _::?IT _{1',& "'M. al
N\ T E 2
L. T _x-x 1
I._':"-".' a.llrl:" = i
L L ___I
Slika 14.

17



Slika 15.

Sliénim postupkom mozZemo izvesti izraze za sile u presjeku c integracijom
uslova ravnoteze elementa Stapa od c do k (slika 15.):

K
N, =N, +[p,dx

K
T, =Ty +[p,dx (14)

Mc :Mk _Tk(Xk _Xc)_.[(X_Xc)pde
Na osnovu jednacina (13) i (14) moZe se iskazati sljiedece:

- Normalna sila Nc u presjeku c Stapa ik jednaka je algebarskom zbiru
komponenata svih spoljasnjih sila koje djeluju na Stap lijevo ili desno od
posmatranog presjeka, a u pravcu ose Stapa.

- transverzalna sila Tc u presjeku c Stapa ik jednaka je algebarskom zbiru
komponenata svih spoljasnjih sila koje djeluju na Stap lijevo ili desno od
posmatranog presjeka, a u pravcu upravnom na osu Stapa.

- Moment savijanja Mc u presjeku c Stapa ik jednaka je algebarskom zbiru
momenata svih spoljasnjih sila koje djeluju na Stap lijevo ili desno od
posmatranog presjeka, a u odnosu na teZiste tog presjeka.

Kada je Stap neopterecen duz ose Stapa tada je px=py=0, pa sile u presjeku c
zavise samo od sila na krajevima Stapa i, odnosno, k:

N, =N. =N,
T.=T =T,
M, =M, +Ti(Xc _Xi):Mk _Tk(Xk _Xc)

Iz jednacina 13 i 14 primjecuje se da se sile u proizvoljnom presjeku Stapa mogu
odrediti ako su pored zadatog optereéenja px i py poznate i sile na jednom ili na
drugom kraju Stapa, ili bilo koje tri veli€ine X4, Xz i X3 iz kojih se sile na krajevima
Stapa mogu izracunati.

Veli¢ine Xi, i=1,2,3 mogu biti komponente sila u odredenim poprecnim
presjecima ili linearne funkcije ovih komponenata, a najpogodnije je izabrati da
su sile na krajevima Stapova:
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X1=X1(N;, Ti, M, Ny, Ty, M)
X2=X2(Ni, Ti, Mi, Ni, Tk, M)
X3=X3(N;, Ti, M, Ni, Ty, M)

Sile na krajevima Stapa i —k nijesu medusobno nezavisne ve¢ moraju zadovoljiti
uslove ravnoteze Stapa kao cjeline:

it l.'r"_ ..‘3‘ I
i x M!"r\;lllqplnu'fnlirnnj;{"'_
W o 7 ¥
v S T R
== .I* :l':-:; -!
Slika 16.
Nk— Ni+ R=0
(15)
Tk—=Ti+ Ry= 0
Mk—Mi—TiL+Ry§'RL=O ili Mk—Mi—TkL+Ry§RL=O
k k
R, = Ipxdx, R, = Ipydx,
gdje su : . i )
R &L= J(Xk —X)pde, R &L= I(X—Xi)pde,

E'rL i ErL —odstojanje rezultante optereéenja od kraja k , odnosno, kraja i.

Tri definisane veze sila Xi (i=1,2,3) zajedno sa tri uslova ravnoteze Stapa kao
cjeline predstavljaju sistem od 6 linearnih algebarskih jednacina sa 6 nepoznatih
sila na krajevima Stapa N;, T;, M, Nk, Tx, Mx. Kada si funkcije Xi medusobno
nezavisne i nezavisne od uslova ravnoteze tada se ovaj sistem moze rijesiti.
Veli¢ine X; (i=1,2,3) se nazivaju statiCki nezavisne velicine Stapa ili stati¢ni
neodredene veliCine.

Najpogodnije je izabrati da ove veli€ine budu:

X1=M;i, Xo=Mk, Xsz=Sik=(N;i+N)/2
Preostale sile se odreduju iz uslova ravnoteze Stapa.
Iz Zx slijedi: Ni— Nk = Ry

Ni+ Nk = 25k
Ako rijeSimo ove jednacine dobija se:

19



Ni= S+ Ry /2 i Ng=Sik-R«/2

Iz relacija 15c¢ dobija se:
. M, —-M,
T, = RyélgR +

M, -M,
T, =R, &+t

Kada su odredene sile na krajevima Ni, Nk, Ti i Tk onda se sile u proizvoljnom
poprecnom presjeku c dobijaju na sljedeéi nacin:
Nc = Sik +Nc,0

Mk _Mi

T, = +TC,O

Mc = MléC’ + Mkélgc + Mc,o
gdje velicine N¢o, Teo | Mco zavise od zadatih sila py i py i njihovih rezultanti:

N., = R, _ ]pxdx

c,0 2

T., =R,& - [p,dx

C

M., =R & (x,-x,)- I(xc —X)pde

| ako je jednostavno prikazati sile u presjecima primjenom analiti¢kih izraza,
mnogo ¢eS¢ée promjenu sila prikazujemo graficima koji se u Statici konstrukcija
nazivaju dijagrami presjecnih sila Ili dijagrami sila u presjecima.
Kako smo i prikazali analitickim izrazima i dijagrami presjec¢nih sila se sastoje iz
dva dijela:

- dijela koji zavisi od sila raspodijeljenih po duzini ose Stapa

- dijela koji zavisi od sila na krajevima.
Oblici dijagrama sila u presjecima zavise od raspodjele opterecenja po duzini
Stapa.
Izrazi za normalnu i transverzalnu silu koji zavise od sila na krajevima
predstavljaju konstante i njihov dijagram ima oblik pravougaonika, dok momenti
imaju linearnu zavisnost duz ose Stapa (slika 17.).
Kada crtamo dijagrame jednostavno superponiramo dijagrame od sila na
krajevima Stapa i dijagram koji poti¢e od optereéenja na Stapu.
Pri iscrtavanju dijagrama presjecnih sila pozitivne normalne i transverzalne sile
nanosimo na "gornju" stranu Stapa i redovno upisujemo znak, dok pri iscrtavanju
dijagrama momenata, momente nanosimo na onu stranu Stapa koja je zategnuta
i ne upisujemo znak.
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Slika 17.

Iz izvedenih jednadina se vidi da je grafik transverzalne sile funkcija prvog izvoda
funkcije momenata savijanja, odnosno, promjena ugla nagiba tangente na liniju
dijjagrama momenata. Ako je ugao nagiba tangente nula i transverzalna sila je
nula.

1.1.9. Integrali deformacijskih jednac€ina i izrazi za pomjeranja i obrtanja

Kada su sracunate sile u presjecima N, T i M i kada su poznate temperaturne
promjene t i At, deformacijske veli€ine se odreduju iz sljedecih izraza:

N
E=—+at
M A
« El 'h
_kT
? = GF
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Obrtanje elementa ose pravog Stapa ¢ i obrtanje popre€nog presjeka ¢-¢t , kao i

pomijeranje u i v odredujemo integracijom jednacina:

d(e—0r)= -y dx
du= ¢ dx
dv= ¢ dx

Nakon ntegracije od i do ¢ dobija se:

(@-9:). —(0—0r), =—]de

Y

u, —u, = Ie dx

1

vV, =V, = ](/) dx — ](/)de + ]gonx = ](/)de + ](go -, )dx

Iz 17¢ primjenom parcijalne integracije dobija se:

Y

CI(¢—¢T)dX=X(¢—¢T)/i°-IX dlp-¢.)

1 i

C C
J((ﬂ—(ﬂT)dXZXc((ﬂ—(ﬂT)c —Xi((ﬂ—(ﬂT)i +IXZdX
1 1

Jednakost 17a pomnozimo sa Xc:

C

x(p-or), =x(p-p.), - [x 2dx

1

uvrstimo u prethodnu jednacinu:

1o o1 kix=(0 - 01)(x¢ — x;) -] (s, ~x) 7

Sada jednacine 17 dobijaju sljededi oblik:

c

((P_(PT)C :((/’_(PT)i - _[de

1

C
uc=ui+I8dx
i

vo=v 4 (s o 00) - s -0z b

(17)

(18)

Ove relacije daju vezu izmedu pomjeranja i obrtanja presjeka ¢ preko pomjeranja

i obrtanja kraja i i deformacije Stapa.
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Ove jednacine imaju jednostavna geometrijska znaCenja. One odreduju obrtanje
presjeka i pomjeranja taCaka ose Stapa kada su poznate deformacijske veliine i
pomjeranja i obrtanja lijevog kraja Stapa.

Kada su poznate sile N, T , M, t, At tada deformacijske veli€ine ydx, edx, @rdx
odredujemo iz veza 16. To su veli€ine koje odreduju deformaciju elementa Stapa
u malom (vidi sliku 18):

P
i P-%1 =% 7
-
.IJ[ - —_— : ! 7%
"
PR e . b B el SR,
'..ll';;a | OlK
" . _ ; Y -0 A %
] l_ J i FF |_ I
l_E_I':r |:5:_L il ,fi‘._.
fx _fadx
EE ; C | . |
= -I — ~- — i K f - ._l &
A e "‘.’-,'_.‘:"‘.4

_l,'..'_'l'_ljl_.!'_i L_.':" _J--I:'“

Slika 18.

Uticaji ovih deformacija na obrtanje presjeka c predstavljaju podintegralne
funkcije jednaclina (18). Kada te uticaje saberemo od i do c i dodamo
pomjeranjima na kraju i dobijamo izraze (18). Sli€no, kada te uticaje saberemo
od c do k , tada dobijamo sljedece izraze za pomjeranja i obrtanja presjeka c:

k
(p-1). =(p—01), + [dx
) C
u, =u, - J-s dx (19)

Ve = v (s ~x M=) — Jlx—x. )z oy Bx

Kada se Stap ne deformise, veli€ine y, €, o1 identi¢ki su jednake nuli pa jednacine
18 i 19 postaju:

| d_
(Pc:I =i, Oc = Pk
Uec = U, Uc™ = Uk
| — d_
Ve = Vi H(Xc=Xi) @i , Ve = Vg =(Xk-Xc) Pk
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Ovi izrazi nam pokazuju da pomjeranja i obrtanja presjeka c bilo da ih raunamo
sa lijjeve ili desne strane odreduju onaj dio pomjeranja Stapa koji potice od
pomjeranja Stapa kao krute plo¢e u ravni.

Znaci kada znamo deformacijske veli€ine presjeka Stapa y, €, o7 i pomjeranja i
obrtanja kraja i , odnosno k, uj, vi, @i Uk, Vk, @k, Mozemo odrediti pomjeranja i
obrtanja u bilo kom presjeku Stapa. Veli€ine ui, vi, ¢i i Uk, Vg, @k odreduju
pomijeranja Stapa kao krute plo¢e u ravni.

Medutim, umjesto pomjeranja i obrtanja krajeva, mogu da budu zadate tri veli€ine
koje odreduju pomjeranja Stapa kao krute ploCe u ravni. Te veliine, koje
obeljezavamo sa U, Uy, Uz zovu se deformacijski nezavisne veli¢ine Stapa , i
mogu biti pomjeranja ili obrtanja kraja i ili kraja k, ili linearne funkcije tih veli€ina:

U; = U; (ui, Vi, i, Uk, Vi, k) , j=1,2,3

Opsti izrazi za pomjeranja tataka i obrtanja presjeka mogu da se napiSu na
sljededi nacin:

(@ = 91)c =(¢ - pT)co + U1 @c1 + U2 2 + Uz 9c 3
Uc =Uco + Ug ugt + Uz Ugo + Uz Ucs
Ve =Veo + Ui ver+ Uz veo+ Uz ves

(@ - ©T)co » Uco, Vco — Obrtanja presjeka i pomjeranja taCaka ose Stapa usljed
dejstva spoljasnjih uticaja kada su U1= U,= U3 =0, odnosno pri stanju U;=0

Uej , Vej » 9cj, j=1,2,3 — predstavljaju obrtanja presjeka i pomjeranja taCaka ose
ose Stapa kada se Stap pomjera kao kruta ploca u ravni kada je jedna od U=1 a
ostale dvije veli€¢ine U su nula. Stanja pomjeranja Stapa kratko ¢emo zvati stanje
Us= 1, stanje U,=1 i stanje Us=1

Ako usvojimo da su:
Ui=ui , Ua=vi, Ux=vg

Obrtanja presjeka (¢ - ¢1)c i pomjeranja u¢ ; v¢ usled deformacijski neodredenih
veli€¢ina U4, Uy, Uz dobijamo polazeéi od izraza za obrtanja i pomjeranja Stapa
kao krute plo¢e u ravni (slika 19b):
(- (PIT)c' = Wik
Uc = U; (20)
Ve = Vi + & Lik Wik

ui, vi—translacija plo¢e za veli€¢inu pomjeranja tacke i,
ik — rotacija ploCe oko te tacke.
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Slika 19.

Kada u prethodne relacije ubacimo da je £.=1 pomjeranje V¢ =vi dobijamo:

Vk = Vi + Lik yik
v, -V,
Vik = L
ik

Ova relacija se moze izvesti i sa slike 19:

siny, = —k Vi
l/llk Lik + ALik
Kako su u teoriji malih deformacija veli€ine i, ALk, Vi, vk toliko male da im se

kvadrati mogu zanemariti, slijedi:
siny, =y, = Vi ™Yy EVk_Vi I_ALik ViV
L, +AL, L, L,

ik — ugao obrtanja tetive Stapa

Kada izraz za obrtanje tetive Stapa ubacimo u relacije (20) dobija se:
(@ - o1)c = (Vi-Vi)/Li
UcI = U
VcI = Vi &'+ Wk &c
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Kada ovim vrijednostima dodamo obrtanja i pomjeranja koja nastaju pri stanju
U;=0 tada dobijamo ukupna pomjeranja:

(p-90.). = V“L_ Y-y,
ik

u, =u; +uc’0

Vc = Viég(g + Vké:c + Vc,o

Za odredivanje ¢lanova (¢ - ¢T)co , Uco | Vo KoOriste se relacije (18) i dobija se:

¢ k
(¢’ — @ )c,o =Tk — JZdX =T+ IZdX

u,, = ]adx =AL, - l]adx (21)

c k
Voo =6 Lty — _[[(Xc - X)Z — @y ]dX =& Lty — _[[(X - Xc)Z + @ ]dX

1

pri ¢emu su uvedene sljedeée oznake za veze:

ALy =u, —u,
Tk = (¢_¢T)i Wi :(¢_¢T)i - VkL_ 4 (22)
ik
vV, —V.
Tki:((ﬂ_(PT)k_‘//ik:((/’_(PT)k_ kL l
ik

koje predstavljaju deformacijske veli€ine Stapa kao cjeline date preko pomjeranja
i obrtanja krajeva Stapa.
Veli€ine AL, tik i ti imaju jednostavno fizicko znacenje (slika 19):

I'kcos ik + Ui = li+u

cos yi=1

lic+ALik + Ui = ltug

AL = ug- u; promjena duzine tetive Stapa

Razlika ugla obrtanja na kraju i i obrtanja tetive $tapa i-k je deformacioni ugao na
kraju i Stapa i-k i oznaCava se sa Ttj:

Tk = (P-91)i- Wik
Tk predstavlja deformacioni ugao na kraju k Stapa i-k.

AL, Tk I T« su Ciste deformacijske veli€ine i jednake su nuli kada se Stap ne
deformiSe.
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Ove veli€ine mozemo prikazati i preko deformacijskih veli¢ina elementa Stapa 1y,
€ i o1, kad u (21) tacku c izjednacimo sa i:

1 k
Tk = L_lk i_[(é:LikZ —Pr ﬁx
1 k
rg == J@Luz+ o Hix (23)
ik i
k
AL, = Jadx

1.1.10. Veze stati¢ki nezavisnih veli¢ina i deformacijskih veli¢ina Stapa

Da bi odredili staticke veli€ine u proizvoljnom presjeku Stapa potrebno je znati
opterecenje py, py i1i tri nezavisne saticke veli¢ine Xi (i=1,2,3).

Da bi odredili pomjeranja i obrtanja popre¢nih presjeka treba poznavati presje¢ne
sile N, TiM, tiAtitri deformacijski nezavisne veli¢ine Ui (i=1,2,3).

ZnacCi da bi odredili sve uticaje potrebno je da znamo tri nezavisne saticke
veli¢ine X; i tri deformacijski nezavisne veli¢ine U; ili manje jednih a viSe drugih
tako da suma bude 6 nezavisnih veli€ina.

Ako su nam poznate samo deformacijske veli¢ine najbolje je usvojiti veli€ine:

Ui = U; (u;, vi, (9-01)i, Uk, VK, (9-01)k) , J=1,2,...,6

koje su linearno nezavisne.

Ako iskoristimo veze pomjeranja i deformacijske veli€ine ALy, tik i T (19) i veze
(20) unesemo u te relacije, dobijamo veze izmedu stati¢kih i deformacijskih
nezavisnih veli€ina i pomjeranja i obrtanja krajeva Stapa.

Usvajamo da su nezavisne veli€ine:

Ui=ui, Uzx=vi, Us=uk, Us=vi, Us=(o - o1)i , Us=(0 - 01)k

Xi= M;, Xo= My, X3= Si

Kada relacije:
Nc = Sik + Nc,o

M, - M.
T, :#+TC,O
Mc = Mlé:c’ +Mk§c +Mc,o

ubacimo u veze:

N
£=—+at
EF
M M
X=g T4
kT
=
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dobija se:

S N
+—+at
" EF EF

M; M M

7= 198 + k@g_i_ 0 +at£
EI EI El h
M, k M; k kT

»y = ——t—
L GF L, GF GF

koje kada uvrstimo u relacije (23) dobijamo:

kdx kKN dx K

+ [ tdx
Syl g t
k g2 ! i kem T,d
ru =M, [ [ ax o[ [5EaxoF o [ 0 AR ] e o
L EI | GF El L,21GF L EI Ly 1
ke k idx k idx g [ keM, Kk iT,dx
_Tki:Mi[J%dX__JE] k[,[é: R ]+[1de R I+ Ift
Ako uvedemo sljedece oznake:
K dx KN, dx k
ALjys = I— ALj o =] EF ALj = [ o tdx
1 1
k £12 i k g1 i 2
& k Ldx a _t&¢ k Ldx kg k Ldx
Iﬁd +—f— ﬂik—ﬂki—ljﬁdx——zf— @ = [T-dx+ 1k2-1[
§M 1Todx kao k iT,dx kAt kAt
aik,ozl_ il le{ U‘kiwo={ il le{ aikwAtz.!é:atrdx aki,m={fatrdx

dobijamo veze izmedu stati¢kih i deformacijskih veli¢ina:

ALj =SixALjx ¢ + ALjy o + ALjy ¢
ik =Mjai + My Big + @iy o + ik ag

=T =My + M B + o + Ay ag
AL, Tik i Ti moZemo prikazati preko pomjeranja krajeva Stapa i-k:
SALj s =(uy —u;)=ALy o —ALy

Vk — Vi
Moy + M, By =(0—or); - [ %iko ~ %k
ik

Vk Vi
Myayi + M Bui =—(0 - o1 ), + [ %kio ~ %ria
ik

28



2. OSNOVNE NEPOZNATE | OSNOVNE JEDNACINE RAVNIH
LINIJSKIH NOSACA | NJIHOVA KLASIFIKACIJA

2.1. Elementi i ¢vorovi nosaca

Linijski nosacCi sastoje se od pravih ili krivih Stapova. U zavisnosti od vrste
opterecenja koje primaju i prenose Stapovi se dijele na proste i gredne Stapove.
Prosti Stapovi su pravi Stapovi koji su sposobni da prime i prenesu samo sile u
pravcu ose $tapa.

Gredni Stapovi-grede su S$tapovi koji su sposobni da prime i prenesu sile
proizvoljnog pravca.

Ravan nosaca je ravan u kojoj leZze ose svih Stapova ravnih linijskih nosaca i
jedna od glavnih centralnih osa inercije njihovih poprecénih presjeka.

Veze Stapova mogu biti zglavkaste i krute. Zglavkasta veza je ona veza koja
tezistima suceljenih presjeka ne dozvoljava da se relativno pomjeraju, dok
presjeci mogu slobodno da se obréu (vidi sliku 1a).

=1=3 kruta ugla

(a) (b) (c)
Slika 1.

Kruta veza dva Stapa, prikazana na slici 1b, su€eljenim presjecima ne dozvoljava
ni relativno pomjeranje ni relativno obrtanje. Veza u kojoj je kruto vezano m
Stapova sadrzi m-1 krutih uglova (Slika1c).

Prosti Stapovi mogu biti vezani samo zglavkasto, dok gredni Stapovi mogu biti
vezane i zglavkasto i kruto.

Elemente nosaca mogu biti unutradnji i spoljasnji.

Unutradnji elementi nosaCa spreCavaju relativna pomjeranja taCaka nosaca.
Unutrasnji elementi su Stapovi i kruti uglovi.

Spoljadnji elementi nosaca spre€avaju pomjeranja ta¢aka nosaCa u odnosu na
stalne tatke. Spoljasnji elementi su oslonci i uklje$tenja.

Oslonac je konstruktivni element nosaca koji oslonjenoj tacki ne dozvoljava
pomijeranje ili potpuno - krut oslonac, ili djelimi¢no — elasti€an — deformabilan
oslonac (slika 2a.). Pravac u kome je sprije€eno pomjeranje naziva se pravac
oslanjanja ili pravac oslonca. Upravno na pravac oslanjanja tatka moze slobodno
da se pomjera. Cesto je jedna tatka oslonjena na dva oslonca koji formiraju
nepokretno leziste(slika 2b.). Ako je taCka oslonjena na jedan oslonac tada se
takav oslonac zove pokretno leziste.
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