MATRICNA ANALIZA
OpSte

Metoda sila i metoda deformacije su dvije osnovne metode i u klasi¢noj i u matri¢noj formulacij
U klasi¢noj formulaciji dati stati¢ki sistem se posmatra kao cjelina (system approache).

U proracunu se usvaja ona metoda koja je pogodnija za analizu datog sistema.

Izbor metode zavisi od stati¢ke ili deformacijske neodredenost nosaca.

Ako je staticka neodredenost manja bira se metoda sila ili obrnuto.

U matri¢noj formulaciji metode sila i metode deformacija osnovu ¢ini Stap kao element sistema (elemen
approache).

Sistem je diskretan, sastavljen od pojedinih Stapova — elemenata sistema koji su medusobno vezani u
diskretnim tackama ¢vorovima sistema.

Analiza diskretnog sistema se sastoji od sljedeca dva dijela:
1) Analiza elementa (Stapa)
2) Analiza strukture (sistema elemenata-Stapova)

U analizi elementa polazi se od osnovnih jednacCina teorije Stapa 1 uspostavlja veza izmedu generalisanih
sila i generalisanih pomjeranja u ¢vorovima na krajevima elemenata.

U analizi strukture, odnosno, sistema Stapova kao cjeline polazi se od veza izmedu sila i pomjeranja
koje vaZze za pojedine elemente.

Na osnovu tih relacija formiraju se odgovarajuée jednacine za strukturu Stapova uz vodenje racuna o
vezama u ¢vorovima, uslovima ravnoteZe i nac¢inu oslanjanja.

1) Uslovi kompatibilnosti ¢vorova
2) Uslovi ravnoteze ¢vorova
3) Uslovi oslanjanja sistema

. U tu svrhu koriste se:



U dobijenom sistemu jednacina nepoznate su parametri u ¢vorovima.

To mogu biti = generalisane sile (sile i momenti) i/ili

= generalisana pomjeranja (komponentalna pomjeranja i obrtanja)
U zavisnosti od izbora nepoznatih u analizi postoje tri metode:

= Metoda deformacije

= Metoda sila

= MjeSovita ili hibridna metoda.

Zbog svoje opStosti i jednostavnosti najvise je u primjeni metoda deformacije, pa je ona predmet nasih
razmatranja.

Nepoznate u metodi deformacije su komponente pomjeranja u i v i obrtanja ¢vorova o.

_ . R — vektor sila
Uvodimo pojmove:

q — vektor pomjeranja
k — matrica krutosti
Z.a svaki Stap moze se napisati sljedeca veza ove tri veli¢ine: R=k q

Na osnovu analize strukture (sistema Stapova) i formiranih matrica krutosti pojedinih Stapova
formira se matrica Krutosti sistema Stapova K*:
K* q* = S*

K* - matrica krutosti sistema elemenata

gdje su: . . .
q* - vektor nepoznatih parametara pomjeranja

S* - vektor ¢vornog opterecenja sistema




Iz navedenog sistema jednacina odreduju se nepoznati parametri pomjeranja q*, a zatim se
iz relacije odreduju sile na krajevima Stapova, odnosno ¢vorovima elemenata.

Na osnovu principa superpozicije uticaja, uticaji u sistemu se racunaju na nacin koji je dat na slici
kao zbir uticaja ekvivalentnog sistema koji je deformacijski odreden i uticaja usled ekvivalentnog
opterecenja:
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dati sistem (a) ekvivalentni sistem (b) ekvivalentno opterecéenje

Na slici (a) Stapovi su optereceni optere¢enjem usled kojeg se odreduju reaktivne sile i momenti uz
pretpostavku da su u;, v;, @; =0.

Odnosno, reaktivne sile i momenti su odredeni u sistemu u kojem se ¢vorovi ne pomjeranju i
presjeci ne obrcéu (deformacijski odreden sistem).

Sistem na slici (b) opterecen je u ¢vorovima i to opterecenjem koje je po intenzitetu
jednako optereéenju u ¢vorovima sistema Stapova ali sa promijenjenim znakom.

Ovo opterecenje se naziva ekvivalentno ¢vorno opterecenje.




Ovaj stav predstavlja osnovu koncepta matri¢ne analize metodom deformacije.

On prakti¢no znaci da se pri odredivanju pomjeranja i obrtanja ¢vorova sistema spoljasnji
uticaji duz pojedinih Stapova zamjenjuju ekvivalentnim opterecenjem na njegovim krajevima,
odnosno, u ¢vorovima sistema §to je znatno pogodnije za analizu od stvarno zadatog opterecenja.

Ekvivalentno opterecenje se odreduje u kinematicki odredenom sistemu i jednako je negativnim
vrijednostima reakcija oslonaca totalno ukljestenih Stapova.

Znaci u analizi, na nivou elementa, pored veze generalisanih sila i generalisanih pomjeranja u
¢vorovima elementa koja se uspostavlja preko matrice krutosti elementa, odreduje se i
vektor ekvivalentnog opterecenja elementa.

Kinematicka (deformacijska) neodredenost sistema

Ukupan broj nepoznatih, medusobno nezavisnih parametara pomjeranja, predstavlja kinematicki ili
deformacijsku neodredenost sistema.

U slucaju ravnih sistema svaki ¢vor ima dvije komponente pomjeranja, stoga ¢e k ¢vorova u sistemu
imati 2k nepoznatih komponentalnih pomjeranja.

U ¢voru sa kruto vezanim Stapovima, prema definiciji krute veze, svi kruto vezani §tapovi obréu se
za isti ugao tako da je ukupan broj nepoznatih uglova obrtanja jednak broju grupa kruto vezanih
Stapova u sistemu, m:




Ukupan broj nezavisnih parametara pomjeranja sistema umanjuje se za broj sprijecenih ili
zadatih pomjeranja u osloncima.

Ukupan broj deformacijski nepoznatih odreduje se pomocu izraza:
n=02k-z)+m

Ovim izrazom definisan je broj deformacijski nepoznatih za slucaj kada se ne zanemaruje uticaj
normalnih sila na deformaciju sistema.

U pribliznoj metodi deformacija uticaj normalnih sila na deformaciju nosaca se zanemaruje, iz tog
razloga broj deformacijski nepoznatih se odreduje primjenom izraza:

n = 2k — (z,+z)] + m

Na slici je prikazan je nacin odredivanja deformacijski neodredenih veli¢ina za oba navedena slucaja:

2 5 2 3
6 1 1
. T

priblizna metoda deformacije

n,= (2k -z, - z,) + m =(2x4-4-3)+2=3

tacna metoda deformacije

n, = (2k - z,) + m =(2x4-4)+2=6

nepoznate: 1,2, 3,4,5i 6 nepoznate: 1,21 3




Veze izmedu sila i pomjeranja

Za elasti¢no tijelo definiSu se dva osnovna pojma matri¢ne analize linijskih nosaca:
= Matrica fleksibilnosti

= Matrica krutosti
Posmatracemo prostu gredu optere¢enu silom P, u tacki 1 i momentom P, u tacki 2, kako je to

prikazano na slici.
Nosa¢ je idealno elasti¢an, a pomjeranja 0, i 8, su male veli¢ine.
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Primjenom superpozicije uticaja pomjeranja napadnih tacaka
generalisanih sila P, 1 P, , mogu se sraCunati na sljedeci nacin:
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Koeficijenti f;; i f,; predstavljaju vertikalno pomjeranje tacke 1 i obrtanje tacke 2, usled
dejstva sile P,=1, dok koeficijenti f;, i f,, predstavljaju vertikalno pomjeranje u tacki 1 i

obrtanje u tacki 2, usled dejstva momenta P,=1.




f;» 1,j=1,2 su Koeficijenti gipkosti ili koeficijenti fleksibilnosti nosaca koji odgovaraju silama P,

(i1=1,2).
Veze izmedu sila i pomjeranja date su u sljede¢em obliku:
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kij, 1,j=1,2 su koeficijenti krutosti nosaca koji odgovaraju pomjeranjima g, i d,.

Koeficijenti k,, i k,, predstavljaju silu u tacki 1 i moment u tacki 2 usled kojih
nastaju pomjeranja 6,=1 i 3,=0, dok koeficijenti k,, i k,, predstavljaju silu u tacki 1 i
moment u tacki 2 kada je obrtanje 5,=1 i §,=0.




Veze pomjeranja i sila mogu da se uopSte za proizvoljan nosa¢ na koji djeluje proizvoljan
sistem sila Ri u tackama 1 =1,2,..,n 1 odgovaraju¢im generalisanim pomjeranjima q, u
taCkama 1=1,...,n:

a, fp o fy o TRl R
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Skrac¢eni matri¢ni oblik:

F - matrica fleksibilnosti

Elementi j-te kolone matrice fleksibilnosti F predstavljaju generalisana pomjeranja

q;, i=1,...,n usled dejstva jedini¢ne sile R.=1, dok su sve ostale sile jednake nuli.




Na sli¢an nacin, zavisnost sila i pomjeranja uopste za proizvoljan nosa¢ moze se prikazati u
sljede¢em obliku:

R MKy o Kk o kg,

R, | |k o Ky o Kk,

111 u skra¢nom matricnom obliku

R=Kkq

Elementi j-te kolone matrice k predstavljaju generalisane sile R, u tackama i=1,...,n usled jedini¢nog
generalisanog pomjeranja ¢;=1 dok su sva ostala generalisana pomjeranja jednaka nuli.

Na osnovu Maxwell-ovog stava o uzajamnosti pomjeranja slijedi da je matrica fleksibilnosti simetri¢na
slijedi:

fij — f“ odnosno: F — FT

Iz navedene relacije vidi se da je F=K-! pa se zakljuCuje da je i matrica krutosti, takode,
simetric¢na.




Algoritam za proracun uticaja u nosacu, primjenom matri¢ne analize, ima sljede¢e korake:

* Formiranje matrica krutosti svih elemenata-Stapova zadatog nosaca

= Odredivanje vektora ekvivalentnog ¢vornog opterecenja za sve Stapove koji s
optereceni, Q

* Formiranje matrica Krutosti Stapova u globalnom koordinatnom sistemu

* Formiranje matrice krutosti sistema Stapova K* i vektora slobodnih ¢lanova S*
= Odredivanje vektora nepoznatih pomjeranja sistema Stapova q*

= Odredivanje nepoznatih sila na krajevima Stapova R

Prikazacemo matri¢nu analizu za:

=Ravne linijske nosace (puni i reSetkasti nosaci)
"Prostorne nosace (puni i reSetkasti nosaci)

=Rostilje.




Matric¢na analiza Stapa

U matri¢noj analizi Stap je osnovni element.
Najjednostavniji je model pravog prizmaticnog Stapa sa ¢vorovima na njegovim
krajevima koji se razmatra u dekartovom koordinatnom sistemu.

SloZeno naponsko stanje Stapa u ravni mozZe se razdvojiti na: aksijalno naprezanje,
savijanje i torziju.

Za aksijalno naprezanje i savijanje prikazace se postupak izvodenja matrice krutosti
direktnim i varijacionim postupkom, dok ¢e matrica krutosti torzije biti izvedena direktnim
postupkom.

Osnovne nepoznate, konvencija i oznake

Na slici je prikazan prav prizmati¢an Stap proizvoljnog poprecnog presjeka duzine 1, krajevi Stapa
su oznaceni saiik.

Postavljen je Descartes-ov pravougli koordinatni sistem Xx,y,z tako da se osa x poklapa sa osom
Stapa a ose y 1 z sa pravcima glavnih osa inercije. Sistem (X,y,z) naziva se lokalni koordinatni
sistem.

Sistem (X,y,z) naziva se
lokalni koordinatni sistem.




Osnovne kinematicke veli¢ine u ¢vorovima su generalisana pomjeranja u, v, w u

pravcima X, y, z i obrtanja @, ¢, @, 0ko osa x,y,z, respektivno.

Za generalisana pomjeranja u c¢vorovima upotrebljavaju se 1 nazivi parametri

pomjeranja ili stepeni slobode.

Broj stepeni slobode ¢vora jednak je broju generalisanih pomjeranja ¢vorova, dok je broj
stepeni slobode Stapa jednak zbiru stepeni slobode u ¢vorovima.

Vektori pomjeranja krajeva Stapaiik je:

qiT:[ui Vi W@, D,
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Vektor pomjeranja Stapa:
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n-broj stepeni slobode Stapa
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Osnovne staticke veli¢ine u ¢vorovima prostornog Stapa su generalisane sile N, T,
T, M,, M, M,.

Generalisane sile u ¢vorovima i i k prikazuju se kao komponente vektora sila R, i R :

RiT :[Ni Tyi Tzi I\/lxi I\/Iyi I\/lzi]

T —
R( _[I\IK Tyk Tzk I\/ka I\/ka I\/Izk]
Vektor generalisanih sila Stapa moZe se napisati u sljedec¢em obliku:

R"=[R" R'|=[R R, .. R]

RT:[Ni Tyi Tzi Mxi I\/Iyi |\/Izi Nk Tyk Tzk Mxk MV" MZk]




Za Stap u ravni, lokalni koordinatni sistem je xoy, pri ¢emu se osa x poklapa sa
osom Stapa
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Subvektori vektora pomjeranjasuq.'i g,

T

0 =[U Vv §0i:

CIT:[qiT qg] g =lu v, @

Slijedi da su komponente vektora pomjeranja za Stap u ravni:

d=ld dl=lqa & ¢ o o al-u v ¢ u v @




Vektor sila na krajevima Stapova je: R

Vektor sila Stapa sastoji od subvektora
sila u ¢vorovima Stapa: R

Matrica krutosti Stapa

= Z

—A 2

=~

<

Veze izmedu vektora generalisanih sila R i vektora generalisanih pomjeranja q dat je sa:

R=kq ﬁ

razvijeni matriéni oblik: R
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Matrica kojom se uspostavlja neposredna veza izmedu generalisanih sila i

generalisanih pomjeranja na krajevima Stapa naziva se MATRICA KRUTOSTI
STAPA.

R, k, .. k, . k,[0] [k,
. o s oo . Ri = kil kij kin 1 = kij
Ako je q;=1 a q;=0 za i#j tada slijedi:
R _km .ok knn__O_ _knj_

R ... R ... R =, K.,

Element k; matrice krutosti Stapa jednak je generalisanoj sili R; koja nastaje usled
generalisanog pomjeranja q;=1, pri ¢emu su sva ostala pomjeranja jednaka nuli.

K,

J

Ovo predstavlja geometrijsko-staticko tumacenje elementa matrice Krutosti Stapa 1 put
kojim se definiSe postupak za odredivanje elemenata matrice krutosti.

Ovaj nacin odredivanja matrice krutosti Stapa naziva se direktan postupak ili direktna
metoda.

@‘ Matrica Krutosti Stapa je simetricna u odnosu na glavnu dijagonalu k;=k;; sto
je posledica Maxwell-ovog stava o uzajamnosti pomjeranja.



Primjer odredivanja ¢lanova matrice krutosti Stapa u ravni:
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Reakcije obostrano ukljeStenog
Stapa predstavljaju Clanove druge
kolone matrice krutosti Stapa i-k.
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Matrica krutosti Stapa je kvadratna matrica reda nxn, gdje je n broj stepeni slobod
pomjeranja elementa/Stapa.

) Matrica k je simetriéna matrica za koju ne postoji inverzna matrica, iz
razloga Sto su tri komponente sila na krajevima Stapa medusobno nezavisne
a druge tri se mogu odrediti iz uslova ravnotezZe (linearno zavisne) Stapa.




Vektor ekvivalentnog opterecenja

Zadato opterecenje moZe biti raspodijeljeno optereCenje p i m, koncentrisane sile i
momenti P, M, temperaturna promjena t i temperaturna razlika At.

Koncentrisano opterecenje na krajevima Stapa kojim se zamjenjuju spoljasnji uticaji
koji djeluju duz ose Stapa naziva se EKVIVALENTNO OPTERECENJE.

Vektor ekvivalentnog opterecenja Cine negativne vrijednosti reakcija krajeva totalno
ukljeStenog Stapa usled zadatog opterecenja koje djeluje na Stap.

Za komponente ekvivalentnog opterecenja (sile i momenti) u ¢vorovima Stapa vazi ista
konvencija kao i za generalisane sile.
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Direktan postupak odredivanja matrice krutosti i vektora
ekvivalentnog opterecenja
Naponsko stanje u ravni razdvajamo na:  aksijalno naprezanje

1 savijanje silama u ravni xoy

Ukupno naprezanje dobijamo superpozicijom ova dva naprezanja.

Aksijalno naprezanje Stapa

Stap koji je u stanju aksijalnog naprezanja prikazan je na slici, geometrijske i materijalne
karakteristike Stapa su duzina Stapa 1, povrSina poprecnog presjeka F 1 modul elasti¢nosti E.

Parametri pomjeranja u ¢vorovima i1 k su pomjeranja u pravcu ose Stapa u; i u, pa element
ima dva stepena slobode pomjeranja, po jedan u svakom ¢voru.

Generalisane sile u ¢vorovima su aksijalne sile N, i N,.

E.F L= U N,




Na osnovu geometrijsko-statiCkog tumacenja

a) za slucaj kada je q,=1i q,=0 slijedi da je:

K
N, oNRA|
By
N | | Kor Koo ]| O] | Ko
EF

Kada se vrijednost normalne sile ubaci u veze sila i pomjeranja, vodeci racuna o pozitivnoj
konvenciji za sile:

e
li @ E; Ni | Tk | | 1T

N k] |_EF
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b) za slucaj kada je q,=0 i q,=1 slijedi da je:

N _ Kip Ky |0 _ Ki &
N, Ky Kyl Ky, e

EF Not Tk | |71
N=Fo=rEe=T MM EF

Matrica krutosti aksijalno napregnutog Stapa je:

k = k11 k12 _EF 1
) k21 kzz )




Vektor ekvivalentnog opterec¢enja moZe nastati od opterecenja duz ose Stapa 1 uticaja

temperature.

Nosac sa slike je jedan put staticki neodreden 1 za odredivanje reakcija /®°, i /°, moZe

se primijeniti metoda sila:

o= A/o p(X) o= Ao
511X1+510 =0 QQ__JL - —t> - Q2 _i(_k
x1 = _510 /511 l< I >)
EF=const
| = R«
0

|
EF5, = N,N,dx
0

Vektor ekvivalentnog opterecenja je :

Q1 [NT [N
+
Q2 Nk 0 Nk t

ng ekvivalentno évorno optereéenje Q;




Za slucaj kada je opterecenje ravnomjerno rasporedeno p(x)=p, =const:

EF=const Qo= PO=Py QL2 =.N°,
e - <
511X1+510:0 [< 1 >
Xl = _510 /511 B =<
| ©) N,
EFS, =[N dx=I | P,
0 Q= = > > >
| 2
EFS, =[N,N,dx=—p,|*/2 N
0 pOIW o
)(1 — _510 /511 — pOI /2 peol-x'% ﬁ ﬁ ﬁ ﬁ eX1

p0|/2 ekvivalentno ¢vorno opterecenje X;= p0|/2

o]-4[]

Vektor ekvivalentnog opterecenja je :
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Za slucaj kada je t=const:

EF=const Q=4 t
€L
511X1+51t =0 [< :
X, ==818, >
| | @
EFS, =[N dx=I
0 X, t
I —
EFS, = EF| Nta,dx=—EFig|
0
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X, =-8,/8, =EFta,
R R
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Vektor ekvivalentnog opterecenja je :




Savijanje u ravni

Stap duzine 1, momenta inercije presjeka je I i modula eleasti¢nosti materijala E izloZen j
savijanju u ravni xoy.

Generah.sana pomjeranja su popreéna pomjeranja v, i v, i obrtanja krajeva Stapa o, i ¢,
Sto znaci da element ima Cetiri stepena slobode pomjeranja, po dva u svakom ¢voru.

Konvencija o pozitivnom znaku za sile 1 pomjeranja:

Vektor generalisanih sila:

| ?pi, M, EI Vo.M, R| [T |
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Matrica krutosti Stapa je reda nxn, za savijanje je reda 4x4 zbog Cega je veza
generalisanih sila i generalisanih pomjeranja data sa:

R [k, k, k, k,[q, Zbog simetrije matrice krutosti
R, _ k, k, k, k,|aq, K=k,
R, k, k, Kk, Kk,l|a,
R, ke Ko K, Kk.]a,

Pokazano je da se koeficijenti kij, i,j=1,2,3,4 mogu odrediti kao reakcije obostrano
ukljestenog Stapa usled jedini¢nih pomjeranja i obrtanja njegovih krajeva.

S obzirom da se radi o savijanju u ravni obostrano ukljeSten Stap je dva puta staticki
neodreden, i moZe se jednostavno rijesiti primjenom metode sila.

Uslovne jednacine metode sila u tom slucaju su: O, X, +8,X,+8,,=0
C
0, X, +0,X,+0,, =0

koeficijenti 1 slobodni ¢lanovi ovih jednacina definisani sa:

|
é‘ik:J'MiMk dx é‘ic:_zcijcj
0 ik

M, M,, C; su momenti i reakcije oslonca od nepoznatih Xi=1 a c; zadata
pomjeranja ili obrtanja oslonaca.




STATICKO-GEOMETRIJSKO ZNACENJE

Stanje q,=1

Stanje ¢,=1

Stanje q,=1




Stanje q1=1 El=const Rl k11 k12 k13 k14 1 ku
k,, 7 K, R, _ k21 kzz k23 k24 0 _ k21
q1=1 é (X) [—% RS k31 k32 k33 k34 O k31
7 % | R4 i _k41 k42 k43 k44 | _0_ _k41 _
1 h., 5. X, +8,X,+68,. =0
Odredivanje Ri (1=1,2,3,4) primjenom metode sila: 512 )(1 + 522 X2 + 520 =0
|
7 E.I M.-M B
Z % Oy = J.—' Cdx O = —ZCijCj
1 | 0 ik | | J
|

ElS, =ElS,, = [MAdx=[M?, %
0 0

Osnovni sistem, n=2:

|
ElS, = ElS,, =j|\/|1|\/|20|x=—'g
0

Xl g XZ
= = EI5IC:EI52C:—EII1 X =E12

|2

Dijagrami u osnovnom sistemu:
6 W W
X, =El = Izravnoteze Stapa

_ M, |
X, =1,0 | _ 12

11/1 ] T=-T.=El5
RT [T ki, 12
1| My, Ry M| |k, | _EI| 6l

[T x,-10 |R T k| P-12

R, | (M| [k 6l




Stanje q,=1 El=const R, k, k, k, k,[o0o] [k,]
R k, k, k, k,|[]1 K
k (X) 2 — 21 22 23 24 — 22
22C - RS k31 k32 k33 k34 0 k32
B R4 _ _k41 k42 k43 k44 | _0_ _k42
12 32 0 X, +0,X,+0,,=0

Odredivanje Ri (1=1,2,3,4) primjenom metode sila: 512 X + 522 X + 52 =0
c

é‘ik_J‘MEMkdX O _ZCC
0 .

I|k

EI

s

1

S

ElS, =EIS, _jlvl dx = jMZz _%

Osnovni sistem, n=2:

X, EIS,=Els, :jl\/|1|\/|2o|x:_'g

Yl Vol

Els,=-El EIS, =0

Dijagrami u osnovnom sistemu:
18 X —El 2 X, =El >
M M, | | 6
X, =1,0 | - Iz ravnoteze Stapa T, =—T, = El —
1 11 11 l S ~ _ |
RT [T 7 [k, 6l
1 | M2 R2 _ I\/Ii _ k22 :E 417
| | X,=1,0 R3 Tk k32 I | -6l
R, | M, _k42_ _2I2_




Stanje q3=1 El=const R, Ki Ky Ky K, [0 Kk
¢ R k. k, k. k,[O k
k23 k :{/{, RZ — k21 k22 k23 k24 1 — k
Z . R4_ _k41 Ko K k44__0_ _k
TkIS k331\ S5, X, +0,X,+6,=0
Odredivanje Ri (1=1,2,3,4) primjenom metode sila: 512 )(1 + 522 )(2 4 §2C =0
|
» E.I M i M k = —
% s v 5| = dx é‘ic - ZCi'C'
. 1 . ‘ { El,, P
|

| |
| Elan=E|522=j|\/|210|x:f|\/|22:g
Osnovni sistem, n=2: 0 0

X

|
< ElS,=El5, =j|\/|1|\/|2o|x:_'g
0

1@ éz

Dijagrami u osnovnom sistemu:

ElS, =EIS, = EI%
6 6

x-to [T —— My A=-Blp X=-Ely »
11/1 1] Iz ravnoteze Stapa T =-T,=-El |_3

RT [T ] [ke]  [-12]

3 MR | M| (k.| E1|-6

|| =10 |R | | T | |k,| P |12

LALLM LS —6l |




12

Stanje q,=1 El=const !

R
k2 k4 . R =
% R
ﬁr WF R4 41 k42 43 k44_ | Raq
k,, N;(x) K, 0 X, +0, X, +0,, =0

Odredivanje Ri (i=1,2,3,4) primjenom metode sila: 5, X, +0,,X,+3J,. =0

MM
5ik=_([ El “ dx 5ic:_Zj:CijCj

ik

22 24

~ XN XN

32 34

I
~ X X =

R
|
IP—‘OOO

EI

s

1

S

| |
ElS, =El5,, = [M%idx = [M?, %
0 0

Osnovni sistem, n=2:

X

|
X. Els, =ElS, =j|\/|1|\/|zolx=—'g

1@ éz

Dijagrami u osnovnom sistemu:

ElS,=0 EI5, =—El
2 4

M, X =El- X, =El—
X ZI’OM | | ¢
1 1/1 1/1 | Iz ravnoteze %tapa T1 = —T2 = ElI |—2
_Rl_ _Ti _k14_ i 6' i
1/1 ! M2 R2 B Mi B k24 - EI 2'2
| | X,=1,0 R3 - Tk - k34 - |3 _6|
_R4_ _Mk_ _k44_ _4'2_




Matrica krutosti Stapa optereCenog na Cisto savijanje ima sljedeci oblik

12 6 —-12 o6l
EI| 6l 41> -6l 2I°
| -12 -6l 12 —él
ol 21> -6l 4%

Vektor ekvivalentnog ¢vornog opterecenja Stapa optereéenog na &isto savijanje
ima sljedeci oblik

Q] [Z7] [4° f AT A
ol | lw| AATTT A
Q= Q2 =" |- Q, At Q, 1
J J . ’
3 # £
_Q4_ _‘%g_a -‘%—Al

Komponente vektora ekvivalentnog optereCenja jednake su negativnim
vrijednostima reakcija totalno ukljeStenog Stapa usled zadatih spoljasnjih

uticaja koji mogu biti optereCenje upravno na osu Stapa i temperaturna
razlika At .




p(x)=p,=const Metoda sila:
511X1 + 512)(2 + 510 =0

Y v V v Y
é| DA . O, X +8,X,+38,
| |
Osnovni sistem, n=2: | S _J‘ M;M, dx J'MuM
X, g X, )Rl El,
f 0 ik :) ik
IM\ ElS, = EI§22—_[M dx = [M2 =
X,=1,0 0
M, ElS, = ElS,, :IMledx:——
0
\IX2 =1,0 | p0|3
M, EIG, = [M,M,dx=-
) 24
\_/ | p I’
EIG,, = [M,M dx= Y
M. =p,I?/ M A ' 3
7 I, 1, pl
P oo N M =pe2 3K =Xy = -=0
J,=pI2 T =p,\/2 3 6 24
—I—X +|—X + P =0
Q,=p, /12 Q,=p,I2/12 6 ' 3% 24
Ekvivalentno ¢vorno opterecenje ‘ 0 12 B polz B B p_ol
112 Xj==- Xy=- =T, =
Q,=p,\/2 Q;=p, 12 12 2



p(x)=p,=const

AR

Q,=p, /12 Q,=p, /12

Ekvivalentno ¢vorno opterecenje \

Q,
®

59

Q
Q,
Q

Q.




Za slucaj kada na Stap djeluje temperaturna razlika At

At
E,I

mijenjaju se slobodni ¢lanovi

— IWW

TS

1 I At
Za El=const O = _[ M.e, "y dx

Atl "
Elé‘ ——EI5 = Ela -

Uslovne jednacine i rjeSenja jednacina

I—XI—I—X2+EIatA—t|=O
3 6 2h At
|, | Atl Xy ==X, =Bla—

——X,+=X,—Ela,=—=0
6" 3 2h

T,=T,=0 Q, ] 0 ]
Vode¢i raCuna o pozitivnoj Q2 At] 1
r2=>1) konvenciji za sile vektor Q = Q =Ela, — 0
ekvivalentnog opterecenja je: 3
_Q4 Jt | 1_




Matrica krutosti i vektor ekvivalentnog opterecenja
ravnog prizmaticnog stapa

Ravni Stap moze da primi i prenese spoljasnje uticaje koji djeluju u pravecu ose Stapa p_kao i
opterefenje upravno na osu Stapa p,, temperaturnu promjenu u osi Stapa t i temperaturnu
razliku At duz ose Stapa:

Py
®p M AV, P M vy, Ty
u, N> = — Sp, LAt | > u,N,
L |
|

Posto spoljasnji uticaji predstavljaju zbir uticaja koji se javljaju u sluCaju
aksijalnog naprezanja i u slu¢aju savijanja slijedi da se matrica krutosti i
vektor ekvivalentnog opterec¢enja ravnog stapa mogu dobiti superpozicijom
matrica krutosti i vektora ekvivalentnog optere¢enja za aksijalno naprezanje

Stapa i savijanje.




Stap u ravni ima Sest stepeni slobode, po tri u svakom &voru, §to je jednako zbiru stepeni

slobode aksijalnog naprezanja i savijanja:

32
fl_;T

-1

A
4

kaks = $|:

4

N

1
4

2 3

12 6l

El| 6l 4I°
Pl-12 -6l
6l 21

5
—12

—ol

— ol

21?
12 -6l
417 |

2
3
S
6

Vodec¢i racuna o oznakama generalisanih sila 1 generalisanih pomjeranja 1,...,6 postavljajuc¢i u matrici
krutosti 6x6 svaki od ¢lanova na odgovarajuée mjesto dobija se matrica krutosti Stapa:

1
EF

|

0

0

2 3

0 0
12El 6El
|3 |2
6El 4E]|

|2 I

0 0
12El 6El
N EE
6El 2El

4
_EF

I
0

5 6

0 0
12El  6El
o |3 |2
_6El  2El

|° I

0 0
12EI 6El
|3 o |2
_6El  4El

|2




Superpozicijom vektor ekvivalentnog opterecenja Stapa i-k u ravni definisan je sa :

"0, N.
_sz Q> Ti
B Q| [Q M,
Q—QakerQsav—{QLJJr QS - Q4 Nk
Q6| | Qs T,

_Q6_o,t _|\/|k_0t




